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ПРО ОДИН ПIДХIД ДОСЛIДЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ
НЕЛIНIЙНИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ З IНТЕГРАЛЬНИМИ
КРАЙОВИМИ УМОВАМИ

We get some results concerning the investigation of solutions of the non–linear systems of differen-
tial equations subjected to the integral boundary restrictions. We show that it is useful to reduce
the original problem into the parametrized one with linear two–point separated conditions. For
investigation the solutions of the parametrized boundary–value problem we use the numerical–
analytic technique.

Отримано результати щодо дослiдження розв’язкiв нелiнiйних систем диференцiальних рiв-
нянь, пiдпорядкованих iнтегральним крайовим умовам. Показано ефективнiсть зведення ви-
хiдної задачi до параметризованої задачi з лiнiйними двоточковими роздiленими крайовими
умовами. Для дослiдження розв’язкiв останньої обґрунтовано вiдповiдну чисельно-аналiтич-
ну технiку.

Вступ. Робота присвячена дослiдженню розв’язкiв нелiнiйної крайової за-
дачi з iнтегральними крайовими умовами. Показується доцiльнiсть зведення
вихiдної задачi до задачi з лiнiйними двоточковими параметризованими кра-
йовими умовами. Для дослiдження розв’язкiв останньої будується вiдповiдна
модифiкацiя чисельно–аналiтичного алгоритму [1,2] з покращеними характери-
стиками збiжностi. Встановлюються умови збiжностi побудованої послiдовностi
функцiй до деякої граничної функцiї, а також її зв’язок з розв’язком вихiдної
крайової задачi. Отриманi теоретичнi результати демонструються iлюстратив-
ним прикладом.

1. Постановка задачi. Розглянемо систему нелiнiйних диференцiальних
рiвнянь, пiдпорядковану iнтегральним крайовим умовам вигляду:

x′(t) = f(t, x(t)), (1)

T∫
0

B(s)x(s)ds = d, (2)

де t ∈ [0, T ], функцiя f : [0, T ] × D → Rn — неперервна, D ⊂ Rn — замкнена
обмежена область, B : [0, T ] → L(Rn) — задана неперервна матрична функцiя,
d – заданий n – вимiрний вектор, а L(Rn)— алгебра n–вимiрних квадратних
матриць з дiйсними компонентами.

Задача полягає у вiдшуканнi розв’язку системи диференцiальних рiвнянь
(1), який задовольняє iнтегральнi крайовi умови (2), у класi неперервно дифе-
ренцiйовних функцiй x : [0, T ] → D.

Крайовi умови (2) перепишемо наступним чином:

Ax(0) +

T∫
0

B(s)x(s)ds+ Cx(T ) = d+ Ax(0) + Cx(T ), (3)
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де A ∈ L(Rn) — довiльна задана матриця, C =

(
C11 C12

C21 In−p

)
∈ L(Rn)— деяка

невироджена матриця, C11 ∈ L(Rp), detC11 ̸= 0, C12, C21 — матрицi розмiрностi
p× (n− p) та (n− p)× p вiдповiдно, а In−p ∈ L(Rn−p) — одинична матриця.

Покажемо, що замiсть нелiнiйної задачi (1), (2) з iнтегральними крайо-
вими умовами доцiльно розглядати систему диференцiальних рiвнянь (1) при
певних параметризованих лiнiйних двоточкових крайових умовах, до яких пот-
рiбно приєднати певну систему визначальних алгебраїчних чи трансцендентних
рiвнянь.

2. Перехiд до задачi з лiнiйними крайовими умовами. Для перехо-
ду до задачi з лiнiйними двоточковими крайовими умовами введемо наступнi
параметри:

z := x(0) = col(x1(0), x2(0), ..., xn(0)) = col(z1, z2, ..., zn),

λ :=

T∫
0

B(s)x(s)ds = col(λ1, λ2, ..., λn), (4)

η := x(T ) = col(x1(T ), x2(T ), ..., xn(T )) = col(η1, η2, ..., ηn).

З використанням параметризацiї (4) iнтегральнi крайовi умови (3) запи-
шуться у виглядi лiнiйних двоточкових параметризованих умов:

Ax(0) + Cx(T ) = d+ Az − λ+ Cη. (5)

Розглянемо спецiальний випадок крайових умов (5), поклавши A ≡ On,
C ≡ In, де On ∈ L(Rn) — нульова матриця.

Таким чином, замiсть задачi (1), (2) з iнтегральними крайовими умовами
розглядаємо еквiвалентну їй параметризовану задачу (1), (6) з лiнiйними роз-
дiленими двоточковими крайовими умовами:{

x(0) = z,
x(T ) = d(λ, η),

(6)

де d(λ, η) := d− λ+ η,
до якої потрiбно приєднати певну систему визначальних алгебраїчних чи транс-
цендентних рiвнянь.

Зауваження 1. Множина розв’язкiв нелiнiйної крайової задачi (1), (2) збi-
гається з множиною тих розв’язкiв задачi (1), (6), якi задовольняють додат-
ковим умовам (4).

Для дослiдження розв’язкiв модифiкованої крайової задачi (1), (6) обґрун-
туємо вiдповiдну чисельно-аналiтичну схему.

3. Збiжнiсть послiдовних наближень. На основi заданої функцiї f ви-
значимо вектор:

δD(f) :=
1

2

[
max

(t,x)∈[0,T ]×D
f(t, x)− min

(t,x)∈[0,T ]×D
f(t, x)

]
, (7)
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i покладемо

D0 :=


T∫

0

B(s)x(s)ds : x ∈ C ([0, T ], D)

 .

Припустимо, що параметризована крайова задача така, що:
A) Пiдмножина

Dβ :=

{
z ∈ D : B

(
z +

t

T
[d(λ, η)− z] ,

T

2
δD(f)

)
⊂ D

}
̸= ∅,

для всiх λ ∈ D0, η ∈ D, t ∈ [0, T ].
З визначення множини Dβ випливає, що вона складається з таких точок

z ∈ D, для яких сукупнiсть точок z + t
T
[d(λ, η)− z] належить областi D разом

зi своїм
β :=

T

2
δD(f)

околом, ∀λ ∈ D0, η ∈ D, t ∈ [0, T ].
B) Функцiя f неперервна i, знайдеться така стала матриця K = {kij}ni,j=1 з

невiд’ємними коефiцiєнтами, що при довiльних {u, v} ⊂ D, справедлива нерiв-
нiсть:

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ K|u− v|. (8)

C) Спектральний радiус матрицi K задовольняє умову:

r(K) <
10

3T
. (9)

Для дослiдження розв’язкiв параметризованої крайової задачi (1), (6) по-
будуємо послiдовнiсть функцiй {xm} згiдно рекурентного спiввiдношення:

xm+1(t, z, λ, η) := z +
t∫
0

f(s, xm(s, z, λ, η))ds−

− t
T

T∫
0

f (s, xm (s, z, λ, η)) ds+ t
T
[d(λ, η)− z] ,

(10)

де m = 0, 1, 2, . . . ,

x0(t, z, λ, η) = z +
t

T
[d(λ, η)− z] ∈ Dβ, (11)

xm(t, z, λ, η) = col(xm,1(t, z, λ, η), xm,2(t, z, λ, η), ..., xm,n(t, z, λ, η)),

а z, λ, η розглядаються як параметри.
Легко перевiрити, що всi функцiї xm вигляду (10) задовольняють лiнiйнi

параметризованi двоточковi крайовi умови (6) для всiх m ≥ 1, z, λ, η ∈ Rn.
Встановимо рiвномiрну збiжнiсть послiдовностi (10).

Теорема 1. Припустимо, що параметризована крайова задача (1), (6) за-
довольняє умови A) — C).

Тодi для всiх фiксованих z ∈ Dβ, λ ∈ D0, η ∈ D:
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1) Функцiї послiдовностi (10) неперервно диференцiйовнi i задовольняють
параметризованi крайовi умови:{

xm(0, z, λ, η) = z,
xm(T, z, λ, η) = d(λ, η),

(12)

m = 0, 1, 2, . . .

2) Послiдовнiсть функцiй (10) рiвномiрно збiгається вiдносно t ∈ [0, T ] при
m→ ∞ до граничної функцiї

x∗(t, z, λ, η) = lim
m→∞

xm(t, z, λ, η). (13)

3) Гранична функцiя x∗ задовольняє параметризованi двоточковi лiнiйнi кра-
йовi умови: {

x∗(0, z, λ, η) = z,
x∗(T, z, λ, η) = d(λ, η).

(14)

4) Функцiя (13) для всiх t ∈ [0, T ] є єдиним неперервно диференцiйовним
розв’язком iнтегрального рiвняння

x(t) := z +
t∫
0

f(s, x(s))ds− t
T

T∫
0

f(s, x(s))ds+

+ t
T
[d(λ, η)− z], t ∈ [0, T ],

(15)

або еквiвалентної йому задачi Кошi для модифiкованої системи диферен-
цiальних рiвнянь вигляду:

x′(t) = f(t, x(t)) + ∆(z, λ, η), (16)

x(0) = z, (17)

де ∆ : Dβ ×D0 ×D → Rn — вiдображення, визначене формулою:

∆(z, λ, η) :=
1

T
[d(λ, η)− z]− 1

T

T∫
0

f(s, x∗(s, z, λ, η))ds. (18)

5) Справедлива оцiнка вiдхилення функцiї x∗ вiд її m-го наближення для
всiх t ∈ [0, T ]

|x∗(t, z, λ, η)− xm(t, z, λ, η)| ≤
20t

9

(
1− t

T

)
Qm(In −Q)−1δD(f), (19)

де
Q :=

3T

10
K, (20)

а вектор δD(f) визначений формулою (7).
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Доведення. Доведемо, що послiдовнiсть функцiй (10) є послiдовнiстю Кошi
у банаховому просторi C([0, T ],Rn). Спочатку покажемо, що xm(t, z, λ, η) ∈D,
для всiх (t, z, λ, η) ∈ [0, T ]×Dβ ×D0 ×D, m ∈ N.

Дiйсно, з використанням оцiнок Леми 2.3 [3] (див. також Лема 3 [4] та Ле-
ма 2 [5]) для всiх y ∈ C([0, T ],Rn):∣∣∣∣∣∣

t∫
0

y(τ)− 1

T

T∫
0

y(s)ds

 dτ
∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

2
α1(t)

[
max
t∈[0,T ]

y(t)− min
t∈[0,T ]

y(t)

]
, (21)

де

α1(t) := 2t

(
1− t

T

)
, t ∈ [0, T ], (22)

iз спiввiдношення (10) при m = 0 отримаємо:

|x1(t, z, λ, η)− x0(t, z, λ, η)| ≤

≤
∣∣∣∣ t∫
0

[
f(t, x0(s, z, λ, η))ds− t

T

T∫
0

f(s, x0(s, z, λ, η)ds

]∣∣∣∣ dt ≤
≤ α1(t)δD(f) ≤ T

2
δD(f).

(23)

В силу нерiвностi (23) приходимо до висновку, що x1(t, z, λ, η) ∈ D при
(t, z, λ, η) ∈ [0, T ]×Dβ ×D0 ×D.

За iндукцiєю легко встановити, що всi функцiї послiдовностi (10) також мiс-
тяться в областi D для всiх m ∈ N, t ∈ [0, T ], z ∈ Dβ, λ ∈ D0, η ∈ D.

Розглянемо рiзницю:

xm+1(t, z, λ, η)− xm(t, z, λ, η) =

=
t∫
0

[f(s, xm(s, z, λ, η))− f(s, xm−1(s, z, λ, η))] ds−

− t
T

T∫
0

[f(s, xm(s, z, λ, η))− f(s, xm−1(s, z, λ, η))] ds,

(24)

та позначимо:

rm(t, z, λ, η) := |xm(t, z, λ, η)− xm−1(t, z, λ, η)| ,

для всiх m ∈ N, t ∈ [0, T ], z ∈ Dβ, λ ∈ D0 i η ∈ D.
В силу рiвностi (24), оцiнки (21) та умови Лiпшиця (8), маємо:

rm+1(t, z, λ, η) ≤ K

(1− t

T

) t∫
0

rm(s, z, λ, η)ds+
t

T

T∫
t

rm(s, z, λ, η)ds

 , (25)

для будь–якого m ∈ N, t ∈ [0, T ].
Згiдно з (23),

r1(t, z, λ, η) = |x1(t, z, λ, η)− x0(t, z, λ, η)| ≤ α1(t)δD(f).

При m = 1 з нерiвностi (25) випливає, що

r2(t, z, λ, η) ≤ KδD(f)

(1− t

T

) t∫
0

α1(s)ds+
t

T

T∫
t

α1(s)ds

 ≤ Kα2(t)δD(f),
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де вектор δD(f) має вигляд (7), а αm(·),m ∈ N визначається рекурентною фор-
мулою:

αm+1(t) :=

(
1− t

T

) t∫
0

αm(s)ds+
t

T

T∫
t

αm(s)ds, (26)

де α0(t) := 0, для всiх t ∈ [0, T ], а α1(t) задана спiввiдношенням (22).
Використовуючи (26), легко отримати, що має мiсце оцiнка:

rm+1(t, z, λ, η) ≤ Kmαm+1(t)δD(f), (27)

для всiх m ∈ N.
Послiдовнiсть функцiй {αm} така, що задовольняє нерiвнiсть:

αm+1(t) ≤
10

9

(
3T

10

)m
α1(t), t ∈ [0.T ],m = 0, 1, 2, . . . . (28)

В силу оцiнки (28), з (27) отримуємо, що

rm+1(t, z, λ, η) ≤
10

9
α1(t)δD(f), (29)

для всiх t ∈ [0, T ], m ∈ N, де матриця Q має вигляд (20).
Таким чином, з урахуванням нерiвностi (29), розглянемо рiзницю:

|xm+j(t, z, λ, η)− xm(t, z, λ, η)| ≤
≤ |xm+j(t, z, λ, η)− xm+j−1(t, z, λ, η)|+

+ |xm+j−1(t, z, λ, η)− xm+j−2(t, z, λ, η)|+ · · ·+
+ |xm+1(t, z, λ, η)− xm(t, z, λ, η)| =

=
∑j

i=0 rm+1(t, z, λ, η) ≤ 10
9
α1(t)

∑j
i=0Q

m+iδD(f) =

= 10
9
α1(t)Q

m
∑j−1

i=0 Q
iδD(f).

(30)

Так як максимальне власне значення матрицiQ вигляду (20) не перевищує 1,
то

j−1∑
i=0

Qi ≤ (In −Q)−1

i
lim
m→∞

Qm = On.

Таким чином, згiдно критерiю Кошi, з нерiвностi (30) випливає що, послi-
довнiсть функцiй {xm} вигляду (10) рiвномiрно збiгається в областi
[0, T ]×Dβ×D0×D до граничної функцiї x∗. Так як всi функцiї xm послiдовностi
(10) задовольняють крайовi умови (6) для всiх значень введених параметрiв,
можна зробити висновок, що гранична функцiя x∗ також їх задовольняє. Пе-
рейшовши у рiвностi (10) до границi при m → ∞ , отримаємо, що гранична
функцiя задовольняє iнтегральне рiвняння (15), або що те ж саме є розв’язком
задачi Кошi (16), (17), де ∆(z, λ, η) задається формулою (18). При переходi до
границi при m→ ∞ у (30) отримаємо оцiнку (19), що i завершує доведення.
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Встановимо зв’язок граничної функцiї x∗ послiдовностi функцiй (10) з роз-
в’язком вихiдної крайової задачi (1), (2).

З цiєю метою розглянемо задачу Кошi для системи диференцiальних рiвнянь
з постiйним збуренням у правiй частинi:

x′(t) = f(t, x) + µ, t ∈ [0, T ], (31)

x(0) = z, (32)

де µ = col(µ1, ..., µn) є керуючим параметром.

Теорема 2. Нехай z ∈ Dβ, λ ∈ D0, η ∈ D i µ ∈ Rn — заданi вектори. При-
пустимо, що для системи диференцiальних рiвнянь (1) мають мiсце умови
Теореми 1.

Тодi для того, щоб розв’язок задачi Кошi (31), (32), задовольняв також
i параметризованi крайовi умови (6), необхiдно i достатньо, щоб параметр
µ = µz,λ,η був заданий рiвнiстю:

µz,λ,η :=
1

T

[d(λ, η)− z]−
T∫

0

f(s, x∗(s, z, λ, η))

 ds. (33)

У цьому випадку,

x(t, z, λ, η, µ) = x∗(t, z, λ, η), t ∈ [0, T ], (34)

де x∗ функцiя вигляду (13).

Доведення. Достатнiсть. Нехай параметр

µ = µz,λ,η (35)

у правiй частинi системи диференцiальних рiвнянь (31) має вигляд (35) .
З Теореми 1 випливає, що при заданих значеннях параметрiв z, η, λ, гранич-

на функцiя (13) послiдовностi (10) є єдиним розв’язком крайової задачi (31),
(6). Крiм того, функцiя x∗ задовольняє початковi умови (32), тобто є розв’язком
задачi Кошi (31), (32). Таким чином, знайдено значення параметра µ вигляду
(35), для якого має мiсце спiввiдношення (34).

Необхiднiсть. Покажемо, що контрольний параметр µ вигляду (33) визна-
чається єдиним чином, тому що для будь–яких iнших µ = µ̄ ̸= µz,λ,η розв’язок
x (t, z, λ, η, µ̄) задачi Кошi (31), (32) не задовольняє параметризованi крайовi
умови (6).

Дiйсно, припустимо супротивне. Тодi iснує щонайменше два значення µz,λ,η
та µ̄ (µz,λ,η ̸= µ̄), для яких розв’язки x = x (t, z, λ, η, µz,λ,η) = xz,λ,η(t) i
x = x (t, z, λ, η, µ̄) = x̄(t) задач Кошi (31), (32), (35) та (36), (32):

x′(t) = f(t, x) + µ̄, t ∈ [0, T ], (36)

вiдповiдно також задовольняють двоточковi параметризованi крайовi умови (6).
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Очевидно, що функцiї xz,λ,η(·) i x(·) задовольняють iнтегральнi рiвняння

xz,λ,η(t) := z +

t∫
0

f(s, xz,λ,η(s))ds+ µz,λ,ηt (37)

i

x(t) := z +

t∫
0

f(s, x(s))ds+ µt. (38)

За припущенням, функцiї xz,λ,η i x задовольняють параметризованi кра-
йовi умови (6) i початковим умовам (32). Тобто мають мiсце спiввiдношення:{

xz,λ,η(0) = z,
xz,λ,η(T ) = d(λ, η),{
x(0) = z,
x(T ) = d(λ, η).

З iнтегральних рiвнянь (37), (38) при t = T одержимо:

µz,λ,η =
1

T
[d(λ, η)− z]− 1

T

T∫
0

f(s, xz,λ,η(s))ds, (39)

µ =
1

T
[d(λ, η)− z]− 1

T

T∫
0

f(s, x(s))ds. (40)

Пiдставивши останнi двi рiвностi (39), (40) в iнтегральнi рiвняння (37), (38),
отримуємо, що для всiх t ∈ [0, T ]:

xz,λ,η(t) = z +
t∫
0

f(s, xz,λ,η(s))ds+

+ t
T

[
[d(λ, η)− z]−

T∫
0

f(s, xz,λ,η(s))ds

]
.

(41)

i

x(t) := z +
t∫
0

f(s, x(s))ds+

+ t
T

[
[d(λ, η)− z]−

T∫
0

f(s, x(s))ds

]
.

(42)

Оскiльки z ∈ Dβ i λ ∈ D0, то аналогiчно доведенню Теореми 1, виходячи
з вигляду рiвнянь (41), (42), та визначення множини Dβ можна встановити, що
всi значення функцiй xz,λ,η(t), x(t) мiстяться в областi D при t ∈ [0, T ].

Iз спiввiдношень (41), (42) одержимо:

xz,λ,η(t)− x(t) =
t∫
0

[f(s, xz,λ,η(s))− f(s, xz,λ,η(s))]ds−

− t
T

T∫
0

[f(s, xz,λ,η(s))− f(s, xz,λ,η(s))]ds, t ∈ [0, T ],

(43)
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Iз (43) з урахуванням умови Лiпшиця (8) маємо, що функцiя

ω(t) := |xz,λ,η(t)− x(t)|, t ∈ [0, T ], (44)

задовольняє iнтегральнi нерiвностi

ω(t) ≤ K

 t∫
0

ω(s)ds+
t

T

T∫
t

ω(s)ds

 ≤ Kα1(t) max
s∈[0,T ]

ω(s), t ∈ [0, T ],

де α1(·) визначається формулою (22).
Використовуючи останню нерiвнiсть рекурентно, приходимо до наступної

оцiнки:
ω(t) ≤ Kmαm(t) max

s∈[0,T ]
ω(s), t ∈ [0, T ], (45)

де m = 1, 2, . . . , а функцiї αm,m ≥ 1 , задаються формулою (26).
Беручи до уваги (28), з (45) отримуємо, що

ω(t) ≤ Kα1(t)
10

9

(
3T

10
K

)m−1

max
s∈[0,T ]

ω(s), t ∈ [0, T ].

Перейшовши в останнiй нерiвностi до границi при m→ ∞ та врахувавши
(9), приходимо до висновку, що

max
s∈[0,T ]

ω(s) ≤ Qm max
s∈[0,T ]

ω(s) → 0.

Згiдно з (44), це означає, що функцiя xz,λ,η(·) спiвпадає з x(·). Викорис-
товуючи (39) i (40), одержуємо, що µz,λ,η = µ. Це протирiччя доводить теорему.

Теорема 3. Нехай для крайової задачi (1), (2) виконуються умови A) — C).
Тодi пара (x∗(·, z∗, λ∗, η∗), λ∗) є розв’язком параметризованої крайової задачi

(1), (6), тодi i тiльки тодi, коли

z∗ = col(z∗1 , z
∗
2 , ..., z

∗
n),

η∗ = col(η∗1, η
∗
2, ..., η

∗
n),

λ∗ = col(λ∗1, λ
∗
2, ..., λ

∗
n)

задовольнятимуть систему визначальних алгебраїчних чи трансцендентних
рiвнянь вигляду:

∆(z, λ, η) = 0, (46)

V (z, λ, η) = 0, (47)

x∗(T, z, λ, η)− η = 0, (48)

де

∆(z, λ, η) := [d(λ, η)− z]− 1

T

T∫
0

f(s, x∗(s, z, λ, η))ds,

V (z, λ, η) :=

T∫
0

B(s)x∗(s, z, λ, η)ds− λ.
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Доведення. Для доведення достатньо застосувати Теорему 2 i зауважи-
ти, що диференцiальне рiвняння (16) спiвпадає з (1), тодi i тiльки тодi коли
(z∗, λ∗, η∗) задовольняє рiвняння:

∆(z∗, λ∗, η∗) = 0.

Враховуючи параметризацiю (4), та еквiвалентнiсть задач (1), (2) та
(1), (6) очевидно, що x∗(·, z∗, λ∗, η∗) збiгається з розв’язком параметризованої
крайової задачi (1), (6), тодi i тiльки тодi, коли x∗(·, z∗, λ∗, η∗) задовольняє рiв-
няння:

T∫
0

B(s)x∗(s, z, λ, η)ds = λ,

x∗(s, z, λ, η) = η.

Це означає, що x∗(·, z∗, λ∗, η∗) є розв’язком iнтегральної крайової задачi (1),
(2), тодi i тiльки тодi, коли виконується (46) — (48). Останнє твердження i
доводить теорему.

Доведемо, що система визначальних рiвнянь (46) — (48) виявляє всi можливi
розв’язки вихiдної нелiнiйної крайової задачi (1), (2) з iнтегральними крайовими
умовами.

Лема 1. Нехай виконуються всi умови Теореми 3. Крiм того, iснують
вектори z ∈ Dβ, λ ∈ D0, η ∈ D, якi задовольняють систему визначальних
рiвнянь (46) — (48).

Тодi:
1) Нелiнiйна крайова задача (1), (2) має розв’язок x(·) такий, що

x(0) = z,

T∫
0

B(s)x(s)ds = λ,

x(T ) = η.

Крiм того, вiн задається формулою:

x(t) = x∗(t, z, λ, η), t ∈ [0, T ], (49)

де x∗ є граничною функцiєю послiдовностi (10).
2) Якщо крайова задача (1), (2) має розв’язок x(·), то вiн задається формулою
(49), i система визначальних рiвнянь (46) — (48) задовольняється при

z = x(0),

λ =

T∫
0

B(s)x(s)ds, (50)

η = x(T ).
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Доведення. Будемо застосовувати Теореми 1 та 2. Якщо iснують деякi век-
тори z ∈ Dβ, λ ∈ D0, η ∈ D, якi задовольняють систему визначальних рiвнянь
(46) — (48), то на основi Теореми 3 функцiя (49) є розв’язком вихiдної крайової
задачi (1), (2). З iншого боку, якщо x(·) є розв’язком крайової задачi (1), (2), то
ця функцiя є розв’язком задачi Кошi (31), (32) при

µ = 0,

z = x(0).

Так як x(·) задовольняє iнтегральнi крайовi умови (2), а отже i параметри-
зованi умови (6), тодi з Теореми 2 випливає, що має мiсце рiвнiсть (49). Крiм
того,

µ = µz,λ,η = 0,

де вектори λ, η визначаються спiввiдношенням (50). Окрiм того, µz,λ,η дається
формулою (33), отже, перше рiвняння (46) визначальної системи виконується,
якщо z, λ, η визначаються згiдно з (50). З використанням крайових умов (2),
отримуємо, що два iнших рiвняння (47), (48) визначальної системи також мають
мiсце. Таким чином, ми визначили такi (z, λ, η), якi задовольняють систему
визначальних рiвнянь (46) — (49), що i доводить лему.

Зауваження 2. При деякому m ≥ 1 введемо у розгляд функцiї
△m : Dβ ×D0 ×D → Rn, Vm : Dβ ×D0 ×D → Rn згiдно формул:

△m(z, λ, η) :=
1

T
[d(λ, η)− z]− 1

T

T∫
0

f(s, xm(s, z, λ, η))ds, (51)

Vm(z, λ, η) :=

T∫
0

B(s)xm(s, z, λ, η)ds− λ, (52)

де z, λ, η визначенi спiввiдношенням (4), а множина Dβ має вигляд (8).
Для дослiдження розв’язностi параметризованої крайової задачi (1), (6)

розглядатимемо наближену визначальну систему алгебраїчних чи трансцен-
дентних рiвнянь вигляду:

△m(z, λ, η) = 0,

Vm(z, λ, η) = 0, (53)

xm(T, z, λ, η)− η = 0.

Вiдмiтимо, що на вiдмiну вiд системи (46) — (48), наближена систе-
ма конструктивно будуєтьтя на основi функцiї xm та не мiстить невiдомих
членiв. Це означає, що за вiдповiдних умов функцiя Xm(t) = xm(t, z, λ, η), де
z, λ, η є розв’язками (53) може бути принята за m–ве наближення до то-
чного розв’язку вихiдної крайової задачi (1), (2) з iнтегральними крайовими
умовами.

Зi зростанням m системи (46) — (48) та (53) будуть достатньо близь-
кими, i цим самим забезпечуватиметься необхiдна точнiсть вiдшукання на-
ближеного розв’язку крайової задачi (1), (2).
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6. Iлюстративний приклад.
Розглянемо систему нелiнiйних диференцiальних рiвнянь{

x′1 (t) = x22(t)− t
5
x1(t) +

t3

100
− t2

25
= f1(t, x1, x2),

x′2 (t) =
t2

10
x2(t) +

1
5
− t3

50
= f2(t, x1, x2),

(54)

з iнтегральними крайовими умовами

T∫
0

B(s)x(s)ds = d, (55)

де t ∈
[
0, 1

2

]
, B(t) =

(
t2/2 t/2
t− 1/2 t

)
, d =

(
−39/6400
271/3840

)
.

Зауважимо, що точним розв’язком задачi (54), (55) є система функцiй:{
x∗1(t) =

t2

20
− 1

2
,

x∗2(t) =
t
5
.

(56)

Крайова задача (54), (55) визначена на множинi:

(t, x) ∈
[
0,

1

2

]
×D, (57)

D =

{
(x1, x2) :| x1 |≤

1

2
, | x2 |≤

1

2

}
. (58)

Iнтегральнi крайовi умови (55) запишемо у виглядi:

Ax (0) +

1
2∫

0

B(s)x(s)ds+ Cx

(
1

2

)
= d+ Ax (0) + Cx

(
1

2

)
. (59)

Для переходу до лiнiйних двоточкових крайових умов введемо наступнi па-
раметри:

z := x(0) = col(x1(0), x2(0)) = col(z1, z2),

λ :=

T∫
0

B(s)x(s)ds = col(λ1, λ2),

η := x(T ) = col

(
x1

(
1

2

)
, x2

(
1

2

))
= col (η1, η2) . (60)

З використанням параметризацiї (60), крайовi умови (59) запишуться у ви-
глядi:

Ax(0) + Cx

(
1

2

)
= d(z, λ, η), (61)

d(z, λ, η) := d+ Az − λ+ Cη.

Покладаючи A ≡ O2, C ≡ I2, крайовi умови (61) виглядатимуть так:
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{
x(0) = z,
x(T ) = d(λ, η),

(62)

де d(λ, η) := d− λ+ η.
За матрицю, яка фiгурує в умовi Лiпшиця (8), можна взяти таку:

K =

(
1/5 1
0 1/10

)
,

причому

r(K) = 0.2 <
10

3T
,

де T = 1
2
, тобто умова (9) виконується.

Вектор δD(f) виберемо наступним чином:

δD(f) ≤
(

0.175
0.0125

)
.

Множина Dβ ̸= ∅, оскiльки

z1 + 2t(0.0069375− λ1 + η1 − z1) ≤ 0.043750,

z2 + 2t(0.07057291667− λ2 + η2 − z2) ≤ 0.0031250,

∀λ1, λ2 ∈ D0, η1, η2 ∈ D.

Нехай параметр λ визначений на множинi:

D0 := {(λ1, λ2) : |λ1| ≤ 0.007, |λ2| ≤ 0.08}

Отже, для параметризованої крайової задачi виконуються умови A)— C) i
для неї можна застосувати схему чисельно-аналiтичного алгоритму, про яку
йдеться у данiй роботi.

Послiдовнi наближення (10) для крайової задачi (54),(62) мають вигляд:

xm,1(t, z, λ, η) := z1 +
t∫
0

f1(s, xm−1,1(s, z, λ, η))ds− 2t

1
2∫
0

f1(s, xm−1,1(s, z, λ, η))ds+

+2t(−0.006093750− λ1 + η1 − z1),

xm,2(t, z, λ, η) := z2 +
t∫
0

f2(s, xm−1,1(s, z, λ, η))ds− 2t

1
2∫
0

f2(s, xm−1,2(s, z, λ, η))ds+

+2t(0.07057291667− λ2 + η2 − z2),

m = 1, 2, 3, ..., а за нульове наближення вiзьмемо функцiї:

x0,1 = z1 + 2t(−0.006093750− λ1 + η1 − z1),

x0,2 = z2 + 2t(0.07057291667− λ2 + η2 − z2).

Система визначальних рiвнянь (53) для знаходження числових значень
невiдомих параметрiв має наступний вигляд:

∆m,1(z, λ, η) = −2t

1
2∫
0

f1(s, xm,1(s, z, λ, η), xm,2(s, z, λ, η))ds+

+2t(−0.006093750− λ1 + η1 − z1) = 0,
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∆m,2(z, λ, η) = −2t

1
2∫
0

f2(s, xm,1(s, z, λ, η), xm,2(s, z, λ, η))ds+

+2t(0.07057291667− λ2 + η2 − z2) = 0.

1
2∫

0

{B(s)xm(s, z, λ, η)}1 ds = λ1,

1
2∫

0

{B(s)xm(s, z, λ, η)}2 ds = λ2, (63)

xm,1

(
1

2
, z, λ, η

)
= η1,

xm,2

(
1

2
, z, λ, η

)
= η2, m = 1, 2, 3, ...

У першiй iтерацiї отримано такi розв’язки системи визначальних рiвнянь (63):

z1 := z11 = 0.07057291667,

z2 := z12 = 0.000001255885871,

η1 := η11 = −0.4875055744,

η2 := η12 = 0.1000012611,

λ1 := λ11 = −0.00609375,

λ2 := λ12 = 0.07057291667.

Отже, першим наближенням (m = 1) до точного розв’язку крайової задачi
(54), (55) є:

x11 =
1

400
t4 − 0.0016666809t3 + 0.05000082040t2+

+0.00010399486t− 0.5000056918,

x12 = 2.6070645× 10−10t4 − 4.186286237× 10−8t3 + 0.2t+ 0.000001255885871.

Максимальне вiдхилення точного розв’язку вiд його першого наближення,
при t ∈

[
0, 1

2

]
дається нерiвностями:

max
t∈[0, 1

2
]
|x∗1(t)− x11(t)| ≤ 8.1 · 10−6,

max
t∈[0, 1

2
]
|x∗2(t)− x12(t)| ≤ 1.3 · 10−6.

На Рис. 1 зображено графiки компонент точного та наближеного розв’язкiв
у першiй iтерацiї.

У другому наближеннi при t ∈
[
0, 1

2

]
отримано наступне максимальне вiд-

хилення компонент точного на наближеного розв’язкiв:

max
t∈[0, 1

2
]
|x∗1(t)− x21(t)| ≤ 3.06 · 10−8,
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Рис. 1. Перша та друга компоненти точного розв’язку (лiнiя) та їх перше
наближення (пунктир).

max
t∈[0, 1

2
]
|x∗2(t)− x22(t)| ≤ 4.09 · 10−9,

а у третiй iтерацiї є таким:

max
t∈[0, 1

2
]
|x∗1(t)− x31(t)| ≤ 1.9 · 10−10,

max
t∈[0, 1

2
]
|x∗2(t)− x32(t)| ≤ 5.3 · 10−11.
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