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ЧИСЕЛЬНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ГАУССОВИХ ОДНОРIДНИХ
ВИПАДКОВИХ ПОЛIВ

In the works studied method of simulation of homogeneous Gaussian random fields, based on the
spectral representation of fields. Found parameter estimation models that approximate the field
with the specified precision and reliability.

В роботi дослiджується метод моделювання гауссових однорiдних випадкових полiв, що ба-
зується на спектральному представленнi таких полiв. Знайдено оцiнки параметрiв моделей,
що наближають поля iз заданою точнiстю i надiйнiстю.

Вступ. В роботi продовжуються дослiдження методiв моделювання випад-
кових полiв, що базуються на основi спектральних розкладiв [1, 2]. Знайдено
оцiнки точностi моделювання та параметри моделей для гауссових однорiдних
випадкових полiв.

1. Основнi означення. Нехай (Ω, B, P ) – стандартний ймовiрносний про-
стiр, (Rd,Σ, ν) – деякий вимiрний простiр, Σ – борелiвська σ -алгебра, ν(.) –
скiнчена мiра. Нехай ρ(⃗t, s⃗) – деяка евклiдова метрика або метрика їй еквiва-
лентна. Наприклад, ρ(⃗t, s⃗) = maxi=1,d |ti−si|, де t⃗⊤ = (t1, . . . , td), s⃗⊤ = (s1, . . . , sd).
Певну метрику вибиратимемо залежно вiд особливостей задачi моделювання.

Нехай T – множина вигляду T ={t⃗ : ρ(⃗t, 0)≤L}, де L≥0 деяке число. Нехай
X = {X (⃗t), t⃗ ∈ T} – центроване випадкове поле, що може бути зображене у
виглядi

X (⃗t) =
N∑
r=1

∫
Rd

fr (⃗t, λ⃗) dZr(λ⃗),

де Zr(S), S∈Σ – некорельованi випадковi мiри пiдпорядкованi мiрi ν, а fr (⃗t, λ⃗)
такi функцiї, що при кожному t⃗ ∈ T fr (⃗t, λ⃗) ∈ L2(R

d, ν), а при кожному λ⃗ ∈Rd

функцiя f (⃗t, λ⃗) неперервна по t⃗. Позначимо через Lp(T ) простiр функцiй, для
яких ∫

T

|φ(⃗t)|p dt⃗ <∞, p ≥ 1.

Нехай A – однозв’язна, з кусково-гладкою межею область в Rd, Dn – роз-
биття областi A на n однозв’язних областей ∆1,∆2, . . . ,∆n з кусково-гладкими
межами, λ⃗i, i = 1, 2, . . . , n – фiксованi точки в Rd такi, що λ⃗i ∈ ∆i. Позначимо

Xn(⃗t, A) =
N∑
r=1

n∑
i=1

fr (⃗t, λ⃗i)Zr(∆i).

Означення 1. Випадкове поле Xn(⃗t, A) називатимемо апроксимацiйною
моделлю поля X (⃗t) або (Ap-моделлю).

Зауважимо, що Zr(∆i) – це некорельованi випадковi величини такi, що
EZr(∆i) = 0, E(Zr(∆i))

2 = ν(∆i), тобто апроксимацiйна модель процесу X

це сума
∑N

r=1

∑n
i=1 fr (⃗t, λ⃗i)θi, де θi – некорельованi випадковi величини такi, що

Eθi = 0, Eθ2i = ν(∆i).
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В розкладах гауссових випадкових полiв, цi величини є гауссовими. Оскiльки
при моделюваннi випадкових величин не можна отримати точно гауссовi вели-
чини, а лише з деякою точнiстю, то в якостi θi можна розглядати послiдовнiсть
строго субгауссових випадкових величин.

Нехай δ > 0 i α > 0, α ∈ (0, 1) – деякi числа.
Означення 2. Будемо говорити, що Xn(⃗t, A) наближає поле X (⃗t) з точнi-

стю δ > 0 i надiйнiстю α > 0 в деякому функцiональному просторi, якщо

P{||X (⃗t)−Xn(⃗t, A)|| > δ} ≤ 1− α (1)

де ||.|| - норма функцiонального простору.

В роботi [2] були знайденi оцiнки (1) для субгауссових випадкових полiв у
просторах L2(T ) та Lp(T ) .

Означення 3. Сiм’я випадкових мiр Zr(S), S ∈ Σ, r = 1, 2, . . . , N на-
зивається строго субгауссовою, якщо сiм’я випадкових величин Zr(S), r =
1, 2, . . . , N , S ∈ Σ є строго субгауссовою.

Означення 4. Випадкове поле називатимемо строго субгауссовим у вузь-
кому розумiннi, якщо сiм’я випадкових мiр Zr(S) , r = 1, 2, . . . , N є строго
субгауссовою.

Властивостi субгауссових випадкових величин дослiджувались в роботi [3].

Означення 5. Випадкове поле X = {X (⃗t), t⃗ ∈ Rd} називається однорiдним
в широкому розумiннi в Rd, якщо EX (⃗t) =const, t⃗ ∈ Rd та EX (⃗t)X(s⃗) = B(⃗t−
s⃗), t⃗, s⃗ ∈ Rd.

Надалi будемо розглядати центрованi однорiднi гауссовi дiйснi поля: EX (⃗t) = 0.
Функцiя ν(λ⃗) називається спектральною функцiєю поля. Якщо спектраль-

на функцiя поля абсолютно неперервна, тобто допускає представлення ν(λ⃗) =∫
Rd
f(λ⃗)d(λ⃗), то f(λ⃗) називається спектральною щiльнiстю однорiдного випад-

кового поля.
Має мiсце теорема про спектральний розклад однорiдних полiв [4].

Теорема 1. Кореляцiйна функцiя дiйсного центрованого однорiдного випад-
кового поля X = {X (⃗t), t⃗ ∈ Rd} допускає зображення

B(⃗t) =

∫
Rd

cos(λ⃗, t⃗) dν(λ⃗),

де (λ⃗, t⃗) – скалярний добуток, ν(·) – скiнчена мiра на σ-алгебрi борелiвських
множин в Rd, а саме поле допускає зображення у виглядi стохастичного iн-
тегралу

X (⃗t) =

∫
Rd

cos(λ⃗, t⃗) dZ1(λ⃗) +

∫
Rd

sin(λ⃗, t⃗) dZ2(λ⃗),

де Z1(λ⃗) та Z2(λ⃗) некорельованi випадковi мiри, пiдпорядкованi мiрi ν(·).
На основi результатiв роботи [2] для гауссових випадкових полiв мають

мiсце теореми.
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Теорема 2. Нехай X = {X (⃗t), t⃗ ∈ T} гауссове однорiдне випадкове поле.
Випадкове поле Xn(⃗t, A) є Ap -моделлю, що наближає поле X з надiйнiстю
1− α, 0 < α < 1 та точнiстю δ > 0 в L2(T ), якщо область A та її розбиття
Dn вибрано так, що виконуються нерiвностi

B(Dn, A) < δ2, exp

{
1

2

}
δ

(B(Dn, A))
1
2

exp

{
− δ2

2B(Dn, A)

}
< α,

де
B(Dn, A) =

∫
T

B(⃗t,Dn, A) dt⃗,

B(⃗t,Dn, A) =
n∑
i=1

∫
∆i

4 sin2((⃗t, λ⃗− λ⃗i)/2)dν(λ⃗) + ν(Rd \ A).

Теорема 3. Нехай X = {X (⃗t), t⃗ ∈ T} гауссове однорiдне випадкове поле.
Тодi випадкове поле Xn(⃗t, A) є Ap-моделлю, що наближає поле X з надiйнiстю
1 − α, 0 < α < 1 та точнiстю δ > 0 в Lp(T ), p ≥ 1, якщо область A та її
розбиття Dn вибрано так, що виконуються нерiвностi

(G(Dn, A))
1
2 (m(T ))

1
p ≤ δ при 1 ≤ p ≤ 2,

(G(Dn, A))
1
2 (m(T ))

1
p (p+ 1)

1
2 ≤ δ при p > 2,

exp

{
1

2

}
δ

(G(Dn, A))
1
2 (m(T ))

1
p

exp

{
− δ2

2G(Dn, A)(m(T ))
2
p

}
≤ α,

де G(Dn, A) = supt⃗∈T B(⃗t,Dn, A), m(T ) – мiра Лебега множини T в Rd.

Розглянемо алгоритм моделювання таких полiв. Для того, щоб побудува-
ти Ap-модель поля, досить побудувати область A, її розбиття Dn, знайти та
оцiнити для цього розбиття величини B(⃗t,Dn, A), B(Dn, A) та G(Dn, A), а по-
тiм скористатися однiєю з теорем 2–3 залежно вiд того, в якому просторi ми
бажаємо наблизити поле X його Ap-моделлю.

Виберемо область A та розбиття Dn у такий спосiб. Нехай A = {λ⃗ : ρ(λ⃗, 0) <
Λ}, Λ > 0, ρ(λ⃗, 0) = max1≤i≤d |λi|. Для деякого цiлого m > 0 позначимо kri =
Λri
m

, i = 1, 2, . . . , d, ri – цiлi числа, що −m ≤ ri ≤ m − 1, λ⃗(r1, . . . , rd) =
(kr1 , kr2 , . . . , krd)

⊤. Розбиття Dn визначаємо його елементами ∆(r1, . . . , rd) =

{λ⃗ : krs ≤ λs < krs+1 , s = 1, 2, . . . , d}. При цьому n = (2m)d.

Рис. 1. Графiк функцiї ff(x)
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Таблиця 1.
Основнi параметри для моделювання випадкового поля з спектральною

щiльнiстю f1(λ⃗) в L2

δ 1-α k Λ m
0.1 0.05 2 170 25000

3 10 1150
5 3 210
10 1.10 65

0.05 0.05 2 180 250000
2 220 85000
2 250 80000
2 260 80500
3 15 3200
4 6 960
10 1.5 1300

Функцiя ff(x) = x exp{−x2/2+1/2} використовується для оцiнки надiйностi
моделi i має вигляд (рис. 1), для x ≥ 1 є монотонно спадною функцiєю.

Основнi рiвнi надiйностi α = 0.95, α = 0.99 та α = 0.999 досягаються при
x = 3.034 , x = 3.562 та x = 4.206 вiдповiдно. При моделюваннi потрiбно вибрати
область A та оцiнити m.

2. Оцiнка параметрiв моделi для випадкових полiв на площинi. На
площинi модель гауссового однорiдного поля можна представити у виглядi

Xn(⃗t, A) =
n∑
i=1

(
cos(⃗t, λ⃗)Z1(∆i) + sin(⃗t, λ⃗)Z2(∆i)

)
.

Отже, при моделюваннi сiм’ю випадкових величин {Z1(∆i), Z2(∆i)} розгля-
датимемо, як сiм’ю некорельованих (незалежних) строго субгауссових випадко-
вих величин таких, що

EZ2
1(∆i) = EZ2

2(∆i) = ν(∆i).

Для B(Dn, A) та G(Dn, A) мають мiсце оцiнки

B(⃗t,Dn, A) ≤
Λ2d

m2
ν(A)

d∑
i=1

t2i + ν(Rd \ A),

B(Dn, A) ≤
2dΛ2d2Ld+2

3m2
ν(A) + ν(Rd \ A)(2L)d,

G(Dn, A) ≤
Λ2d2L2

m2
ν(A) + ν(Rd \ A).

В якостi спектральної щiльностi розглянемо функцiї f1(λ⃗) = 1

((1+|λ⃗|2)k)
, k ≥ 2

та f2(λ⃗) = 1

((1+|λ⃗|2k)2)
, k ≥ 1 . Область A = {λ⃗ : ρ(λ⃗, 0) ≤ Λ} буде квадрат зi

стороною 2Λ . В таблицях 1-3 зведенi результати оцiнки для рiзних значень
точностi i надiйностi. В розрахунках вважалось, що L = 1 та m(T ) = 1 .
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Таблиця 2.
Основнi параметри для моделювання випадкового поля з спектральною

щiльнiстю f1(λ⃗) в Lp, p = 1

δ 1-α k Λ m
0.1 0.05 2 100 12500

2 80 11000
3 10 810
3 8 700
3 7 690

0.05 0.05 2 180 44500
2 170 43000
2 160 42000
2 150 42200
3 12 2050
3 10 1970

Таблиця 3.
Основнi параметри для моделювання випадкового поля з спектральною

щiльнiстю f2(λ⃗) в L2

δ 1-α k Λ m
0.1 0.05 2 5 600

2 9 1000
3 3 340
4 3 340
4 2 235

При виборi параметрiв моделювання необхiдно знайти компромiс мiж зна-
ченнями A та m, перевага надається меншому m.
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