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ТЕОРIЯ МАТРИЦЬ СКIНЧЕННОГО ПОРЯДКУ НАД
КОМУТАТИВНИМИ КIЛЬЦЯМИ

The concept of complete work of polynomials with elements in commutative rings is introduced in
this article. It is well-proven that if R is a commutative ring from 1 ̸=0, n=pn1

1 ...pnk

k > 1, so xn−1,
is a complete work of polynomials of division of circle Φd (x) , d |n with an element n(1+n1)...(1+nk).
It is shown that if V - is left R-modul, a ∈ EndV, p(x) is a complete work of degrees of polynomials
p1(x), ..., pt(x) of ring R[x] with an element p ∈ R, such, that pV = V , AnnV p = 0, p(a) = 0,
there is a decomposition V = V1 ⊕ ... ⊕ Vt, where aVi ⊂ Vi, Ai = a|Vi, a = diag (A1, . . . , At) and
pi(Ai), are nilpotent elements for all 1 ≤ i ≤ t. In particular, if V – is the module of complete
grade, projective modules over R are free, p(x) = xn − 1, p ∈ R∗so the degrees of matrix Ai- are
roots of some degrees of polynomials p1(x), ..., pt(x).

В роботi вводиться поняття повного добутку многочленiв з елементами в комутативних кiль-
цях. Доведено, що якщо R - комутативне кiльце з 1 ̸= 0, n = pn1

1 ...pnk

k > 1, то xn − 1 є
повним добутком полiномiв дiлення круга Φd (x) , d |n з елементом n(1+n1)...(1+nk). Показа-
но, що якщо V - лiвий R -модуль, a ∈ EndV , p(x) - повний добуток степенiв многочленiв
p1(x), ..., pt(x) кiльця R[x] з елементом p ∈ R, таким, що pV = V , AnnV p = 0, p(a) = 0, то
iснує розклад V = V1 ⊕ ...⊕Vt, де aVi ⊂ Vi, Ai = a |Vi , a = diag(A1, ..., At) i pi(Ai) - нiльпотен-
тнi елементи для всiх 1 ≤ i ≤ t. Якщо V - модуль скiнченного рангу, проективнi модулi над
R вiльнi, p(x) = xn − 1, p ∈ R∗, то степенi матриць Ai - коренi деяких степенiв многочленiв
p1(x), ..., pt(x).

Свiтлiй пам’ятi наукового керiвника, професора Гудивка П.М.присвячується.

1. Передмова. У данiй статтi розглядаються елементи теорiї комутативних
кiлець, кiлець многочленiв та зображень скiнчених груп, якi є необхiдними для
доведення основних результатiв та мають самостiйну цiннiсть. Окремi з них є
новими або узагальненням вiдомих результатiв.

В роботi вводиться поняття повного добутку многочленiв з елементами в ко-
мутативних кiльцях. Бiльш точно, многочлен p(x) кiльця R[x] над комутатив-
ним кiльцем R з 1 ̸=0 називається повним добутком многочленiв p1(x), ..., pt(x),
t ≥ 1 кiльця R[x] з елементом p ∈ R , якщо p(x) = p1(x)...pt(x) i при t > 1
p ∈ ⟨pi(x), pj(x)⟩R[x] для всiх 1 ≤ i ̸= j ≤ t.

Якщо p∈R∗, то p(x) називається повним добутком многочленiвp1(x), ..., pt(x).
Доведено, що якщо R - комутативне кiльце з 1 ̸= 0, n = pn1

1 ...p
nk
k > 1, то

xn − 1 є повним добутком полiномiв дiлення круга Φd (x) , d |n з елементом
p = n(1+n1)...(1+nk). Бiльше того, якщо полiноми дiлення круга Φd (x) , d |n є
повними добутками многочленiв pdl(x) з елементом pd ∈ R, то xn − 1 є повним
добутком многочленiв pdl(x) з елементом p

∏
d|n
pd.

Зокрема, якщо Φd (x) , d |n є повним добутком многочленiв pdl(x), то xn−1 є
повним добутком многочленiв pdl(x) з елементом p, множина простих дiльникiв
якого спiвпадає з множиною простих дiльникiв числа n.

Многочлени, якi є повними добутками многочленiв з елементами кiлець при
деяких обмеженнях, породжують розклади модулiв над цими кiльцями.

В роботi показано, що якщо R - комутативне кiльце з 1 ̸= 0, V - лiвий R-
модуль, a ∈ EndV, p(x) - повний добуток степенiв многочленiв p1(x), ..., pt(x)
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кiльця R[x] з елементом p ∈ R, таким, що pV = V , AnnV p = 0, p(a) = 0, то iснує
розклад V = V1 ⊕ ... ⊕ Vt, де aVi ⊂ Vi, Ai = a |Vi , a = diag(A1, ..., At) i pi(Ai) -
нiльпотентнi елементи для всiх 1 ≤ i ≤ t. Якщо b ∈ EndV i ab = ba, то bVi = Vi.

Зокрема, якщо V є R -модулем скiнченного рангу m над комутативним кiль-
цем R, проективнi модулi над яким вiльнi, p ∈ R∗, a ∈ GL(m,R) ≡ GL(m,V ),
p(x) = xn − 1, то, з точнiстю до спряження, a - дiагональний елемент з матри-
цями на дiагоналi, степенi кожної з яких є коренями деякого степеня одного
iз множникiв повного добутку двочлена xn − 1 (не обов’язково одного i того ж
самого).

Спираючись на класичнi теореми Гiльберта про базис i лему Круля дове-
дено, що матрицi n -го порядку групи kerΛJ(R) є одиничними, якщо J(R) -
радикал Джекобсона комутативного кiльця R, який мiстить натуральнi числа,
що є взаємно-простими з n, ΛJ(R) : Rm → (R/J(R))m, m ≥ 1.

Зокрема, якщоR - комутативне локальне кiльце, характеристика поляR/J(R)
якого вiдмiнна вiд нуля i не дiлить n, то група kerΛJ(R) мiстить тiльки одиничнi
елементи порядку n.

Отриманi результати застосовуються при знаходженнi канонiчного вигляду
матриць скiнченного порядку над комутативними локальними кiльцями, в яких
цi порядки є оборотними елементами. Вони лежать в основi описання зображень
деяких зверхрозв’язних груп над комутативними локальними кiльцями.

В роботi показано, що даний пiдхiд цiлком придатний при описаннi незвi-
дних зображень та знаходженнi канонiчного вигляду матриць скiнченного по-
рядку над довiльними кiльцями головних iдеалiв.

Основнi результати роботи сформульованi в теоремах 1-4.
Бiльш детальну iнформацiю про класичнi результати можна знайти в [1-8].
2. Розклад елементiв у комутативних кiльцях. Нехай R - комутативне

кiльце з 1 ̸= 0 на якому задана операцiя множення на елементи множини X. Су-
му
∑
i

xiai = x1a1+. . .+xnan, де xi ∈ X, 1 ≤ i ≤ n будемо називати лiнiйною ком-

бiнацiєю елементiв a1, . . . , an кiльця R над X, а елементи x1, . . . , xn її коефiцiєн-
тами. Множину всiх лiнiйних комбiнацiй елементiв a1, . . . , an кiльця R над X бу-
демо позначати < a1, . . . , an >X . Зрозумiло, що < a1, . . . , an >R= a1R+ . . .+anR
- iдеал кiльця R, який породжений елементами a1, . . . , an. Iдеали кiльця R, якi
породжуються скiнченим числом елементiв кiльця R, будемо називати скiнчен-
нопородженими.

Очевидно, що для довiльних елементiв a1, . . . , an+1 кiльця R мають мiсце
включення < a1, . . . , an >R⊂< a1, . . . , an+1 >R, < r1a1, . . . , rnan >R⊂< a1, . . . ,
an >R, де ri ∈ R, 1 ≤ i ≤ n.

Лема 1. Нехай R - комутативне кiльце, p, a1, . . . , an - елементи R, n ≥ 2,
bi = a1 . . . ai−1ai+1 . . . an, p

k ∈< ai, bi >R для всiх 1 ≤ i ≤ n. Тодi pk+(n−2)(k+1) ∈
< b1, . . . , bn >R .

Якщо a1 . . . an = 0, то pkBi = 0 для всiх 1 ≤ i ≤ n, де Bi =< bi >R

∩
< b1, . . . , bi−1, bi+1, . . . , bn >R.

Доведення. проведемо iндукцiєю за числом n. При n = 2 лема 1 очеви-
дна. Нехай n > 2, b′i = a1 . . . ai−1ai+1 . . . an−1, 1 ≤ i ≤ n − 1. Очевидно, що
bi = b′ian i pk ∈< ai, bi >R⊂< ai, b

′
i >R, 1 ≤ i ≤ n − 1. За припущенням iнду-
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кцiї pk+(n−3)(k+1) ∈< b′1, . . . b
′
n−1 >R. Тому p(n−2)(k+1)an = p · pk+(n−3)(k+1)an ⊂<

b1, . . . , bn−1 >R . В такому разi
pk+(n−2)(k+1) ∈ p(n−2)(k+1) · pk ∈ p(n−2)(k+1) < an, bn >R⊂< b1, . . . , bn >R.
Якщо a1 . . . an = 0, то aibi = 0 i, як наслiдок, bibj = 0 для всiх 1 ≤ i ̸= j ≤ n.

Тодi aiBi = 0, biBi = 0 i, як наслiдок, pkBi = 0 для всiх 1 ≤ i ≤ n.
Неважко бачити, що iз включення pi ∈< a, ai >R, 1 ≤ i ≤ n елементiв

p1, . . . , pn, a, a1, . . . , an комутативного кiльця R випливає, що riai ∈ pi+ < a >R,
ri ∈ R. Тому r1 . . . rna1 . . . an ∈ p1 . . . pn+ < a >R, p1 . . . pn ∈< a, a1 · · · an >R .

Зокрема, якщо p ∈< ai, aj >, 1 ≤ i ̸= j ≤ n, то pn−1 ∈< ai, a1 · · · ai−1ai+1 · · ·
an >R .

Наслiдок 1. Нехай R - комутативне кiльце, pij, 1 ≤ i ̸= j ≤ n, ai, 1 ≤
i ≤ n - елементи R, n ≥ 2, bi = a1 . . . ai−1ai+1 . . . an, такi що pij ∈< ai, aj >R,
p =

∏
i,j

pij. Тодi p2n−3 ∈< b1, . . . , bn >R i для будь-яких елементiв r1, . . . , rn кiльця

R iснує r ∈ R , такий що r − pri ∈< ai >R для всiх 1 ≤ i ≤ n.
Якщо a1 . . . an = 0, то pBi = 0, де Bi =< bi >R

∩
< b1, . . . , bi−1, bi+1, . . . ,

bn >R .

Доведення. Зафiксуємо 1 ≤ i ≤ n. Iз pij ∈< ai, aj >R , згiдно з вищесказа-
ним, випливає, що pi =

∏
j

pij ∈< ai, a1 · · · ai−1 · ai+1 · · · an >R=< ai, bi >R. Тому

елемент p = p1 . . . pn ∈< ai, bi >R для всiх 1 ≤ i ≤ n. Згiдно з лемою 1, в якiй
k = 1, p2n−3 ∈< b1, . . . , bn >R.

Нехай β1, . . . , βn - елементи кiльця R, такi, що p−βibi ∈< ai >R, r = r1β1b1+
. . . + rnβnbn. Тодi r − pri ∈< ai >R. Адже, bj ∈< ai >R при i ̸= j i riβibi − pri =
ri(βibi − p) ∈< ai >R.

Якщо a1 . . . an = 0, то, згiдно з лемою 1, piBi = 0 i, як наслiдок, pBi = 0 для
всiх 1 ≤ i ≤ n.

Наслiдок 2. Нехай R - комутативне кiльце з 1 ̸= 0, 1 ∈< ai, aj >R для всiх
1 ≤ i ̸= j ≤ n, bi = a1 . . . ai−1ai+1 . . . an. Тодi R = Rbi + . . .+Rbn i для будь-яких
елементiв r1, . . . , rn кiльця R iснує r ∈ R, такий, що r− ri ∈< ai >R, 1 ≤ i ≤ n
(китайська теорема про остачi в комутативних кiльцях).

Якщо a1 . . . an = 0, то R = Rb1 ⊕ . . .⊕Rbn.

Доведення. випливає iз наслiдку 1, якщо p ∈ R∗. Адже, тодi можна вва-
жати, що p = 1.

Лема 2. Нехай натуральнi числа 1 ≤ i ̸= j ≤ n пробiгають множину
дiльникiв числа n = pn1

1 . . . pnkk > 1, а pij визначаються за правилом: pij - просте
число, якщо вiдношення i та j або j та i є його степенем i pij = 1 в рештi
випадкiв, p =

∏
i,j

pij. Тодi p = n(n1+1)...(nk+1).

Доведення. Обчислимо степiнь кожного простого числа pi з яким це число
входить в p. Нехай d - фiксований довiльний дiльник числа n

p
ni
i

. Вiд кожної пари
рiзних чисел dpti та dpsi елемент pi входить в p один раз. Оскiльки таких пар
ni(ni + 1) , а число дiльникiв числа n

p
ni
i

дорiвнює (n1 + 1) . . . (ni−1 + 1)(ni+1 +

1) . . . (nk+1), то pi входить в p з показником степеня ni(n1+1) . . . (nk+1). Тому
p = (pn1

1 . . . pnkk )(n1+1)...(nk+1) = n(n1+1)...(nk+1).
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Лема 3. Нехай R - комутативне кiльце з 1 ̸= 0, V - довiльний R - модуль,
n i m - натуральнi числа, множини простих дiльникiв яких спiвпадають або
n = m = 1. Тодi nV = V або AnnV n = 0 тодi i тiльки тодi, коли mV = V або
AnnVm = 0 вiдповiдно.

Доведення. При n = m = 1 твердження леми 3 очевидне.
Нехай n = pn1

1 . . . pnkk > 1, m = pm1
1 . . . pmkk > 1. Очевидно, що nV ⊂ piV i

AnnV pi ⊂ AnnV n для всiх 1 ≤ i ≤ k. Якщо nV = V , то piV = V для всiх
1 ≤ i ≤ k i mV = V . Аналогiчно, якщо AnnV n = 0, то AnnV pi = 0 для всiх
1 ≤ i ≤ k i AnnVm = 0. Навпаки аналогiчно.

Зауважимо, що умова rV = V , r ∈ R у випадку коли V -вiльний R -модуль
рiвносильна включенню r ∈ R∗.

3. Окремi властивостi комутативних кiлець. Будемо казати, що еле-
мент a кiльця R є дiльником елемента b кiльця R, або по-другому a дiлить b, або
ще по-другому, b дiлиться на a, якщо b є добутком елемента a на деякий елемент
кiльця R, який будемо позначати b

a
. Запис b

a
прийнято вживати виключно при

a ̸= 0.
Найбiльшим спiльним дiльником елементiв a i b кiльця R будемо називати

спiльний дiльник, який дiлиться на будь-який iнший їх спiльний дiльник i буде-
мо його позначати (a, b). При цьому вважаємо, що найбiльший спiльний дiльник
iснує, якщо про нього йде мова. Очевидно, що (a, b) ̸= 0, якщо a ̸= 0 або b ̸= 0.

Неважко бачити, що a дiлить b тодi i тiльки тодi, коли a є найбiльшим
спiльним дiльником елементiв a i b. Оскiльки 0 = a · 0, то будь-який елемент a
кiльця R дiлить нульовий елемент i (0, a) = a.

Дiльники одиницi називаються оборотними елементами кiльцяR. Вони утво-
рюють групу оборотних елементiв кiльця R, яку позначають R∗. Елементи R,
якi не є оборотними, називаються необоротними елементами кiльця R. Нео-
боротнi елементи, якi не можна розкласти в добуток хоча б двох необоротних
елементiв кiльця R прийнято називати простими елементами кiльця. Очевидно,
що нульовий елемент є необоротним, але не є простим елементом кiльця.

Елемент кiльця, добуток якого з деяким ненульовим елементом кiльця до-
рiвнює нулю, називається дiльником нуля.

Комутативне кiльце з 1 ̸= 0, в якому не має вiдмiнних вiд нуля дiльникiв
нуля, прийнято називати областю цiлiсностi.

В областi цiлiсностi рiвностi можна скорочувати на ненульовi елементи. То-
му елемент b

a
визначається однозначно. Очевидно, що 0

a
= 0.

Неважко бачити, що якщо в областi цiлiсностi R елемент a дiлить b, а еле-
мент b дiлить a, то b є добутком елемента a на деякий оборотний елемент кiльця
R. В такому разi будемо казати, що елементи a i b спiвпадають з точнiстю до
оборотних елементiв кiльця R i будемо записувати a = b. Зрозумiло, що в обла-
стi цiлiсностi найбiльший спiльний дiльник елементiв визначається, з точнiстю
до оборотних елементiв, однозначно.

Для будь-яких елементiв a, b, c областi цiлiсностi R елемент c(a, b) дiлить
(ca, cb) i((a, b), c)=(a, (b, c)). Остання рiвнiсть дозволяє розширити поняття найбi-
льшого спiльного дiльника на будь-яку скiнченну кiлькiсть елементiв a1, . . . , an,
n > 2 областi цiлiсностi R за правилом (a1, . . . , an) = ((a1, . . . , an−1), an). Оче-
видно, що c(a1, . . . , an) дiлить (ca1, . . . , can) i, як наслiдок, (a1

b
, . . . , an

b
) дiлить

(a1,...,an)
b

, якщо b дiлить елементи a1, . . . , an.
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Елементи a1, . . . , an, n ≥ 1 областi цiлiсностi R називаються взаємно про-
стими, якщо (a1, . . . , an) = 1.

Неважко бачити, що якщо елементи a1, . . . , an є взаємно-простими в областi
цiлiсностi R, то елементи a1

b1
, . . . , an

bn
також є взаємно-простими в R.

Область цiлiсностi R з однозначним, з точнiстю до оборотних елементiв кiль-
ця R, розкладом на простi множники ненульових необоротних елементiв R на-
зивається факторiальним кiльцем. Нехай p - простий елемент факторiального
кiльця R. Якщо деяка степiнь pi, i ≥ 1 дiлить добуток ab ̸= 0 елементiв a i b, то
a i b - ненульовi необоротнi елементи R i iз однозначностi їх розкладу на простi
множники випливає, що pi дiлить елемент a(a, b) або (a, b)b.

Зокрема, якщо p дiлить ab ̸= 0, то p дiлить a або b. Це означає, що простi
елементи факторiального кiльця породжують простi iдеали (iдеали, фактор-
кiльця по яких є областями цiлiсностi).

Iз сказаного вище випливає, що якщо деякий необоротний елемент d дiлить
добуток ab ̸= 0, то d - ненульовий елемент, який дiлить елемент (d, a)b i, як
наслiдок, d

(d,a)
дiлить b. Це доводить, що якщо d дiлить ненульовi добутки ac i

bc, то d
(d,c)

дiлить (a, b) i, як наслiдок, d дiлить (a, b)c. Тому (ca, cb) дiлить c(a, b).
Ця властивiсть залишається вiрною, якщо хоча б один iз елементiв ca або cb
дорiвнює 0.

Тим самим доведено, що у факторiальному кiльцi R (ca, cb) = c(a, b),

(ca1, . . . , can) = c(a1, . . . an),
(
a1
b
, . . . , an

b

)
= (a1,...,an)

b
, де b дiлить a1, . . . an.

Комутативне кiльце R з 1 ̸= 0 називається ньотеровим, якщо будь-який
зростаючий ланцюг iдеалiв кiльця R стабiлiзується.

Очевидно, що якщо в комутативному кiльцi R з 1 ̸= 0 кожний iдеал є скiн-
ченнопородженим, то об’єднання iдеалiв будь-якого зростаючого ланцюга iде-
алiв є скiнченно породженим, а тому належить, починаючи з деякого номера,
всiм iдеалам ланцюга. Це означає, що комутативнi кiльця, кожний iдеал яких
є скiнченно породженим, є ньотеровими. Навпаки очевидно.

Виявляється, що в областi цiлiсностi R, яка є ньотеровим кiльцем, будь-який
ненульовий необоротний елемент розкладається в добуток простих елементiв.
Адже, якщо A - не порожня множина ненульових необоротних елементiв R, якi
не можна розкласти в добуток простих елементiв R i a0 ∈ A , то a0 - не простий
елемент R i a0 = a1b1, де a1, b1 - необоротнi елементи R. В такому разi a1 ∈ A
або b1 ∈ A. Нехай a1 ∈ A. Тодi a1 = a2b2, де a2, b2 - необоротнi елементи R, хоча
б один з яких належить A. Продовжуючи цей процес отримуємо нескiнченну
строго зростаючу послiдовнiсть iдеалiв a0R ⊂ a1R ⊂ a2R . . ., що протирiчить
ньотеровостi кiльця R. Тому A - порожня множина.

Область цiлiсностi називається кiльцем головних iдеалiв, якщо кожний її
iдеал є головним, тобто породжується одним елементом.

Як було показано вище кiльце головних iдеалiв є ньотеровим кiльцем, в яко-
му має мiсце розклад ненульових необоротних елементiв на простi множники.

Неважко бачити, що в кiльцi головних iдеалiв R для будь-яких елементiв a
i b iснує елемент d ∈ R, такий що dR = aR+ bR i (a, b) = d = ax+ by для деяких
елементiв x, y кiльця R.

Нехай p - простий елемент кiльця головних iдеалiв R, який дiлить добуток
ab. Оскiльки (p, a) дiлить p, то (p, a) = p або (p, a) = 1. У першому випадку
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p дiлить a, а у другому випадку 1 = px + ay i b = pbx + aby дiлиться на p.
Це означає, що в кiльцi головних iдеалiв простий елемент, який дiлить добу-
ток елементiв дiлить один iз них. Тому, якщо два добутки простих елементiв
виявляються рiвними, то множини простих дiльникiв у них спiвпадають i, як
показує поступове скорочення, входять в добутки з однаковими показниками
степенiв.

Iз сказаного випливає, що кiльця головних iдеалiв є факторiальними. Не-
важко бачити, що якщо R - область цiлiсностi, в якiй елемент d є дiльником
елементiв a1, . . . , an i d ∈< a1, . . . , an >R, то d = (a1, . . . , an). Якщо R - кiль-
це головних iдеалiв, то вiрно i навпаки. Адже, якщо d = (a1, . . . , an) i d′R =<
a1, . . . , an >R, то d дiлить d′, а d′ дiлить d i, як наслiдок d = d′ ∈< a1, . . . , an >R .

Зокрема, якщо R - область цiлiсностi i 1 ∈< a1, . . . , an >R, то a1, . . . , an-
взаємно-простi елементи R. Якщо R – кiльце головних iдеалiв, то вiрно i нав-
паки.

До цих пiр вiдношення b
a

розглядались в областi цiлiсностi R. Якщо допусти-
ти, щоб формальнi вiдношення b

a
елементiв a i b цiлiсного кiльця R утворювали

множину Q(R) деякого розширення кiльця R, то Q(R) перетворюється в поле,
якщо в ньому задати операцiї додавання i множення за правилами a

b
+ c

d
= ad+bc

bd
,

a
b
· c
d
= ac

bd
.

Поле Q(R) називається полем вiдношень областi цiлiсностi R. Воно мiстить
R, якщо вважати, що елементи r ∈ R ототожнюється з елементами r

1
∈ Q(R).

При цьому ототожненнi ненульовi елементи R є оборотними в Q(R).
4. Многочлени над асоцiативними кiльцями. Нехай R - асоцiативне

кiльце з 1 ̸= 0. Елементи, якi комутують з усiма елементами R утворюють пiд-
кiльце з 1, яке називають центром кiльця R i позначають ζR. Елемент кiльця
R, добуток якого з деяким ненульовим елементом кiльця R дорiвнює нулю на-
зивається дiльником нуля кiльця R. Елемент r ∈ R, для якого iснує елемент
r1 ∈ R такий, що rr1 = r1r = 1 називається оборотним елементом кiльця R.
Оборотнi елементи R утворюють групу оборотних елементiв, яку позначають
R∗.

Нехай x - змiнна, яка комутує з усiма елементами кiльця R, R [x] - кiль-
це многочленiв змiнної x над R. Пiдкреслимо, що пiд R [x] будемо розумiти
множину однозначно визначених скiнченних сум

∑
i

αix
i, αi ∈ R, i ≥ 0, якi

будемо називати многочленами, iз заданими на них операцiями додавання i

множення
∑
i

αix
i+
∑
i

α′
ix
i =

∑
i

(αi+α
′
i)x

i,
(∑

i

αix
i

)(∑
j

αjx
j

)
=
∑
i,j

αiαjx
i+j =

∑
t

(∑
i

αiαt−1

)
xt.

Найбiльше цiле число i0 ≥ 0 для якого αi0 ̸= 0 в многочленi f(x) =
∑
i

αix
i

називають степенем многочлена f(x) i позначають deg f(x), а αi0 називають
старшим коефiцiєнтом многочлена f(x). Елементи αi, 0 ≤ i ≤ i0 називають
коефiцiєнтами многочлена f(x).

Неважко бачити, що степiнь добутку многочленiв не перевищує суму їх сте-
пенiв. При цьому рiвнiсть для всiх многочленiв кiльця R [x] досягається тiльки
в кiльцях без вiдмiнних вiд нуля дiльникiв нуля. Зокрема, R [x] - область цiлi-
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сностi, якщо R - область цiлiсностi.
Рiвнiсть, в якiй вираз, побудований iз многочленiв кiльця R [x] за допомогою

операцiй додавання i множення, тотожньо дорiвнює нулю, називають формулою
кiльця R [x].

Нехай φ:R → R′ - кiльцевий гомоморфiзм асоцiативного кiльця R в асоцi-
ативне кiльце R′, r′ - довiльний елемент кiльця R′, який комутує з усiма еле-
ментами пiдкiльця φ(R) кiльця R′, f(x) =

∑
i

αix
i - многочлен кiльця R [x] .

Домовимося пiд fφ(x) розумiти многочлен
∑
i

φ(αi)x
i кiльця R′ [x] . Вiдображе-

ння x → f(x), f(x) → f(φ(x)) → f(φ(r′)) iндукують кiльцевi гомоморфiзми
R [x] → R [x], R [x] → R′ [x] → R′ вiдповiдно. Тому формули кiльця R [x] пе-
ретворюються у формули кiльця R [x] або у спiввiдношення кiльця R′, якщо в
них замiнити x на f(x) або x на r′ вiдповiдно.

Зокрема, якщо 1 ∈< p1(x), . . . , pt(x) >R[x], то 1 ∈< p1(x
k), . . . , pt(x

k) >R[x]

при t ≥ 1, k ≥ 1.
Якщо R ⊆ R′, то, згiдно з алгоритмом дiлення многочленiв з остачею i засто-

суванням вищевказаного кiльцевого гомоморфiзма, f(x) = (x − r′)q(x) + f(r′),
де r′ - довiльний елемент центра ζR кiльця R′, а f(x) - довiльний многочлен
кiльця R [x].

Тому многочлен f(x) кiльця R [x] дiлиться на двочлен x− r, де r - елемент
центра кiльця R тодi i тiльки тодi, коли f(r) = 0 (теорема Безу).

Якщо R - комутативне кiльце з 1 ̸= 0 i R′ = Rn - кiльце всiх n× n матриць
над R, n ≥ 1, ζR′ - його центр, то R ⊂ ζR′ i в якостi елемента r′ можна вибрати
будь-яку матрицю кiльця Rn = HomR(V, V ), де V - вiльний лiвий R -модуль
рангу n над R.

Многочлени кiльця R[x] будемо називати унiтарними, якщо їх старшi кое-
фiцiєнти є оборотними елементами кiльця R. Многочлени кiльця R[x], у яких
старшi коефiцiєнти дорiвнюють 1, будемо називати строго унiтарними або нор-
малiзованими.

Неважко бачити, що унiтарнi многочлени не є дiльниками нуля кiльця R[x]
i можуть бути добутком тiльки унiтарних многочленiв. Окрiм цього будь-який
многочлен у кiльцi R[x] за алгоритмом послiдовного дiлення можна дiлити на
унiтарнi многочлени з остачею.

Многочлени позитивного степеня кiльця R[x] називаються незвiдними, якщо
їх не можна розкласти в добуток двох многочленiв позитивного степеня кiльця
R[x].

Неважко бачити, що будь-який многочлен позитивного степеня кiльця R[x]
над асоцiативним кiльцем R є добутком степенiв незвiдних многочленiв R [x] .
Пiдкреслимо, що незвiдний многочлен будемо вважати також добутком незвi-
дних многочленiв, який складається з одного множника.

Iз сказаного вище випливає, що будь-який унiтарний многочлен позитивно-
го степеня кiльця R[x], з точнiстю до оборотних елементiв кiльця R, можна
розкласти в добуток незвiдних унiтарних многочленiв.

Зрозумiло, що кiльцевий гомоморфiзм кiльця R вiдображає унiтарнi мно-
гочлени в унiтарнi. Тому розклад унiтарного многочлена в добуток унiтарних
многочленiв кiльцевим гомоморфiзмом перетворюється у вiдповiдний розклад
їх образiв. При цьому кратнiсть входження в розклад деякого унiтарного мно-
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гочлена зберiгається.
Вiдмiтимо, що якщо R - комутативне кiльце з 1 ̸= 0, n /∈ J(R), де J(R) -

радикал Джекобсона кiльця R , то двочлен xn − 1, n ≥ 1 може розкладатися
в добуток многочленiв позитивного степеня лише без кратностей. Адже, якщо
n /∈ J(R), то iснує максимальний iдеал I кiльця R, такий що n /∈ I i над
полем R/I двочлен xn − 1 є взаємно-простим з одночленом nxn−1, а тому може
розкладатися в добуток многочленiв позитивного степеня лише без кратностей.

5. Розклад многочленiв над комутативними кiльцями. Нехай Φn (x)
i fn (x), n ≥ 1 многочлени над кiльцем цiлих чисел Z такi, що

xn − 1 =
∏
d|n

Φd (x) , fn (x) = 1 + x+ · · ·+ xn−1

Многочлени Φn (x) називаються полiномами дiлення круга, а fn (x) поро-
джуючими їх многочленами. Очевидно, що xn − 1 = (x − 1)fn(x). З рiвностi
xn1n2 − 1 = (xn1)n2 − 1 = (xn1 − 1)fn2(x

n1) = (x − 1)fn1(x)fn2(x
n1) випливає, що

fn1n2(x) = fn1(x)fn2(x
n1) для будь-яких ni ≥ 1, 1 ≤ i ≤ 2.

Лема 4. В кiльцi Z [x] має мiсце включення n ∈< fn (x) , x− 1 >Z[x].

Доведення. При n = 1 твердження леми 4 очевидне. При n ≥ 2 доведення
леми 4 випливає з формули

fn (x) = (x− 1)
(
xn−2 + 2xn−3 + . . .+ (n− 2)x+ n− 1

)
+ n.

Вiдмiтимо, що xn−1 ∈ ⟨Φn(x)⟩Z[x]. Тому xnt−1 = (xn−1)ft(x
n) ∈ ⟨Φn(x)⟩Z[x]

для будь-якого натурального числа t. Аналогiчно fd(x
n
d ) = xn−1

x
n
d −1

∈ ⟨Φn(x)⟩Z[x]
для будь-якого дiльника d > 1 числа n.

Лема 5. Нехай n1, n2 - рiзнi натуральнi числа, Φ = ⟨Φn1 (x) ,Φn2 (x)⟩Z[x] .
Якщо вiдношення n1 i n2 або n2 i n1 не є степенями простого числа, то 1 ∈ Φ.
Якщо вiдношення чисел n1 i n2 є степенем простого числа p, то p ∈ Φ.

Доведення. За алгоритмом Евклiда x(n1,n2)−1 ∈ ⟨xn1 − 1, xn2 − 1⟩Z[x]. Якщо
n1, n2 не є дiльниками один одного, то елемент (n1, n2) вiдмiнний вiд n1 i n2 i

1 ∈
⟨

xn1 − 1

x(n1,n2) − 1
,

xn2 − 1

x(n1,n2) − 1

⟩
Z[x]

⊂ Φ

Нехай n1

n2
- натуральне число i р - просте число, яке дiлить n1

n2
. Тодi n1

p
= n2

n1

n2p
.

Згiдно з лемою 4 i сказаним перед лемою 5
p ∈

⟨
fp(x

n1
p ), x

n1
p − 1

⟩
Z[x]

⊂ Φ.

Якщо n1

n2
не є степенем простого числа р, то iснує просте число q ̸= p таке,

що q ∈ Φ. Тодi 1 = (p, g) ∈ ⟨p, g⟩Z ⊂ Φ.
Будемо казати, що многочлен p (x) кiльця R [x] є повним добутком много-

членiв p1 (x) , ..., pt (x), t ≥ 1 кiльця R [x] з елементом p ∈ R, якщо
p (x) = p1 (x) ...pt (x) i при t > 1 p ∈ ⟨pi (x) , pj (x)⟩R[x]

для всiх 1 ≤ i ̸= j ≤ t.
Зрозумiло, що якщо многочлен кiльця Z [x] є повним добутком деяких мно-

гочленiв Z [x] з деяким елементом, то його образ в R [x] є повним добутком
образiв цих многочленiв з образом вiдповiдного елемента.

Якщо p ∈ R∗, то будемо казати що p (x) є повним добутком многочленiв
p1 (x) , ..., pt (x).
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Теорема 1. Нехай R - комутативне кiльце з 1 ̸= 0, n = pn1
1 . . . pnkk > 1, p =

n(1+n1)...(1+nk) . Тодi xn−1 є повним добутком полiномiв дiлення круга Φd(x), d |n
з елементом p. Якщо полiноми дiлення круга Φd(x), d |n є повними добутка-
ми многочленiв pdl(x) з елементами pd ∈ R , то xn − 1 є повним добутком
многочленiв pdl(x), d |n з елементом p

∏
d|n
pd.

Доведення. За означенням xn − 1 =
∏
d|n

Φd(x). Згiдно з лемою 5 pij ∈

⟨Φi(x),Φj(x)⟩R[x], 1 ≤ i ̸= j ≤ n, якщо вiдношення дiльникiв i та j або j та i

числа n є степенем простого числа pij. За лемою 2 p =
∏
i,j

pij ∈ ⟨Φi(x),Φj(x)⟩R[x]

для всiх 1 ≤ i ̸= j ≤ n.
Неважко бачити, що якщо p(x) є повним добутком многочленiв p1(x), ..., pt(x)

з елементом p ∈ R, а кожний многочлен pi (x) є повним добутком многочленiв
pi1 (x) , ..., pil (x), l = l (i) ≥ 1 з елементом pi ∈ R, то p (x) є повним добутком
многочленiв pij (x) з елементом pp1 . . . pt, 1 ≤ i ≤ t, 1 ≤ j ≤ l.

Це випливає iз включення p ∈ ⟨pi (x) , pj (x)⟩R[x] ⊂
⟨
piti (x) , pjtj (x)

⟩
R[x]

, якщо
1 ≤ i ̸= j ≤ t i pi ∈ ⟨pir (x) , pis (x)⟩R[x], якщо 1 ≤ r ̸= s ≤ l.

Тому елемент p
∏
d|n
pd належить всiм ⟨pir(x), pjs(x)⟩R[x], де 1 ≤ i, j ≤ n - всi

дiльники числа n, i 1 ≤ r ̸= s ≤ l при i = j.
Це означає,що двочлен xn − 1 є повним добутком многочленiв pdl(x), d |n з

елементом p
∏
d|n
pd.

Зрозумiло, що множини простих дiльникiв натуральних чисел p i n спiвпа-
дають.

Наслiдок 3. Нехай R - комутативне кiльце з 1 ̸= 0, n = pn1
1 . . . pnkk > 1,

p = n(1+n1)...(1+nk) , Φd(x), d |n є повними добутками многочленiв pdl(x). Тодi
xn− 1 є повним добутком многочленiв pdl(x) з елементом, множина простих
дiльникiв якого спiвпадає з множиною простих дiльникiв n.

Якщо n ∈ R∗, то xn − 1 є повним добутком многочленiв pdl(x).

Доведення. За теоремою 1, в якiй pd ∈ R∗, d |n двочлен xn − 1 є повним
добутком многочленiв pdl(x) з елементом p, множина простих дiльникiв якого
спiвпадає з множиною простих дiльникiв числа n.

Зокрема, якщо n ∈ R∗, то p ∈ R∗ i xn − 1 є повним добутком многочленiв
pdl(x).

Наслiдок 4. Нехай R - комутативне локальне кiльце, яке мiстить на-
туральне число n ∈ R∗. Тодi двочлен xn−1 є повним добутком двочленiв x−εi,
0 < i ≤ k i многочленiв, якi складають повнi добутки полiномiв дiлення круга
Φd (x) , d|n, d ̸ |k, де ε породжує коренi n-го степеня iз 1 кiльця R, k - порядок
ε.

Доведення. Неважко довести, що група коренiв n-го степеня iз 1 кiльця R
утворює циклiчну групу порядку k, породжену елементом ε. При цьому k дiлить
n, εi − εj ∈ R∗ для всiх 0 < i ̸= j ≤ k.

Згiдно з лемою 5, якщо n - оборотний елемент, то полiноми дiлення круга
Φd (x), d|n складають повний добуток двочлена xn − 1 над довiльним комута-
тивним кiльцем. Зокрема, xk − 1 є повним добутком многочленiв Φd (x), d|k, а
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xn−1
xk−1

= fn
k

(
xk
)

є повним добутком многочленiв Φd (x), d|n, d ̸ |k.
Оскiльки εi − εj ∈ R∗, 0 < i ̸= j ≤ k, то Φd (x) при d|k є повним добутком

двочленiв x − ε
k
d
s, 0 < s ≤ d, (s, d) = 1, а xk − 1 повним добутком двочленiв

x − εi, 0 < i ≤ k. Тому двочлен xn − 1 є повним добутком многочленiв x − εi,
0 < i ≤ k i многочленiв, якi утворюють повнi добутки многочленiв Φd (x), d|n,
d ̸ |k.

6. Розклад матриць скiнченного порядку над комутативними кiль-
цями.

Лема 6. Нехай R - комутативне кiльце з 1 ̸= 0, V - лiвий R- модуль, a ∈
EndV , b ∈ EndV i ab = ba, p (x) - повний добуток многочленiв p1 (x) , ..., pt (x)
кiльця R [x] з елементом p ∈ R. Тодi iснують R-пiдмодулi V1, ..., Vt модуля Vi
степiнь pl, l ≥ t− 1 такi, що plV ⊂ V1 + · · ·Vt, aVi ⊂ Vi, bVi ⊂ Vi, 1 ≤ i ≤ t.

Якщо p (a) = 0, то plWi = 0, pi (a)Vi = 0, де Wi = Vi
∩
(V1 + · · · + Vi−1 +

Vi+1 + · · ·+ Vt) = 0, 1 ≤ i ≤ t.

Доведення. Нехай ai = pi (a) , bi = a1 · · · ai−1ai+1 · · · at, Vi = biV . Згiдно з
лемою 1 pt−1 ∈ ⟨ai, bi⟩R[a] i, як наслiдок, iснує степiнь pl, l ≥ t − 1 така, що
pl ∈ ⟨b1, ..., bt⟩R[a]. Тому plV ⊂ V1 + · · ·Vt. За умовою ab = ba, aib = bai, bib = bbi i
bVi ⊂ biV = Vi для всiх 1 ≤ i ≤ t.

Якщо p (a) = 0, то aibi = 0 i, як наслiдок, bjbi = 0 для всiх 1 ≤ i ̸= j ≤ t. Тому
aiVi = 0, bi (V1 + · · ·+ Vi−1 + Vi+1 + · · ·+ Vt) = 0, aiWi = biWi = 0, pt−1Wi = 0,
plWi = 0 для всiх 1 ≤ i ≤ t, l ≥ t− 1. При цьому pi(a)Vi = aiVi = 0.

Позначимо Ai = a|Vi. Тодi pi(Ai) = pi (a|Vi) = pi (a)Vi = 0 для всiх 1 ≤ i ≤ t.
Елемент кiльця називається нiльпотентним, якщо деяка його натуральна

степiнь дорiвнює нулю.

Теорема 2. Нехай R – комутативне кiльце з 1 ̸= 0, V - лiвийR-модуль,
a ∈ EndV , p (x) - повний добуток степенiв многочленiв p1 (x) , ..., pt (x), t ≥ 1
кiльця R [x] з елементом p ∈ R, таким що pV = V i AnnV p = 0, p (a) = 0.
Тодi iснує розклад V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vt, де aVi ⊂ Vi, Ai = a|Vi, a = diag (A1, ..., At) i
pi (Ai) - нiльпотентнi елементи для всiх 1 ≤ i ≤ t.

Якщо b ∈ EndV i ab = ba, то bVi = Vi, 1 ≤ i ≤ t.

Доведення. Оскiльки pV = V , то за лемою 6 V = plV = V1+ . . .+Vt. Нехай
p (x) = p1 (x)

n1 · · · pt (x)nt , t ≥ 1. З рiвностi AnnV p = 0 випливає, що в лемi 6
Wi = 0 для всiх 1 ≤ i ≤ t. Це означає, що V = V1⊕· · ·⊕Vt, aVi ⊂ Vi pi(Ai)

ni = 0,
pi(Ai) - нiльпотентнi елементи, bVi = Vi.

Зокрема, якщо p (x) - повний добуток многочленiв p1 (x) , ..., pt (x), тобто в
теоремi 2 n1 = . . . = nt = 1, то pi(Ai) = 0 для всiх 1 ≤ i ≤ t.

Наслiдок 5. Нехай R – комутативне кiльце з 1 ̸= 0, V - лiвийR-модуль,
a ∈ EndV , an = 1, nV = V i AnnV n = 0, Φd(x), d |n є повним добутком много-
членiв pdl(x), l = l(d) ≥ 1. Тодi iснують iнварiантнi вiдносно a R - пiдмодулi
Vdl модуля V , такi що V = ⊕

∑
d,l

Vdl, pdl(Adl) = 0, де Adl = a |Vdl .

Доведення. Згiдно з теоремою 1 xn−1 є повним добутком многочленiв pdl(x)
з натуральним числом p кiльця R, множина простих дiльникiв якого спiвпадає
з множиною простих дiльникiв натурального числа n. В такому разi pV = V i
AnnV p = 0. Тому твердження наслiдку 5 випливає з теореми 2.
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Теорема 3. Нехай R – комутативне кiльце з 1 ̸= 0, V – вiльний R –
модуль скiнченного рангу m, прямi доданки якого є вiльними R-модулями,
a ∈ GL (m,R) ≡ GL (m,V ), m = dimV ≥ 1, an = 1 i многочлени p1 (x) , ..., pt (x)
утворюють повний добуток двочлена xn− 1. Тодi, з точнiстю до спряження,
a - дiагональний елемент з матрицями на дiагоналi, степенi кожної з яких є
коренями степенiв одного iз многочленiв p1 (x) , ..., pt (x) (не обов’язково одного
i того ж самого).

Доведення. При m = 1 для кожного степеня елемента a, згiдно з теоремою
2, iснує розклад, а значить i многочлен iз p1 (x) , ..., pt (x) коренем деякого сте-
пеня якого є заданий степiнь елемента a. Нехай m > 1. Якщо довiльна степiнь
елемента a є коренем степеня одного з многочленiв p1 (x) , ..., pt (x), то теорема
3 доведена.

Припустимо, що деяка степiнь ai, i > 1 елемента a не є коренем жодного з
степенiв многочленiв p1 (x) , ..., pt (x).

Тодi ai, згiдно з теоремою 2, з точнiстю до спряження, має дiагональний
вигляд з матрицями на дiагоналi, якi є коренями деяких степенiв хоча б двох
з многочленiв p1 (x) , ..., pt (x). Оскiльки a комутує з ai, то a має дiагональний
вигляд з хоча б двома матрицями на дiагоналi. З iндуктивних мiркувань a має
шуканий вигляд.

Наслiдок 6. Нехай R – комутативне локальне кiльце, n ∈ R∗, V - вiльний
R-модуль скiнченного рангу m, a ∈ GL (m,R) ≡ GL (m,V ) , an = 1 i многочле-
ни p1 (x) , ..., pt (x) складають повний добуток полiномiв дiлення круга Φd (x) ,
d|n, d ̸ |k. Тодi, з точнiстю до спряження, a - дiагональний елемент з ма-
трицями на дiагоналi, степенi кожної з яких є дiагональними матрицями з
степенями ε на дiагоналi i матрицями, степенi яких є коренями деяких сте-
пенiв многочленiв p1 (x) , ..., pt (x), де ε породжує коренi n-го степеня iз 1 кiльця
R, а k його порядок.

Доведення. Як уже вiдмiчалося, коренi n-го степеня iз 1 комутативного
локального кiльця R при n ∈ R∗ (або довiльної областi цiлiсностi R) утворюють
циклiчну групу.

Нехай R – комутативне локальне кiльце з 1 ̸= 0, n ∈ R∗, ε - породжує
коренi n-го степеня iз 1 кiльця R i k - порядок ε. Згiдно з теоремою 1 xk − 1 -
повний добуток двочленiв x − εi, 1 ≤ i ≤ k, а xn − 1 - повний добуток xk − 1 i
fn
k

(
xk
)
=

∏
d|n,d ̸|k

Φd (x) i, як наслiдок, повний добуток двочленiв x− εi, 1 ≤ i ≤ k

i многочленiв p1 (x) , ..., pt (x), якi складають повнi добутки полiномiв дiлення
круга Φd (x), d|n, d ̸ |k.

Тому, з точнiстю до спряження, a - дiагональна матриця з степенями ε на
дiагоналi i матрицями, степенi яких є коренями деяких степенiв многочленiв
p1 (x) , ..., pt (x) (не обов’язково одного i того ж самого).

Наслiдок 7. Нехай R – комутативне кiльце з 1 ̸= 0, V - вiльний R-модуль
скiнченного рангу, a ∈ EndV , p (x) = det (xE − a) - повний добуток степенiв
двочленiв pi(x) = x− ai, ai ∈ R, 1 ≤ i ≤ t i прямi доданки модуля V є вiльними
R-модулями. Тодi, з точнiстю до спряження, a- сума дiагональної матрицi d
i нiльпотентної матрицi a− d.

Якщо ai = 0 для деякого 1 ≤ i ≤ t або ai ∈ R∗ для всiх 1 ≤ i ≤ t, то
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d = P (a), де P (x) ∈ xR [x].

Доведення. Оскiльки многочлен p (x) = p1(x)
k1 . . . pt(x)

kt , ki ≥ 1, 1 ≤ i ≤
t є повним добутком степенiв двочленiв pi (x) i за теоремою Гамiльтона-Келi
p (a) = 0, то за теоремою 2 V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vt, де aVi ⊂ Vi , pi(a)kiVi = 0.

Нехай Ai = a|Vi, ni = dimRVi, Eni - одинична матриця групи GL(ni, Vi). Тодi,
з точнiстю до спряження, a = diag (A1, ..., At) i (Ai − aiEni)

ki = pi (a)
ki |Vi = 0.

Нехай d = diag (a1En1 , ..., atEnt) . В такому разi a− d = diag (A1 − a1En1 , ...,
At − atEnt) - нiльпотентна матриця, a = d + a − d - сума дiагональної матрицi
d i нiльпотентної матрицi a− d.

Нехай ai = 0 для деякого 1 ≤ i ≤ t або ai ∈ R∗ для всiх 1 ≤ i ≤ t. Очевидно,
що якщо ai ∈ R∗, то 1 ∈< x, x − ai >R . За китайською теоремою про остачi,
застосованою до многочленiв x, p1(x), . . . , pt(x), якщо ai ∈ R∗ для всiх 1 ≤ i ≤ t
i многочленiв p1(x), . . . , pt(x) якщо ai = 0 для деякого 1 ≤ i ≤ t, iснує многочлен
P (x) ∈ xR [x] такий, що P (x) − ai ∈ pkii (x)R [x] для всiх 1 ≤ i ≤ t. Адже, у
випадку, якщо деякий елемент ai = 0, то P (x) ∈ xkiR [x] ⊂ xR [x] .

Оскiльки (P (a)− aiEni)Vi = 0, то d = P (a) .
Якщо b ∈ EndV i ab = ba, то db = bd.
7. Ендоморфiзми модулiв над асоцiативними кiльцями. Нехай R –

асоцiативне кiльце з 1 ̸= 0, V - ненульовий лiвий R-модуль, EndV - кiльце ендо-
морфiзмiв модуля V над R, G - пiдгрупа кiльця EndV .

Група G називається звiдною, якщо iснує iнварiантний вiдносно G ненульо-
вий R-пiдмодуль V1 ̸= V , для якого iснує R-пiдмодуль V2 модуля V такий, що
V = V1⊕V2. Якщо при цьому R-модуль V2 iнварiантний вiдносно G, то група G
називається розкладною. В противному випадку група G називається незвiдною
i нерозкладною вiдповiдно.

Аналогiчнi поняття розглядаються для модулiв, якi iнварiантнi вiдносно де-
яких ендоморфiзмiв.

Очевидно, що гомоморфний образ скiнченнопородженого R-модуля V є скiн-
ченнопородженим. Тому прямi доданки вiльного R-модуля V скiнченного рангу
є скiнченнопородженими.

Бiльше того, якщо R – кiльце головних iдеалiв або локальне кiльце, то цi
доданки вiльнi i мають скiнченi ранги, сума яких спiвпадає з рангом модуля.
Тому, якщо над цими кiльцями R-модуль V, має скiнчену розмiрнiсть i G ⊂
EndV - звiдна група, то iснує iнварiантний вiдносно G ненульовий, вiдмiнний
вiд V, вiльний R-пiдмодуль модуля V, R-базис якого доповнюється до R-базиса
модуля V. Навпаки очевидно.

Це означає, що над вищевказаними кiльцями запропоноване означення звi-
дностi групи G спiвпадає з класичним.

Зрозумiло, що розкладна група є звiдною. Якщо G - скiнчена група i |G| ∈
R∗, то вiрно i навпаки. Це випливає з теореми Машке.

Теорема Машке. Нехай R – асоцiативне кiльце з 1 ̸= 0, V - ненульовий
лiвий R-модуль, G - скiнченна звiдна пiдгрупа кiльця EndV , |G| ∈ R∗. Тодi G-
розкладна група.

Доведення. Нехай V = V1 ⊕ V2, 0 ̸= V1 ̸= V2, де GV1 ⊂ V1. Розглянемо
ендоморфiзм R-модуля V на V1, який називається проектором i визначається за
правилом h (v1 + v2) = v1 для будь-яких v1 ∈ V1, v2 ∈ V2. Нехай e = 1

|G|
∑
g∈G

ghg−1.
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Тодi, e|V1 = 1 - тотожнiй ендоморфiзм модуля V1. Тому e2v = e (ev) = ev для
всiх v ∈ V, e2 = e - iдемпотент, V1 = eV , V = eV ⊕ (1− e)V - розклад R-модуля
V в пряму суму iнварiантних G-пiдмодулiв модуля V.

З теореми Машке випливає, що якщо a ∈ GL (V ) ≡ (EndV )∗ є коренем
двочлена xn− 1, n ∈ R∗, то R-модуль V є прямою сумою iнварiантних вiдносно
a R-пiдмодулiв.

Нехай R – комутативне кiльце з 1 ̸= 0, p(x) є повним добутком многочле-
нiв p1 (x) , ..., pt (x), t ≥ 1, W - незвiдний iнварiантний вiдносно a R-пiдмодуль
модуля V, a ∈ GL (V ), p(a) = 0, ai = pi (a), bi = a1 · · · ai−1ai+1 · · · at, 1 ≤ i ≤ t.

З теореми 2 випливає, що iснує число 1 ≤ j ≤ t таке, що W = bjW i biW = 0
для всiх 1 ≤ i ̸= j ≤ t. При цьому pj (a)W = 0.

Зрозумiло, що якщо W ̸= 0, то pi (a)W ̸= 0 для всiх 1 ≤ i ̸= j ≤ t.
Таким чином, якщо a - є коренем повного добутку деяких многочленiв на

незвiдному, iнварiантному вiдносно a R- пiдмодулi, то a є коренем тiльки одного
з його множникiв.

Якщо R – область цiлiсностi, а Q (R) - поле вiдношень R, то ненульовий
скiнченнопороджений R-модуль V перетворюється в ненульовийQ (R) -лiнiйний
простiр Q (R)V скiнченної розмiрностi, яка не перевищує число породжуючиx
елементiв R-модуля V.

Якщо G ⊂ End V, W - незвiдний Q (R)G -пiдмодуль Q (R)V, то V
∩
W -

незвiдний RG-пiдмодуль V. Окрiм цього спаднi ланцюги модуля скiнченного
рангу над областями цiлiсностi стабiлiзуються.

Це означає, що вiльний R-модуль скiнченного рангу над областю цiлiсностi
R, при n ∈ R∗, an = 1 є скiнченною прямою сумою незвiдних iнварiантних вiд-
носно a скiнченно породжених R-пiдмодулiв. Якщо R- кiльце головних iдеалiв,
то твердження залишається вiрним без вимоги n ∈ R∗. При цьому скiнченнопо-
родженi доданки є вiльними R-пiдмодулями.

Аналогiчно, якщо R – комутативне локальне кiльце, n ∈ R∗, an = 1, то
вiльний R-модуль скiнченного рангу є скiнченною прямою сумою незвiдних iн-
варiантних вiдносно a вiльних R-пiдмодулiв.

8. Застосування класичних теорем до деяких матриць скiнченного
порядку. Фундаментальною теоремою кiльця многочленiв, яка поклала поча-
ток сучасної алгебри є теорема Гiльберта про базиси.

Теорема Гiльберта про базиси. Нехай R - комутативне ньотерове кiль-
це з 1 ̸= 0. Тодi R [x] - ньотерове кiльце.

Доведення. вiд супротивного. Нехай I - деякий iдеал кiльця R [x], який не
є скiнченнопородженим. Це означає, що в I iснує нульовий елемент po (x) = 0
i многочлени P1 (x) , P2 (x) , . . . iз старшими коефiцiєнтами a1, a2, . . . такi, що
Pi+1 (x) - многочлен найменшого степеня, який належить I i не належить iде-
алу < P0 (x) , . . . , Pi (x) >R[x], i ≥ 0. Оскiльки Pi+1 (x) не належить iдеалу
< P0 (x) , . . . , Pi−1 (x) >R[x], то degPi (x) ≤ degPi+1 (x) для всiх i ≥ 1. За умо-
вою зростаючий ланцюг iдеалiв < a1 >R⊆< a1, a2 >R⊆ . . . кiльця R на деяко-
му n -му кроцi стабiлiзується, але за припущенням не всi члени послiдовностi
P1 (x) , P2 (x) , . . . належать iдеалу < P1 (x) , . . . , Pn (x) >R[x].

Якщо j - найменше натуральне число, таке що Pj (x) /∈< P1 (x) , . . . , Pn (x)
>R[x], то j > n i aj+1 = a1u1 + . . . + anun, де ui ∈ R, 1 ≤ i ≤ n. Позначимо
vi = uix

degPj+1(x)−degPi(x), де 1 ≤ i ≤ n. Тодi Pj+1 (x)− (P1 (x) v1 + . . .+ Pn (x) vn)-
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многочлен меншого степеня, нiж Pj+1 (x) , який належить I i не належить iде-
алу < P1 (x) , . . . , Pj (x) >R[x] всупереч вибору многочлена Pj+1 (x) . Отримане
протирiччя показує, що будь-який iдеал кiльця R [x] є скiнченно породженим в
кiльцi R [x] . Тому R [x] - ньотерове кiльце.

З теореми Гiльберта про базиси випливає, що кiльце R [x1, . . . , xn], n ≥ 1 є
ньотеровим кiльцем, якщо R - комутативне ньотерове кiльце. Оскiльки при фа-
кторизацiях ньотеровi кiльця залишаються ньотеровими, то будь-яке пiдкiльце
R0 [r1, . . . , rn], яке породжене ньотеровим пiдкiльцем R0 i елементами r1, ..., rn
комутативного кiльця R з 1 ̸= 0, є ньотеровим.

Зокрема, в ролi R0 можна взяти пiдкiльце R, яке породжене одиницею кiль-
ця R.

Прикладами кiлець головних iдеалiв, а значить i ньотерових та факторi-
альних кiлець, є кiльце цiлих чисел Z i P [x] - кiльце многочленiв над полем
P.

Нехай R - область цiлiсностi. Тодi R [x] - область цiлiсностi. Якщо при цьому
R [x] є кiльцем головних iдеалiв, то iдеал < x, r ̸= 0 ∈ R >R[x]= d (x)R [x]. Тому
d (x) дiлить елементи r i x. Це можливо тiльки в тому випадку, коли deg d (x) = 0
i d (x) ∈ R∗. В такому разi < x, r ̸= 0 ∈ R >R[x]= R [x] i rR = R - поле.

Зокрема, кiльця Z[x], P [x1, ..., xn], де Р - поле, n ≥ 2, не є кiльцями головних
iдеалiв, хоча при n ≥ 1 вони є ньотеровими кiльцями i, як буде показано нижче,
факторiальними кiльцями.

Нехай R - факторiальне кiльце.
Змiстом многочлена f(x) кiльця R[x] називається найбiльший спiльний дiль-

ник його коефiцiєнтiв, який позначається d (f). Як було доведено вище, d (rf) =
rd(f), якщо r ∈ R.

Зрозумiло, що d (f) визначається з точнiстю до оборотних елементiв кiль-
ця R i дiлить старший коефiцiєнт многочлена f(x). Многочлен, змiст якого з
точнiстю до оборотних елементiв, дорiвнює одиницi називається примiтивним
многочленом.

Очевидно, що унiтарнi многочлени є примiтивними многочленами.
Неважко бачити, що будь-який многочлен f (x) ∈ R[x] можна записати у

стандартному виглядi f (x) = d (f) f ′ (x), де f ′ (x) - примiтивний многочлен
кiльця R [x] .

Лема Гауса. Нехай R - факторiальне кiльце, f (x) i g (x) - многочлени
кiльця R [x]. Тодi, з точнiстю до оборотних елементiв кiльця R, d (fg) =
d (f) d (g) .

Доведення. Нехай d (f) = d (g) = 1, але d (fg) ̸= 1. Тодi iснує простий еле-
мент p ∈ R, який дiлить всi коефiцiєнти многочлена f (x) g (x), але не дiлить
всi коефiцiєнти многочленiв f (x) i g (x). Оскiльки p - простий елемент кiльця
R, то P = R/pR i P [x] - областi цiлiсностi. Тому рiвнiсть 0 = f (x) g (x) для
многочленiв f (x) ̸= 0 i g (x) ̸= 0 в кiльцi P [x] неможлива. Тим самим доведено,
що добуток примiтивних многочленiв є примiтивним многочленом.

У загальному випадку f (x) = d (f) f ′ (x), g (x) = d (g) g′ (x), де f ′ (x) , g′ (x) i
як наслiдок, добуток f ′ (x) g′ (x) - примiтивнi многочлени кiльця R [x]. Оскiльки
f (x) g (x) = d (f) d (g) f ′ (x) g′ (x), то d (fg) = d (f) d (g).

З леми Гауса випливає, що примiтивний многочлен кiльця R [x] може роз-
кладатися в добуток тiльки примiтивних многочленiв кiльця R [x].
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Наслiдок 8. Нехай R - факторiальне кiльце, Q(R) - поле вiдношень кiльця
R. Тодi будь-який незвiдний многочлен кiльця R [x] є незвiдним i в Q(R)[x].

Доведення. Нехай F (x) - незвiдний многочлен кiльця R [x]. За означенням
F (x) - многочлен позитивного степеня. Якщо F (x) - звiдний многочлен в кiль-
цi Q(R)[x], то в Q(R)[x] iснують многочлени позитивного степеня, якi можна
записати у стандартному виглядi a

b
f (x) , c

d
g (x), де a, b, c, d - елементи R, такi,

що (a, b) = (c, d) = 1, f (x) i g (x) - примiтивнi многочлени кiльця R [x] для
яких, з точнiстю до оборотних елементiв кiльця R, F (x) = ac

bd
f (x) g (x). Оскiль-

ки d (F ) bd - змiст многочлена bdF (x), а ac - змiст рiвного йому многочлена
acf (x) g (x), то d (F ) bd = ac. Тому F (x) = d (F ) f (x) g (x), що протирiчить
незвiдностi многочлена F (x) у кiльцi R [x].

Наслiдок 9. Нехай R - факторiальне кiльце, g (x) - унiтарний многочлен
кiльця R [x], f (x) - многочлен R [x], який дiлить g (x) в Q (R) [x], а - старший
коефiцiєнт f (x). Тодi а - змiст f (x) i многочлен f(x)

a
кiльця R [x] дiлить g (x)

в кiльцi R [x].

Доведення. За умовою iснують r ̸= 0 ∈ R i h (x) ∈ R [x] такi, що rg (x) =
f (x)h (x). Неважко бачити, що старший коефiцiєнт многочлена h (x), з точнi-
стю до оборотнiх елементiв кiльця R, дорiвнює r

a
. За лемою Гауса, з точнiстю

до оборотнiх елементiв кiльця R, r = d (f) d (h) дiлить a · r
a
= r, де d (f) - змiст

многочлена f (x), а d (h) - змiст многочлена h (x). Тому, з точнiстю до оборотнiх
елементiв кiльця R, d (f) = a i d (h) = r

a
. Це означає, що a дiлить всi коефiцiєнти

многочлена f (x), r
a

всi коефiцiєнти h (x), а r дiлить всi коефiцiєнти многочлена
f (x)h (x). Пiсля скорочення заданої рiвностi rg (x) = f (x)h (x) на елемент r,
отримуємо, що многочлен f(x)

a
∈ R [x] дiлить g (x) в кiльцi R [x].

Нехай R – факторiальне кiльце. Як було сказано вище кiльце Q(R)[x] - фа-
кторiальне. Роль простих елементiв в ньому виконують незвiднi многочлени.
Серед них знаходяться примiтивнi многочлени кiльця R [x], якi є незвiдними в
R [x] i, як наслiдок, в Q(R)[x]. Разом з простими елементами факторiального
кiльця R вони складають множину всiх простих елементiв кiльця R [x].

Адже, будь-який ненульовий необоротний многочлен кiльця R [x] може бу-
ти зображений добутком простих елементiв кiльця R i примiтивних незвiдних
многочленiв кiльця R [x].

Очевидно, що примiтивнi многочлени кiльця R [x] спiвпадають в Q(R)[x],
тодi i тiльки тодi, коли вони, з точнiстю до оборотних елементiв кiльця R,
спiвпадають в R [x].

Тому, якщо в кiльцi R [x] є два рiвнi добутки вищеназваних елементiв, то в
кiльцi Q(R)[x] множини цих елементiв спiвпадають i кожний з них входить в до-
бутки iз однаковим показником степеня. Пiсля вiдповiдного скорочення рiвних
елементiв кiльця R[x] залишаються рiвнi добутки простих елементiв кiльця R,
множини яких в силу факторiальностi кiльця R, спiвпадають i кожний з мно-
жникiв входить в добутки з однаковим показником степеня.

Тому R [x] - факторiальне кiльце, якщо R -факторiальне кiльце. Зокрема,
R [x1, . . . , xn], n ≥ 1 - факторiальне кiльце, якщо R - поле або R - факторiальне
кiльце.

Лема Круля. Нехай R - комутативне ньотерове кiльце з 1 ̸= 0, I - нену-
льовий iдеал R. Тодi

∩
I t = 0 для всiх t ≥ 1 має мiсце тодi i тiльки тодi, коли
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1− I не має дiльникiв нуля в R.
Доведення. Якщо r ∈ R, i ∈ I, r (1− i) = 0, то r = ri = ri2 = ... ∈

∩
I t.

Тому з умови
∩
I t = 0 випливає, що r = 0, 1 − I не має дiльникiв нуля в R.

Навпаки. Нехай 1− I не має дiльникiв нуля в R, але J =
∩
I t ̸= 0. Оскiльки R

- ньотерове кiльце, то I =< r1, ..., rl >R.
Нехай j - довiльний елемент J . Оскiльки j ∈

∩
I t, t ≥ 1, то j = Ft (r1, ..., rl) ,

Ft (r1, ..., rl) - деякий однорiдний многочлен степеня t кiльця R [x1, . . . , xl] .
Iдеал < Ft (r1, ..., rl) |t ≥ 1 > за теоремою Гiльберта про базис в ньотеровому

кiльцi R [x1, . . . , xl] є скiнченнопородженим iдеалом. Нехай P1, ..., Ps - породжу-
ючi його елементи. Тодi Ft =

∑
i

uiPi, 1 ≤ i ≤ s. Якщо t бiльше вiд степенiв

многочленiв P1, ..., Ps, то можна вважати, що u1, ..., us - многочлени без вiльних
членiв. Тому пiсля замiни x1, ..., xl на r1, ..., rl вiдповiдно, отримуємо що j ∈ Ij
i, як наслiдок, J = IJ.

Нехай J =< e1, ..., ek >R. Згiдно з вище доведеним ei =
∑
aijej, де aij ∈ I,

1 ≤ i, j ≤ k. Нехай A = (aij) . Тодi det (E − A) ei = 0 для всiх 1 ≤ i ≤ k.
Оскiльки елемент det (E − A) ei ∈ 1− I не має дiльникiв нуля в R, то ei = 0 для
всiх 1 ≤ i ≤ k i, як наслiдок, J = 0. Це, однак, протирiчить припущенню. Тим
самим доведено, що J = 0.

Застосуємо теорему Гiльберта про базис i лему Круля, яка з неї випливає,
до деяких матриць скiнченного порядку над комутативними кiльцями.

Теорема 4. Нехай R - комутативне кiльце з 1 ̸= 0, J (R) - радикал Дже-
кобсона кiльця R, v - матриця кiльця матриць Rm, m ≥ 1 елементи якої
належать J (R), n - натуральне число, таке що (E + v)n = E i iснує нату-
ральне число l, яке взаємно-просте з n i належить J (R) . Тодi v = 0.

Доведення. Якщо v = 0, то все доведено. Припустимо, що v ̸= 0. Нехай Rv

- пiдкiльце R, яке породжене елементом 1 та vij, 1 ≤ i, j ≤ m матрицi v = (vij).
За теоремою Гiльберта про базис Rv - ньотерове кiльце з 1 ̸= 0. За умовою
1 = xl + yn, де x, y ∈ Z.

Нехай I = Rv

∩
J (R). Неважко бачити, що I - ненульовий iдеал кiльця Rv,

який мiстить l i елементи матрицi v. Тому елементи матриць xlv i v2 належать
I2 i

E + v = (E + v)xl = E + v′ = (E + v′)
xl
= E + v′′ = . . .,

де v = v′ - матриця над I2. Аналогiчно v′ = v′′ - матриця над I3 i т.д. Це означає,
що vij ∈

∩
I t для всiх 1 ≤ i, j ≤ m. Iз включення 1+I ⊂ 1+J (R) ⊂ R∗ випливає,

що 1 − I не має дiльникiв нуля в кiльцi R. За лемою Круля
∩
I t = 0, vij = 0,

1 ≤ i, j ≤ m. Отримане протирiччя показує, що v = 0.

Наслiдок 10. Нехай R - комутативне кiльце з 1 ̸= 0, J (R) - радикал R,
v ∈ (J (R))m, m ≥ 1 i iснують числа l i n такi, що (l, n) = 1, l ∈ J (R) i
(E + v)ln = E. Тодi (E + v)l = E.

Доведення. Нехай v0 = (E + v)l − E. Тодi (E + v0)
n = E. За теоремою 4

v0 = 0.
9. Матрицi скiнченного порядку над кiльцями головних iдеалiв.

Нехай R - кiльце головних iдеалiв, V - лiвий вiльний R -модуль скiнченного
рангу, W - ненульовий пiдпростiр Q(R)V . Оскiльки будь-який R -пiдмодуль
модуля V є вiльним, то V

∩
W - ненульовий вiльний R -пiдмодуль V , V/V

∩
W -
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скiнченнопороджений без кручення, а тому вiльний R -модуль. Це означає, що
R -базис модуля V

∩
W доповнюється до R -базиса модуля V .

Нехай G ⊂ EndV , V - RG -модуль i W - ненульовий, iнварiантний вiдносно
G пiдпростiр Q(R)V . Як було показано вище V

∩
W - iнварiантний вiдносно G

ненульовий прямий доданок R -модуля V .
Якщо V - незвiдний RG -модуль, то V

∩
W = V , V ⊂ W , Q(R)V ⊂ W ,

W = Q(R)V . Це означає, що V - незвiдний Q(R)G -модуль.
Тим самим доведено, що iз незвiдностi RG -модуля V випливає його незвi-

днiсть над полем Q(R). Навпаки очевидно.
Нехай G = ⟨a |an = 1⟩ , V - незвiдний RG -модуль скiнченного рангу над

R, v ̸= 0 ∈ V. В такому разi iснує найбiльше натуральне число m ≤ n, таке
що елементи v, av, . . . , am−1v - лiнiйно незалежнi над Q(R), m = dimQ(R)V .
Iз незвiдностi V над полем Q(R) випливає, що Q(R)V = ⟨v, av, . . . , am−1v⟩Q(R).
Оскiльки (an − 1)v = 0, то iснує многочлен f(x) найменшого степеня кiльця
R [x], такий, що f(a)v = 0. Ясно, що deg f(x) = m, f(a)V = 0, f(x) - дiльник
xn − 1 над полем Q(R).

З наслiдку 9 леми Гауса слiдує, що, без обмеження загальностi, можна вва-
жати f(x) унiтарним многочленом кiльця R [x].

Якщо f(x) - добуток взаємно-простих многочленiв позитивного степеня f1(x)
i f2(x) кiльця R [x], то цей добуток повний i, згiдно з наслiдком 5, V = V1 ⊕ V2 i
f1(a)V1 = f2(a)V2 = 0. Iз незвiдностi V випливає, що V = Vi, fi(a)V = 0, де i = 1
або i = 2, що протирiчить мiнiмальностi степеня многочлена f(x). Тим самим
доведено, що f(x) - деяка степiнь незвiдного унiтарного многочлена p(x) ∈ R [x]
, який, згiдно з наслiдком 8 леми Гауса, є незвiдним многочленом i над полем
Q(R).

Нехай ξ - елемент алгебраїчного замикання поля Q(R), такий що p(ξ) = 0
i Q(R)(ξ) - поле, яке утворене приєднанням до поля Q(R) елемента ξ. Пiдкре-
слимо, що поле Q(R)(ξ) перетворюється в незвiдний Q(R)G -модуль, якщо дiю
a задати як оператор множення на ξ. Тому в базисi 1, ξ, . . . , ξn−1 матриця a
задається клiткою Фробенiуса з коефiцiєнтами многочлена p(x).

Вiдображення ΛQ(R) : V → Q(R)(ξ) за правилом v → ξ iндукує iзоморфiзм
Q(R)G -модулiв V i Q(R)(ξ), а його звуження RG -гомоморфiзм ΛR : V → I, де
I -ненульовий скiнченнопороджений R [ξ] -пiдмодуль поля Q(R)(ξ).

Нехай v0 ∈ V, такий що ΛR(v0) = 0. Оскiльки v0 ∈ Q(R)V , то iснує r0 ̸= 0 ∈ R
i g(x) ∈ R [x], такi що r0v0 = g(a)v. Тому 0 = r0ΛR(v0) = ΛR(r0v0) = g(ξ)ξ,
g(ξ) = 0, p(x) дiлить g(x) в кiльцi R [x] . Це означає, що v0 ∈ p(a)Q(R)V . Тим
самим доведено, що kerΛR = p(a)Q(R)V

∩
V .

Ненульовий скiнченнопороджений модуль над областю цiлiсностi, який на-
лежить його полю вiдношень, прийнято називати дробовим iдеалом областi цi-
лiсностi.

Тому I - дробовий iдеал кiльця R [ξ], який належить його полю вiдношень
Q(R)(ξ). Очевидно, що I - скiнченнопороджений R -модуль без кручення, а
тому вiльний R -модуль, який як Q(R)G -модуль спiвпадає з полем Q(R)(ξ) i
тому є незвiдним RG -модулем.

Неважко бачити, що αI для будь-якого α ̸= 0 ∈ Q(R)(ξ) також дробовий
iдеал R [ξ], який як Q(R)G -модуль iзоморфний Q(R)(ξ). Прийнято казати, що
дробовi iдеали I та αI належать одному класу дробових iдеалiв кiльця R [ξ] .
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Вiдображення Λ : I → αI за правилом Λ(r) = αr, r ∈ I задає RG - iзомор-
фiзм. Адже,

Λ
(
(
∑

αia
i)r
)
= α

(∑
αiξ

ir
)
=
(∑

αiξ
i
)
(αr) = (

∑
αia

i)Λ(r).
Вiрно i навпаки. Адже, якщо Λ : I → Λ(I) є RG -iзоморфiзмом дробових iдеалiв
кiльця R [ξ], то для довiльних ненульових елементiв r i r1 дробового iдеала I
iснує ненульовий елемент γ ∈ I, такий, що γr−1 i γr−1

1 належать R [ξ]. Тому
Λ(γ) = γr−1Λ(r) = γr−1

1 Λ(r1). Нехай α = r−1Λ(r) = r−1
1 Λ(r1). З вищесказаного

випливає, що Λ(r) = αr, де α не залежить вiд r.
Таким чином дробовi iдеали кiльця R [ξ] належать одному класу дробових

iдеалiв тодi i тiльки тодi, коли вони iзоморфнi як RG -модулi.
Незвiднi RG -модулi V скiнченного рангу над кiльцем головних iдеалiв R

групи G = ⟨a |an = 1⟩, якi як Q(R)G -модулi iзоморфнi полю Q(R)(ξ), де ξ - ко-
рiнь незвiдного над R дiльника p(x) двочлена xn− 1, породжують iзоморфiзми
RG-модулiв V/p(a)Q(R)V

∩
V з дробовими iдеалами фiксованих класiв дробо-

вих iдеалiв кiльця R [ξ]. Число незвiдних RG -модулiв V скiнченного рангу над
R не менше вiд числа класiв дробових iдеалiв кiльця R [ξ].

Нехай n ̸= 0 в R. Тодi n ∈ Q(R)∗, xn − 1 не має кратних дiльникiв в R[x].
Тому p(a)V = 0, kerΛR = 0.

Тим самим доведено, що має мiсце

Наслiдок 11. Незвiднi RG -модулi скiнченного рангу над кiльцем головних
iдеалiв R групи G = ⟨a |an = 1⟩, при n ̸= 0 в R, iзоморфнi дробовим iдеалам
кiльця R [ξ]. Їх число дорiвнює числу класiв дробових iдеалiв кiльця R [ξ].

Доведення. Довiльний RG -модуль V скiнченного рангу над R перетворю-
ється в Q(R)G - модуль скiнченної розмiрностi над полем Q(R). За теоремою
Машке Q(R)V є прямою сумою незвiдних Q(R)G -модулiв W1, ...,Wt, t ≥ 1. То-
му V є прямою сумою вiльних над R незвiдних RG -модулiв, якi iзоморфнi
дробовим iдеалам кiльця R [ξi], 1 ≤ i ≤ t, де Wi iзоморфний як Q(R)G -модуль
з Q(R)(ξi).

Тому a, з точнiстю до спряження, задається дiагональною матрицею з ма-
трицями на дiагоналi, якi визначаються дiєю a на дробовi iдеали кiлець R [ξi],
1 ≤ i ≤ t.
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