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ЗОБРАЖЕННЯ СХРЕЩЕНИХ ГРУПОВИХ КIЛЕЦЬ
СКIНЧЕННИХ АБЕЛЕВИХ 2-ГРУП ТА КIЛЬЦЯ ЦIЛИХ
2-АДИЧНИХ ЧИСЕЛ

The present paper deals with the task of the wildness of the problem of description of all nonequiv-
alent matrix Z2-representation of the ring Λ = (G,Z2, λ), which is twisted group ring of a finite
abelian 2-group G and the ring of 2-adic integers Z2 with the factor system {λa,b} (λa,b ∈ Z∗

2,
a, b ∈ G). There were obtained necessary and sufficient conditions of not wildness of the problem
of description matrix Z2-representations of the ring Λ = (G,Z2, λ).

В данiй роботi розглядається питання, коли задача описання всiх нееквiвалентних матричних
Z2-зображень кiльця Λ = (G,Z2, λ), що є схрещеним груповим кiльцем скiнченної абелевої
2-групи G i кiльця цiлих 2-адичних чисел Z2 при системi факторiв {λa,b} (λa,b ∈ Z∗

2, a, b ∈ G)
є дикою. Отримано необхiдну i достатню умови ручностi задачi описання матричних Z2-зо-
бражень кiльця Λ = (G,Z2, λ).

Нехай G – скiнченна абелева 2-група, Z2 – кiльце цiлих 2-адичних чисел,
Z∗

2 – мультиплiкативна група кiльця Z2 i Λ = (G,Z2, λ) – схрещене групове
кiльце групи G i кiльця Z2 з системою факторiв {λa,b} (λa,b ∈ Z∗

2, a, b ∈ G).
В данiй роботi виясняється, коли задача описання матричних Z2-зображень
кiльця Λ = (G,Z2, λ) є ручною.

Гудивок П. М. розв’язав проблему, коли задача описання нееквiвалентних
матричних Zp-зображень скiнченної групи i кiльця цiлих p-адичних чисел Zp є
дикою, тобто включає задачу про подiбнiсть пар n× n-матриць при p > 2 [1,2].

Результати отриманi в [3–8] сформулюємо наступним чином.

Теорема 1. [3, 4] Нехай G – скiнченна група i Λ = (G,Zp, λ) – схрещене
групове кiльце групи G i кiльця цiлих p-адичних чисел Zp з системою факторiв
iз Z∗

p. Λ̃ = Qp ⊗Zp Λ, T2 = Q2(
√
5), Λ̃′ = T2 ⊗Qp Λ̃ i d є числом нееквiвалентних

матричних Qp-зображень алгебри Λ̃. n(Λ) (n(Λ) – число нееквiвалентних не-
розкладних матричних Zp-зображень кiльця Λ) є скiнченним тодi i тiльки
тодi, коли виконується одна з наступних умов:

1) G – циклiчна група порядку pr (r ≤ 2);

2) G – циклiчна p-група (p > 2) i d < 3;

3) G – циклiчна 2-група i d = 1;

4) G – абелева група типу (3, 3) i d = 2;

5) G – абелева група типу (2m, 2) (m ≥ 1) i кiльце Λ′ = R2 ⊗Z2 Λ (R2 –
кiльце цiлих величин поля T2) задається наступними спiввiдношеннями:

u2
m

= −5r, ν2 = 1, uν = νu (0 ≤ r < 2m);

6) G – абелева група типу (2m, 2) (m ≥ 1) i Λ = (G,Zp, λ) не комутативне
кiльце i Λ̃′ = T2 ⊗Q2 Λ̃ є простою алгеброю;

7) G – група дiедра i Λ̃′ = T2 ⊗Q2 Λ̃ є простою алгеброю.
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Теорема 2. [5, 7] Нехай G – скiнченна p-група порядку |G| > 1, Fp – скiн-
ченне розширення поля Qp, Kp – кiльце цiлих величин поля Fp, Tp – поле iнерцiї
поля Fp. Група G не є дикою над кiльцем Kp тодi i тiльки тодi, коли викону-
ється одна з умов:

1) G – абелева група типу (2, 2) i F2 = T2;

2) G – циклiчна p-група порядку p (p > 2) i Fp = Tp;

3) G – циклiчна 2-група порядку 8 i F2 = T2;

4) G – група порядку p (p > 3) i (Fp : Tp) ≤ 2;

5) G – циклiчна група порядку 4 i (F2 : T2) ≤ 2;

6) G – група порядку 3 i (F3, T3) ≤ 4;

7) G – група порядку 2.

Лема 1. [8] Нехай Fp – скiнченне розширення поля Qp, Tp – скiнченне
нерозгалужене розширення поля Fp; Rp(Lp) – кiльце цiлих величин поля Fp(Tp).
Λ є скiнченновимiрним Rp-порядком в сепарабельнiй Fp-алгебрi i Λ′ = Lp⊗RpTp.
Λ порядок є диким над Rp тодi i тiльки тодi, якщо Λ′ порядок є диким над Lp.

Лема 2. [8] Нехай G – циклiчна 2-група порядку |G| = 2m (m ≥ 1), Λ =
= (G,Z2, λ) – схрещене групове кiльце групи G i кiльця 2-адичних чисел Z2 з
системою факторiв {λa,b} (λa,b ∈ Z∗

2). Схрещене групове кiльце Λ не є диким
над Z2 тодi i тiльки тодi, коли виконується одна з наступних умов:

1) |G| ≤ 8;

2) |G| = 2m (m > 3) i Λ̃ = Q2 ⊗Z2 Λ є полем.

Лема 3. [8] Нехай H – пiдгрупа скiнченної групи G. Λ = (G,Zp, λ) – є
схрещеним груповим кiльцем групи G i кiльця цiлих p-адичних чисел Zp з си-
стемою факторiв iз Z∗

p, ΛH = (H,Zp, λ) ⊂ Λ. Якщо Λp є диким кiльцем над Zp
тодi i тiльки тодi, якщо Λ є диким кiльцем над Zp.

Лема 4. Нехай G – абелева група типу (4, 4) i Λ = (G,Zp, λ) – схрещене
групове кiльце групи G i кiльця цiлих 2-адичних чисел з системою факторiв
{λa,b} (λa,b ∈ Z∗

2, a, b ∈ G). Кiльце Λ є диким над кiльцем Z2.

Доведення. Кiльце Λ задається наступними спiввiдношеннями

u4 = α5r, ν4 = β5s, (0 ≤ r < 4, 0 ≤ s < 4; α, β = ±1). (1)
Розглянемо наступнi випадки:

1) u4 = 1, ν4 = 1;

2) u4 = α, ν4 = β, αβ = −1;

3) u4 = −5, ν4 = 1;

4) u4 = 5, ν4 = −1;

5) u4 = 5, ν4 = 1;

6) u4 = 52, ν4 = 1;

7) u4 = 52, ν4 = −1;
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8) u4 = −52, ν4 = 1.

В 1) та 2) випадках Λ є диким за теоремою 2. Очевидна дикiсть у випадках
6)–8). Це випливає iз леми 1.

Далi розглянемо зображення кiльця Λ над R, кiльцем цiлих величин поля
T = Q2(5).

Зупинимось на випадку 5). Позначимо через u1 = u2√
5
. Тодi матимемо кiльце

Λ з наступними спiввiдношеннями:

u21 = 1, ν2 = 1, u1ν = νu1.

Нехай H – група типу (2, 4). Тодi отримаємо Λ′H ⊂ Λ′, Λ′ = R ⊗Z2 Λ. З
теореми 2 одержимо, що Λ′H є диким кiльцем. Звiдси та з лем 1 та 3 Λ є диким
кiльцем.

Над кiльцем R випадки 3) i 4) виводяться один з одного. Тому залишається
тiльки випадок:

u4 = 5, ν4 = −1, uν = νu. (2)

Нехай ε – первiсний корiнь 8-го степеня з одиницi. Тодi випадок 2) зводиться
до випадку K-зображення кiльця Λ1: u4 = 5 (K = R[ε] – кiльце цiлих величин
поля T (ε). Розглянемо

x4 − 5 = (x2 −
√
5)(x2 +

√
5).

Нехай
θ21 =

√
5, θ22 = −

√
5,

L = K[θ1], t = 1− ε, π = θ1 − 1, Vj = tjL+ πL (j = 1, 2, 3), 2 = λt4 (λ ∈ K∗).

Очевидно, що Vj буде Λ1-модулем, якщо ми покладемо ux = θ1x (x ∈ Vj).
Тому

utj = θjt
j = (θ1 − 1)tj + tj; (3)

uπ = θ1 − 1) = θ21 − θ1
√
5− θ1 =

√
5− 1− (θ1) =

√
5− 1− π = (λ1t

4−j)tj − π, (4)

де

λ1 = λω−1, ω =

√
5 + 1

2
.

Легко бачити, що ω2 − ω − 1 = 0. Звiдси ω є цiлою величиною поля T , тобто
ω ∈ R. Таким чином,

ω1 =

√
5− 1

2
=

√
5 + 1

2
− 1 = ω − 1.

Тодi ω1 ∈ R i тому ω, ω1 ∈ R∗. Iз рiвностей (3) та (4) одержимо, що зображення

∆j : u −→
(

1 λ1t
4−j

tj −1

)
= Ṽj (j = 1, 2, 3) (5)

є нерозкладне K-зображення кiльця Λ1.
Нехай

W̃2 =

(
1 −λωt2
t2 −1

)
=

(
1 −λ2t2
t2 −1

)
, λ2 = −λω.
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W̃ 2
2 =

(
1 −λωt2
t2 −1

)(
1 −λ2ωt2
t2 −1

)
=

(
1− λωt4 0

0 1− λωt4

)
= −

√
5E.

Це випливає з рiвностi: 1− λωt4 = 1− 2ω = 1− 1−
√
5 = −

√
5.

Звiдси одержимо, що ∆ : u −→ W̃2 є нерозкладне K-зображення кiльця Λ1,
та Λj i Λ є нееквiвалентними над полем T (ε). Розглянемо зображення Γ(A,B):

Γu(A,B) =

 E ⊗ Ṽ3 0 S1

0 E ⊗ Ṽ1 S2

0 0 E ⊗ W̃2

 , (6)

де

S1 =

(
A 0
0 tE

)
, S2 =

(
tE 0
0 tE

)
(E – одинична n × n-матриця, A,B – довiльнi n × n-матрицi над K, A ⊗ B є
кронекерiвським добутком матриць A та B).

Звiдси дiстанемо

Γ2
u =


E ⊗ Ṽ3 0 S1

0 E ⊗ Ṽ1 S2

0 0 E ⊗ W̃2

×


E ⊗ Ṽ3 0 S1

0 E ⊗ Ṽ1 S2

0 0 E ⊗ W̃2

 =

=


√
5E ′ 0 (E ⊗ Ṽ3)S1 + S1(E ⊗ W̃2)

0
√
5E ′ (E ⊗ Ṽ1)S1 + S1(E ⊗ W̃2)

0 0
√
5E ′

 =
√
5

(
E ′′ D
0 −E ′′

)
.

Далi отримаємо Γ4
u = 5E ′′′ (E ′′′ – 3n× 3n-одинична матриця). Таким чином,

Γ є K-зображенням кiльця Λ1.
Нехай

Γu(A,B)C = CTu(A
′, B′), (7)

де C – оборотна матриця над кiльцем K.
Можна показати, що

C =

 C1 C2 C3

C4 C5 C6

0 0 C7

 .

Тодi iз (7) отримаємо, щоE ⊗ Ṽ3 0 S1

0 E ⊗ Ṽ1 S2

0 0 E ⊗ W̃2


C1 C2 C3

C4 C5 C6

0 0 C7

=
C1 C2 C3

C4 C5 C6

0 0 C7



E ⊗ Ṽ3 0 S ′

1

0 E ⊗ Ṽ1 S2

0 0 E ⊗ W̃2

.
Позначимо

E ⊗ Ṽ3 = Ṽ
(n)
3 , E ⊗ Ṽ1 = Ṽ

(n)
1 , E ⊗ W̃2 = W̃

(n)
2 .
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Тодi
Ṽ

(n)
3 C1 Ṽ

(n)
3 C2 Ṽ

(n)
3 C5 + S1C7

Ṽ
(n)
1 C3 Ṽ

(n)
3 C4 Ṽ

(n)
1 C6 + S2C7

0 0 W̃
(n)
2 C7

 =


C1Ṽ

(n)
3 C2Ṽ

(n)
1 C1S

′
1 + C2S2 + C5W̃

(n)
2

C3Ṽ
(n)
3 C4Ṽ

(n)
3 C3S

′
1 + C4S2 + C6W̃

(n)
2

0 0 C7W̃
(n)
2

 .

Звiдси одержимо
Ṽ

(n)
3 C1 = C1Ṽ

(n)
3 , (8)

Ṽ
(n)
1 C3 = C3Ṽ

(n)
3 , (9)

Ṽ
(n)
3 C2 = C2Ṽ

(n)
1 , (10)

Ṽ
(n)
1 C4 = C4Ṽ

(n)
1 , (11)

W̃
(n)
1 C7 = C7Ṽ

(n)
2 , (12)

Ṽ
(n)
1 C6 + S2C7 = C3S

′
1 + C4S2 + C6W̃

(n)
2 , (13)

Ṽ
(n)
3 C5 + S1C7 = C1S

′
1 + C2S2 + C5W̃

(n)
2 . (14)

Далi iз (8) матимемо(
E λ1tE

t3E −E

)(
X1 Y1

Z1 U1

)
=

(
X1 Y1

Z1 U1

)(
E λ1tE

t3E −E

)
,

звiдки (
X1 + λ1tZ1 Y1 + λ1tU1

t3X1 − Z1 t3Y1 − U1

)
=

(
X1 + t3Y1 λtX1 − Y1

Z1 + t3U1 λ1tZ1 − U1

)
.

Звiдси одержимо

λ1tZ1 = t3Y1 =⇒ Z1 = λ−1
1 t2Y1;

2Y1 + λ1tU1 = λ1tX1 =⇒ U1 = X1 − λ−1
1 2EY1 = X1 + γ1t

3Y1.

В результатi одержимо:

C1 =

(
X1 Y1

λ−1
1 t2Y1 X1 + γ1t

3Y1

)
(γ1 ∈ K∗). (15)

Тодi з рiвностi (11) отримаємо(
E λ1t

3E

tE −E

)(
X4 Y4

Z4 U4

)
=

(
X4 Y4

Z4 U4

)(
E λ1t

3E

tE −E

)
,

звiдки (
X1 + λ1tZ1 Y1 + λ1tU1

t3X1 − Z1 t3Y1 − U1

)
=

(
X1 + t3Y1 λtX1 − Y1

Z1 + t3U1 λ1tZ1 − U1

)
,
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i, накiнець,
X4 + λ1t

3Z4 = X4 + tY4;

Y4 = λ1t
2Z4;

Y4 + λ1t
3U4 = λ1t

3X4 − Y4;

λ1t
3U4 = λ1t

3X4 − 2Y4;

λ1t
3U4 = λ1t

3X4 − 2Y4;

U4 = X4 + γ4t
3Z4 (γ4 ∈ K∗).

Таким чином, отримаємо

C4 =

(
X4 λ1t

2Z1

Z4 X4 + γ4t
3Y4

)
(γ4 ∈ K∗). (16)

Тодi з рiвностi (9) отримаємо(
E λ1t

3E

tE −E

)(
X3 Y3

Z3 U3

)
=

(
X3 Y3

Z3 U3

)(
E λ1tE

t3E −E

)
.

Тому (
X3 + λ1t

3Z3 Y3 + λ1t
3U3

tX3 − Z3 tY3 − U3

)
=

(
X3 + t3Y3 λtX3 − Y3

Z3 + t3U3 λ1tZ3 − U3

)
,

звiдки,
X3 + λ1t

3Z3 = X3 + t3Y3;

Y3 = λ1Z3;

tX3 − Z3 = Z3 + t3U3;

X3 = t2X ′
3.

Таким чином, отримаємо

C3 =

(
t2X ′

3 λ1Z3

Z3 U3

)
. (17)

З рiвностi (10) матимемо(
E λ1tE

t3E −E

)(
X2 Y2

Z2 U2

)
=

(
X2 Y2

Z2 U2

)(
E λ1t

3E

tE −E

)
.

Тодi (
X2 + λ1tZ2 Y2 + λ1tU2

t3X2 − Z2 t2Y2 − U2

)
=

(
X2 + tY2 λ1tU2 − Y2

Z2 + tU2 λ1t
3Z2 − U2

)
,

звiдки,
X2 + λ1tZ2 = X2 + tY2;
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Y2 = λ1Z2;

t3X2 − Z2 = Z2 + tU2;

U2 = t2U ′
3.

Тому

C2 =

(
X2 λ1Z2

Z2 t2U ′
2

)
. (18)

З рiвностi (12) отримаємо(
E λ2t

2E

t2E −E

)(
X7 Y7

Z7 U7

)
=

(
X7 Y7

Z7 U7

)(
E λ2t

2E

t2E −E

)
.

Тодi матимемо(
X7 + λ2t

2Z7 Y7 + λ2t
2U7

t2X7 − Z7 t2Y7 − U7

)
=

(
X7 + t2Y7 λ2t

2X7 − Y7

Z7 + t2U7 λ1t
2Z7 − U7

)
,

i тому,
X7 + λ2t

2Z7 = X7 + t2Y7;

Y7 = λ2Z7;

t2X7 − Z7 = Z7 + t2U7;

U7 = X7 + t2X ′
7.

Звiдки

C2 =

(
X7 λ2Z7

Z7 X7 + t2X ′
7

)
. (19)

Тому з (13), (16), (17) i (19) отримаємо(
E 0

tE −E

)(
X6 Y6

Z6 U6

)
+

(
tE 0

0 tE

)(
X7 Y7

Z7 U7

)
≡
(
t2X3 λ1Z3

Z3 U3

)(
A′ B′

0 tE

)
+

+

(
X4 λ1t

2Z4

Z4 X4

)(
tE 0

0 tE

)
+

(
X6 Y6

Z6 U6

)(
E λ2t

2E

t2E −E

)
(mod t3).

Звiдки
X6 + tX7 ≡ t2X ′A′ + tX4 +X6 + tY6(mod t3).

Тодi маємо
X7 ≡ X4(mod t). (20)

Знову
tX6 − Z6 + tZ7 ≡ Z3A

′ + tZ4 + Z6 + t2U6(mod t3).

Звiдки Z3A
′ ≡ 0(mod t).

Нехай detA′ ̸= 0(mod t). Тодi

Z3 ≡ 0(mod t). (21)
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Тодi матимемо

Y6 + tY7 ≡ t2X3B
′ + tλ1Z3 + λ2t

2X6 − Y6(mod t3).

Звiдси та iз (21) одержимо: Y7 ≡ 0(mod t). Тому

C2 =

(
X7 0

0 X7

)
(mod t). (22)

З (14), (15), (18) i (19) матимемо(
E λ1tE

0 E

)(
X5 Y5

Z5 U5

)
+

(
A B

0 tE

)(
X7 λ2Z7

Z7 U7

)
≡
(

X1 Y1

λ−1
1 t2Y1 X1

)(
A′ B′

0 tE

)
+

+

(
X4 λ1t

2Z4

Z4 X4

)(
tE 0

0 tE

)
+

(
X5 Y5

Z5 U5

)(
E λ2t

2E

t2E E

)
(mod t3). (23)

Звiдси випливає

Y5 + λ1tZ5 + AX7 +BZ7 ≡ X1A
′ + tX2 +X5 + t2Y5(mod t3).

Тому з (22) отримаємо
A′X7 ≡ X1A

′( mod t). (24)
З (23) одержимо

Z5 + tZ7 ≡ λ−1
1 t2Y1A

′ + tZ2 + Z5 + t2U5(mod t3), Z2 ≡ 0( mod t).

Y5 + λ1tU5 + λ2AZ7 +BU7 ≡ X1B
′ + tY1 + λ1tZ2 + λ2t

2X5 + Y5(mod t3).

Звiдси та з рiвностi (22) отримаємо

BX7 ≡ X1B
′( mod t). (25)

На кiнець iз (23) одержимо

U5 + tU7 ≡ λ−1
1 t2Y1B

′ + t3U2 + λ2t
2Z5 + U5(mod t3),

звiдки
U7 ≡ X1( mod t). (26)

З (20), (22), (24) i (25) отримаємо:

X7 ≡ X4 ≡ X1( mod t),

AX1 ≡ X1A
′( mod t),

BX1 ≡ X1B
′( mod t).

C ≡



X1 Y1 X2 0 ∗ ∗
0 X1 0 0 ∗ ∗
0 0 X1 0 ∗ ∗
0 U3 Z4 X1 ∗ ∗
0 0 0 0 X1 ∗
0 0 0 0 0 X1


(mod t).

Звiдси detC ≡ (detX1)
6(mod t). Тому матимемо detX1 ̸= 0(mod t).

Одержали, що кiльце Λ1 є диким над K. Звiдси робимо висновок, що кiльце
Λ є диким i над R. Останнє доводить лему.
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Лема 5. Нехай G – скiнченна абелева 2-група з m твiрними елементами i
Λ = (G,Z2, λ – схрещене групове кiльце групи G i кiльця цiлих 2-адичних чисел
Z2 з системою факторiв {λa,b} (λa,b ∈ Z∗

2, a, b ∈ G), Z∗
2 – мультиплiкативна

група кiльця Z2). Якщо m > 2, то кiльце Λ є диким над кiльцем Z2.

Доведення. Нехай m > 2. Тодi очевидно, що G мiстить абелеву пiдгрупа
H типу (2, 2, 2). ΛH може бути задана спiввiдношеннями:

1) u2 = 1, ν2 = ω2 = 1;

2) u2 = −1, ν2 = ω2 = 1;

3) u2 = 5, ν2 = 1, ω2 = 1;

4) u2 = 5, ν2 = 1, ω2 = −1;

5) u2 = −5, ν2 = 1, ω2 = 1.

За теоремою 2 у випадку 1), 2) i 5) ΛH буде диким кiльцем. У випадку 3)
одержимо дикiсть ΛH , якщо замiнимо Z2 на R (R – кiльце цiлих величин поля
Q2(

√
5)). У випадку 4) також матимемо дикiсть, тому що група типу (2, 2) є

дикою над R[i]. Звiдси та з лем 1 i 3 отримаємо, що Λ є диким над Z2. Останнє
доводить лему.

Лема 6. Нехай G – абелева група типу (2m, 2) (m ≥ 1) i Λ = (G,Z2, λ) –
схрещене групове кiльце групи G i кiльця цiлих 2-адичних чисел з системою
факторiв {λa,b} (λa,b = ±1). Кiльце Λ не є диким тодi i тiльки тодi, якщо
виконується одна з наступних умов:

1) G – група типу (2, 2) i Λ = Z2G;

2) G – група типу (2m, 2) (m ≥ 1) i Λ задається спiввiдношенням : u2
m
= −1,

ν2 = 1, uν = νu;

3) G – група типу (4, 2) i Λ задається спiввiдношенням : u4 = 1, ν2 = −1,
uν = νu.

Доведення. Очевидно, що Λ має наступнi твiрнi спiввiдношення:

u2
m

= α, ν2 = β, uν = νu (α, β = ±1).

Звiдси отримаємо 3 випадки:
1) u2

m
= 1, ν2 = 1;

2) u2
m
= −1, ν2 = 1;

3) u2
m
= 1, ν2 = −1.

У випадку 1), коли m > 1, Λ є диким кiльцем. Iнакше, коли m = 1, воно ним
не буде. В 2)-му випадку n(Λ) <∞. Обидва випадки випливають з теореми 1.

У випадку 3), коли m > 2, Λ є диким кiльцем. Iнакше, коли m ≤ 2, Λ не
буде диким. Цi випадки випливають з теореми 2. Що й доводить лему

Теорема 3. Нехай Λ = (G,Z2, λ) – схрещене групове кiльце скiнченної абе-
левої 2-групи G i кiльця цiлих 2-адичних чисел Z2 з системою факторiв {λa,b}
(λa,b = ±1, a, b ∈ G). Λ = (G,Z2, λ) не є диким над Z2 тодi i тiльки тодi, якщо
виконується одна з наступних умов:
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a) G – циклiчна група порядку 2r (r ≥ 3) i Λ = Z2G;

b) G – група типу (2, 2) i Λ = Z2G;

c) G – циклiчна 2-група порядку 2m (m ≥ 1) i Λ̃ = Q1 ⊗ Λ є поле;

d) G – група типу (2m, 2) (m ≥ 1) i Λ кiльце iз твiрними спiввiдношеннями:
u2

m
= −1, ν2 = 1, uν = νu;

e) G – група типу (4, 2) i Λ є кiльцем iз спiввiдношеннями: u4 = 1, ν2 = −1,
uν = νu.

Доведення випливає iз лем 2, 4, 5 i 6.
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