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ЧИСЛО ЧАСТКОВО ВПОРЯДКОВАНИХ МНОЖИН,
(MIN, MAX)-ЕКВIВАЛЕНТНИХ МНОЖИНI (1, 3, 5)

We describe the number of posets which are (min, max)-equivalent to the primitive poset (1, 3, 5).

Описано число частково впорядкованих множин, (min, max)-еквiвалентних примiтивнiй част-
ково впорядкованiй множинi (1, 3, 5).

За теоремою М. М. Клейнера [1] частково впорядкована (скорочено ч. в.) мно-
жина має скiнченний зображувальний тип тодi i тiльки тодi, коли вона не мi-
стить пiдмножин вигляду (1, 1, 1, 1), (2, 2, 2), (1, 3, 3), (1, 2, 5) i (И, 4), якi назива-
ють критичними ч. в. множинами. В. М. Бондаренко та М. В. Стьопочкiна [2]
довели, що ч. в. множина є P -критичною (критичною вiдносно додатностi квад-
ратичної форми Тiтса) тодi i тiльки тодi, коли вона (min, max)-еквiвалентна де-
якiй критичнiй множинi ((min, max)-еквiвалентнiсть введена В. М. Бондарен-
ком в роботi [3]); в роботi [2] також повнiстю описанi всi P -критичнi множини.

Аналогiчна ситуацiя має мiсце i для ручних ч. в. множин. У роботi [4] до-
ведено, що ч. в. множина є ручною тодi i тiльки тодi, коли вона не мiстить
пiдмножин вигляду (1, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 2), (2, 2, 3), (1, 3, 4), (1, 2, 6) i (И, 5), якi
називають суперкритичними. В. М. Бондаренко та М. В. Стьопочкiна [5] дове-
ли, що ч. в. множина є критичною вiдносно невiд’ємностi квадратичної форми
Тiтса тодi i тiльки тодi, коли вона (min, max)-еквiвалентна деякiй суперкритич-
iй множинi; всi такi критичнi множини описанi ними в роботi [6].

У роботi [7] введено поняття 1-надсуперкритичних ч. в. множин, якi “вiдрiз-
няються” вiд суперкритичних множин в такiй же мiрi, як суперкритичнi мно-
жини вiдрiзняються вiд критичних. Це такi ч. в. множини:

1) (1, 1, 1, 1, 1, 1), 2) (1, 1, 1, 1, 2),

3) (1, 1, 2, 2), 4) (1, 1, 1, 3),

5) (2, 3, 3), 6) (2, 2, 4),

7) (1, 4, 4), 8) (1, 3, 5),

9) (1, 2, 7), 10) (6,И).

Легко бачити, що група автоморфiзмiв 1-надсуперкритичної множини дорiв-
нює S6 у випадку 1), S4 у випадку 2), S2 × S2 у випадку 3), S3 у випадку 4), S2

у випадках 5), 6), 7) є одиничною в рештi випадкiв – 8), 9), 10), де Sm позначає
симетричну групу ступеня m.

У цiй роботi обчислено число всiх ч. в. множин, (min, max)-еквiвалентних 1-
надсуперкритичнiй ч. в. множинi з тривiальною групою автоморфiзмiв (1, 3, 5).
При цьому використовуються основнi результати робiт [7, 8].
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1. Формулювання основного результату. Протягом статтi всi ч. в. мно-
жини вважаються скiнченними. Ч. в. множина (l1, l2, . . . , ls) — це неперетинне
об’єднання ланцюгiв довжини l1, l2, . . . , ls.

Нагадаємо деякi означення та твердження, пов’язанi з (min, max)-еквiва-
лентнiстю ч. в. множин, введеною В. М. Бондаренком у роботi [3].

Нехай S — ч. в. множина. Зiставимо мiнiмальному елементу a ∈ S ч. в.
множину S↑

a наступним чином: вона є об’єднанням пiдмножин {a} i S \ a з
найменшим частковим порядком, який мiстить заданий на S \a порядок i a > b
в S↑

a, якщо a i b непорiвняльнi в S (елемент a стає вже максимальним). Дуальним
чином вводиться ч. в. множина S↓

a для максимального елемента a ∈ S. Надалi
будемо писати S↑↑

xy замiсть (S↑
x)

↑
y, S↑↓

xy замiсть (S↑
x)

↓
y i т. д.

Ч. в. множина T називається (min, max)-еквiвалентною ч. в. множинi S,
якщо T має наступний вигляд:

S = Sε1ε2...εpx1x2...xp
(p ≥ 0),

де εi ∈ {↑, ↓} (не вимагається, щоб елементи x1x2 . . . xp були рiзними).
Поняття (min, max)-еквiвалентностi природним чином продовжується до по-

нятття (min, max)-iзоморфiзма: ч. в. множини S i S ′ (min, max)-iзоморфнi, якщо
iснує ч. в. множина T , яка (min, max)-еквiвалентна S i iзоморфна S ′.

Основним результатом цiєї статтi є наступна теорема.

Теорема 1. Нехай S — 1-надсуперкритична ч. в. множина з тривiаль-
ною групою автоморфiзмов S = (1, 3, 5). Число ч. в. множин (з точнiстю до
iзоморфiзму), (min, max)-еквiвалентних S, дорiвнює 60.

Зауважимо, що в умовi теореми (min, max)-еквiвалентнiсть можна замiнити
(min, max)-iзоморфiзмом.

2. Min-еквiвалентнiсть. У випадку, коли в означеннi (min, max)-еквiва-
лентностi всi стрiлки εi направленi вгору, ч. в. множина T називається min-ек-
вiвалентною ч. в. множинi S (цi обидва вiдношення еквiвалентностi є рiвнознач-
ними). Нагадаємо ще деякi означення та твердження роботи [2].

Послiдовнiсть α = (x1, x2, . . . , xp), 0 ≤ p < ∞, довжини d(α) = p елементiв
xi ∈ S називається min-допустимо, якщо вираз T = S↑↑...↑

x1x2...xp
має сенс. У цьому

випадку також пишуть T = S↑
α. Множина всiх таких послiдовностей позначаєть-

ся P(S). Покладемо [α]S = {x ∈ S |x = xi для деякого i}. Кратнiсть входження
a ∈ S в α позначається через mα(a). Множина всiх послiдовностей α ∈ P(S)
таких, що mα(x) ≤ k для довiльного x ∈ S, позначається через Pk(S). Зокрема,
P1(S) — це множина всiх min-допустимих послiдовностей без повторень.

У роботi [2] доведено, що будь-яка ч. в. множина T , яка (min, max)-еквiва-
лентна ч. в. множинi S, має вигляд S↑

α, де α ∈ P2(S). Бiльш детально, ч. в.
множина T має вигляд або S↑

α, або (S↑
α)

↑
β, де α, β ∈ P1(S). Причому у другому

випадку є одна достатньо сильна умова, що пов’язує множини [α]S та [β]S.
3. Доведення теореми 1. Ч. в. множини вигляду S↑

α для S = (1, 3, 5)
описанi в роботi [7]. Вони приведенi (з точнiстью до дуальностi) в наступнiй
таблицi (також вказанiй в [7]):

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2013, вип. 24 , N 1



ЧИСЛО ЧАСТКОВО ВПОРЯДКОВАНИХ МНОЖИН... 197

b bb bb
bbb
b

A−1

b
bb bb

b
bb
b

�
�
�
��

A−2

b bb bb
b
bb
b

�
�
�
�
�
�
��

A−3

b bb bb
b

�
�
�
��bbb

A−4

b
bb bb

b

��

bb
bA−5

b bb
b
bbbbb�

�
�

A−6

b b bb
b
b
bb
b

�
�
�
�
�
�
��

A−7

b bb
bb
b

b�� b
b

�
�
�
�
�
�

A−8

b bb bb
b

�
�
�
��bbb

A−9

bb bb

b

�
�
�
bb
b
bA−10

b bb bb
b

��

b
��

b
b

A−11

b
bb bb

b

�
�
�
bbb

A−12

b bb
b

b
bb
b
b

�
�
�
�
�
�
��

A−13

b bb bb
b
b

��

b
b

b

�
�
�
�
�
�

A−14

b bb
bb
b

�
�
�b��b

b

A−15

b b bb
b
b

�
�
�
��
bb

b

A−16

b bb
b

b

�
�
�
��
bb
b
bA−17

b bb bb
b

�
�
�
b

��

b
b

b
A−18

b bb bb
b

�
�
�
b

��

bb

A−19

bb bb

b

�
�
�
��bb
b

b

A−20

bb bb

b
bb
b
b

�
�
�
�
�
�

A−21

b bb bb
bb

��

b
b

�
�
�
��

A−22

b b bb
b

�
�
�
b

��

b
bb b

A−23

b bb
b

b

�
�
�
��
bb
b

b

A−24

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2013, вип. 24 , N 1



198 I. В. ЧЕРВ’ЯКОВ

Легко порахувати, що число таких ч. в. множин дорiвнює 47, якщо їх роз-
глядати з точнiстью до iзоморфiзму (а не з точнiстю до дуальностi, як виписано
в таблицi); про це говорить i одне з тверджень роботи [7].

Скористаємося тепер основним результатом роботи [8], iз якого випливає,
що якщо ч. в. множина T (min, max)-еквiвалентна примiтивнiй ч. в. множинi
S, але не може бути представлена у виглядi S↑

α, де α ∈ P1(S), то T отримується
iз деякої ч. в. множин S↑

β, де β ∈ P1(S), перерозподiлом вузлових точок його
зв’язних компонент (точка називається вузловою, якщо вона порiвняльна з усi-
ма iншими точками). Бiльш точно, будь-яку зв’язну компоненту P = P0∪P1, де
P0 — множина вузлових точок P , дозволяється замiнити компонентою такого
ж вигляду P ′ = P ′

0 ∪ P ′
1, де P ′

1 = P1 (як ч. в. множини) та |P ′
0| = |P0|. Оскiльки

вузловi точки ланцюгiв не дають нових ч. в. множин, а також не дають нових
ч. в. множин компоненти з однiєю вузловою точкою, то потрiбно розглянути
лише ч. в. множини A− 7, A− 9, A− 13, A− 16, A− 17, A− 24 (див. таблицю).
Легко бачити, що в цих випадках число нових ч. в. множин буде вiдповiдно
1, 1, 2, 2, 4, 3. Отже, число нових ч. в. множин дорiвнює 13 i, додаючи 47 ч. в.
множин, що мають вiдношення до таблицi (з врахуванням дуальних множин),
маємо загальне число 60.

Теорема доведена.
Автор щиро вдячний В. М. Бондаренку за увагу до роботи та цiннi поради.
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