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ПРО ОДИН IЗ МЕТОДIВ МОДЕЛЮВАННЯ КВАДРАТИЧНО
ГАУССОВИХ ПРОЦЕСIВ КОКСА

In this paper we deal with Cox processes driven by a homogeneous square-gaussian random pro-
cesses. We construct models of such processes which approximate them with some accuracy and
reliability given beforehand.

Розглядаються випадковi процеси Кокса керованi стацiонарними квадратично гауссовими
процесами. Будуються моделi таких процесiв, що наближають їх з певною точнiстю та надiй-
нiстю, заданими наперед.

1. Вступ. В роботi описується один з методiв моделювання випадкових
процесiв Кокса. А саме, буде розглянуто випадок коли iнтенсивнiсть є стацiо-
нарним квадратично гауссовим випадковим процесом. Дана робота в певному
розумiннi є модифiкацiєю [1]. В нiй використовується аналогiчний метод побу-
дови моделi випадкового процесу Кокса, але пропонується зовсiм iнший пiдхiд
до моделювання iнтенсивностi даного процесу.

Наведемо небхiднi означення.
Нехай {Ω,F,P} – стандартний ймовiрнiсний простiр, B – σ-алгебра борелiв-

ських множин T, T ⊂ R, {Y (t) , t ∈ T} – стацiонарний, центрований, гауссо-
вий, неперервний в середньому квадратичному випадковий процес, B (t− s) =
EY (t) Y (s) .

Означення 1. Нехай Z (t) невiд’ємний випадковий процес. Якщо умовний
розподiл {ν (B) , B ∈ B} при будь-якiй реалiзацiї Z (t) є Пуассонiвським про-
цесом з функцiєю iнтенсивностi µ (B) =

∫
B

Z (ω0, t) dt, то ν (B) називається
випадковим процесом Кокса керованим процесом Z (t).

Якщо Z (t) = Y 2 (t) , то ν (B) будемо називати процесом Кокса керованим
квадратично гауссовим випадковим процесом Y 2 (t) , або просто квадратично
гауссовим процесом Кокса.

Оскiльки {ν (B) , B ∈ B} це подвiйно стохастичний випадковий процес, то
його модель будується в два етапи. Спочатку моделюємо гауссовий випадко-
вий процес {Y (t) , t ∈ T}, далi розглядаємо деяке розбиття DT областi T i на
кожному елементi розбиття DT будуємо модель пуассонiвської випадкової ве-
личини з вiдповiдним середнiм.

Нехай область моделювання T має вигляд T = [0, T ], T ∈ R+. Розбиття
DT = {t0, t1, . . . , tk} цiєї областi на iнтервали Bi = [ti−1, ti] виберемо так, щоб
ti < ti+1, та ti+1 − ti = d = T

k
, i = 0, k − 1.

Через Ỹ (t) позначимо модель процесу Y (t), ν̃ (Bi) – модель ν (Bi), тобто
модель пуассонiвської випадкової величини з середнiм µ̃ (Bi) =

∫
Bi

Ỹ 2 (t) dt.
ν̃ (Bi) це число точок моделi, що належать областi Bi, але ми не знаємо

їхнього справжнього розташування, тому розмiщуємо їх в Bi довiльно. Якщо ж
ν̃ (Bi) = 1, то точку розмiщуємо в центрi областi.

Зрозумiло, що модель можна вважати допустимою, якщо умовнi ймовiрностi
pkY (Bi) = P {ν (Bi) = k / Y (t) , t ∈ T} та p̃kY (Bi) = P

{
ν̃ (Bi) = k / Ỹ (t) , t ∈ T

}
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вiдрiзняються мало, а також ймовiрнiсть того, що число точок ν (Bi) (вiдпо-
вiдно i ν̃ (Bi)) буде бiльше одиницi, також мала. Отже, задача моделювання
квадратично гауссового процесу Кокса розбивається на двi задачi, а саме ви-
бору розбиття областi T та побудови моделi гауссового центрованого процесу
Y (t).

2. Задача вибору розбиття областi T. Розбиття областi T (тобто d або
k) вибираємо так, щоб виконувалась нерiвнiсть

P {ν (Bi) > 1} < δ, (1)

де δ певне наперед задане число (наприклад, δ = 0.01).

Теорема 1. Нехай {ν (B) , B ∈ B} квадратично гауссовий процес Кокса.
Щоб мала мiсце нерiвнiсть (1), d = T

k
достатньо вибрати таким чином, щоб

d ≤
√

δe2

8
√

2B2 (0)
.

Доведення. Оскiльки P{ν (Bi)>1}=E(1−exp{−µ (Bi)}−µ (Bi) exp{−µ (Bi)}),
та при x > 0 справедлива оцiнка 1 − exp {−x} (1 + x) ≤ x2

2
, то для виконання

(1) досить, щоб виконувалась нерiвнiсть

Eµ2 (Bi) < 2δ. (2)

Виконаємо такi перетворення:

Eµ2 (Bi) = E




∫

Bi

Y 2 (t) dt




2

= E

∫

Bi

Y 2 (t) dt

∫

Bi

Y 2 (s) ds =

= E

∫∫

Bi×Bi

Y 2 (t) Y 2 (s) dtds =

∫∫

Bi×Bi

EY 2 (t) Y 2 (s) dtds.

(3)

При u1, u2 дiйсних таких, що 1
u1

+ 1
u2

= 1 використаємо нерiвнiсть Гельдера:

EY 2 (t) Y 2 (s) ≤ (
EY 2u1 (t)

) 1
u1

(
EY 2u2 (s)

) 1
u2 . (4)

Для гауссової випадкової величини ξ справедливе наступне спiввiдношення:

E|ξ|p = cp

(
σ2

) p
2 , (5)

причому
cp ≤

√
2p

p
2 exp

{
−p

2

}
. (6)

Використовуючи (5), маємо EY 2u1 (t)=c2u1E (Y 2 (t))
u1 =c2u1B

u1 (0). Аналогiчно
EY 2u2 (t) = c2u2B

u2 (0) . Розписавши c2u1 та c2u2 за допомогою (6), iз (4) матиме-
мо

EY 2 (t) Y 2 (s) ≤ 4
√

2u1u2e
−2B2 (0) . (7)

Iз умови (3), нерiвностi (7), в якiй покладемо u1 = u2 = 2 та (2), випливає
справедливiсть теореми.
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3. Побудова моделi процесу Y (t) . Нехай {Ω,F,P} – стандартний ймо-
вiрнiсний простiр, {Y (t) , t ∈ T} – стацiонарний, гауссовий, дiйсний, неперерв-
ний в середньому квадратичному, центрований випадковий процес. Як вiдомо,
коварiацiйна функцiя B (τ) таких процесiв може бути зображена у виглядi iн-
тегралу [2]

B (τ) = EY (t + τ) Y (t) =

∞∫

0

cos λτ dF (λ) ,

де F (λ), λ ∈ [0, +∞] монотонно неспадна, неперервна злiва функцiя, F (0) = 0,
F (+∞) = B (0). За теоремою Карунена [3] стацiонарний, центрований процес
Y (t) може бути зображений у виглядi

Y (t) =

∞∫

0

cos λ t dξ (λ) +

∞∫

0

sin λ t dη (λ), (8)

де ξ (λ) та η (λ) центрованi випадковi процеси з некорельованими приростами
такi, що при λ1 < λ2

E (ξ (λ2)− ξ (λ1))
2 = E (η (λ2)− η (λ1))

2 = F (λ2)− F (λ1) ,

F (λ) — спектральна функцiя процесу Y (t) , визначена вище.
За модель такого процесу братимемо суму Ỹ (t) вигляду

Ỹ (t) =
N∑

k=0

(ξk cos ζkt + ηk sin ζkt), (9)

де ξk = ∆kξ (λ) =
λk+1∫
λk

dξ (λ), ηk = ∆kη (λ) =
λk+1∫
λk

dη (λ), ζk – незалежнi випадковi

величини; DΛ = {λ0, λ1 . . . λN+1} – таке розбиття множини [0, ∞] , що λ0 =
0, λN = Λ(Λ ∈ R+) , λN+1 = ∞, λk < λk+1; ξk, ηk є гауссовими випадковими
величинами такими, що Eξk = Eηk = 0, Eξ2

k = Eη2
k = F (λk+1) − F (λk) = b2

k;
ζk – випадковi величини, що приймають значення на вiдрiзках [λk, λk+1] та при
b2
k > 0

Fk(λ) = P {ζk < λ} =
F (λ)− F (λk)

F (λk+1)− F (λk)
.

Якщо b2
k = 0, то ξk = 0, ηk = 0, ζk = 0 з ймовiрнiстю одиниця (дивись [4]).

4. Наближення квадратично гауссового процесу Кокса з певною
точнiстю та надiйнiстю. Оскiльки модель квадратично гауссового процесу
Кокса {ν (Bi) , Bi ⊂ B} потрiбно будувати так, щоб умовнi ймовiрностi pkY (Bi)
та p̃kY (Bi) з ймовiрнiстю близькою до одиницi вiдрiзнялись мало, то природнiм
є наступне означення.

Означення 2. Скажемо, що модель квадратично гауссового процесу Кокса
{ν (Bi) , Bi ⊂ B} наближає його з точнiстю α, 0 < α < 1 та надiйнiстю 1 −
γ, 0 < γ < 1, якщо виконується нерiвнiсть

P

{
max
Bi∈B

| pkY (Bi)− p̃kY (Bi) | > α

}
< γ.
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Лема 1. Нехай Y (t) – стацiонарний, центрований, неперервний в сере-
дньому квадратичному гауссовий випадковий процес, тодi при p > 1 має мiсце
оцiнка

P

{
max
Bi∈B

|µ (Bi)−µ̃ (Bi)| > α

}
≤
√

2k (16B (0) d2)
p
2 A

p
2
Npp exp {−p}

αp
,

де

AN = 2B(0)
Λ2T 2

N2
+ 8 (B (0)− F (Λ)) .

Доведення.

P

{
max
Bi∈B

|µ (Bi)− µ̃ (Bi)| > α

}
≤

≤
k∑

i=0

P {|µ (Bi)−µ̃ (Bi)| > α} ≤

≤ k max
Bi∈B

P {|µ (Bi)−µ̃ (Bi)| > α} .

Використовуючи нерiвнiсть Чебишева, матимемо

P {|µ (Bi)− µ̃ (Bi) | > α} ≤ E |µ (Bi)− µ̃ (Bi)|p
αp

.

Iз узагальненої нерiвностi Мiнковського

(E |µ (Bi)− µ̃ (Bi)|p)
1
p =

=


E




∫

Bi

∣∣∣Y 2 (t)− Ỹ 2 (t)
∣∣∣ dt




p


1
p

≤
∫

Bi

(
E

∣∣∣Y 2 (t)− Ỹ 2 (t)
∣∣∣
p) 1

p

dt.

Таким чином, iз останнiх трьох нерiвностей випливає наступна оцiнка:

P

{
max
Bi∈B

|µ (Bi)− µ̃ (Bi)| > α

}
≤

k

(
∫
Bi

(
E

∣∣∣Y 2 (t)− Ỹ 2 (t)
∣∣∣
p) 1

p

dt

)p

αp
. (10)

Скористаємось нерiвнiстю Гельдера:

E
∣∣∣Y 2 (t)− Ỹ 2 (t)

∣∣∣
p

≤
(
E

∣∣∣Y (t)− Ỹ (t)
∣∣∣
2p

) 1
2
(
E

∣∣∣Y (t) + Ỹ (t)
∣∣∣
2p

) 1
2

. (11)

Кожен з множникiв правої частини (11) оцiнимо за допомогою (5).

E
∣∣∣Y (t)− Ỹ (t)

∣∣∣
2p

= c2p

(
E

∣∣∣Y (t)− Ỹ (t)
∣∣∣
2
)p

. (12)
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Беручи до уваги зображення (8) та (9) процесу i його моделi, оцiнимо рiзницю

E
∣∣∣Y (t)− Ỹ (t)

∣∣∣
2

=

= E




N∑

k=0




λk+1∫

λk

(cos λt− cos ζkt) dξ(λ) +

λk+1∫

λk

(sin λt− sin ζkt) dη(λ)







2

=

=
N∑

k=0

E




λk+1∫

λk

(cos λt− cos ζkt) dξ(λ)




2

+
N∑

k=0

E




λk+1∫

λk

(sin λt− sin ζkt) dη(λ)




2

=

=
N∑

k=0

EξEζk




λk+1∫

λk

(cos λt− cos ζkt) dξ(λ)




2

+

+
N∑

k=0

EηEζk




λk+1∫

λk

(sin λt− sin ζkt) dη(λ)




2

=

=
N∑

k=0

Eζk

λk+1∫

λk

(cos λt− cos ζkt)
2 dF (λ) +

N∑

k=0

Eζk

λk+1∫

λk

(sin λt− sin ζkt)
2 dF (λ).

При виконаннi цих перетворень ми врахували, що ξ(λ), η(λ), ζk незалежнi в
сукупностi та використали теорему Фубiнi.

Оскiльки P {ζk < λ} = F (λ)−F (λk)
F (λk+1)−F (λk)

та F (λk+1)− F (λk) = b2
k, то

E
∣∣∣Y (t)− Ỹ (t)

∣∣∣
2

=

=
N∑

k=0

λk+1∫

λk

λk+1∫

λk

(cos λt− cos νt)2 dF (λ)
dF (ν)

b2
k

+

+
N∑

k=0

λk+1∫

λk

λk+1∫

λk

(sin λt− sin νt)2 dF (λ)
dF (ν)

b2
k

≤

≤
N−1∑

k=0

λk+1∫

λk

λk+1∫

λk

8 sin2 (λ− ν)t

2
dF (λ)

dF (ν)

b2
k

+

∞∫

λN

∞∫

λN

sin2 (λ− ν)t

2
dF (λ)

dF (ν)

b2
N

.

Виберемо розбиття DΛ таким чином, що λk+1 − λk = Λ
N

, i = 0, 1, . . . , N − 1(N ∈
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N), тодi

E
∣∣∣Y (t)− Ỹ (t)

∣∣∣
2

≤
N−1∑

k=0

λk+1∫

λk

λk+1∫

λk

2
Λ2t2

N2
dF (λ)

dF (ν)

b2
k

+ 8

∞∫

λN

∞∫

λN

dF (λ)
dF (ν)

b2
k

≤

≤ 2B(0)
Λ2T 2

N2
+ 8 (B(0)− F (Λ)) .

Iз даного спiввiдношення та (12) маємо, що

E
∣∣∣ Y (t)− Ỹ (t)

∣∣∣
2p

≤ c2pA
p
N ,

AN = 2B(0)
Λ2T 2

N2
+ 8 (B (0)− F (Λ)) .

(13)

Оцiнимо E
∣∣∣ Y (t) + Ỹ (t)

∣∣∣
2p

. Для гауссових, стацiонарних, центрованих випад-

кових процесiв мають мiсце рiвностi E (Y (t))2 = B (0), E
(
Ỹ (t)

)2

= F (Λ), тому

E
∣∣∣Y (t) + Ỹ (t)

∣∣∣
2

= B (0) + F (Λ) + 2EY (t) Ỹ (t) ,

EY (t) Ỹ (t) = E




N∑

k=0

λk+1∫

λk

cos λt dξ (λ) +
N∑

k=0

λk+1∫

λk

sin λt dη (λ)


×

×



N∑

k=0

λk+1∫

λk

cos ζkt dξ (λ) +
N∑

k=0

λk+1∫

λk

sin ζkt dη (λ)


 =

=
N∑

k=0

λk+1∫

λk

cos λt cos ζkt dF (λ) +
N∑

k=0

λk+1∫

λk

sin λt sin ζkt dF (λ)

=
N∑

k=0

λk+1∫

λk

cos t (λ− ζk) dF (λ) .

Iз двох останнiх спiввiдношень легко бачити, що

E
∣∣∣Y (t) + Ỹ (t)

∣∣∣
2p

≤ c2p (4B (0))p . (14)

Враховуючи (13) та (14) а також оцiнку (6) для c2p пiсля елементарних перет-
ворень iз (11) випливає, що

E
∣∣∣Y 2 (t)− Ỹ 2 (t)

∣∣∣
p

≤
√

2 (16B (0))
p
2 pp exp {−p}A

p
2
N .

Iз отриманого спiввiдношення i нерiвностi (10) випливає твердження леми.
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Лема 2. Нехай Y (t) – стацiонарний, центрований, неперервний в середньо-
му квадратичному гауссовий випадковий процес, тодi якщо α > 2d (B (0) AN)

1
2 ,

то має мiсце оцiнка

P

{
max
Bi∈B

| pkY (Bi)− p̃kY (Bi) | > α

}
≤
√

2k exp

{
− α

2d (B (0) AN)
1
2

}
,

де AN визначено в умовi леми 1.

Доведення. Справедлива нерiвнiсть (доведення дивись в [1])

P

{
max

Bi1,...,in∈B
|pkY (Bi1,...,in)−p̃kY (Bi1,...,in)| > α

}

≤ P

{
max

Bi1,...,in∈B
|µ (Bi1,...,in)−µ̃ (Bi1,...,in)| > α

}
.

Мiнiмiзувавши функцiю
√

2k(16B(0)d2)
p
2 A

p
2
Npp exp{−p}

αp по змiннiй p, легко бачити, що
дана лема випливає з леми 1.

Теорема 2. Нехай Y (t) – стацiонарний, гауссовий, центрований, неперерв-
ний в середньому квадратичному випадковий процес. Якщо виконуються умо-
ви

α > 2d (B (0) AN)
1
2 ,

√
2k exp

{
− α

2d (B (0) AN)
1
2

}
< γ,

де
AN = 2B(0)

Λ2T 2

N2
+ 8 (B (0)− F (Λ)) ,

тодi модель квадратично гауссового процесу Кокса {ν (Bi) , Bi ⊂ B} наближає
його з точнiстю α та надiйнiстю 1− γ.

Доведення. Очевидно, що дана теорема є прямим наслiдком означення 2
та леми 2.

5. Висновки. В данiй роботi будуються моделi випадкових процесiв Кокса
керованих випадковою iнтенсивнiстю з певною точнiстю та надiйнiстю. Розгля-
нуто випадок коли iнтенсивнiсть породжується квадратичного гауссовим ста-
цiонарним процесом та один з пiдходiв до її моделювання.
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