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Для обрахунку фаз одноканального нуклон–нуклонного розсiяння розглянуто вiдомий ме-
тод фазових функцiй. За його допомогою чисельно отримано фазовi зсуви нуклон–нуклонного
розсiяння: nn (1S0-, 3P0-, 3P1-, 1D2-станiв), pp (1S0-, 3P0-, 3P1-, 1D2-станiв) i np (1S0-, 1P1-,3P0-,
3P1-, 1D2-, 3D2-станiв). Розрахунки проведено для сучасних реалiстичних нуклон–нуклонних
потенцiалiв NijmI, NijmII i Nijm93. Чисельно розрахованi фазовi зсуви добре узгоджуються з
результатами, отриманими iншими методами. За розрахованими фазовими зсувами обчисле-
но повний перерiз i парцiальну амплiтуду розсiяння, значення яких мало вiдрiзняються вiд
величин, отриманих з вiдомих фаз в iнших працях.
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I. ВСТУП

Iз експериментально спостережуваних величин пе-
рерiзу розсiяння та енерґiй переходiв отримують пе-
редусiм iнформацiю про фази та амплiтуди розсiян-
ня, а не про хвильовi функцiї, що є основним об’єктом
дослiдження за стандартного пiдходу. Iнакше кажу-
чи, в експериментi спостерiгаються не самi хвильовi
функцiї, а їх змiни, викликанi внаслiдок взаємодiї [1].
Тому становить iнтерес отримати рiвняння, що без-
посередньо пов’язують фази й амплiтуди розсiяння з
потенцiалом, не знаходячи при цьому хвильових фун-
кцiй.

Точний розв’язок задачi розсiяння з метою обчис-
лення фаз розсiяння можливий тiльки для окремих
феноменологiчних потенцiалiв. Коли використовують
реалiстичнi потенцiали, то фази розсiяння обчислю-
ють наближено. Це пов’язано з використанням фi-
зичних апроксимацiй або з чисельним розрахунком.
Вплив вибору чисельного алґоритму на розв’язок за-
дачi розсiяння вказано в роботi [2].

В останнi 10 рокiв зросло зацiкавлення нуклон–
нуклонним розсiянням у межах кiральної теорiї збу-
рень [3,4], у послiдовному теоретико-польовому пiдхо-
дi [5], для парцiального хвильового аналiзу нижче вiд
порога утворення пiона [6]. Також отримуються фа-
зи розсiяння через суперсиметрiї й факторизацiї [7],
N/D-метод обчислення парцiальних хвиль для елас-
тичного NN -розсiяння [8] або перенормування NN -
взаємодiї для кiрального потенцiалу двопiонного об-
мiну [9].

До методiв розв’язування рiвняння Шрединґера з
метою отримання фаз розсiяння належать: метод по-
слiдовних наближень, борнiвське наближення, метод
фазових функцiй та iншi. Метод фазових функцiй
виявився досить зручним при розв’язуваннi багатьох
конкретних задач атомної i ядерної фiзики.

Основною i головною перевагою методу фазових

функцiй (МФФ) при застосуваннi до задач нуклон–
нуклонного розсiяння є та, що МФФ дає змогу отри-
мати фази розсiяння, не знаходячи при цьому хви-
льових функцiй як розв’язок рiвняння Шрединґера.
Завдяки фазовому рiвнянню наявний безпосереднiй
зв’язок мiж фазою розсiяння й потенцiалом взаємо-
дiї.

У минулому столiттi ММФ частiше використову-
вався. Але все ж таки у дослiдникiв залишається пев-
ний iнтерес до його застосування для розрахункiв.
Наприклад, метод квазiлiнеаризацiї [10] з МФФ дає
чудовi результати, коли застосовується до обчислення
основних i збуджених зв’язаних станiв енергiй i хви-
льових функцiй для рiзних потенцiалiв. У роботi [11]
запропоновано узагальнення МФФ до проблем акус-
тичної хвилi, що розсiюється на безперервнiй середнiй
неоднорiдностi.

Ця робота присвячена розрахунку фазових зсу-
вiв нуклон–нуклонного розсiяння в рiзних спiнових
станах для сучасних реалiстичних феноменологiчних
нуклон–нуклонних потенцiалiв Неймегенської групи
(NijmI, NijmII i Nijm93 [12]) за допомогою методу фа-
зових функцiй.

II. БОРНIВСЬКI ФАЗИ np-РОЗСIЯННЯ

Розглянемо типовий приклад реакцiї: розсiяння
безспiнової частинки з певними визначеними значен-
нями енергiї E (або хвильового числа k: k2 = 2mE

~2 )
i орбiтального моменту L на сферично-симетричному
потенцiалi V (r). Рiвняння Шрединґера для вiдповiд-
ної радiальної хвильової функцiї ul(r) має вигляд [1]:

u′′l (r) +
(
k2 − l(l + 1)

r2
− U(r)

)
ul(r) = 0, (1)

де U(r) = 2m
~2 V (r) — перенормований потенцiал взає-

модiї, m — приведена маса.

4201-1



В. I. ЖАБА

Якщо значення потенцiалу U(r) мале, то наближе-
ний вираз для фази розсiяння:

eiδl sin δl ≈ −
1
k

∫
U(r) [jl(kr)]

2
dr.

Умовою застосовностi теорiї збурень для фаз є
δl � 1, тодi наближення називають борнiвським на-
ближенням для фаз розсiяння:

δ
(B)
l ≈ −1

k

∫
U(r) [jl(kr)]

2
dr. (2)

Воно вказує на те, що якщо потенцiал U(r) буде
вiд’ємним значенням (потенцiал притягання), то усi
борнiвськi фази будуть додатними (хвильова функ-
цiя частинки нiби “пiдтягується” в область взаємодiї).
При додатному потенцiалi U(r) усi борнiвськi фази
вiд’ємнi (хвильова функцiя нiби “виштовхується” iз
областi взаємодiї).

Розрахованi по формулi (2) борнiвськi фази для по-
тенцiалiв Неймегенської групи значно вiдрiзняються
вiд результатiв роботи [12]. Наприклад, для 1P1-, 3P1-,
1D2-, 3D2-станiв (для np-розсiяння) рiзниця складає
10–30%, а для 3P0-стану в енергетичнiй областi 50–
350 МеВ рiзниця складає рази. Тому потрiбно вибра-
ти iнший точнiший метод отримання фаз розсiяння.
Таким методом є метод фазових функцiй.

III. МЕТОД ФАЗОВИХ ФУНКЦIЙ

Математично МФФ — це особливий спосiб рiшення
радiального рiвняння Шрединґера (1), яке є лiнiйним
диференцiальним рiвнянням другого порядку. Вiн до-
сить зручний для отримання фаз розсiяння, оскiльки
по цьому методу не потрiбно спочатку обчислювати
в широкiй областi радiальнi хвильовi функцiї зада-
чi розсiяння i потiм по їх асимптотикам знаходити цi
фази.

Двома лiнiйно незалежними розв’язками вiльного
рiвняння Шрединґера (1) (при U ≡ 0) є вiдомi фун-
кцiї Рiккатi–Бесселя jl(kr) i nl(kr). Вiльному руховi

вiдповiдає тiльки регулярний в точцi r = 0 розв’я-
зок jl(kr), так що у цьому випадку асимптотично при
великих значеннях r розв’язок набуде вигляду

ul(r) ≈ const · sin(kr − lπ/2).

Наявнiсть потенцiалу приводить до того, що тепер
в областi, де потенцiал U(r) зникає, хвильова функ-
цiя включає добавку нерегулярного розв’язку вiльно-
го рiвняння nl(kr). Мiрою цiєї добавки, що кiлькiсно
описує ефект взаємодiї, є саме фаза розсiяння δl:

ul(r) ≈ const · [jl(kr)− tg δl · nl(kr)] ,

ul(r)→ const · sin(kr − lπ/2 + δl), r →∞.

Набiр фазових зсувiв δl для рiзних парцiальних
хвиль визначає кутовий розподiл i повний перерiз роз-
сiяння. Тому важливою задачею теорiї потенцiально-
го розсiяння є саме знаходження величин δl при зада-
них величинах потенцiалу U(r), орбiтального момен-
ту l й енергiї E. Стандартний спосiб обчислення фаз
розсiяння — це розв’язок рiвняння Шрединґера (1) з
асимптотичною граничною умовою. МФФ — це пере-
хiд вiд рiвняння Шрединґера до рiвняння для фазової
функцiї. Для цього роблять замiну [1, 13]:

ul(r) = Al(r) [cos δl(r) · jl(kr)− sin δl(r) · nl(kr)] . (3)

Введенi двi новi функцiї δl(r) i Al(r) мають змiст
вiдповiдних фаз розсiяння i констант нормування
(амплiтуд) хвильових функцiй для розсiяння на ви-
значенiй послiдовностi обрiзаних потенцiалiв. δl(r) i
Al(r) називаються вiдповiдно їх фiзичному змiсту фа-
зовою й амплiтудною функцiєю. Термiн “фазова фун-
кцiя” вперше був використаний у роботi Морзе i Ал-
лiса [14]. Рiвняннями для фазової й амплiтудної фун-
кцiй з початковими умовами є:

δ′l(r) = −1
k
U(r)

[
cos δl(r) · jl(kr)− sin δl(r) · nl(kr)

]2

, δl(0) = 0; (4)

A′l(r) = − 1
kAl(r)U(r)

[
cos δl(r) · jl(kr)− sin δl(r) · nl(kr)

][
sin δl(r) · jl(kr) + cos δl(r) · nl(kr)

]
, Al(0) = 1. (5)

Фазове рiвняння (4) було вперше отримано Дру-
карєвим [15], а потiм незалежно у роботах Берґма-
на [16], Калоджеро [17] i Зимекa [18]. Частинний ви-
падок рiвняння (4) при l = 0 був використаний Морзе
i Аллiсом при дослiдженнi задачi S-розсiяння повiль-
них електронiв на атомах [14].

Вiдмiтимо переваги пiдходу МФФ для обчислення

фаз в порiвняннi зi стандартним методом, заснова-
ним на розглядi рiвняння Шрединґера для хвильо-
вої функцiї [1]. Той факт, що фазове рiвняння — пер-
шого порядку (хоч i нелiнiйне), спрощує програму-
вання i обчислення на ЕОМ. Крiм того, при цьому
зменшується кiлькiсть операцiй i час розрахунку. Не
осцилюючий, а бiльш монотонний характер поведiн-
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ки фазової функцiї дозволяє проводити розрахунки з
бiльшою точнiстю i полегшує оцiнку похибок резуль-
татiв. Ще однiєю важливою перевагою даного методу
є можливiсть побудови в його рамках нових алгорит-
мiв обчислення не тiльки фазових зсувiв, але й пар-
цiальних i повних амплiтуд розсiяння, елементiв S-
матрицi, довжин розсiяння, ефективних радiусiв та
iнших параметрiв розсiяння.

IV. ПОТЕНЦIАЛИ НЕЙМЕГЕНСЬКОЇ ГРУПИ

До сучасних нуклон–нуклонних потенцiалiв взає-
модiї належать такi: залежний вiд заряду потенцi-
ал CD-Bonn [19], потенцiал Moscow [20], кiральний
потенцiал Айдахо [21], релятивiстська оптична мо-
дель [22] на базi Московського потенцiалу, бразиль-
ський релятивiстський потенцiал двопiонного обмiну
O(q4) [23], локальний нуклон–нуклонний потенцiал,
розширений з погляду ортогональних проекторiв [24].

Чому саме вибрано провести розрахунок фазових
зсувiв з використанням потенцiалiв Неймегенської
групи (NijmI, NijmII, Nijm93)? Параметри потенцiй-
них моделей оптимiзованi таким чином, що мiнiмiзо-
вано значення χ2 у прямiй пiдгонцi до даних. Перше
удосконалення потенцiалу Nijm78 [25] було розпоча-
те на початку 1990-их рокiв. Удоско налена версiя
потенцiалу мала назву Nijm92pp, оскiльки була об-
новлена саме для 1787 pp даних. Для потенцiалу Ni-
jm92pp величина χ2/Npp становила 1.4. Наступне удо-
сконалення потенцiалу Nijm78 для np даних дало мо-
дель Nijm93:χ2/Npp=1.8 для 1787 pp i χ2/Nnn=1.9 для
2514 np даних, тобто χ2/Ndata=1.87. Для потенцiалiв
Nijm I i NijmII величина χ2/Ndata=1.03. Оригiналь-
ний потенцiал Рейда Reid68 був параметризований
на основi фазового аналiзу Неймегенською групою i
отримав назву Reid93. Параметризацiя була прове-
дена для 50 параметрiв Aij i Bij потенцiалу, причо-
му χ2/Ndata=1.03 [12]. Структура i запис потенцiалу
Reid93 доволi громiздкi.

Потенцiал Argonne v18 [26] з 40 регульованими па-
раметрами дає величину χ2/Ndata=1.09 для 4301 pp i
np даних в областi енерґiй 0–350 MeВ. Для потенцiа-
лу CD-Bonn [19] величина χ2/Ndata становить 1.01 для
2932 pp даних i 1.02 для 3058 np даних. Такi потен-
цiали, як Хамада–Джонсона-62, потенцiали Єльської
групи, Reid68, UrbanaV14 та iн. мають бiльшi значен-
ня χ2, оскiльки параметризованi на основi бiльш ву-
зького енерґетичного iнтервалу.

Отже, потенцiали Неймегенської групи є одними з
тих реалiстичних феноменологiчних потенцiалiв, якi
найкраще описують мiжнуклонну взаємодiю.

При розрахунках фаз розсiяння потрiбно врахо-
вувати особливостi потенцiалiв мiжнуклонної взає-
модiї. У Неймегенському парцiальному хвильовому
аналiзi [27] NN взаємодiю дiлять на двi частини:
частина дальньої дiї VL, яка є вiдомою i модельно-
незалежною, i частина малої дальностi VS , яка роз-
глядається феноменологiчно. Остання представлена
залежною вiд енерґiї з граничною умовою в r = b =

1.4 Фм. Використовуючи потенцiал дальньої дiї VL,
радiальне рiвняння Шрединґера

(
∆ + k2

)
ψ = 2MrV ψ

розв’язується для r > b. Тут ∆ — лапласiан, и Mr —
приведена маса.

Релятивiстськi ефекти взятi до уваги через потен-
цiал, використовуючи релятивiстське спiввiдношення
мiж ц.м. iмпульсом в квадратичнiй формi k2 i лабо-
раторною кiнетичною енерґiєю Tlab. Для np-розсiяння
це спiввiдношення буде

k2 =
M2

pTlab(Tlab + 2Mn)
(Mp +Mn)2 + 2TlabMp

,

тодi як для pp- розсiяння воно просто

k2 =
1
2
MpTlab.

Для зв’язаних каналiв рiвняння Шрединґера буде
2 × 2 матричним рiвнянням. Присутнiсть вiдцентро-
вого бар’єру означає, що рiвняння Шрединґера по-
трiбно тiльки розв’язувати для цiлого ряду нижчих
парцiальних хвиль (J ≤ 4). Крiм цього, рiвняння до-
ведеться розв’язувати для кожної енерґiї, в якiй екс-
периментальнi данi були отриманi.

Потенцiал VL дальньої дiї складається з електро-
магнiтної частини VEM i ядерної частини VN :

VL = VEM + VN . (6)

Електромагнiтна взаємодiя для pp-розсiяння спiв-
падає з pp парцiальним хвильовим аналiзом для 0-
350 MeВ i складається з модифiкованого потенцiа-
лу КулонаVC , взаємодiї магнiтного моменту VMM i
потенцiалу вакуумної поляризацiї VV P . У випадку
np-розсiяння електромагнiтна взаємодiя складається
тiльки з взаємодiї магнiтного моменту.

Явно електромагнiтна взаємодiя записується як

VEM (pp) = VC1 + VC2 + VV P + VMM (pp),

VEM (np) = VMM (np),

де VC1 = α′

r ,

VC2 = − 1
2M2

p

[(
∆ + k2

) α
r

+
α

r

(
∆ + k2

)]
≈ − αα′

Mpr2
,

VMM (pp) = − α

4M2
p r

3

[
µ2

pS12 + (6 + 8κp)L̂ · Ŝ
]
,

VMM (np) = − ακn

2Mnr3

[
µp

2Mp
S12 +

1
Mr

(L̂ · Ŝ + L̂ · Â)
]
.

Тут α′ = 2kη/Mp — стандартний параметр Куло-
на (η = α/vlab); µp=2.793 i µn=-1.913 — протонний i
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нейтронний магнiтний моменти; κp = µp − 1, κn = µn

— їх аномальнi магнiтнi моменти. Тут також введено
величину Â = 1

2 (σ̂1 − σ̂2). Потенцiал вакуумної поля-
ризацiї може бути написаний як

VV P =
2αα′

3πr

∞∫
1

dx e−2merx

(
1 +

1
2x2

) √
x2 − 1
x2

, (7)

де me — маса електрона. Очевидно, що вираз (7) дiй-
сний для r>0.

Самий дальньодiючий дiапазон ядерної взаємодiї
VN задається однопiонним обмiном (OPE). Викорис-
товується той факт, що в NN розсiяннi ми стика-
ємося з с чотирма рiзними псевдовекторними конс-
тантами зчеплення у нуклон–нуклон-пiонних верши-
нах: fppπ0 , fnnπ0 , fnpπ− i fpnπ+ . Для комбiнацiй, якi
фактично вiдбуваються в ОРЕ потенцiалi, викорис-
товуються наступнi визначення: для pp→pp: f2

p ≡
fppπ0fppπ0 ; для np→np: f2

0 ≡ −fnnπ0fppπ0 ; для np→pn:
2f2

c ≡ −fnpπ−fpnπ+ . У випадку зарядової симетрiї
f2

p = f2
0 , тодi як у випадку зарядової незалежностi

f2
p = f2

0 = f2
c . Для pp-розсiяння ОРЕ потенцiал може

бути записаний як

VOPE(pp) = f2
pV (mπ0),

а для np-розсiяння

VOPE(np) = −f2
0V (mπ0) + (−)I+12f2

c V (mπ+),

де I — повний iзоспiн; введена величина V (m) для
великих значень r рiвна

V (m) =
1
3

(
m

ms

)2
e−mr

r
(8)

×
[
(σ̂1 · σ̂2) + S12

(
1 +

3
mr

+
3

(mr)2

)]
.

V. РОЗРАХУНКИ ФАЗОВИХ ЗСУВIВ
МЕТОДОМ ФАЗОВИХ ФУНКЦIЙ

До чисельних методiв розв’язання диференцiаль-
ного рiвняння першого порядку вiдносять метод Ей-
лера, модифiкований метод Ейлера, метод Ейлера з
перерахунком (методом Гюна), методи Рунґе–Кутта,
багатокроковi методи (наприклад, метод Адамса чет-
вертого порядку) [28–30]. Указанi модифiкацiї методу
Ейлера належать до групи методiв прогнозу i корек-
цiї. Метод Ейлера є однокроковим методом першого
порядку точностi. Похибка методу Гюна пропорцiйна
квадрату кроку iнтеґрування h2. Алґоритми Рунґе–
Кутта третього й четвертого порядку мають похибки
порядку h3 i h4 вiдповiдно. Вони вимагають на кож-
ному кроцi трьох i чотирьох обчислень функцiї вiд-
повiдно, але, незважаючи на це, є вельми точними
методами.

Якщо порiвнювати методи Ейлера i Рунґе–Кутта,
то при використаннi останнього потрiбно проводити

суттєво бiльший обсяг обчислень на одному кроцi ал-
ґоритму. Але такий вибiр забезпечує пiдвищену точ-
нiсть до h3 чи h4. Зрештою це дає змогу проводити
розрахунки з бiльшим кроком. Завдяки високiй точ-
ностi та простотi реалiзацiї метод Рунґе–Кутта чет-
вертого порядку є одним iз найбiльш поширених чисе-
льних методiв розв’язування рiвнянь i систем рiвнянь
першого порядку.

При кроковi h = 0.1 точнiсть розв’язку, згiдно з ме-
тодом Рунґе–Кутта, досягається чотирьох значущих
цифр. Для досягнення такої точностi методом Ейлера
потрiбно вибрати крок h = 0.0001 i проводити 103 об-
числень. Така велика кiлькiсть обчислень обов’язково
призведе до похибок округлення.

Спiновi стани для нейтрон-протонної системи пред-
ставляються як 2S+1LJ , де L — момент системи (зна-
чення орбiтального моменту L = 0; 1; 2; 3; 4; . . . вiдпо-
вiдають S-, P-, D-, F-, G-,. . . стану); S-спiн системи;
J — повний момент системи; P = (−1)L — парнiсть.
Для pp- i nn-систем спiновими станами будуть 1S0-,
3P0-, 3P1-, 1D2-, 3F3-,. . . стани. Для np- системи спi-
новими станами будуть 1S0-, 1P1-, 3P0-, 3P1-, 1D2-,
3D2-,. . . стани.

Методом фазових функцiй чисельно отримано фа-
зовi зсуви нуклон–нуклонного розсiяння: nn (1S0-,
3P0-, 3P1-, 1D2-станiв), pp (1S0-, 3P0-, 3P1-, 1D2-станiв)
i np (1S0-, 1P1-, 3P0-, 3P1-, 1D2-, 3D2-станiв). Ма-
си нуклонiв вибрано такими: Mp = 938.27231 MeB;
Mn = 939.56563 MeB. Був вибраний чисельний ме-
тод розв’язку фазового рiвняння (4) — метод Рунґе–
Кутта четвертого порядку. За оптимiзованого вибо-
ру кроку чисельних розрахункiв фазовi зсуви отри-
мували з точнiстю до 0.01. Фазовi зсуви знаходили
при виходi фазової функцiї δl(r) на асимптотику при
r=10 Фм. Значення фазових зсувiв приведено у таб-
лицях 1–3. Фазовi зсуви вказано у градусах. Чисель-
нi розрахунки проведено для потенцiалiв мiжнуклон-
ної взаємодiї NijmI, NijmII i Nijm93. Дiапазон енер-
ґiй 1-350 МеВ. Розрахунки порiвняно з результата-
ми iнших робiт: для парцiального хвильового аналiзу
(PWA) [12], для потенцiалiв NijmI, NijmII i Reid93 [12],
Argonne v18 (Av18) [26] i CD-Bonn [19].

Оскiльки у науковiй лiтературi були вiдсутнi таб-
личнi значення фазових зсувiв nn-розсiяння для по-
тенцiалiв Неймегенської групи, то розрахованi за
МФФ фазовi зсуви порiвняно з фазами для потен-
цiалiв Argonne v18 i CD-Bonn.

Якщо порiвняти фазовi зсуви нуклон–нуклонного
розсiяння, розрахованi для одних i тих же потенцiалiв
Неймегенської групи (для pp- i np-розсiяння) рiзними
методами — на основi розв’язку рiвняння Шредин-
ґера (див. роботу [12]) i на основi МФФ (результати
даної роботи), то можна зробити висновок, що розхо-
дження мiж результатами становить не бiльше двох
вiдсоткiв.

Порiвняння результатiв розрахункiв фазових зсу-
вiв для потенцiалiв Неймегенської групи, отриманих
за допомогою МФФ, i фазових зсувiв для iнших по-
тенцiальних моделей (Argonne v18 [26] i CD-Bonn [19])
i для парцiального хвильового аналiзу вказує на те,
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що вiдхилення мiж цими даними становить до п’яти
вiдсоткiв.

Tlab, MeВ Стан NijmI NijmII Nijm93
1 1S0 57.22 57.85 58.25
5 60.43 61.04 62.24
10 57.94 58.26 58.48
25 48.31 48.77 49.17
50 38.44 38.58 39.04
100 24.13 24.61 24.78
150 13,87 14.05 14.42
200 5.647 5.848 6.229
250 −0.848 −0.865 −0.917
300 −6.284 −6.493 −6.848
350 −12.51 −12.37 −12.79
1 3P0 0.206 0.207 0.209
5 1.824 1.835 1.866
10 4.035 4.064 4.132
25 8.742 8.873 8.914
50 11.39 11.65 11.28
100 8.946 9.433 9.196
150 4.188 4.536 4.784
200 −0.714 −0.790 −0.742
250 −5.836 −5.959 −6.218
300 −10.28 −10.89 −11.12
350 −14.37 −15.48 −16.10
1 3P1 −0.124 −0.123 −0.123
5 −1.052 −1.036 −1.032
10 −2.268 −2.234 −2.227
25 −5.225 −5.137 −5.139
50 −8.703 −8.555 −8.677
100 −13.71 −13.66 −14.14
150 −17.63 −17.87 −18.55
200 −20.91 −21.63 −22.36
250 −24.62 −25.05 −25.52
300 −27.73 −28.09 −28.17
350 −29.34 −30.83 −30.34
1 1D2 0.001 0.001 0.001
5 0.052 0.050 0.050
10 0.183 0.180 0.181
25 0.728 0.722 0.727
50 1.724 1.711 1.742
100 3.627 3.586 3.764
150 5.534 5.705 5.563
200 6.832 6.953 7.235
250 7.944 7.907 8.783
300 8.978 9.326 10.25
350 9.573 9.558 10.63

Таблиця 1. nn-фазовi зсуви.

Tlab, MeВ Стан NijmI NijmII Nijm93
1 1S0 32.94 33.01 33.15
5 54.47 54.73 55.04
10 55.32 55.51 55.17
25 48.56 49.26 50.25
50 38.78 39.25 40.07
100 24.95 25.52 25.88
150 14.61 14.88 15.12
200 6.518 6.485 6.749
250 −0.204 −0.255 −0.235
300 −6.181 −6.211 −6.352
350 −11.33 −11.48 −11.84
1 3P0 0.132 0.133 0.134
5 1.611 1.608 1.660
10 3.743 3.754 3.914
25 8.812 8.708 8.881
50 11.34 11.27 11.25
100 9.424 9.436 9.158
150 4.671 4.745 4.749
200 −0.637 −0.459 −0.521
250 −5.851 −5.742 −5.658
300 −10.32 −10.34 −11.14
350 −14.66 −15.32 −15.19
1 3P1 −0.081 −0.080 −0.075
5 −0.884 −0.881 −0.837
10 −2.100 −2.045 −2.122
25 −5.022 −5.010 −5.137
50 −8.475 −8.418 −8.665
100 −13.61 −13.54 −14.14
150 −17.65 −17.82 −18.57
200 −20.89 −21.57 −22.35
250 −24.59 −24.43 −25.51
300 −27.73 −27.05 −28.14
350 −30.21 −30.18 −30.38
1 1D2 0.001 0.001 0.001
5 0.039 0.041 0.042
10 0.174 0.173 0.177
25 0.716 0.714 0.723
50 1.712 1.704 1.735
100 3.658 3.745 3.756
150 5.465 5.471 5.588
200 7.021 6.997 7.224
250 8.416 8.373 8.757
300 9.389 9.324 9.242
350 10.23 10.45 10.71

Таблиця 2. pp-фазовi зсуви.
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Поряд з фазовими зсувами у задачах розсiяння
приходиться мати справу з амплiтудами розсiяння,
елементами S -матрицi i цiлим рядом iнших парамет-
рiв. По вiдомим фазам розсiяння отримують повну
амплiтуду, повний перерiз i парцiальну амплiтуду роз-
сiяння вiдповiдно [1]

F (θ) =
1
k

∞∑
l=0

(2l + 1)eiδl sin δlPl(cos θ), (9)

σ =
4π
k2

∞∑
l=0

(2l + 1) sin2 δl, (10)

fl =
1
k
eiδl sin δl, (11)

де Pl(cos θ) — полiноми Лежандра, θ — поляризацiй-
ний кут. В залежностi вiд методу розрахунку змiна
фази розсiяння призводить до вiдповiдної змiни ви-
щевказаних величин F(θ), σ, fl. Так, наприклад, для
1S0- стану np-системи змiна фази розсiяння δl на ве-
личину ε(1–2%) дає незначну змiну дiйсної та уявної
частини парцiальної амплiтуди fl (11).

Проведено порiвняння мiж величинами повного пе-
рерiзу розсiяння σ (в Фм−2), розрахованими по фа-
зовим зсувам з роботи [12] та фазовим зсувам згiд-
но МФФ для потенцiалiв NijmI i NijmII. Результати
розрахункiв повного перерiзу розсiяння (9) приведено
у таблицi 4. Рiзниця мiж розрахунками у залежностi
вiд методу отримання фаз розсiяння складає 0.2–6.3%
для pp- i 0.1–5.3% для np-розсiяння.

VI. ВИСНОВКИ

Розглянуто вiдомий метод фазових функцiй для за-
дачi одноканального нуклон–нуклонного розсiяння.

Обґрунтовано доцiльнiсть застосування методу
Рунґе–Кутта четвертого порядку для чисельних роз-
рахункiв фазових зсувiв.

Вперше методом фазових функцiй розраховано nn,
pp i np фазовi зсуви для вiдповiдних спiнових кон-
фiгурацiй для нуклон–нуклонних потенцiалiв Нейме-
генської групи (NijmI, NijmII i Nijm93). Чисельно от-
риманi фазовi зсуви добре узгоджуються з резуль-
татами оригiнальної роботи [12] для цих же потен-
цiалiв (вiдхилення становить не бiльше двох вiдсот-
кiв). Також порiвняно результати розрахункiв фазо-
вих зсувiв за допомогою МФФ з фазовими зсувами
для iнших потенцiальних моделей (Argonne v18 [26]
i CD-Bonn [19]) i для парцiального хвильового аналi-
зу: вiдхилення мiж цими даними становить до п’яти
вiдсоткiв.

По розрахованим фазовим зсувам за МФФ обчис-
лено повний перерiз pp- i np-розсiяння σ та порiвня-
но його з величиною повного перерiзу, отриманого по
фазовим зсувам з роботи [12]. Отримано й парцiаль-
ну амплiтуду розсiяння fl для 1S0-стану np-системи.
Значення σ i fl мало вiдрiзняються вiд величин, от-
риманих по вiдомим фазам в iнших роботах для вка-
заних потенцiалiв мiжнуклонної взаємодiї.

Tlab, MeВ Стан NijmI NijmII Nijm93
1 1S0 62.42 62.37 62.88
5 63.85 63.74 64.19
10 60.18 60.02 60.42
25 51.19 51.15 51.55
50 40.64 40.53 40.94
100 26.55 26.32 26.87
150 16.27 16.16 16.75
200 8.142 7.945 8.357
250 1.449 1.127 1.505
300 −4.341 −4.719 −4.517

350 −9.847 −9.984 −10.26

1 3P0 0.177 0.176 0.179
5 1.621 1.614 1.635
10 3.623 3.615 3.665
25 8.090 8.072 8.111
50 10.95 10.84 10.39
100 8.381 8.583 8.315
150 3.582 3.854 3.924
200 −1.565 −1.441 −1.543

250 −6.542 −6.589 −7.145

300 −11.24 −11.35 −11.82

350 −15.59 −16.12 −16.74
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1 1P1 −0.186 −0.188 −0.177

5 −1.475 −1.488 −1.388

10 −3.112 −3.127 −3.285

25 −6.274 −6.451 −6.681

50 −9.597 −10.14 −10.19

100 −14.15 −14.27 −14.76

150 −18.54 −18.72 −19.18

200 −21.75 −21.89 −22.74

250 −23.96 −24.15 −25.11

300 −26.48 −26.42 −27.85

350 −27.81 −28.37 −29.84

1 3P1 −0.109 −0.108 −0.107

5 −0.943 −0.921 −0.925

10 −2.075 −2.056 −2.032

25 −4.946 −4.845 −4.853

50 −8.412 −8.392 −8.352

100 −13.32 −13.37 −13.83

150 −17.45 −17.63 −18.35

200 −20.88 −21.16 −22.01

250 −24.32 −24.75 −25.24

300 −27.54 −27.22 −28.17

350 −30.59 −30.13 −31.14

1 1D2 0.001 0.001 0.001
5 0.041 0.040 0.042
10 0.158 0.157 0.157
25 0.687 0.675 0.678
50 1.680 1.679 1.703
100 3.744 3.758 3.775
150 5.671 5.695 5.656
200 7.586 7.302 7.359
250 8.562 8.471 8.934
300 9.583 9.494 10.42
350 10.67 10.52 10.99
1 3D2 0.009 0.009 0.008
5 0.222 0.221 0.224
10 0.854 0.852 0.863
25 3.735 3.727 3.822
50 9.041 8.982 9.426
100 17.57 17.25 17.68
150 22.44 22.19 22.42
200 24.43 24.57 24.64
250 25.29 25.38 26.38
300 24.70 25.51 25.91
350 24.63 25.04 25.33

Таблиця 3. np-фазовi зсуви.
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Tlab, МеВ σpp [12] σpp σnp [12] σnp σpp [12] σpp σnp [12] σnp

NijmI NijmI NijmI NijmI NijmII NijmII NijmII NijmII

1 76.43 77.05 203.57 204.73 76.47 77.34 203.50 204.55

5 175.12 173.38 210.95 211.33 175.24 174.49 210.66 210.93

10 180.23 180.60 202.53 202.88 180.30 181.38 202.08 202.24

25 170.38 170.97 194.36 194.56 170.19 173.67 193.60 194.58

50 151.62 150.59 209.33 210.49 151.24 152.07 208.84 211.44

100 114.58 115.91 279.38 281.15 114.87 117.78 279.62 278.10

150 105.24 105.44 369.83 375.39 105.63 107.58 368.79 374.61

200 127.40 122.31 462.99 458.01 126.69 128.36 459.88 462.29

250 173.87 171.39 553.32 538.46 171.53 169.17 549.59 545.88

300 237.09 232.03 638.68 617.33 232.80 224.10 637.06 627.45

350 310.94 299.13 718.04 707.62 304.82 305.31 721.31 718.38

Таблиця 4. Повний перерiз розсiяння (NijmI i NijmII).
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РОЗРАХУНОК ФАЗ НУКЛОН–НУКЛОННОГО РОЗСIЯННЯ ДЛЯ ПОТЕНЦIАЛIВ NijmI. . .

CALCULATION OF PHASES OF NUCLEON-NUCLEON SCATTERING FOR
POTENTIALS NijmI, NijmII AND Nijm93 ON THE PHASE-FUNCTION METHOD

V. I. Zhaba
Uzhgorod National University, Department of Theoretical Physics,

54, Voloshyna St., Uzhhorod, UA–88000, Ukraine,
e-mail: viktorzh@meta.ua

For the calculation of single-channel nucleon–nucleon scattering the phase-functions method has been pro-
posed. Using the phase-functions method the following phase shifts of a nucleon–nucleon scattering are calculated
numerically: nn (1S0-, 3P0-, 3P1-, 1D2-state), pp (1S0-, 3P0-, 3P1-, 1D2-state) and nр (1S0-, 1P1-, 3P0-, 3P1-, 1D2-,
3D2-state). The calculations have been performed using realistic nucleon–nucleon potentials Nijmegen groups
(NijmI, NijmII and Nijm93). The feasibility of the fourth-order Runge–Kutta method for numerical calculations
of phase shifts was explained. When choosing the step of the optimized calculations phase shifts of up to 0.01
were received. The obtained phase shifts are in good agreement with the results obtained in the framework of
other methods. They are also in good agreement with the results of the original paper for the same potential.
The deviation is not more than 2%. We also compared the results of calculations of the phase shift under the
phase-functions method with the phase shift for other potential models (Argonne v18 and CD-Bonn) and for the
partial wave analysis. The deviation between these data is up to 5%. Using the obtained phase shifts we have
calculated the full cross-section and the partial scattering amplitudes. These results are in good agreement with
those obtained by using known phases published in the literature.
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