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Роздiл 1

Звичайнi диференцiальнi рiвняння вищих порядкiв

1.1 Загальнi поняття та означення

Рiвняння
F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0, (1.1)

де x—незалежна змiнна, y—шукана функцiя, а функцiя F визначена й не-
перервна в деякiй областi G ⊂ Rn+2, n ≥ 1 та залежна вiд yn, називають
звичайним диференцiальним рiвнянням n–го порядку.

Диференцiальне рiвняння n–го порядку, розв’язане вiдносно старшої по-
хiдної, має вигляд

yn = f(x, y, y′, . . . , y(n−1)), (1.2)

де функцiя f також неперервна в деякiй областi D ⊂ Rn+1 змiни своїх аргу-
ментiв.

Розв’язком рiвняння (1.2) на iнтервалi I = (a, b) називають функцiю y(x),
яка задовольняє такi умови:

• y(x) неперервно диференцiйовна n разiв на I;

• (x, y(x), y′, . . . , y(n−1)) ∈ D, ∀x ∈ I;

• y(x) перетворює рiвняння (1.2) на тотожнiсть, тобто

yn ≡ f(x, y, y′, . . . , y(n−1)),∀x ∈ I.

Аналогiчно дається означення розв’язку рiвняння (1.1).
Задачею Кошi, або початковою задачею, для рiвняння (1.2) називають

задачу вiдшукання розв’язку y(x) рiвняння (1.2), який задовольняє такi по-
чатковi умови:

y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0, . . . , y

(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 , (1.3)

де x0 ∈ I, y0, y′0, . . . , y
(n−1)
0 — заданi числа.

Теорема Пеано. Якщо функцiя f неперервна в областi D, то для будь–
якої точки (x, y(x), y′, . . . , y(n−1)) ∈ D iснує розв’язок рiвняння (1.2), визна-



чений у деякому околi точки x0 ∈ I, котрий задовольняє початковi умови
(1.3).

Iснування та єдинiсть розв’язку задачi Кошi гарантує наступна теорема.

Теорема Кошi–Пiкара. Якщо функцiя f неперервна в областi D i задо-
вольняє умову Лiпшиця по змiнних y, y′, . . . , y(n−1), то для будь–якої точки
(x0, y0, y

′
0, . . . , y

(n−1)
0 ) ∈ D iснує єдиний розв’язок рiвняння (1.2), визначений

у деякому околi точки x0 ∈ I, котрий задовольняє початковi умови (1.3).

Умови теореми Кошi–Пiкара виконуються, зокрема, якщо функцiя f не-
перервна на D i має в околi точки (x0, y0, y

′
0, . . . , y

(n−1)
0 ) обмеженi частиннi

похiднi по y, y′, . . . , y(n−1).
Нехай D — область, у кожнiй точцi якої задача Кошi для рiвняння (1.2)

має єдиний розв’язок. Функцiю

y = φ(x,C1, C2, . . . , Cn), (1.4)

де C1, C2, . . . , Cn — довiльнi сталi, називають загальним розв’язком рiвняння
(1.2) в областi D, якщо:

• функцiя φ має неперервнi частиннi похiднi по x до n–го порядку включно;

• система рiвнянь 
y = φ(x,C1, C2, . . . , Cn),

y′ = φ′(x,C1, C2, . . . , Cn),

· · ·
yn−1 = φn−1(x,C1, C2, . . . , Cn),

є розв’язною в областi D вiдносно довiльних сталих C1, C2, . . . , Cn так,
що 

C1 = ψ1(x, y, y
′, . . . , yn−1),

C2 = ψ2(x, y, y
′, . . . , yn−1),

· · ·
Cn = ψn(x, y, y

′, . . . , yn−1);

(1.5)

• функцiя (1.4) є розв’язком рiвняння (1.2) при всiх значеннях довiльних
сталих (1.5), коли точка (x, y, y′, . . . , y(n−1)) пробiгає область D.
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Якщо загальний розв’язок (1.4) рiвняння (1.2) задано в неявному виглядi

Φ(x, y, C1, C2, . . . , Cn) = 0,

то вiн називається загальним iнтегралом цього рiвняння.
Якщо функцiя (1.4), що задає загальних розв’язок рiвняння (1.2), пред-

ставлена у параметричному виглядi:{
x = φ(t, C1, C2, . . . , Cn),

y = ψ(t, C1, C2, . . . , Cn),
(1.6)

то (1.6) називається загальним розв’язком рiвняння (1.2) у параметричнiй
формi.

Розв’язок y = y(x) рiвняння (1.2) називається частинним, якщо вiн
одержується iз загального при конкретному наборi довiльних сталих
(C1, C2, . . . , Cn).

1.2 Способи зниження порядку диференцiальних рiвнянь.
Iнтегровнi типи рiвнянь n-го порядку

1.2.1 Рiвняння, якi не мiстять шуканої функцiї та кiлькох її
перших похiдних

Розглянемо диференцiальне рiвняння n–го порядку:

F
(
x, y(k), y(k+1), ..., y(n)

)
= 0.

Для пониження його порядку на k одиниць введемо замiну змiнних:

y(k) = z(x), (1.7)

y(k+1) = z
′
,

· · ·

y(n) = z(n−k).
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Тодi рiвняння запишеться у виглядi:

F
(
x, z, z

′
, ..., z(n−k)

)
= 0. (1.8)

Зiнтегрувавши диференцiальне рiвняння (1.8), одержимо розв’язок

z(x) = φ(x,C1, C2, . . . , Cn−k).

Пiдставивши останнiй у замiну (1.7) будемо мати:

y(k) = φ(x,C1, C2, . . . , Cn−k).

Розв’язок даного рiвняння одержується шляхом його послiдовного iнте-
грування k разiв.

Приклад 1.1. Проiнтегрувати диференцiальне рiвняння:

x2y
′
= y

′′
.

Введемо замiну змiнних:
y
′
= z(x),

y
′′

= z
′
.

Тодi рiвняння перепишеться у виглядi:

x2z = z
′
.

Розв’яжемо його:
dz

dx
= x2z ⇒ dz

z
= x2dx,

ln |z| = x3

3
+ ln c1.

Отже, загальним розв’язком перетвореного рiвняння буде функцiя:

z(x) = c1e
x3

3 .

Повертаючись до замiни, одержимо:

y
′
= c1e

x3

3 .
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А тодi

y(x) = c1

∫
e
x3

3 dx+ c2

буде загальним розв’язком заданого диференцiального рiвняння.

1.2.2 Рiвняння, яке не мiстить незалежної змiнної

Нехай диференцiальне рiвняння має вигляд:

F
(
y, y

′
, y
′′
, ..., y(n)

)
= 0. (1.9)

Для пониження його порядку зробимо замiну змiнних:

y
′
= p(y),

y
′′

=
dy
′

dy
· dy
dx

=
dp

dy
· p = p

′ · p,

y
′′′

=
dy
′′

dy
· dy
dx

=
d(p

′
p)

dy
· p = (p

′′ · p+ p
′2)p

i т. д.
Пiдставивши цi похiднi у рiвняння (1.9), одержимо диференцiальне рiв-

няння (n− 1)–го порядку вiдносно шуканої функцiї p = p(y).

Приклад 1.2. Розв’язати рiвняння:

y
′′

= 2yy
′
.

Зробимо замiну змiнних:
y
′
= p(y),

y
′′

=
dy
′

dy
· dy
dx

=
dp

dy
· dy
dx

= p
′
p.

Тодi рiвняння набуде вигляду:

p
′
p = 2yp

p
′
= 2y ∨ p = 0.
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Тодi
p(y) = y2 + c1,

y
′
= y2 + c1,

dy

dx
= y2 + c1,

dy

y2 + c1
= dx,

1
√
c1

arctg
y
√
c1

= x+ c2

i
y
′
= 0,

y(x) = c3.

1.2.3 Однорiднi рiвняння вiдносно y, y′, ..., y(n)

Розглянемо рiвняння вигляду:

F
(
x, y, y

′
, ..., y(n)

)
= 0,

де функцiя F є однорiдною вiдносно y, y′, ..., y(n).
Замiна змiнних:

y
′
= z(x)y(x),

y
′′

= z
′
y + zy

′
= z

′
y + z · zy = y(z

′
+ z2)

i т.д. знижує порядок вихiдного рiвняння на 1.

Приклад 1.3. Розв’язати диференцiальне рiвняння:

yy
′′

= y2 + 2xy
′2.

Оскiльки задане рiвняння є однорiдним вiдносно y, y′, y′′, то введемо за-
мiну змiнних:

y
′
= z(x)y(x)⇒ z =

y
′

y
,

y
′′

= y(z
′
+ z2).
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Одержимо:
y2(z

′
+ z2) = z2y2 + 2xz2y2,

z
′
+ z2 = z2 + 2xz2,

z
′
= 2xz2,

dz

z2
= 2xdx,

−1

z
= x2 + c1,

z = − 1

x2 + c1
.

Повертаючись до замiни, маємо:

y
′

y
= − 1

x2 + c1
,

dy

y
= − dx

x2 + c1
,

ln |y| = − 1
√
c1

arctg
x
√
c1

+ ln c2.

А тодi
y = c2e

− 1√
c1

arctg x√
c1

— загальний розв’язок заданого рiвняння.

1.2.4 Квазiоднорiднi рiвняння

Задано рiвняння:
F
(
x, y, y

′
, ..., y(n)

)
= 0,

яке є квазiоднорiдним.
Замiною: {

x = et,

y = z(t)ekt,

квазiоднорiдне рiвняння зводиться до рiвняння 1 чи 2 типу.
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Приклад 1.4. Перевiрити диференцiальне рiвняння на квазiоднорiднiсть:

y
′′

+
2

x
y
′
+ y2 = 0.

Покладемо:
x→ tx,

y → tky,

y
′ → tk−1y

′
,

y
′′ → tk−2y

′′
.

Пiдставивши цi значення у диференцiальне рiвняння, одержимо:

tk−2y
′′

+
2t−1

x
tk−1y

′
+ t2ky = 0,

звiдки
tk−2 = tk−2 = t2k,

2k = k − 2⇒ k = −2.

Таким чином, диференцiальне рiвняння є квазiоднорiдним. Тому для його
розв’язання потрiбно зробити замiну змiнних:{

x = et,

y = z(t)e−2t.

1.2.5 Рiвняння з точними похiдними

Якщо у диференцiальному рiвняннi

F
(
x, y, y

′
, ..., y(n)

)
= 0.

можна видiлити похiдну по x:

d

dx

(
φ
(
x, y, y

′
, ..., y(n−1)

))
= 0,

тодi, проiнтегрувавши його по x, понизимо порядок цього рiвняння на 1–цю:
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φ
(
x, y, y

′
, ..., y(n−1)

)
= c1.

Приклад 1.5. Проiнтегрувати диференцiальне рiвняння, видiливши повну
похiдну:

5
y
′′

y′
− 3

y
′

y
= 0.

Видiлимо повну похiдну:

d

dx
(5 ln y

′ − 3 ln y) = 0,

5 ln y
′ − 3 ln y = ln c1,

y
′5

y3
= c1,

y
′5 = c1y

3,

y
′
= 5
√
c1y3 ⇒ y

′
= c̃1y

3
5 ,

dy

dx
= c̃1y

3
5 ,

dy

y
3
5

= c̃1dx,

−y−
2
5 · 5

2
= c̃1x+ c2,

y−
2
5 = −2

5
(c̃1x+ c2),

y(x) =
1

5

√
4
25(c̃1x+ c2)2

— загальний розв’язок рiвняння.
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1.3 Iнтегровнi типи диференцiальних рiвнянь n–го порядку

1.3.1 Диференцiальне рiвняння вигляду F
(
x, y(n)

)
= 0.

• Нехай рiвняння можна розв’язати вiдносно y(n):

y(n) = f(x).

Проiнтегруємо його n разiв:

y(n−1) =

∫
f(x)dx+ c1,

y(n−2) =

∫ [∫
f(x)dx

]
dx+ c1x+ c2,

i т.д.
y(x) = g(x, c1, c2, . . . , cn).

• Нехай диференцiальне рiвняння можна розв’язати вiдносно незалежної
змiнної x:

x = f(y(n))

Введемо замiну змiнних:
y(n) = z.

Тодi рiвняння перепишеться у виглядi:

x = f(z).

Продиференцiюємо його:
dx = f ′(z)dz.

З параметризацiї одержимо:

dy(n−1)

dx
= z ⇒ dy(n−1) = zdx.
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Тодi
dy(n−1) = f

′
(z) · zdz,

y(n−1) =

∫
zf
′
(z)dz + c1,

dy(n−2)

dx
=

∫
zf
′
(z)dz + c1,

dy(n−2) =

(∫
zf
′
(z)dz + c1

)
dx; dx = f

′
(z)dz,

dy(n−2) =

(∫
zf
′
(z)dz + c1

)
f
′
(z)dz,

y(n−2) =

∫ (∫
zf
′
(z)dz + c1

)
f
′
(z)dz + c2,

i т.д. Загальним розв’язком заданого диференцiального рiвняння буде
функцiя: {

x = f(z),

y = g(z, c1, c2, . . . , cn).

• Нехай диференцiальне рiвняння можна представити параметрично:{
x = ϕt⇒ dx = ϕ

′
(t)dt

y(n) = ψ(t)⇒ dy(n−1)

dx = ψ(t)⇒ dy(n−1) = ψ(t)dx⇒

Тодi одержимо:
⇒ dy(n−1) = ψ(t)ϕ

′
(t)dt,

y(n−1) =

∫
ψ(t)ϕ

′
(t)dt+ c1,

dy(n−2)

dx
=

∫
ψ(t)ϕ

′
(t)dt+ c1,

dy(n−2) =

(∫
ψ(t)ϕ

′
(t)dt+ c1

)
dx; dx = ϕ

′
(t)dt,

dy(n−2) =

(∫
ψ(t)ϕ

′
(t)dt+ c1

)
ϕ
′
(t)dt,

y(n−2) =

∫ (∫
ψ(t)ϕ

′
(t)dt+ c1

)
ϕ
′
(t)dt+ c2,
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i т.д.

Розв’язком диференцiального рiвняння буде система функцiй:{
x(z) = ϕ(t),

y(t) = g(t, c1, c2, ..., cn).

Приклад 1.6. Проiнтегрувати диференцiальне рiвняння:

y
′′3 − 2y

′′ − x = 0.

Розв’яжемо рiвняння вiдносно незалежної змiнної x:

x = y
′′3 − 2y

′′
.

Введемо замiну змiнних:
y
′′

= z,

x = z3 − 2z ⇒ dx = (3z2 − 2)dz,

y
′′

=
dy
′

dx
= z ⇒ dx =

dy
′

z
,

dy
′

z
= (3z2 − 2)dz,

dy
′
= (3z2 − 2)dz,

y
′
=

3

4
z4 − z2 + c1,

dy

dx
=

3

4
z4 − z2 + c1,

dy =

(
3

4
z4 − z2 + c1

)
dx, dx = (3z2 − 2)dz,

dy =

(
3

4
z4 − z2 + c1

)
(3z2 − 2)dz,

dy =

(
9

4
z7 − 3

2
z4 − 3z4 − 2z2 + 3c1z

2 − 2c1

)
dz,

dy =

(
9

4
z7 +

3

2
z4 + (3c1 − 2)z2 − 2c1

)
dz.
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Тодi загальним розв’язком диференцiального рiвняння буде система функ-
цiй:

x(z) = z3 − 2z, y(z) = 9
32z

8 + 3
10z

5 + 3c1−2
3 z3 − 2c1z + c2.

— загальний розв’язок рiвняння.

1.3.2 Диференцiальне рiвняння вигляду F
(
y(n), y(n−1)

)
= 0.

• Якщо рiвняння можна розв’язати вiдносно y(n):

y(n) = f
(
y(n−1)

)
.

Введемо замiну змiнних:

y(n−1) = z(x), y(n) = z
′
.

Тодi рiвняння перепишеться у виглядi:

z
′
= f(z),

dz

dx
= f(z)⇒ dz

f(z)
= dx,∫

dz

f(z)
= x+ c1,

y(n−1) = ϕ(x1c1)

— рiвняння звелося до 1–го типу.

• Нехай диференцiальне рiвняння можна представити параметрично:{
y(n) = ϕ(t)⇒ dy(n−1)

dx = ϕ(t)⇒ dx = dy(n−1)

ϕ(t)

y(n−1) = ψ(t)⇒ dy(n−1) = ψ
′
(t)dt

Тодi одержимо:

dx =
ψ
′
(t)

ϕ(t)
dt,
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x =

∫
ψ
′
(t)

ϕ(t)
dt+ c1,

y(n−1) =
dy(n−2)

dx
= ψ(t),

dy(n−2) = ψ(t)dx =
ψ(t)ψ

′
(t)

ϕ(t)
dt,

y(n−2) =

∫
ψ(t)ψ

′
(t)

ϕ(t)
dt+ c2,

i т.д.

Розв’язком заданого рiвняння буде система функцiй:{
x =

∫ ψ
′
(t)

ϕ(t) dt+ c1,

y = g(t, c2, c3, ..., cn).

Приклад 1.7. Розв’язати диференцiальне рiвняння:

y
′′′

= y
′′2.

Введемо замiну:
y
′′

= z(x),

y
′′′

= z
′
.

Тодi рiвняння перепишеться у виглядi:

z
′
= z2,

dz

dx
= z2 ⇒ dz

z2
= dx,

−1

z
= x+ c1,

z(x) = − 1

x+ c1
,

y
′′

= − 1

x+ c1
,

y
′
= − ln |x+ c1|+ c2,
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y(x) = −
∫

ln |x+ c1|dx+ c2x+ c3 =

= −x ln |x+ c1|+ x− c1 ln |x+ c1|+ c2x+ c3 =

= −(x+ c1) ln |x+ c1|+ (1 + c2)x+ c3

— загальний розв’язок рiвняння.

1.3.3 Диференцiальне рiвняння вигляду F
(
y(n), y(n−2)

)
= 0.

Нехай диференцiальне рiвняння можна розв’язати вiдносно y(n):

y(n) = f
(
y(n−2)

)
.

Введемо замiну змiнних:

y(n−2) = z(x),

y(n) = z
′′
.

Одержимо рiвняння:
z
′′

= f(z) / · 2z′,

2z
′
z
′′

= 2f(z)z
′
,

d(z
′2)

dx
= f(z)

dz

dx
/ · dx,

dz
′2 = f(z)dz,

z
′2 =

∫
f(z)dz + c1,

z
′
= ±

√∫
f(z)dz + c1,

dz

dx
= ±

√∫
f(z)dz + c1,

dz√∫
f(z)dz + c1

= ±dx⇒
∫

dz√∫
f(z)dz + c1

= ±x+ c1,
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Тодi повертаємося до замiни:

y(n−2) = z(x)⇒ dy(n−3)

dx
= z,

dy(n−3) = zdx⇒ dy(n−3) = ± zdz√∫
f(z)dz + c1

,

y(n−3) = ±
∫

zdz√∫
f(z)dz + c1

+ c2,

i т.д.
Розв’язком заданого рiвняння буде система функцiй:{

x(z) = ±
∫

dz√∫
f(z)dz+c1

− c1,

y(z) = g(z, c1, c2, ..., cn).

Приклад 1.8. Розв’язати диференцiальне рiвняння:

y
′′′

+ y
′
= 0,

Перепишемо рiвняння у виглядi:

y
′′′

= −y′

та введемо замiну змiнних:

y
′
= z(x), y

′′′
= z

′
.

Тодi рiвняння набуде вигляду:

z
′′

= −z/ · 2z′,

2z
′
z
′′

= −2zz
′
,

d(z
′2)

dx
= −d(z2)

dx
,

z
′2 = −z2 + c1,

z
′
= ±

√
c1 − z2,
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dz

dx
= ±

√
c1 − z2,

dz√
c1 − z2

= ±dx⇒ arcsin
z
√
c1

= ±x+ c2,

z
√
c1

= sin(c2 ± x),

z(x) =
√
c1 sin(c2 ± x),

y
′
=
√
c1 sin(c2 ± x),

y = ±
√
c1 cos(c2 ± x) + c3

— загальний розв’язок рiвняння.
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Завдання для iндивiдуальної роботи №4

Знайти розв’язок диференцiального рiвняння (задачi Кошi).

Варiант 1

1. (1 + x2)y
′′

+ 2xy
′
= 12x3;

2. xy′′ + y
′ − x2 − 1 = 0;

3. yy′′ + y
′2 = y2

x2 ;

4. y′y′′′ − 3y
′′2 = 0; y(1) = 2, y

′
(1) = 1, y

′′
(1) = 1;

5. y′′ + y
′2 + 2y

′
= 0, y(0) = ln 2, y

′
(0) = −1.

Варiант 2

1. xy′′ = y
′
+ x sin y

′

x ;

2. 2y
′′

ln y
′
= y

′
;

3. x2 − 1
y′′2

= 1;

4. y′′′ − y′′y′ = y
′′
, y(0) = 2, y

′
(0) = 2, y

′′
(0) = 4;

5. y′′ + 2 sin y cos3 y = 0, y(π) = 0, y
′
(π) = −1.

Варiант 3

1. 4y
′
+ y

′′
= 4xy

′′
;

2. y′′ + y
′2 = 2e−y;

3. y(3)y′ − 3y
′′2 = 0;

4. xy′′′ + y
′′ − x− 1 = 0, y(1) = 0, y

′
(1) = 3

4 , y
′′
(1) = 1;

5. y′′ = 32 sin3 y cos y, y(2) = π
2 , y

′
(2) = 4.

Варiант 4

1. y′′ − (1 + 2tg2x)y = 0;

2. 2xy
′
y
′′

= y
′2 − 1;

3. xy(3) − y′′2 = 0;

4. y′′y′′′ + 1 = 0, y(1) = 1, y
′
(1) = 1, y

′′
(1) = 1;

5. y3y′′ = y4 − 16, y(0) = 2
√

2, y
′
(0) =

√
2.
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Варiант 5

1. y′′ = y
′
+ x sin y

′

x ;

2. 2y
′′

ln y
′
= y

′
;

3. 2xy
′
y
′′

= y
′2 − 1;

4. y′′′ − xy′′2 = 0, y(3) = 7 ln 2, y
′
(3) = ln 2, y

′′
(3) = −0.25;

5. y′′y3 + 36 = 0, y(0) = 3, y
′
(0) = 2.

Варiант 6

1. (x
′′

+ 1)(y
′2 − yy′′) = xyy

′
;

2. 2y
′
(y
′′

+ 2) = xy
′′2;

3. y′y′′ − y′2 = y2

x2 ;

4. y′′′ = 3yy
′
, y(0) = −2, y

′
(0) = 0, y

′′
(0) = 4.5;

5. yy′′ + y = y
′2, y(1) = 1, y

′
(1) =

√
3.

Варiант 7

1. y′′tg(5x) = 5y
′
;

2. 2y
′
(y
′′

+ 2) = xy
′′2;

3. 3y
′2 − 2yy

′′
= 4y2;

4. x2y′′′ = y
′′2, y(1) = 2.5, y

′
(1) = 1, y

′′
(3) = 0.5;

5. y′′(1 + 2 ln y
′
) = 1, y(0) = 0, y

′
(0) = 1.

Варiант 8

1. xy′′ = y
′
ln y

′

x ;

2. y′′cth???− y′ + 1
chx = 0;

3. y′′ = 2y
′
y;

4. y′′′2 + y
′2 = y

′4, y(0) = 0, y
′
(0) = 0, y

′′
(0) = 1;

5. yy′′ − 2xy
′2 = 0, y(12) = 2, y

′
(12) = 8

27 .

Варiант 9

1. x = y
′′2 + 1;

2. y′′ + y
′2 = e−y;

3. y′′ + 2x
x2+1y

′
= 2x;

4. x4y′′′ + 2x3y
′′

= 1, y(1) = 0, y
′
(1) = 2.5, y

′′
(1) = −2;

5. (x2 + 1)y
′′ − 2xy

′
= 0, y(0) = 1, y

′
(0) = 3.
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Варiант 10

1. y′′ + 2x
x2+1y

′
= 2x;

2. 2yy
′′ − 3y

′2 = 4y2;

3. x4y′′′ + 2x
′
y
′′

= 1;

4. (1 + sin x)y
′′′

= y
′′

cosx, y(0) = 3, y
′
(0) = 2, y

′′
(0) = 2;

5. y′′ = y
′

x + x2

y′
, y(2) = 0, y

′
(2) = 4.

Варiант 11

1. (1− x2)y′′ + xy
′
= 2;

2. y(xy
′′ − y′) + xy

′2 = 0;

3. (x2 + 1)(y
′2 − yy′′) = xyy

′
;

4. y′y′′′ − y′′2 = 0, y(1) = 0, y
′
(1) = 2, y

′′
(1) = 1;

5. 3xy
′2y
′′

= y
′3 + x4

9 , y(1) = 2
7 , y

′
(1) = 1

3 .

Варiант 12

1. y′′th??x− y′ + 1
chx = 0;

2. xyy′′ − xy′2 − 2yy
′ − y2 = 0;

3. y′′y′′′ = −1;

4. x2y′′′ + y
′′2 = 0, y(1) = 2 ln 2, y

′
(1) = ln 2, y

′′
(1) = −0.5;

5. 4y
′′
y3 = 16y4 − 1, y(0) =

√
2
2 , y

′
(0) = 1√

2
.

Варiант 13

1. yy′′ − 3y
′2 = 8y2;

2. x3y′′ − (y − xy′)2 = 0;

3. y′′ − xy′ − y = 1;

4. (x+ 1)y
′′′

+ y
′′

= x+ 1, y(0) = 0, y
′
(0) = 0, y

′′
(0) = 1;

5. y′′ = 2 sin3 y cos y, y(1) = π
2 , y

′
(1) = 1.

Варiант 14

1. y′′tgx− y′cscx = 0;

2. xyy′′ + xy
′2 − 3yy

′
= 0;

3. 2yy
′′ − 3y

′2 = 4y2;

4. y′′′y′ − y′′2 − y′3 = 0, y(π2 ) = 0, y
′
(π2 ) = 1, y

′′
(π2 ) = 1;

5. y′′ = 2 sin3 y cos y, y(1) = π
2 , y

′
(1) = 1.
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Варiант 15

1. x2y′′′ = y
′′2;

2. y′′ − y′2 = 0;

3. xyy′′ − xy′2 = yy
′
;

4. x3y′′′ + x2y
′′

=
√
x, y(1) = −9, y

′
(1) = 2, y

′′
(1) = −1;

5. y′′ = 2yy
′
, y(0) = 0, y

′
(0) = 1.

Варiант 16

1. x2y′′ = y
′2;

2. yy′′′ = y
′
y
′′
;

3. (x2 + 1)(y
′2 − yy′) = xyy

′
;

4. yy′′′ = y
′
(2− y′′), y(0) = 1, y

′
(0) = 2, y

′′
(0) = 2;

5. y′′ctgx− y′ − 1
sin3 x

= 0, y(π4 ) = 0, y
′
(π4 ) = 0.

Варiант 17

1. (1 + x2)y
′′

+ 2xy
′
= 12x3;

2. xy′′ + y
′ − x2 − 1 = 0;

3. yy′′ + y
′2 = y2

x2 ;

4. y′y′′′ − 3y
′′2 = 0, y(1) = 2, y

′
(1) = 1, y

′′
(1) = 1;

5. y′′ + y
′2 + 2y

′
= 0, y(0) = ln 2, y

′
(0) = −1.

Варiант 18

1. xy′′ = y
′
+ x sin y

′

x ;

2. 2y
′′

ln y
′
= y

′
;

3. x2 − 1
y′′2

= 1;

4. y′′′ − y′′y′ = y
′′
, y(0) = 2, y

′
(0) = 2, y

′′
(0) = 4;

5. y′′ + 2 sin y cos3 y = 0, y(π) = 0, y
′
(π) = −1.

Варiант 19

1. 4y
′
+ y

′′
= 4xy

′′
;

2. y′′ + y
′2 = 2e−y;

3. y(3)y′ − 3y
′′2 = 0;

4. xy′′′ + y
′′ − x− 1 = 0, y(1) = 0, y

′
(1) = 3

4 , y
′′
(1) = 1;

5. y′′ = 32 sin3 y cos y, y(2) = π
2 , y

′
(2) = 4.
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Варiант 20

1. y′′ − (1 + 2tg2x)y = 0;

2. 2xy
′
y
′′

= y
′2 − 1;

3. xy(3) − y′′2 = 0;

4. y′′y′′′ + 1 = 0, y(1) = 1, y
′
(1) = 1, y

′′
(1) = 1;

5. y3y′′ = y4 − 16, y(0) = 2
√

2, y
′
(0) =

√
2.

Варiант 21

1. y′′ = xy
′
+ y + 1;

2. 1 + y
′2 = 2yy

′′
;

3. 2xy
′
y
′′

= y
′2 − 1;

4. y′′′ − xy′′2 = 0, y(3) = 7 ln 2, y
′
(3) = ln 2, y

′′
(3) = −0.25;

5. y′′y3 + 36 = 0, y(0) = 3, y
′
(0) = 2.

Варiант 22

1. (x2 + 1)(y
′2 − yy′′ = xyy

′
;

2. 2y
′
(y
′′

+ 2) = xy
′′2;

3. yy′′ − y′2 = y2

x2 ;

4. y′′′ = 3yy
′
, y(0) = −2, y

′
(0) = 0, y

′′
(0) = 4.5;

5. yy′′ + y = y
′2, y(1) = 1, y

′
(1) =

√
3.

Варiант 23

1. y′′tg(5x) = 5y
′
;

2. 3y
′2 − 2yy

′′
= 4y2;

3. x3y′′′ + x2y
′′

=
√
x;

4. x2y′′′ = y
′′2, y(1) = 2.5, y

′
(1) = 1, y

′′
(3) = 0.5;

5. y′′(1 + 2 ln y
′
) = 1, y(0) = 0, y

′
(0) = 1.

Варiант 24

1. xy′′ = y
′
ln y

′

x ;

2. y′′cthx− y′ + 1
chx = 0;

3. y′′ = 2y
′
y;

4. y′′′2 + y
′2 = y

′4, y(0) = 0, y
′
(0) = 0, y

′′
(0) = 1;

5. yy′′ − 2xy
′2 = 0, y(12) = 2, y

′
(12) = 8

27 .
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Варiант 25

1. x = y
′′2 + 1;

2. y′′ + y
′2 = e−y;

3. y′′ + 2x
x2+1y

′
= 2x;

4. x4y′′′ + 2x3y
′′

= 1, y(1) = 0, y
′
(1) = 2.5, y

′′
(1) = −2;

5. (x2 + 1)y
′′ − 2xy

′
= 0, y(0) = 1, y

′
(0) = 3.
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Роздiл 2

Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння n–го порядку зi сталими
коефiцiєнтами

2.1 Лiнiйнi однорiднi рiвняння n-го порядку зi сталими
коефiцiєнтами. Метод Ейлера

Означення 2.1. Рiвняння вигляду:

y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + ...+ an−1y
′
+ any = 0, (2.1)

де ai = const, ai ∈ R, i = 1, n,
називається лiнiйним однорiдним диференцiальним рiвнянням зi сталими
коефiцiєнтами.

Розв’язок диференцiального рiвняння (2.1) будемо шукати у виглядi:

y(x) = eλx. (2.2)

Пiдставивши функцiю (2.2) у диференцiальне рiвняння (2.1) одержимо:

λneλx + a1λ
n−1eλx + a2λ

n−2eλx + ...+ an−1λe
λx + ane

λx = 0.

Оскiльки eλx 6= 0, x ∈ I, то отримаємо алгебраїчне рiвняння степеня n
вигляду:

λn + a1λ
n−1 + ...+ an−1λ+ an = 0. (2.3)

Означення 2.2. Алгебраїчне рiвняння (2.3) називається характеристичним
рiвнянням, що вiдповiдає лiнiйному однорiдному диференцiальному рiвнян-
ню (2.1).

Функцiя
y(x) = eλx

є розв’язком лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння (2.1) тодi i
тiльки тодi, коли значення λ є розв’язком характеристичного рiвняння
(2.1).



Загальним розв’язком диференцiального рiвняння (2.1) є функцiя,

y(x) =
n∑
i=1

ciyi(x)

де ci = const, i = 1, n, а функцiї yi(x), i = 1, n утворюють фундаментальну
систему частинних розв’язкiв рiвняння (2.1).

Розглянемо можливi випадки розв’язкiв λi характеристичного рiвняння
(2.1).

I. Нехай λ дiйснi i рiзнi.
Тодi кожному значенню λi вiдповiдає частинний розв’язок:

yi(x) = eλix, i = 1, n,

а загальний розв’язок рiвняння (2.1) запишеться у виглядi:

y(x) =
n∑
i=1

cie
λix

.
II. Нехай λ1 = λ2 = ... = λs = λ, 2 ≤ s ≤ n.

• Якщо λ = 0, то s-кратним кореням характеристичного рiвняння (2.3)
вiдповiдає система з s лiнiйно незалежних частинних розв’язкiв вигляду:

y1(x) = 1,

y2(x) = x,

y3(x) = x2,

. . .

ys(x) = xs−1.

• Якщо λ = µ 6= 0, тодi цим власним значенням вiдповiдатиме система
лiнiйно незалежних частинних розв’язкiв:

y1(x) = eµx,

y2(x) = xeµx,
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y3(x) = x2eµx,

. . .

ys(x) = xseµx.

III. Нехай λ = α± iβ.
Оскiльки коефiцiєнти рiвняння (2.1) є дiйсними, то у цьому випадку ма-

тимемо комплексно спряженi коренi характеристичного рiвняння:

λ1 = α + iβ, λ2 = α− iβ.

Тодi цим розв’язкам рiвняння (2.3) вiдповiдатимуть два лiнiйно незале-
жних частинних розв’язки диференцiального рiвняння (2.1):

y1(x) = eαx cos βx,

y2(x) = eαx sin βx.

Приклад 2.1. Побудувати загальний розв’язок диференцiального рiвняння

y
′′ − y′ − 2y = 0.

Характеристичне рiвняння матиме вигляд:

λ2 − λ− 2 = 0.

Тодi власнi значення та власнi функцiї будуть такими:

λ1 = 2;λ2 = −1

y1(x) = e2x, y2(x) = e−x,

а загальний розв’язок запишеться наступним чином:

y(x) = c1e
2x + c2e

−x.

Приклад 2.2. Побудувати загальний розв’язок диференцiального рiвняння

y
′′

+ 4y = 0.
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Запишемо характеристичне рiвняння:

λ2 + 4 = 0,

розв’язками якого будуть власнi значення:

λ1,2 = ±2i.

Власнi функцiї, якi вiдповiдають знайденим власним значенням, є насту-
пними: y1(x) = sin 2x, y2(x) = cos 2x, а тодi загальним розв’язком є:

y(x) = c1 sin 2x+ c2 cos 2x.

Приклад 2.3. Побудувати загальний розв’язок диференцiального рiвняння

y
′′′ − 3y

′′
+ 3y

′ − y = 0.

Характеристичне рiвняння буде таким:

λ3 − 3λ2 + 3λ− 1 = 0,

(λ− 1)3 = 0.

Його розв’язками є власнi значення:

λ1 = λ2 = λ3 = 1.

Фундаментальна система частинних розв’язкiв матиме вигляд:

y1(x) = ex, y2(x) = xex, y3(x) = x2ex,

а загальний розв’язок запишеться наступним чином:

y(x) = c1e
x + c2xe

x + c3x
2ex.
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2.2 Лiнiйнi неоднорiднi диференцiальнi рiвняння n-го порядку
зi сталими коефiцiєнтами. Метод варiацiї сталих

Означення 2.3. Диференцiальне рiвняння вигляду:

y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + ...+ an−1y
′
+ any = f(x), (2.4)

де ai = const, ai ∈ R, i = 1, n, f ∈ C(I) називається лiнiйним неоднорiдним
диференцiальним рiвнянням зi сталими коефiцiєнтами.

Розв’язок диференцiального рiвняння (2.4) будемо шукати за допомогою
методу варiацiї сталих, який складається з трьох етапiв:

I. Розглядаємо вiдповiдне однорiдне диференцiальне рiвняння:

y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + ...+ an−1y
′
+ any = 0, (2.5)

розв’язок якого будується за допомогою методу Ейлера.
Нехай загальним розв’язком рiвняння (2.5) є функцiя:

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + ...+ cnyn(x). (2.6)

II. Покладемо у (2.6) c1 = c1(x), c2 = c2(x), . . . , cn = cn(x).
Тодi розв’язок (2.6) запишеться у виглядi:

y(x) = c1(x)y1(x) + c2(x)y2(x) + ...+ cnyn(x) =
n∑
i=1

ci(x)yi(x). (2.7)

Продиференцiюємо функцiю (2.7) n разiв:

y′ =
n∑
i=1

c′i(x)yi(x)︸ ︷︷ ︸
=0

+
n∑
i=1

ci(x)y′i(x),

y′′ =
n∑
i=1

c′i(x)y′i(x)︸ ︷︷ ︸
=0

+
n∑
i=1

ci(x)y′′i (x),

· · ·
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y(n−1) =
n∑
i=1

c′i(x)y
(n−2)
i (x)︸ ︷︷ ︸

=0

+
n∑
i=1

ci(x)y
(n−1)
i (x),

y(n) =
n∑
i=1

c′i(x)y
(n−1)
i (x)︸ ︷︷ ︸

=f(x)

+
n∑
i=1

ci(x)y
(n)
i (x).

На основi знайдених значень похiдних функцiї y(x) вигляду (2.7) скла-
даємо систему диференцiальних рiвнянь для вiдшукання невiдомих ci(x),
i = 1, n: 

n∑
i=1

c′i(x)yi(x) = 0

n∑
i=1

c′i(x)y′i(x) = 0

...
n∑
i=1

c′i(x)y
(n−2)
i (x) = 0,

n∑
i=1

c′i(x)y
(n−1)
i (x) = f(x).

(2.8)

III. Розв’язавши систему (2.8), пiдставляємо знайденi значення функцiй ci(x),

i = 1, n у розв’язок (2.7) i одержуємо загальний розв’язок диференцiального
рiвняння (2.4).

Приклад 2.4. Розв’язати диференцiальне рiвняння

y
′′ − 2y

′
+ y =

ex

x

Запишемо вiдповiдне однорiдне диференцiальне рiвняння та проiнтегрує-
мо його:

y
′′ − 2y

′
+ y = 0,

λ2 − 2λ+ 1 = 0,

λ1,2 = 1,

y(x) = c1e
x + c2xe

x (2.9)

— загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного диференцiального рiвняння.
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Припустимо, що c1 = c1(x), c2 = c2(x). Тодi функцiя (2.9) набуде вигляду:

y(x) = c1(x)ex + c2(x)xex. (2.10)

Продиференцiюємо одержаний розв’язок 2 рази:

y
′
= (c1 + c2)e

x + c2xe
x + c

′

1e
x + c

′

2xe
x︸ ︷︷ ︸

=0

,

y
′′

= (c1 + 2c2)e
x + c2xe

x + (c′1 + c′2)e
x + c′2xe

x,

{
c
′

1e
x + c

′

2xe
x = 0,

c
′

1e
x + c

′

2(e
x + xex) = ex

x ,{
c
′

1 + xc
′

2 = 0,

c
′

1 + c
′

2(1 + x) = 1
x ,

c
′

2 =
1

x
⇒ c2(x) = ln |x|+ c̃2,

c
′

1 = −1⇒ c1(x) = −x+ c̃1.

Пiдставляючи знайденi значення функцiй c1(x) та c2(x) у (2.10), одержимо
загальний розв’язок рiвняння:

y(x) = (c̃1 − x)ex + (ln |x|+ c̃2)xe
x.

2.3 Лiнiйнi неоднорiднi диференцiальнi рiвняння n-го порядку
зi сталими коефiцiєнтами.
Метод невизначених коефiцiєнтiв

Розглянемо лiнiйне неоднорiдне диференцiальне рiвняння n–го порядку
зi сталими коефiцiєнтами (2.4).

Означення 2.4. Функцiя f(x) називається квазiполiномом, якщо вона має
вигляд:

f(x) = eαx (Pm1
(x)cosβx+Qm2

(x)sinβx) , (2.11)

де Pm1
(x) та Qm2

(x) — заданi полiноми степеня m1 та m2 вiдповiдно.
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При цьому значення γ = α + iβ називатимемо контрольним числом.

Якщо функцiя f(x) у правiй частинi диференцiального рiвняння (2.4) є
квазiполiномом, тодi розв’язок цього рiвняння будемо шукати у виглядi су-
ми загального розв’язку вiдповiдного однорiдного рiвняння (2.1) та деякого
частинного розв’язку неоднорiдного рiвняння (2.4):

y(x) = yз. о.(x) + yч. н.(x)

Як зазначалось вище, загальний розв’язок однорiдного диференцiального
рiвняння зi сталими коефiцiєнтами будуємо за допомогою методу Ейлера.

Частинний же розв’язок будемо будувати за допомогою методу неви-
значених коефiцiєнтiв.

Для функцiї f(x) у правiй частинi диференцiального рiвняння (2.4) мож-
ливi наступнi випадки:

I. Нехай
f(x) = Pm1

(x)eαx,

де контрольне число γ = α.

1. Нерезонансний випадок : якщо λ = γ не є серед коренiв характеристично-
го рiвняння.

Тодi:
yч.н. = Rm1

(x)eγx,

де Rm1
(x) — многочлен степеня m1 з невизначеними коефiцiєнтами.

2. Резонансний випадок : якщо λ = γ є серед коренiв характеристичного
рiвняння i кратнiсть цього кореня s.

Тодi:
yч.н. = Rm1

(x)xseγx,

де Rm1
(x) — многочлен степеня m1 з невизначеними коефiцiєнтами.

II. Нехай
f(x) = Pm1

(x) cos βx

або
f(x) = Qm2

(x) sin βx,
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або
f(x) = Pm1

(x) cos βx+Qm2
(x) sin βx,

де контрольне число γ = ±iβ.

1. Нерезонансний випадок: λ = ±iβ не є серед коренiв характеристичного
рiвняння.

Тодi:
yч.н. = Rm(x) cos βx+ Tm(x) sin βx,

де – m = max(m1,m2), Rm(x), Tm(x) — полiноми степеня m з невизначе-
ними коефiцiєнтами.

2. Резонансний випадок: λ = ±iβ є серед коренiв характеристичного рiвня-
ння i кратнiсть цього кореня s.

Тодi:
yч.н. = xs

(
Rm(x) cos βx+ Tm(x) sin βx

)
,

де – m = max(m1,m2), Rm(x), Tm(x) — полiноми степеня m з невизначе-
ними коефiцiєнтами.

III. Нехай

f(x) = eαx (Pm1
(x) cos βx+Qm2

(x) sin βx) ,

де контрольне число γ = α± iβ.

1. Нерезонансний випадок: λ = α± iβ не є серед коренiв характеристичного
рiвняння.

Тодi:
yч.н. = eαx

(
Rm(x) cos βx+ Tm(x) sin βx

)
,

де — m = max(m1,m2), Rm(x), Tm(x) — полiноми степеня m з невизна-
ченими коефiцiєнтами.

2. Резонансний випадок: λ = α ± iβ є серед коренiв характеристичного
рiвняння i кратнiсть цього кореня s.

Тодi:
yч.н. = eαx · xs

(
Rm(x) cos βx+ Tm(x) sin βx

)
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Зауваження 2.1. Вiдмiтимо, що значення невизначених коефiцiєнтiв по-
лiномiв Rm(x) та Tm(x) обчислюються пiдстановною вiдповiдних частинних
розв’язкiв у неоднорiдне диференцiальне рiвняння.

Приклад 2.5. Розв’язати диференцiальне рiвняння:

y
′′ − 3y

′
+ 2y = sinx.

Оскiльки функцiя f(x) = sinx є квазiполiномом, то розв’язок шукатиме-
мо у виглядi:

y(x) = yз.о.(x) + yч.н.(x).

Розв’яжемо спочатку вiдповiдне однорiдне рiвняння:

y
′′ − 3y

′
+ 2y = 0.

λ2 − 3λ+ 2 = 0,

λ1 = 1, λ2 = 2,

yз.о.(x) = c1e
x + c2e

2x.

Побудуємо тепер частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння:

f(x) = sinx, γ = ±i, s = 0,m = 0,

yч.н.(x) = A sinx+B cosx.

Для вiдшукання значень коефiцiєнтiв A,B пiдставимо функцiю yч.н.(x)

у задане лiнiйне неоднорiдне диференцiальне рiвняння:

y
′

ч.н.(x) = A cosx−B sinx,

y
′′

ч.н.(x) = −A sinx−B cosx,

−A sinx−B cosx− 3(A cosx−B sinx) + 2(A sinx+B cosx) = sin x

та прирiвняємо коефiцiєнти при функцiях sinx та cosx:

sinx : −A+ 3B + 2A = 1⇒ A+ 3B = 1

cosx : −B − 3A+ 2B = 0⇒ −3A+B = 0
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B =
1

5
, A =

2

5
.

Тодi
yч.н.(x) =

2

5
sinx+

1

5
cosx,

а
y(x) = c1e

x + c2e
2x +

2

5
sinx+

1

5
cosx

— загальний розв’язок диференцiального рiвняння.

Приклад 2.6. Розв’язати диференцiальне рiвняння:

y
′′ − 5y

′
+ 4y = 4x2e2x.

Розв’язок шукатимемо у виглядi:

y(x) = yз.о.(x) + yч.н.(x).

Проiнтегруємо вiдповiдне однорiдне диференцiальне рiвняння:

y
′′ − 5y

′
+ 4y = 0,

λ2 − 5λ+ 4 = 0,

λ1 = 1, λ2 = 4,

yз.о.(x) = c1e
x + c2e

4x.

Побудуємо тепер частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння:

f(x) = 4x2e2x, γ = 2,m = 2, s = 0,

yч.н.(x) = (Ax2 +Bx+ C)e2x,

де A,B,C — невизначенi коефiцiєнти.
Пiдставимо тепер функцiю yч.н.(x) у лiнiйне неоднорiдне диференцiальне

рiвняння:
y
′

ч.н.(x) = (2Ax+B)e2x + 2e2x(Ax2 +Bx+ C),

y
′′

ч.н.(x) = 2Ae2x + 2(2Ax+B)e2x + 4e2x(Ax2 +Bx+ C) + 2e2x(2Ax+B),

(2A+ 4Ax+ 2B + 4Ax2 + 4Bx+ 4C + 4Ax+ 2B)e2x−
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−5(2Ax+B + 2Ax2 + 2Bx+ 2C)e2x + 4(Ax2 +Bx+ C)e2x = 4x2e2x.

Прирiвняємо коефiцiєнти при x2, x та x0:

x2 : 4A− 10A+ 4A = 4⇒ A = −2,

x|4A+ 4B + 4A− 10A− 10B + 4B = 0⇒ −2B − 2A = 0⇒ B = 2,

x0|2A+ 2B + 4C + 2B − 5B − 10C + 4C = 0⇒ 2A−B − 2C = 0⇒ C = −3.

Тодi
yч.н.(x) = (−2x2 + 2x− 3)e2x,

а
y(x) = c1e

x + c2e
4x − (2x2 − 2x+ 3)e2x

— загальний розв’язок рiвняння.

Приклад 2.7. знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння:

y
′′ − 4y

′
+ 8y = e2x + sin 2x.

Розв’язок шукаємо у виглядi:

y(x) = yз.о.(x) + yч.н.(x).

λ2 − 4λ+ 8 = 0,

λ1 = 2 + 2i, λ2 = 2− 2i,

yз.о.(x) = e2x(c1 cos 2x+ c2 sin 2x)

— загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного диференцiального рiвняння.
Для кожної з функцiй у правiй частинi неоднорiдного рiвняння побудуємо

частинний розв’язок згiдно методу невизначених коефiцiєнтiв:

f1(x) = e2x, γ1 = 2,m1 = 0, s1 = 0, y1ч.н.(x) = Ae2x;

f2(x) = sin 2x, γ2 = ±2i,m1 = 0, s2 = 0, y2ч.н.(x) = B sin 2x+ C cos 2x.

Знайдемо невизначенi коефiцiєнти, якi фiгурують у кожному з частинних
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розв’язкiв:
y
′

1ч.н.(x) = 2Ae2x, y
′′

1ч.н.(x) = 4Ae2x,

4Ae2x − 8Ae2x + 8Ae2x = e2x = e2x,

4A = 1⇒ A =
1

4
,

y1ч.н.(x) =
1

4
e2x;

y
′

2ч.н.(x) = 2B cos 2x− 2C sin 2x,

y
′′

2ч.н.(x) = −4B sin 2x− 4C cos 2x,

−4B sin 2x−4C cos 2x−4(2B cos 2x−2C sin 2x)+8B sin 2x+8C cos 2x = sin 2x,

sin 2x : −4B + 8C + 8B = 1,

cos 2x : −4C − 8B + 8C = 0,

B = −1

5
, C =

1

10
,

y2ч.н.(x) = −1

5
sin 2x+

1

10
cos 2x.

А тодi загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiв-
няння буде таким:

y(x) = e2x(c1 cos 2x+ c2 sin 2x) +
1

4
e2x − 1

5
sin 2x+

1

10
cos 2x.

2.4 Диференцiальнi рiвняння, що зводяться до
лiнiйних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами

2.4.1 Рiвняння Ейлера

Означення 2.5. Лiнiйне диференцiальне рiвняння вигляду:

xny(n) + a1x
(n−1)y(n−1) + ...+ an−1xy

′
+ any = f(x), (2.12)

де x ∈ R {0}, ai — дiйснi сталi, i = 1, n, називається рiвнянням Ейлера.

Рiвняння (2.12) називається однорiдним, якщо f(x) ≡ 0 та неоднорiдним
при f(x) 6= 0, x ∈ R {0}.
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Нехай для визначеностi x ∈ (0,+∞). Зробимо в рiвняннi (2.12) замiну
незалежної змiнної згiдно з формулою:

x = et, t = lnx

(якщо x ∈ (−∞, 0), то замiна x = −et). Тодi

dx

dt
= et ⇒ dt

dx
= e−t,

y′ =
dy

dx
=
dy

dt

dt

dx
= y′te

−t,

y′′ =
dy′

dx
=
d(y′te

−t)

dt

dt

dx
=
(
y′′t e
−t − y′te−t

)
e−t = (y′′t − y′t) e−2t,

· · ·

y(n) =
(
y
(n)
t + . . .+ (−1)n−1(n− 1)!y′t

)
e−nt.

Пiдставляючи знайденi похiднi в рiвняння (2.12), одержимо лiнiйне нео-
днорiдне диференцiальне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами:

y
(n)
t + b1y

(n−1)
t + ...+ bn−1y

′

t + bny = f(et),

де bi = const, i = 1, n, розв’язок якого будуємо за методою варiацiї довiльних
сталих або методом невизначених коефiцiєнтiв.

Приклад 2.8. Розв’язати диференцiальне рiвняння, попередньо звiвши його
до рiвняння зi сталими коефiцiєнтами:

x2y
′′ − 4xy

′
+ 6y = 0. (2.13)

Задане рiвняння є однорiдним рiвнянням Ейлера, визначеним на iнтервалi
(0,+∞).

Введемо замiну змiнних:

x = et, t = lnx,

dx

dt
= et ⇒ dt

dx
= e−t,

y′ =
dy

dx
=
dy

dt

dt

dx
= y′te

−t,
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y′′ =
dy′

dx
=
d(y′te

−t)

dt

dt

dx
=
(
y′′t e
−t − y′te−t

)
e−t = (y′′t − y′t) e−2t.

Пiдставляючи одержанi значення похiдних шуканої функцiї y та незалеж-
ної змiнної x у рiвняння (2.13), одержимо:

y
′′

t − 5y
′

t + 6y = 0.

Розв’язок останнього будуємо методом Ейлера:

λ2 − 5λ+ 6 = 0,

λ1 = 2, λ2 = 3,

y(t) = c1e
2t + c2e

3t, x = et,

а тому загальний розв’язок диференцiального рiвняння (2.13) є таким:

y(x) = c1x
2 + c2x

3.

Приклад 2.9. Розв’язати рiвняння Ейлера, попередньо звiвши його до рiв-
няння зi сталими коефiцiєнтами:

x2y
′′ − xy′ + y = 8x3, (2.14)

x ∈ (0,+∞).

Введемо замiну змiнних:

x = et, t = lnx,

dx

dt
= et ⇒ dt

dx
= e−t,

y′ =
dy

dx
=
dy

dt

dt

dx
= y′te

−t,

y′′ =
dy′

dx
=
d(y′te

−t)

dt

dt

dx
=
(
y′′t e
−t − y′te−t

)
e−t = (y′′t − y′t) e−2t.

Пiдставляючи одержанi значення похiдних шуканої функцiї y та незалеж-
ної змiнної x у рiвняння (2.14), одержимо:

y
′′

t − 2y
′

t + y = 8e3t.
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Розв’язок останнього шукатимемо у виглядi:

y(t) = yз.о.(t) + yч.н.(t).

λ2 − 2λ+ 1 = 0,

(λ− 1)2 = 0,

λ1,2 = 1,

yз.о.(t) = c1e
t + c2te

t

— загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння.
Частинний розв’язок неоднорiдного диференцiального рiвняння будуємо

методом невизначених коефiцiєнтiв:

f(t) = 8e3t, γ = 3, s = 0,m = 0,

yч.н.(t) = Ae3t,

де A — поки–що невизначений коефiцiєнт.
Для його вiдшукання пiдставимо yч.н.(t) у неоднорiдне рiвняння:

y
′

ч.н. = 3Ae3t, y
′′

ч.н. = 9Ae3t,

9Ae3t − 6Ae3t + Ae3t = 8e3t,

2Ae3t = 8e3t,

A = 4,

yч.н.(t) = 4e3t.

Отже, загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння зi сталими
коефiцiєнтами є таким:

y(t) = c1e
t + c2te

t + 4e3t,

а тодi розв’язком рiвняння Ейлера є функцiя:

y(x) = c1x+ c2x lnx+ 4x3.

41



2.4.2 Рiвняння Лежандра

Означення 2.6. Диференцiальне рiвняння вигляду

(ax+ b)ny(n) + a1(ax+ b)n−1y(n−1) + ...+ an−1(ax+ b)y
′
+ any = f(x), (2.15)

де ai = const, ai ∈ R, i = 1, n, a 6= 0, b 6= 0, називається рiвнянням Лежандра.

Для зведення рiвняння (2.15) до рiвняння зi сталими коефiцiєнтами вве-
демо замiну змiнних:

t = ln(ax+ b), ax+ b = et,

x =
et

a
− b

a
,
dx

dt
=
et

a
,

y′ =
dy

dx
=
dy

dt

dt

dx
= ae−ty′t,

y′′ =
dy′

dx
=
d(ae−ty′t)

dt

dt

dx
= ae−t(−ae−ty′t + ae−ty′′t ) = a2e−2t(y′′t − y′t),

· · ·

y(n) = an
(
y
(n)
t + . . .+ (−1)n−1(n− 1)!y′t

)
e−nt.

Пiдставляючи знайденi похiднi в рiвняння (2.15), одержимо лiнiйне не-
однорiдне диференцiальне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами:

y
(n)
t + b1y

(n−1)
t + ...+ bn−1y

′

t + bny = f

(
fraceta− b

a

)
,

де bi = const, i = 1, n, розв’язок якого будуємо за методою варiацiї довiльних
сталих або методом невизначених коефiцiєнтiв.

Приклад 2.10. Розв’язати рiвняння Лежандра:

(2x+ 3)3y
′′′

+ 3(2x+ 3)y
′ − 6y = 0. (2.16)

Для зведення рiвняння (2.16) до рiвняння зi сталими коефiцiєнтами вве-
демо замiну змiнних:

t = ln(2x+ 3), 2x+ 3 = et,
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x =
et

2
− 3

2
,
dx

dt
=
et

2
,

y′ =
dy

dx
=
dy

dt

dt

dx
= 2e−ty′t,

y′′ =
dy′

dx
=
d(2e−ty′t)

dt

dt

dx
= 2e−t(−2e−ty′t + 2e−ty′′t ) = 4e−2t(y′′t − y′t),

y′′′ =
dy′′

dx
=
d(4e−2t(y′′t − y′t))

dt

dt

dx
= 8e−3t(y′′′t − 3y′′t + 2y′t),

8y′′′t − 24y′′t + 22y′t − 6y = 0,

4y′′′t − 12y′′t + 11y′t − 3y = 0

— лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами.
Розв’яжемо його методом Ейлера:

4λ3 − 12λ2 + 11λ− 3 = 0,

λ1 = 1, λ2 = 5, λ3 = −5,

y(t) = c1e
t + c2e

5t + c3e
−5t, et = 2x+ 3,

а тодi загальним розв’язком рiвняння (2.16) буде функцiя:

y(x) = c1(2x+ 3) + c2(2x+ 3)5 +
c3

(2x+ 3)5
.

Приклад 2.11. Знайти загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння Лежан-
дра:

(x− 2)2y
′′ − 3(x− 2)y

′
+ 4y = x. (2.17)

Для зведення рiвняння (2.17) до рiвняння зi сталими коефiцiєнтами вве-
демо замiну змiнних:

t = ln(x− 2), x− 2 = et,

x = et + 2,
dx

dt
= et,

y′ =
dy

dx
=
dy

dt

dt

dx
= e−ty′t,

y′′ =
dy′

dx
=
d(e−ty′t)

dt

dt

dx
= e−t(−e−ty′t + e−ty′′t ) = e−2t(y′′t − y′t).

Пiсля пiдстановки значень похiдних шуканої функцiї у (2.17), одержимо
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диференцiальне рiвняння вигляду:

y
′′ − 4y

′
+ 4y = et + 2,

яке у свою чергу є лiнiйним неоднорiдним рiвнянням зi сталими коефiцiєнта-
ми. Розв’язок останнього шукаємо у виглядi:

y(t) = yз.о.(t) + yч.н.(t).

Тодi
λ2 − 4λ+ 4 = 0,

(λ− 2)2 = 0,

λ1,2 = 2,

yз.о.(t) = c1e
2t + c2te

2t

— загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного диференцiального рiвняння.
Знайдемо частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння:

f1(t) = et, γ1 = 1, s1 = 0,m1 = 0,

f2(t) = 2, γ2 = 0, s2 = 0,m2 = 0.

y1,ч.н.(t) = Aet,

y2,ч.н.(t) = B,

де A i B — деякi поки–що невiдомi невизначенi коефiцiєнти.
Знайдемо їх:

y
′

1,ч.н. = Aet,

y
′′

1,ч.н. = Aet,

Aet − 4Aet + 4Aet = et,

A = 1,

y1,ч.н.(t) = et;

y
′

2,ч.н. = y
′′

2,ч.н. = 0

4B = 2,
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B =
1

2
,

y2,ч.н.(t) =
1

2
.

Тодi загальний розв’язком неоднорiдного рiвняння зi сталими коефiцiєн-
тами буде функцiя

y(t) = c1e
2t + c2te

2t + et +
1

2
,

а рiвняння Лежандра —

y(x) = c1(x− 2)2 + c2(x− 2)2 ln(x− 2) + x+
3

2
.
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Завдання для iндивiдуальної роботи №5

Завдання.

1. Розв’язати лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння методом Ейлера.

2. Розв’язати лiнiйне неоднорiдне диференцiальне рiвняння зi сталими кое-
фiцiєнтами методом варiацiї сталих.

3. Записати вигляд загального розв’язку лiнiйного неоднорiдного диферен-
цiального рiвняння.

4. Знайти розв’язок задачi Кошi.

5. Розв’язати рiвняння Ейлера чи Лежандра.

Варiант 1
1. yIV + 64y = 0;

2. y′′ + y = ctgx;

3. y′′ − 2y
′
+ 2y = ex + xcosx;

4. y′′ − 2y
′
+ y = 0, y(2) = 1, y′(2) = −2;

5. x2y′′ − 4xy′ + 6y = 0.

Варiант 2
1. y′′′ − 8y = 0;

2. y′′ − y = ex

1+ex ;

3. y′′ + 2y′ + 2y = chx · sinx;

4. y′′ + y = 4ex, y(0) = 4, y′(0) = −3;

5. x2y′′ − xy′ − 3y = 0.

Варiант 3
1. 4y′′ + 4y′ + y = 0;

2. y′′ + 4y = 1
cos2x ;

3. y′′ − 8y + 20y = 5xe4xsin2x;

4. y′′ − 2y′ = 2ex, y(1) = −1, y′(1) = 0;

5. x3y′′′ + xy′ − y = 0.

Варiант 4
1. yV − 6yIV + 9y

′′′
= 0;

2. y′′ + y = 1
sin2x

√
sinxcosx

;
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3. y′′ + 7y′ + 10y = xe−2xcos5x;

4. y′′ + 2y′ + 2y = xe−x, y(0) = y′(0) = 0;

5. x2y′′′ − 2y′ = 0.

Варiант 5
1. yIV + 2y′′ + y = 0;

2. y′′ − 6y′ + 9y = 9x2+6x+2
x3 ;

3. y′′ − 2y′ + 5y = 2xex + exsin2x;

4. y′′′ − y′ = 0, y(0) = 3, y′(0) = −1, y′′(0) = 1;

5. x2y′′ − xy′ + y = 8x3.

Варiант 6
1. y′′′ − 3y

′′
+ 3y

′ − y = 0;

2. y′′ + y = tgx;

3. y′′ − 2y′ + y = 2xex + exsin2x;

4. y′′′ − 3y′ − 2y = 9e2x, y(0) = 0, y′(0) = −3, y′′(0) = 3;

5. x2y′′ + xy′ + 4y = 10x.

Варiант 7
1. y′′′ − y′′ − y′ + y = 0;

2. y′′ − y = (2−cos2x)sinx
cos3x ;

3. y′′ − 8y′ + 17y = e4x(x2 − 3xsinx);

4. yIV + y′′ = 2cosx, y(0) = −2, y′(0) = 1, y′′(0) = y′′′(0) = 0;

5. x3y′′ − 2xy = 6lnx

Варiант 8
1. yIV − 5y′′ + 4y = 0;

2. y′′ + y = x2+2
x3 ;

3. y′′′ + y
′
= sinx+ xcosx;

4. y′′ − 2y′ = 0, y(0) = 0, y′(0) = 2;

5. x2y′′ − 3xy′ + 5y = 3x2.

Варiант 9
1. yV + 8y′′′ + 16y′ = 0;

2. y′′ + 2y
′
+ 5y = e−x(cos2x+ tgx);

3. y′′ + 2y′ + y = x(e−x − cosx);

4. y′′ + 4y′ + 3y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 4;

5. x2y′′ − 6y = 5x3 + 8x2.
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Варiант 10
1. yIV + 4y′′ + 3y = 0;

2. y′′ + 3y
′
+ 2y = 1

1+ex , ;

3. y′′ + 4y′ + 3y = chx;

4. 4y′′ − 4y′ + y = 0, y(0) = 2, y′(0) = −1;

5. x2y′′ − 2y = sinlnx.

Варiант 11
1. y′′ − 7y′ + 10y = 0;

2. y′′ + y = 1
sinx ;

3. y′′ − 6y′ + 13y = x2e3x − 3cos2x;

4. y′′ − 4y = e2x(11 cosx− 7 sinx), y(0) = 1, y
′
(0) = 1;

5. x2y′′ + 3xy′ + 2y = x3.

Варiант 12
1. y′′′ + 2y′′ − 5y′ − 6y = 0;

2. y′′ + 4y = 2tgx;

3. y′′ − 9y = e−3x(x2 + sin3x);

4. y′′ − 9y
′
+ 20y = e6x, y(0) = 1, y

′
(0) = 1;

5. x2y′′ − xy′ − 3y = 5x4.

Варiант 13
1. y′′′ + 3y′′ − 4y′ − 12y = 0;

2. y′′ + 2y′ + y = 3e−x
√
x+ 1;

3. yIV + y′′ = 7x− 3cosx;

4. y′′ − 5y
′
+ 6y = (12x− 7)e−x, y(1) = 0, y

′
(0) = 1;

5. x2y′′ + 2xy′ − 6y = 0.

Варiант 14
1. y′′′ − 5y′′ + 3y′ + 9y = 0;

2. y′′ + y = 2sec3x;

3. y′′ + 4y = cosxcos3x;

4. y′′ − 6y
′
+ 9y = x2 − x+ 3, y(0) = 2, y

′
(0) = 1;

5. xy′′ + y′ = 0.

Варiант 15
1. y′′′ + 6y′′ + 12y′ + 8y = 0;

2. y′′ − 3y
′
+ 2y = e3x

1+ex ;
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3. y′′′ − 4y′′ + 3y′ = x2 + xe2x;

4. y′′ + y = 4ex, y(0) = 4, y
′
(0) = −3;

5. x3y′′′ − 3x2y′′ + 6xy′ − 6y = 0.

Варiант 16
1. y′′′ + 27y = 0;

2. y′′ + y = 1
cosx ;

3. y′′ − 4y′ + 5y = e2xsin2x;

4. y′′ − 2y
′
= 2ex, y(1) = −1, y

′
(1) = 0;

5. x3y′′′ − xy′ − 3y = x2.

Варiант 17
1. yIV − 8y′ = 0;

2. y′′ + π2y = π2

sinπx ;

3. y′′ + 3y′ + 2y = e−xcos2x;

4. y′′ + y = 1, y(0) = 0, y
′
(π2 ) = 0;

5. x3y′′′ + 8x2y′′ + 12xy′ = lnx.

Варiант 18
1. y′′′ + 27y = 0;

2. y′′ + y
π2 = 1

π2 cos( xπ )
;

3. y′′ − 2y′ + 2y = (x+ ex)sinx;

4. y′′ − y = 2x, y(0) = 0, y
′
(1) = −1;

5. x4yIV + 10y = 0.

Варiант 19
1. yIV − 13y′′ + 36y = 0;

2. y′′ + 16y = 16
cos 4x ;

3. yIV + 5y′′ + 4y = sinxcos2x;

4. y′′ + y = 1, y(0) = 0, y
′
(π) = 0;

5. (y + 1)2y′′ + 3(x+ 1)y′ + y = 0.

Варiант 20
1. yIV + 9y′′ = 0;

2. y′′ + y = 1
sinx ;

3. y′′ − y = 4shx;

4. y′′ − y = x2 + 1, y(0) = 1, y
′
(0) = 0;

5. (x− 2)2y′′ − 3(x− 2)y′ + 4y = x.
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Варiант 21
1. yIV + 5y′′ + 6y = 0;

2. y′′ + 4y = 4
sin 2x ;

3. y′′ + 4y = shxsin2x;

4. y′′ − 3y
′
+ 2y = x3, y(0) = 0, y

′
(0) = 0;

5. (x+ 2)2y
′′ − 4(x+ 2)y′ + 6y = 0.

Варiант 22
1. yV − y = 0;

2. y′′ + y = 4ctgx;

3. y′′ + 6y′ + 10y = 3xe−3x − 2e3xcosx;

4. y′′ − 4y
′
+ 4y = xex, y(0) = y

′
(0) = 0;

5. x3y′′′ − x2y′′ + 2xy′ − 2y = x3 + 3x.

Варiант 23
1. yV − 3yIV + 2y

′′′
= 0;

2. y′′ − 6y
′
+ 8y = 4

2+e−2x ;

3. y′′′ − 2y′′ + 4y′ − 8y = e2xsin2x+ 2x2;

4. y′′ − 9y = e3x cosx, y(0) = 0, y
′
(0) = 1;

5. 2(2x+ 1)2y′′ − (2x+ 1)y′ + 2y = 0.

Варiант 24
1. yV I + 3yIV = 0;

2. y′′ + 4y = sin2x;

3. y′′ − 6y′ + 8y = 5xe2x + 2e4xsinx;

4. y′′′ − 4y
′
= x2, y(0) = 5, y

′
(0) = 0, y

′′
(0) = 1;

5. (2x+ 3)3y′′′ + 3(2x+ 3)y′ − 6y = 0.

Варiант 25
1. yV I − 4yV + 13yIV = 0;

2. yIV + 8y′′ + 16y = cosx;

3. y′′′ − 2y′ + 4y = excosx+ sin2x+ x2;

4. y′′ + 5y′ + 4y = 0, y(0) = 1, y′(0) = −1;

5. (x+ 1)3y′′′ + 9(x+ 1)2y′′ + 4(x+ 1)y′ − 4y = 0.
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Роздiл 3

Системи звичайних диференцiальних рiвнянь n–го порядку

3.1 Основнi поняття теорiї лiнiйних систем

Означення 3.1. Лiнiйною системою називається система звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь, визначена в областi G := [a, b]× Rn, вигляду:

x′1 = a11(t)x1 + a12(t)x2 + . . .+ a1n(t)xn + b1(t),

x′2 = a21(t)x1 + a22(t)x2 + . . .+ a2n(t)xn + b2(t),

. . .

x′n = an1(t)x1 + an2(t)x2 + . . .+ a2n(t)xn + bn(t),

(3.1)

де t ∈ [a, b], функцiї x1, x2, . . . , xn ∈ C1([a, b]) є шуканими; заданi функцiї
aij ∈ C([a, b]), i, j = 1, n називаються коефiцiєнтами системи, bi ∈ C([a, b]),

i = 1, n — вiльними членами або правими частинами системи.
Якщо хоча б одна з функцiй bi, i = 1, n не дорiвнює нулю, то система (3.1)

називається неоднорiдною; i якщо всi bi, i = 1, n є нульовими, то система (3.1)
називається однорiдною i має вигляд:

x′1 = a11(t)x1 + a12(t)x2 + . . .+ a1n(t)xn,

x′2 = a21(t)x1 + a22(t)x2 + . . .+ a2n(t)xn,

. . .

x′n = an1(t)x1 + an2(t)x2 + . . .+ a2n(t)xn,

(3.2)

Означення 3.2. Задачею Кошi для системи диференцiальних рiвнянь (3.1)
називатимемо задачу вiдшукання розв’язку системи (3.1), що задовольняє
початковим умовам:

x1(t0) = x01, x2(t0) = x02, . . . , xn(t0) = x0n, (3.3)

де
(
t0, x

0
1, x

0
2, . . . , x

0
n

)
∈ G називається початковою точкою.

Має мiсце наступна теорема iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi
(3.1), (3.3).

Теорема 3.1. Якщо aij та bi є неперервними на [a, b], то для будь–якої
точки

(
t0, x

0
1, x

0
2, . . . , x

0
n

)
з областi G задача Кошi (3.1), (3.3) має єдиний



непродовжуваний розв’язок, визначений на всьому промiжку [a, b].

Означення 3.3. Сукупнiсть функцiй

ϕk =
(
ϕk1, ϕ

k
2, . . . , ϕ

k
n

)
, k ∈ {1, 2, . . . ,m},

визначених i неперервних на [a, b], називається лiнiйно залежною на цьому
промiжку, якщо iснують такi сталi α1, α2, . . . , αm, якi одночасно не дорiнюють
нулю, що

α1ϕ
1 + α2ϕ

2 + . . .+ αmϕ
m ≡ 0, t ∈ [a, b].

У протилежному випадку сукупнiсть функцiй ϕk, k ∈ {1, 2, . . . ,m}, нази-
вається лiнiйно незалежною.

Теорема 3.2. Нехай ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm — розв’язки системи (3.2). Тодi функцiя

x(t) =
m∑
i=1

= Ciϕ
i(t)

буде розв’язком системи для довiльних сталих C1, C2, . . . , Cm.

Означення 3.4. Сукупнiсть n розв’язкiв ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn системи (3.2) назива-
ється фундаментальною системою розв’язкiв, якщо вона лiнiйно незалежна
на [a, b].

Теорема 3.3. Для системи (3.2) завжди iснує фундаментальна система
розв’язкiв.

Має мiсце теорема про структуру загального розв’язку однорiдної систе-
ми.

Теорема 3.4. Нехай ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn — фундаментальна система розв’язкiв
системи (3.2).

Тодi загальний розв’язок системи (3.2) визначається формулою

x(t) =
n∑
j=1

= Cjϕ
j(t), (3.4)

де C1, C2, . . . , Cn — довiльнi сталi.

52



Нехай вектори ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn утворюють фундаментальну систему розв’яз-
кiв лiнiйної однорiдної системи (3.2) на промiжку [a, b]. Введемо квадратну
матрицю Φ =

(
ϕji

)
, стовпцями якої є вектори ϕj.

Означення 3.5. Матриця Φ називається фундаментальною матрицею лi-
нiйної системи (3.2) на промiжку [a, b].

Для фундаментальної матрицi Φ лiнiйної однорiдної системи (3.2) спра-
ведливi наступнi властивостi.

Властивiсть 3.1. Фундаментальна матриця Φ є розв’язком матричного
диференцiального рiвняння

Φ′(t) = A(t)Φ(t), t = [a, b],

де A(t) = (aij)
n
i,j=1.

Властивiсть 3.2. Загальний розв’язок однорiдної системи (3.2) має вигляд

x(t) = Φ(t)C,

де Φ — фундаментальна матриця, а C — довiльний сталий вектор.

Властивiсть 3.3. Фундаментальна матриця Φ є невиродженою в кожнiй
точцi.

Властивiсть 3.4. Нехай Φ — фундаментальна матриця лiнiйної системи
(3.2). Тодi будь–яка iнша фундаментальна матриця Ψ цiєї системи має
вигляд

Ψ(t) = Φ(t)U,

де U — стала невироджена матриця.

3.2 Зв’язок мiж лiнiйним рiвнянням n–го порядку та
лiнiйною системою розмiрностi n

Розглянемо диференцiальне рiвняння

y(n) = f(t, y, y′, . . . , y(n−1)) (3.5)
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та систему n–диференцiальних рiвнянь першого порядку:

x′ = F (t, x), (3.6)

де x, F ∈ Rn.
За допомогою замiни змiнних:


y = x1,

y′ = x2,

· · ·
y(n−1) = xn

⇒



x′1 = x2,

x′2 = x3,

· · ·
x′(n−1) = xn,

x′n = f(t, x1, . . . , xn)

(3.7)

вiд рiвняння (3.5) завжди можна перейти до системи диференцiальних рiв-
нянь (3.6)

Тобто диференцiальне рiвняння (3.5) може бути записане у виглядi (3.7).
Розглянемо алгоритм методу зведення нормальної системи (3.6) до

рiвняння n–го порядку (3.5) .
Запишемо систему (3.6) покомпонентно:

x′1 = F1(t, x1, . . . , xn)

· · ·
x′n = Fn(t, x1, . . . , xn)

(3.8)

Продиференцiюємо перше рiвняння системи (3.8) (n − 1) раз, пiдставля-
ючи замiсть похiдних x′i, i = 1, n їх значення iз системи (3.8):

x′1 = F1(t, x1, . . . , xn),

x′′1 =
∂F1

∂t
+
∑
i=1

∂F1

∂xi
x′i,

x′′1 =
∂F1

∂t
+
∑
i=1

∂F1

∂xi
Fi(t, x1, . . . , xn)

i т. д.
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У результатi одержимо таку систему:
x′1 = F1(t, x1, . . . , xn),

x′′1 = G2(t, x1, . . . , xn),

· · ·
x
(n)
1 = Gn(t, x1, . . . , xn).

(3.9)

З перших (n−1)–го рiвняння системи (3.9) знаходимо виразимо x2, . . . , xn
через x′1, . . . , x

(n−1)
1 : 

x2 = ϕ2

(
t, x′1, . . . , x

(n−1)
1

)
,

· · ·
xn = ϕn

(
t, x′1, . . . , x

(n−1)
1

)
.

(3.10)

Одержанi значення x2, . . . , xn пiдставимо в останнє рiвняння системи (3.9):

x
(n)
1 = Gn(t, x1, ϕ2(t, x

′
1, . . . , x

(n−1)
1 )), . . . , ϕn(t, x

′
1, . . . , x

(n−1)
1 ),

тобто отримаємо рiвняння:

x
(n)
1 = H(t, x1, x

′
1, . . . , x

(n−1)
1 ), (3.11)

яке є диференцiальним рiвнянням n–го порядку та розв’язується одним iз
методiв, наведених у Роздiлi 2 даного навчального посiбника вiдповiдно до
його типу.

Знайшовши розв’язок рiвняння (3.11), пiдставляємо його у (3.10), тим са-
мим одержуючи значення решти шуканих функцiй xi(t), i = 2, n.

Приклад 3.1. Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь:{
x′ = 2x+ y,

y′ = 3x+ 4y.
(3.12)

Для вiдшукання розв’язку диференцiальної системи (3.12) використаємо
метод зведення. З цiєю метою продиференцiюємо перше рiвняння по t:

x′′ = 2x′ + y′
(3.12)⇒ x′′ = 2x′ + 3x+ 4y

(3.12)⇒ x′′ = 6x′ − 5x,
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тобто одержали диференцiальне рiвняння вигляду:

x′′ − 6x′ + 5x = 0. (3.13)

Розв’яжемо (3.13) методом Ейлера:

λ2 − 6λ+ 5 = 0,

λ1 = 1, λ2 = 5,

x(t) = c1e
t + c2e

5t. (3.14)

Пiдставимо функцiю x(t) вигляду (3.14) у перше рiвняння системи (3.12)
та обчислимо функцiю y(y):

y(t) = x′ − 2x⇒ y(t) = c1e
t + 5c2e

5t − 2(c1e
t + c2e

5t)⇒ y(t) = −c1et + 3c2e
5t.

Таким чином, розв’язком диференцiальної системи (3.12) буде система
функцiй: {

x(t) = c1e
t + c2e

5t,

y(t) = −c1et + 3c2e
5t,

що i потрiбно було знайти.

3.3 Будова загального розв’язку лiнiйної однорiдної системи зi
сталими коефiцiєнтами. Метод Ейлера

Розглянемо лiнiйну однорiдну систему n–го порядку зi сталими коефiцiєн-
тами:

x′ = Ax, (3.15)

A = (aij)
n
ij=1, aij = const ∈ R.

Система (3.15) має n лiнiйно незалежних розв’язкiв

x1(t) =

 x11(t)
...

xn1(t)

 , . . . , xn(t) =

 x1n(t)
...

xnn(t)

 , (3.16)

якi утворюють фундаментальну систему розв’язкiв i загальний розвязок си-
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стеми (3.15) є лiнiйною комбiнацiєю лiнiйно незалежних розв’язкiв системи:

x(t) = C1x1(t) + . . .+ Cnxn(t) =

=

 x11(t)
...

xn1(t)

C1 + . . .+

 x1n(t)
...

xnn(t)

Cn =

=

 x11(t) . . . x1n(t)
... . . . ...

xn1(t) . . . xnn(t)


 C1

...
Cn

 = X(t)C.

Згiдно методу Ейлера частиннi розв’язки системи (3.15) будемо шукати
у виглядi:

x(t) = heλt =

 k1
...
kn

 eλt, (3.17)

де λ — власне значення матрицi A, h =

 k1
...
kn

 — власний матрицi A, який

вiдповiдає власному значенню λ.
Пiдставимо (3.17) в однорiдну систему (3.15): k1

...
kn

 eλtλ =

 a11 . . . a1n
. . .

an1 . . . ann


 k1

...
kn

 eλt.

Тодi одержимо таку систему рiвнянь у покомпонентнiй формi:
(a11 − λ)k1 + a12k2 + . . .+ a1nkn = 0,

a21k1 + (a22 − λ)k2 + . . .+ a2nkn = 0,

. . .

an1k1 + an2k2 + . . .+ (ann − λ)kn = 0,

(3.18)

або, що те ж саме
(A− λE)h = 0.

Система (3.18) є системою алгебраїчних рiвнянь (3.18) для вiдшукання
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власних векторiв h.
Алгебраїчна система (3.18) має ненульовий розв’язок тiльки у тому ви-

падку, коли
|A− λE| = 0, (3.19)

тобто λ є власним значенням матрицi A.
(3.19) називається характеристичним рiвнянням для системи (3.18).
Запишемо характеристичне рiвняння (3.18) у виглядi:∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 . . . a1n
a21 a22 − λ . . . a2n
... ... . . . ...
an1 an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (3.20)

Розглянемо випадки:
1. Якщо всi власнi значення матрицi A дiйснi i рiзнi:

λi ∈ R,∀i = 1, n, λi 6= λj, i 6= j.

Переконаємося, що в цьому випадку кожному λ буде вiдповiдати 1 влас-
ний вектор, тобто власний вектор знаходиться з точнiстю до константи. Iн-
шими словами, розв’язок системи (3.15) єдиний i має вигляд (3.17).

Нехай маємо деякий многочлен P (t) i t = t0 є коренем кратностi s цього
многочлена. Це означає, що

P (t0) = 0, P ′(t0) = 0, . . . , P (s−1)(t0) = 0,

P (s)(t0) 6= 0.

P (t) = (t− t0)s ·R(t), R(t) 6= 0.

Застосуємо цю властивiсть до нашого випадку, коли λ є коренем кратносi
1 характерестичного рiвняння. Це означає, що

∆(λ) = 0,∆′(λ) 6= 0.

Покажемо, що з цього випливає, що

rank∆(λ) = n− 1.
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Оскiльки λ є коренем кратностi 1 характеристичного рiвняння, то

∆′(λ) 6= 0.

Знайдемо похiдну ∆′, використовуючи правило диференцюювання де-
термiнанта : похiдна вiд детермiнанта n–го порядку дорiвнює сумi з n де-
термiнантiв n–го порядку, кожен з яких одержується замiною i–го стов-
пця на похiдну цього стовпця:

∆′(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 a12 . . . a1n
0 a22 − λ . . . a2n
... ... . . . ...
0 an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ 0 . . . a1n
a12 −1 . . . a2n
... ... . . . ...
a1n 0 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ . . .+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 . . . 0

a21 a22 − λ . . . 0
... ... . . . ...
an1 an2 . . . −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= −(∆11 + ∆22 + . . .+ ∆nn) 6= 0

А це означає, що хоча б 1 мiнор ∆ii 6= 0.

З цього випливає, що ∆(λ) має ранг (n− 1).

Виходячи з доведеного, робимо висновок, що всi розв’язки k1, . . . , kn сис-
теми (3.18) знаходяться з точнiстю до константи, тобто, система (3.18) має

єдиний лiнiйно незалежний розв’язок

 k1
...
kn

 , якому вiдповiдає єдиний лi-

нiйно незалежний розв’язок диференцiальної системи (3.15) вигляду (3.17).
Загальний розв’язок диференцiальної системи (3.15) матиме вигляд:

x(t) =
n∑
i=1

cie
λit · hi.
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Приклад 3.2. Побудувати загальний розв’язок системи
x′ = 3x+ 12y − 4z

y′ = −x− 3y + z

z′ = −x− 12y + 6z

де A =

 3 12 −4

−1 −3 1

−1 −12 6

 .

Згiдно методу Ейлера розв’язок шукаємо у виглядi:
x(t) = αeλt

y(t) = βeλt

z(t) = γeλt

де власнi значення λ матрицi A є розв’язками характеристичного рiвняння:

|A− λE| = 0.

Таким чином, ∣∣∣∣∣∣∣
3− λ 12 −4

−1 −3− λ 1

−1 −12 6− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

λ1 = 3;λ2 = 2;λ3 = 1.

Кожному з власних значень λi вiдповiдає власний вектор hi, i = 1, 2, 3.
Знайдемо їх.

Нехай λ1 = 3.

Тодi 
12β − 4γ = 0

−α− 6β + γ = 0

−α− 12β + 3γ = 0

α = −3, β = 1, γ = 3.

Отже, система власних функцiй, якi вiдповiдають власному значенню
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λ1 = 3 та власному вектору h1 =

 −3

1

3

, є такою:


x1(t) = −3e3t

y1(t) = e3t

z1(t) = 3e3t

Аналогiчно шукаємо решту власних векторiв та власних функцiй:

λ2 = 2,
α + 12β − 4γ = 0

−α− 5β + γ = 0

−α− 12β + 4γ = 0

α = −15, β = 3, γ = 7,
x2(t) = −15e2t

y2(t) = 3e2t

z2(t) = e2t

i
λ3 = 1,

2α + 12β − 4γ = 0

−α− 4β + γ = 0

−α− 12β + 5γ = 0

α = −2, β = 1, γ = 2,
x3(t) = −2et

y3(t) = et

z3(t) = 2et

Таким чином, загальний розв’язок заданої системи диференцiальних рiв-
нянь має вигляд: 

x(t) = −31e
3t − 15c2e

2t − 2c3e
t,

y(t) = c1e
3t + 3c2e

2t + c3e
t,

z(t) = 3c1e
3t + 7c2e

2t + 2c3e
t.
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2. Якщо серед власних значень матрицi A є комплекснi:

λ ∈ C, λ1 = α + iβ, λ2 = α− iβ.

Оскiльки коефiцiєнти матрицi A дiйснi, то комплекснi коренi характери-
стичного рiвняння є взаємно спряженими. Таким чином, двом власним зна-
ченням λ1, λ2 вiдповiдатиме 2 лiнiйно незалежнi власнi вектори h1, h2 та 2
лiнiйно незалежнi частиннi розв’язки лiнiйної однорiдної системи (3.15):

x1(t) =


k11
k12
...
k1n

 eλ1t, x2(t) =


k21
k22
...
k2n

 eλ2t.

Комплексно спряженим значенням λi, i = 1, 2 вiдповiдають комплексно
спряженi власнi функцiї x1 та x2 (тобто коефiцiєнти ki1 i ki2, i = 1, n є комп-
лексно спряженими).

Двом комплексно спряженим розв’язкам диференцiальної системи (3.15)
вiдповiдають 2 дiйснi:

x̃1(t) =
x1(t) + x2(t)

2
= Rex1(t),

x̃2(t) =
x1(t)− x2(t)

2
= Imx1(t).

Приклад 3.3. Знайти загальний розв’язок системи диференцiальних рiвнянь
x′ = 21x− 8y − 19z,

y′ = 16x− 7y − 14z,

z′ = 16x− 6y − 15z.

Тут A =

 21 −8 −19

16 −7 −14

16 −6 −15


Розв’язок шукаємо у виглядi:


x(t) = αeλt

y(t) = βeλt

z(t) = γeλt
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Власнi значення матрицi A шукаємо у виглядi:∣∣∣∣∣∣∣
21− λ −8 −19

16 −7− λ −14

16 −6 −15− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

λ1 = −1, λ2,3 = ±i.

Нехай
λ1 = −1.

Тодi власний вектор шукаємо з системи рiвнянь:
22α− 8β − 19γ = 0,

16α− 6β − 14γ = 0,

16α− 6β − 14γ = 0,

α = −2, β = 1, γ = 2,

а власна функцiя є такою: 
x1(t) = e−t,

y1(t) = −2e−t,

z1(t) = 2e−t.

Розглянемо тепер комплексне власне значення

λ2 = i.
(21− i)α− 8β − 19γ = 0,

16α− (7 + i)β − 14γ = 0,

16α− 6β − (15 + i)γ = 0.

α =
21

16
+

1

16
i, β = 1, γ = 1.

Комплекснозначною власною функцiєю, що вiдповiдає даному власному
значенню, є така:

x(t) =

(
21

16
+

1

16
i
)
eit =

(
21

16
+

1

16
i
)

(cos t+ i sin t) =
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=
21

16
cos t+ i

21

16
sin t+ i

1

16
cos t− 1

16
sin t =(

21

16
cos t− 1

16
sin t) + i(

21

16
cos t+

1

16
sin t

)
,

y(t) = eit = cos t+ i sin t,

z(t) = eit = cos t+ i sin t,

звiдки {
x2(t) = Re(x(t)) = 21

16 cos t− 1
16 sin t

x3(t) = Im(x(t)) = 21
16 sin t+ 1

16 cos t{
y2(t) = Re(y(t)) = cos t,

y3(t) = Im(y(t)) = sin t,{
z2(t) = Re(z(t)) = cos t,

z3(t) = Re(z(t)) = sin t.

При цьому загальним розв’язком системи диференцiальних рiвнянь буде:
x(t) = c1e

−t + c2(
21
16 cos t− 1

16 sin t) + c3(
21
16 cos t− 1

16 sin t),

y(t) = −21e
−t + c2 cos t+ c3 sin t,

z(t) = 2c1e
−t + c2 cos t+ c3 sin t.

3. Якщо λ є коренем характеристичного рiвняння кратностi s.
Теорема. Якщо λ є коренем кратностi s визначального рiвняння, то

цьому кореню вiдповiдають розв’язки:
x1(t) = P1(t)e

λt

x2(t) = P2(t)e
λt

. . .

xs(t) = Ps(t)e
λt

де Pi(t) — вектор–полiноми системи не вище за (s − 1), причому в цих
полiномах s коефiцiєнтiв є базовими, а всi iншi через них виражаються.

x(t) = P (t)eλt =

 (A11t
s−1 A12t

s−2 . . . A1s)e
λt

... ... . . . ...
(An1t

s−1 An2t
s−2 . . . Ass)e

λt
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Коефiцiєнти Aij є невiдомими. Всього їх є n × s. Для їх знаходження
пiдставляємо розв’язок у систему (3.15) i прирiвнюємо коефiцiєнти при tieλt.
Одержимо лiнiйну однорiдну алгебраїчну систему порядку n × s, у якiй s

коефiцiєнтiв будуть базовими, а всi iншi через них виражаються.
Беручи послiдовно один з базових коефiцiєнтiв рiвним 1, а решта — 0,

одержимо s лiнiйно незалежних розв’язкiв диференцiальної системи.

3.4 Лiнiйнi однорiднi системи зi сталими коефiцiєнтами.
Випадок кратних коренiв характеристичного рiвняння.
Метод власних та приєднаних векторiв

Розглянемо лiнiйну однорiдну диференцiальну систему (3.15). I нехай влас-
не значення λ матрицi A системи (3.15) є коренем кратностi s характеристич-
ного рiвняння (3.19).

Розглянемо спосiб вiдшукання лiнiйно незалежних частинних розв’язкiв
системи (3.15) за допомогою методу власних i приєднаних векторiв мат-
рицi A.

Означення 3.6. Нехай λ є власним значенням матрицi A кратностi s.
Тодi йому вiдповiдає система з s лiнiйно незалежних векторiв:

(A− λE)h1 = 0,

(A− λE)h2 = h1,

. . .

(A− λE)hm = hm−1.

Вектор h1 називається власним вектором для власного значення λ, а
h2, . . . , hm називаються приєднаними векторами до h1.

Система векторiв h1, h2, . . . , hm називається Жордановим ланцюжком
для власного значення λ, а m ≤ s — довжиною ланцюжка.

При цьому система лiнiйно незалежних власних функцiй буде будуватись
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згiдно формул: 
x1(t) = h1e

λt

x2(t) = ( t1!h1 + h2)e
λt

. . .

xm(t) = ( tm−1

(m−1)!h1 + tm−2

(m−2)!h2 + . . .+ hm)eλt

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 3.5. (Жордана) Для будь–якої матрицi A в n–вимiрному ком-
плексному просторi завжди iснує n–вимiрнтй базис, складений iз Жорда-
нових ланцюжкiв для всiх власних значень цiєї матрицi.

Зауваження 3.1. Слiд зауважити, що у випадку простого кореня характе-
ристичного рiвняння для нього iснує тiльки власних вектор. Якщо ж λ є коре-
нем кратностi s, то йому повинна вiдповiдати система з s лiнiйно незалежних
векторiв h1, h2, . . . hs, частина з яких є власними, решта — приєднаними. При
цьому, на практицi, слiд мати на увазi, що за рахунок довiльностi вибору де-
яких з компонент власного вектора, може виникнути ситуацiя, коли система
для вiдшукання приєднаного вектора може виявитись несумiсною.

Розглянемо частинний випадок диференцiальної системи (3.15) при n = 3.
Тодi для власних значень матрицi A цiєї системи можливi наступнi ви-

падки:
1. n = 3, s = 2.

• Якщо власному значенню λ вiдповiдає два лiнiйно незалежнi
власнi вектори h1, h1.

Тодi частиннi розв’язки системи (3.15) будуть наступними:

x1(t) = h1e
λt, x2(t) = h1e

λt

Приклад 3.4. Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь
x′ = 4x− y − z,
y′ = x+ 2y − z,
z′ = x− y + 2z,
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де

A =

 4 −1 −1

1 2 −1

1 −1 2


Розв’язок шукаємо у виглядi:

x(t) = αeλt,

y(t) = βeλt,

z(t) = γeλt.

Власнi значення матрицi A, якi є розв’язками характеристичного рiвня-
ння:

|A− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣
4− λ −1 −1

1 2− λ −1

1 −1 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

є такими:
λ1 = 2, λ2,3 = 3.

Нехай
λ1 = 2.

Тодi h1 =

 α

β

γ

 є власним вектором, компоненти якого шукаємо iз си-

стеми рiвнянь:
(A− λ1E)h1 = 0,

2α− β − γ = 0,

α− γ = 0,

α− β = 0.

Отже,
α = 1, β = 1, γ = 0,

h1 =

 1

1

0

 ,

 x1(t)

y1(t)

z1(t)

 = e2t

 1

1

0

 .
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Нехай тепер λ2 = 3. Оскiльки rank(A − λ2E) = 1, то для цього двокра-
тного кореня характеристичного рiвняння iснуватиме 2 власнi лiнiйно
незалежнi вектори, якi шукаємо iз системи рiвнянь:

(A− λ2E)h2 = 0, h2 =

 α

β

γ


 1 −1 −1

1 −1 −1

1 −1 −1


 α

β

γ

 = 0.

Одержимо, що
α− β − γ = 0,

а тодi

h2 =

 1

1

0

 ,

 x2(t)

y2(t)

z2(t)

 = e3t

 1

1

0

 ;

h3 =

 1

0

1

 ,

 x2(t)

y2(t)

z2(t)

 = e3t

 1

0

1

 .

Таким чином, загальним розв’язком заданої системи буде: x(t)

y(t)

z(t)

 = c1e
2t

 1

1

0

+ c2e
3t

 1

1

0

+ c3e
3t

 1

0

1

 .

• Якщо для λ iснує один лiнiйно незалежний власний вектор.

При цьому h2 буде приєднаним вектором. Тодi власнi функцiї матимуть
вигляд:

x1(t) = h1e
λt, x2(t) = (th1 + h2)e

λt.
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Приклад 3.5. Знайти загальний розв’язок системи рiвнянь
x′ = 2x+ y,

y′ = 2y + 4z;

z′ = x− z.

Власнi значення, якi є розв’язками характеристичного рiвняння∣∣∣∣∣∣∣
2− λ 1 0

0 2− λ 4

1 0 −1− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

є такими:
λ1 = λ2 = 0, λ3 = 3.

Розглянемо λ1 = 0. Тодi власний вектор шукаємо iз системи рiвнянь:

(A− λ1E)h1 = 0, h1 =

 α

β

γ

 ,


2α + β = 0,

2β + 4γ = 0,

α− γ = 0.

Таким чином, власний вектор має вигляд:

h1 =

 1

−2

1

 .

Вектор h2 є приєднаним до вектора h1, отже, вiн буде розв’язком системи:

(A− λ1E)h2 = h1, h2 =

 α

β

γ

 ,
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2α + β = 1,

2β + 4γ = −2,

α− γ = 1,

i має вигляд:

h2 =

 1

3

−2

 .

Нехай λ3 = 3. Тодi власний вектор h3 шукаємо iз системи алгебраїчних
рiвнянь:

(A− λ3E)h3 = 0, h3 =

 α

β

γ

 ,


−α + β = 0,

−β + 4γ = 0,

α− 4γ = 0,

h3 =

 4

4

1

 .

Таким чином, загальний розв’язок заданої системи диференцiальних рiв-
нянь є наступним: x(t)

y(t)

z(t)

 = c1

 −1

2

1

+ c2

t
 −1

2

1

+

 1

3

−2


+ c3e

3t

 4

4

1


2. n = 3, s = 3.

• Даному λ вiдповiдають два лiнiйно незалежнi власнi вектори
h1, h̄1.

При цьому для вектора h1 буде iснувати приєднаний вектор:

(A− λE)h̄1 = 0,

x1(t) = h̄1e
λt,
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(A− λE)h1 = 0,

(A− λE)h2 = h1,{
x2(t) = h1e

λt,

x3(t) = (th1 + h2)e
λt.

• Даному λ вiдповiдає один лiнiйно незалежний власний вектор
h1.

При цьому вектори h2, h3 будуть приєднаними:

(A− λE)h1 = 0,

x1(t) = h1e
λt,

(A− λE)h2 = h1,

(A− λE)h3 = h2,{
x2(t) = (th1 + h2)e

λt,

x3(t) =
(
t2

2 h1 + th2 + h3

)
eλt.

Приклад 3.6. Розв’язати систему рiвнянь:
x′ = 4x− y,
y′ = 3x+ y − z,
z′ = x+ z,

де

A =

 4 −1 0

3 1 −1

1 0 1

 .

Власнi значення матрицi A є такими:

λ1 = λ2 = λ3 = 2.

Оскiльки rank(A− λE) = 2, то кiлькiсть власних векторiв дорiвнює оди-
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ницi, а тодi два вектори є приєднаними. Знайдемо їх:

(A− λE)h1 = 0, h1 =

 α

β

γ

 ,


2α− β = 0,

3α− β − γ = 0,

α− γ = 0,

h1 =

 1

2

1

 ;

(A− λE)h2 = h1, h2 =

 α

β

γ

 ,


2α− β = 1,

3α− β − γ = 2,

α− γ = 1,

h2 =

 1

1

0

 ;

(A− λE)h3 = h2, h3 =

 α

β

γ

 ,


2α− β = 1,

3α− β − γ = 1,

α− γ = 0,

h3 =

 1

1

1

 ;
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 x(t)

y(t)

z(t)

 = c1e
2t

 1

2

1

+ c2e
2t

t
 1

2

1

+

 1

1

0


+

+c3e
2t

t2
2

 1

2

1

+ t

 1

1

0

+

 1

1

1


 .

3.5 Лiнiйнi неоднорiднi системи диференцiальних рiвнянь зi
сталими коефiцiєнтами. Метод невизначених коефiцiєнтiв

Розглянемо лiнiйну неоднорiдну систему диференцiальних рiвнянь вигля-
ду:

x′ = Ax+ f(t), x, f ∈ Rn (3.21)

де f(t) = eαt(Pm1(t) cos βt+Qm2(t) sin βt),

Pm1(t), Qm2(t) — векторнi n–вимiрнi полiноми степеня m1 i m2 вiдповiдно.
Розв’язок неоднорiдної системи (3.21) будемо шукати у виглядi:

x(t) = xз.о.(t) + xч.н.(t),

де xз.о.(t) — загальний розв’язок вiдповiдної однорiдної системи (3.15), а
xч.н.(t) — частинний розв’язок неоднорiдної системи, який будуємо методом
невизначених коефiцiєнтiв.

Розглянемо наступнi випадки:
1. Нерезонансний випадок. Якщо γ = α+ iβ не є коренем характеристич-

ного рiвняння. Тодi частинний розв’язок неоднорiдної системи має вигляд:

xч.н.(t) = eαt
(
Pm(t) cos βt+Qm(t) sin βt

)
де m = max(m1,m2), Pm(t) та Qm(t) — векторнi многочлени степеня m з
невизначеними коефiцiєнтами.

2. Резонансний випадок. Якщо γ = α + iβ є коренем характеристичного
рiвняння кратностi s. Тодi

xч.н.(t) = eαt(Pm+s(t) cos βt+Qm+s(t) sin βt),
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деm = max(m1,m2), Pm+s(t),Qm+s(t) — векторнi многочлени степеня (m+s)

з невизначеними коефiцiєнтами.

3.6 Лiнiйнi неоднорiднi системи диференцiальних рiвнянь зi
сталими коефiцiєнтами. Метод варiацiї сталих

Розглянемо лiнiйну неоднорiдну систему диференцiальних рiвнянь (3.21)
де f(t) задана неперервна на [a, b] функцiя. Систему (3.21) завжди може-
мо розв’язати методом варiацiї довiльних сталих. Останнiй полягає в
наступному.

I. Розглядаємо вiдповiдну однорiдну систему (3.2) та будуємо її розв’язок,
утворений системою функцiй:

x(t) =
n∑
i=1

Cixi(t), (3.22)

де Ci = const, i = 1, n, а x1(t), x2(t), . . . , xn(t) утворюють фундаментальну
систему частинних розв’язкiв системи (3.2).

II. Припускаємо, що Ci = Ci(t), i = 1, n та пiдставляємо (3.22) в неодно-
рiдну диференцiальну систему (3.21). Одержимо:

n∑
i=1

C ′ixi(t) +
n∑
i=1

Cix
′
i = A

n∑
i=1

Cixi(t) + f(t), (3.23)

звiдки отримаємо систему рiвнянь для вiдшукання невiдомих функцiй
Ci = Ci(t) :

n∑
i=1

C ′ixi(t) = f(t). (3.24)

III. Нехай розв’язком (3.24) є функцiї Ci(t) = ϕi(t, C̃i), C̃i = const. То-
му загальним розв’язком лiнiйної неоднорiдної системи диференцiальних рiв-
нянь буде

x(t) =
n∑
i=1

ϕi(t, C̃i)xi(t).
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Приклад 3.7. Проiнтегрувати неоднорiдну систему диференцiальних рiвнянь:{
x′ = x− y + 1

cos t

y′ = 2x− y

Спочатку розглядаємо вiдповiдну однорiдну систему диференцiальних рiв-
нянь та знаходимо її розв’язок.{

x′ = x− y
y′ = 2x− y =⇒ x = 1

2(y′ + y)

y′′ = 2x′ − y′ = 2(x− y)− y′ = y′ + y − 2y − y′

y′′ + y = 0

λ2 + 1 = 0

λ1,2 = ±i

y(t) = c1 cos t+ x2 sin t

x(t) =
1

2
(−c1 sin t+ c2 cos t+ c1 cos t+ x2 sin t){

x(t) = 1
2(c2 − c1) sin t+ 1

2(c1 + c2) cos t

y(t) = c1(t) cos t+ x2(t) sin t

Тодi припускаємо, що

c1 = c1(t), c2 = c2(t).

Тобто {
x(t) = 1

2(c2(t)− c1(t)) sin t+ 1
2(c1(t) + c2(t)) cos t

y(t) = c1 cos t+ x2 sin t

Складаємо систему для вiдшукання c1, c2:{
1
2(c′2 − c′1) sin t+ 1

2(c′1 + c′2) cos t = 1
cos t / · 2

c′1 cos t+ x′2(t) sin t = 0

c′1 = − sin t

cos t
c′2
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c′2(sin t+ cos t)− sin t

cos t
c′2(− sin t+ cos t) =

2

cos t

c′2(sin t+ cos t+
sin2 t

cos t
− sin t) =

2

cos t / · cos t

c′2 = 2

c2(t) = 2t+ c̃2

c′1 = −2
sin t

cos t

ct = 2 ln | cos t|+ c̃1{
x(t) = 1

2 [(2 ln | cos t|+ c̃1)(cos t− sin t) + (2t+ c̃2)(cos t+ sin t)]

y(t) = (2 ln | cos t|+ c̃1) cos t+ (2t+ c̃2) sin t

3.7 Розв’язування лiнiйних однорiдних систем диференцiаль-
них рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами за допомогою експо-
ненти матрицi

Означення 3.7. Для кожної матрицi A ∈ Mn(C) поставимо у вiдповiднiсть
матрицю eA з простору Mn(C), яка є сумою матричного ряду:

eA = E + A+
1

2!
A2 + . . .+

1

k!
Ak + . . . . (3.25)

Матриця eA називається експонентою матрицi A.

Властивостi експоненти матрицi:

1. Для кожної матрицi A ∈Mn(C) правильна рiвнiсть:

eA = lim
m→∞

(
E +

1

m
A

)m
.

2. Якщо матрицi A та B комутують, тобто AB = BA, то

eA+B = eA · eB = eB · eA.
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3. Матриця eA є невиродженою для кожної A ∈Mn(C), бо

deteA = etrA,

де trA = a11 + a22 + . . .+ ann — слiд матрицi.

4. (eA)−1 = e−A.

5. Експоненти подiбних матриць є подiбними матрицями, а саме, якщо

A = HBH−1, (3.26)

то eAt = HeBtH−1.

6. Для кожної невиродженої матрицi B ∈ Mn(C) iснує така матриця A,
що B = eA. Матрицю A називають логарифмом матрицi B i пишуть
A = lnB.

Нехай J — Жорданова нормальна форма матрицi A, а H — перетворення
подiбностi, яке зводить матрицю A до ЖНФ, тодi

A = HJH−1,

eAt = HeJtH−1. (3.27)

Отже, спiввiдношення (3.27) зводить знаходження експоненти будь–якої
матрицi до вiдшукання її ЖНФ.

Якщо

B =

 λ1 . . . 0

. . .

0 . . . λn

 = J,

тодi стовпцi матрицi H є власними лiнiйно незалежними векторами матрицi
A. Матриця H знаходиться однозначно з точнiстю до перестановки стовпцiв.

Нехай матриця A має n рiзних власних значень λ1, . . . , λn, яким вiдповi-
дають лiнiйно незалежнi власнi вектори h1, . . . , hn.

Матрицею перетворення H буде матриця, стовпцi якої є власними векто-
рами h1, . . . , hn матрицi A:

H := (h1, . . . , hn).
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Будуємо ЖНФ, згiдно формули

J = H−1AH.

Тодi експонента ЖНФ матиме вигляд:

eJt =


eλ1t 0 . . . 0

0 eλ2t . . . 0

. . .

0 0 . . . eλnt

 , (3.28)

а експонента матрицi A обчислюється за формулою:

eAt = HeJtH−1. (3.29)

Розглянемо загальний випадок вiдшукання експоненти матрицi, колиЖНФ
є блочно–дiагональною матрицею, тобто має вигляд:

J =


Jk1(λ1) 0 . . . 0

0 Jk2(λ2) . . . 0

. . .

0 0 . . . Jkl(λl)

 . (3.30)

Запишемо матрицю (3.30) у виглядi:

eJt = diag
{
et·Jk1(λ1), et·Jk2(λ2), . . . , et·Jkl(λl)

}
, (3.31)

а тодi
eAt = Hdiag

{
et·Jk1(λ1), et·Jk2(λ2), . . . , et·Jkl(λl)

}
H−1.

При пiдстановцi матрицi (3.28) у (3.29) отримаємо:

J = diag {Jk1(λ1), Jk2(λ2), . . . , Jkl(λl)} .

Нехай задано лiнiйну однорiдну диференцiальну систему (3.15). Загаль-
ний розв’язок системи (3.15) шукатимемо у виглядi:

x(t) = eAt · C, (3.32)
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де eAt — матрична експонента матрицi A диференцiальної системи (3.15), а
C = col(c1, c2, . . . , cn) — вектор–стовпець довiльних сталих.

Алгоритм побудови загального розв’язку лiнiйної однорiдної
системи (3.15):

1) знаходимо власнi значення матрицi A: λ1, λ2, . . . , λn;
2) знаходимо власнi вектори h1, h2, . . . , hn, що вiдповiдають власним значен-
ням λ1, λ2, . . . , λn;
3) виписуємо матрицю перетворення H = (h1, h2, . . . , hn);
4) будуємо ЖНФ J вигляду (3.30);
5) згiдно формули (3.31) знаходимо eJx;
6) обчислюємо експоненту матрицi A: eAx = HeJxH−1, яка буде фундамен-
тальною матрицею для ЛОС (3.15);
7) записуємо загальний розв’язок системи (3.15) у виглядi (3.32).

Зауваження 3.2. Розглянемо особливостi побудови ЖНР J та матрицi eJt

у випадку системи трьох диференцiальних рiвнянь.

1. Нехай λi, i = 1, 3 — дiйснi рiзнi власнi значення матрицi A. Тодi ЖНФ J

матиме вигляд:

J =

 λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

 ,

а матриця eJt є такою:

eJt =

 eλ1t 0 0

0 eλ2t 0

0 0 eλ3t

 .

2. Нехай власними значеннями матрицi A є такi: λ1 ∈ R, λ2,3 = α± iβ. Тодi

J =

 λ1 0 0

0 α β

0 −β α

 ,
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а

eJt =

 eλ1t 0 0

0 eαtcosβt eαtsinβt

0 −eαtsinβt eαtcosβt

 .

3. Нехай λ1, λ2 = λ3 = λ ∈ R.

• Якщо двократному власному значенню λ вiдповiдає два лiнiйно неза-
лежнi власнi вектори. Тодi

J =

 λ1 0 0

0 λ 0

0 0 λ

 ,

а

eJt =

 eλ1t 0 0

0 eλt 0

0 0 eλt

 .

• Якщо двократному власному значенню λ вiдповiдає 1 власний та 1

приєднаний вектор. Тодi

J =

 λ1 0 0

0 λ 1

0 0 λ

 ,

а

eJt =

 eλ1t 0 0

0 eλt teλt

0 0 eλt

 .

4. Нехай λ1 = λ2 = λ3 = λ ∈ R.

• Якщо трикратному власному значенню λ вiдповiдає два лiнiйно неза-
лежнi власнi та один приєднаний вектор. Тодi

J =

 λ 0 0

0 λ 1

0 0 λ

 ,
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а

eJt =

 eλt 0 0

0 eλt teλt

0 0 eλt

 .

• Якщо трикратному власному значенню λ вiдповiдає 1 власний та 2

приєднанi вектори. Тодi

J =

 λ 1 0

0 λ 1

0 0 λ

 ,

а

eJt =

 eλt teλt t2

2 e
λt

0 eλt teλt

0 0 eλt

 .

Приклад 3.8. Знайти розв’язок системи диференцiальних рiвнянь

x′ = Ax,

де A =

 1 −1 −1

2 −1 −2

−1 1 2

 за допомогою експоненти матрицi.

Знайдемо власнi значення матрицi A:

|A− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣
1− λ −1 −1

2 −1− λ −2

−1 1 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

λ1 = λ2 = λ2 = 1.

Оскiльки rank(A− λ1E) = 1, то знайденим власним значенням буде вiд-
повiдати 1 власний вектор i 2 приєднанi. Знайдемо їх: 0 −1 −1

2 −2 −2

−1 1 1

h1 = 0⇒ h1 =

 1

1

0

 ;
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 0 −1 −1

2 −2 −2

−1 1 1

h2 = h1 ⇒ h2 =

 1

2

−1

 ;

 0 −1 −1

2 −2 −2

−1 1 1

h3 = h2 ⇒ h3 =

 1

0

0

 .

Побудуємо на основi системи векторiв h1, h2, h3 матрицю H та обчислимо
H−1:

H =

 1 1 1

1 2 0

0 −1 0

 ;H−1 =

 1 1
2 1

0 1
2 0

1 −1 1

 .

Тодi ЖНФ, що вiдповiдає знайденим власним значенням, буде такою:

J =

 1 1 0

0 1 1

0 0 1

⇒ eJt =

 et tet t2

2 e
t

0 et tet

0 0 et

 .

Експоненту матрицi A обчислимо згiдно формули:

eAt = HeJtH−1 =

 1 1 1

1 2 0

0 −1 0


 et tet t2

2 e
t

0 et tet

0 0 et


 1 1

2 1

0 1
2 0

1 −1 1

 =

=


(
1
2t

2 + t+ 1
)
et

(
1
2t

2 1
2t
)
et

(
−1

2t
2 − t

)
et

2tet (1− 2t)et −2tet(
1
2t

2 − t
)
et

(
−1

2t
2 − 3

2t
)
et
(
−1

2t
2 + t+ 1

)
et

 .

А тодi загальний розв’язок заданої системи рiвнянь буде:

x(t) = eAtC, x1(t)

x2(t)

x3(t)

 =


(
1
2t

2 + t+ 1
)
et

(
1
2t

2 1
2t
)
et

(
−1

2t
2 − t

)
et

2tet (1− 2t)et −2tet(
1
2t

2 − t
)
et

(
−1

2t
2 − 3

2t
)
et
(
−1

2t
2 + t+ 1

)
et


 c1
c2
c3

 .

82



Завдання для iндивiдуальної роботи №6

Завдання.
1. Розв’язати лiнiйну однорiдну диференцiальну систему.
2. Розв’язати лiнiйну однорiдну диференцiальну систему.
3. Розв’язати лiнiйну неоднорiдну диференцiальну систему методом варi-

ацiї сталих.
4. Побудувати загальний розв’язок лiнiйної неоднорiдної диференцiальної

системи методом невизначених коефiцiєнтiв (значення коефiцiєнтiв не знахо-
дити).

5. Знайти експоненту матрицi.

Варiант 1

1. x′ = Ax,A =

 −2 −1 −1

−1 0 3

−1 0 −1

 .

2.


x′ = −2x− y − z,
y′ = z,

z′ = 2x− z.

3.

{
x′ = y + 2et,

y′ = x+ t2.

4.


x′ = x+ z − y + et,

y′ = x+ y − z,
z′ = 2x− y + t.

5. A =

(
−4 1

−2 −1

)
.

Варiант 2

1. x′ = Ax,A =

 0 −1 −1

0 0 1

−1 0 −1


2.


x′ = −2x− z,
y′ = −x− 3z,

z′ = 2x− y − z.
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3.

{
x′ = y − 5cost,

y′ = 2x+ y.

4.


x′ = x− 2y − z,
y′ = y − x+ z + e−tsin2t,

z′ = x− z.

5. A =

 2 −1 −1

1 0 −1

3 −1 −2

 .

Варiант 3

1. x′ = Ax,A =

 1 −1 −1

0 0 −1

−1 0 0


2.


x′ = −2− y − z,
y′ = −x− 2z,

z′ = x.

3.

{
x′ = 3x+ 2y + 4e5t,

y′ = x+ 2y.

4.


x′ = 2x− y + z − 3tcost,

y′ = x+ 2y − z,
z′ = x− y + 2z + 2e2t.

5. A =

(
−4 −1

4 1

)
.

Варiант 4

1. x′ = Ax,A =

 1 0 −1

−1 0 −1

−1 −1 −1


2.


x′ = −y − z,
y′ = −x+ z,

z′ = 2x− z.

3.

{
x′ = 2x− 4y + 4e−2t,

y′ = 2x− 2y.
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4.


x′ = 3x− y + z,

y′ = x+ y + z − 2t+ 1,

z′ = 4x− y + 4z.

5. x′ = Ax,A =

 1 −2 2

1 4 −2

1 5 −3

 .

Варiант 5

1. x′ = Ax,A =

 2 1 0

0 2 4

1 0 −1


2.


x′ = x− y − z,
y′ = x+ y,

z′ = 3x+ z.

3.

{
x′ = 4x+ y − e2t,
y′ = y − 2x.

4.


x′ = 4y − 2z − 3x+ sint,

y′ = z + x− tcost,
z′ = 6x− 6y + 5z.

5. A =

(
−3 −1

5 −1

)
.

Варiант 6

1. x′ = Ax,A =

 2 −1 −1

−1 0 1

2 0 −1


2.


x′ = 2x+ y,

y′ = x+ 3y − z,
z′ = 2y + 3z − x.

3.

{
x′ = 2y − x+ 1,

y′ = 3y − 2x.

4.


x′ = x− y − z,
y′ = x+ y − tetsin2t,

z′ = 3x+ z.
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5. A =

 −1 −2 2

−2 −1 2

−3 −2 3

 .

Варiант 7

1. x′ = Ax,A =

 0 −1 −1

−1 0 −1

−2 0 0


2.


x′ = 2x+ 2z − y,
y′ = x+ 2z,

z′ = y − 2x− z.

3.

{
x′ = 5x− 3y + 2e3t,

y′ = x+ y + 5e−t.

4.


x′ = 2x+ y − 5t2,

y′ = x+ 3y − z,
z′ = 2y + 3z − x+ 1.

5. A =

(
3 −1

5 −1

)
.

Варiант 8

1. x′ = Ax,A =

 −2 −1 −2

1 −2 2

3 −3 5


2.


x′ = y + z,

y′ = x+ z,

z′ = 2x+ 2y + z.

3.

{
x′ = 2x+ y + et,

y′ = −2x+ 2t.

4.


x′ = 2x+ 2z − y + 2sint,

y′ = x+ 2z + 5t,

z′ = y − 2x− z.

5. A =

 −3 2 2

−3 −1 1

−1 2 0

 .
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Варiант 9

1. x′ = Ax,A =

 1 −1 1

1 1 −1

2 −1 0


2.


x′ = 2x− y − z,
y′ = x− z,
z′ = 3x− y − 2z.

3.

{
x′ = x+ 2y,

y′ = x− 5sint.

4.


x′ = 4x− y − z,
y′ = x+ 2y − z + 7e3t,

z′ = x− y + 2z − cos4t.

5. A =

(
−5 −1

4 −1

)
.

Варiант 10

1. x′ = Ax,A =

 1 −2 −1

−1 1 1

1 0 −1


2.


x′ = x− 2y + 2z,

y′ = x+ 4y − 2z,

z′ = x+ 5y − 3z.

3.

{
x′ = 2x− 4y,

y′ = x− 3y + 3et.

4.


x′ = 2x− y − z,
y′ = 3x− 2y − 3z + t− 1,

z′ = 2z − x+ y.

5. A =

 3 −3 1

3 −2 2

−1 2 0

 .
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Варiант 11

1. x′ = Ax,A =

 2 −1 1

1 2 −1

1 −1 2


2.


x′ = −x− 2y + 2z,

y′ = −2x− y + 2z,

z′ = −3x− 2y + 3z.

3.

{
x′ = 2x− y,
y′ = y − 2x+ 18t.

4.


x′ = y − 2x− 2z,

y′ = x− 2y + 2z + 3sint+ 1,

z′ = 3x− 3y + 5z.

5. A =

(
−3 −1

1 −1

)
.

Варiант 12

1. x′ = Ax,A =

 3 −1 1

1 1 1

4 −1 4


2.


x′ = −3x+ 2y + 2z,

y′ = −3x− y + z,

z′ = −x+ 2y.

3.

{
x′ = x+ 2y + 16tet,

y′ = 2x− 2y.

4.


x′ = 3x− 2y − z − tcost,
y′ = 3x− 4y − 3z − e2t,
z′ = 2x− 4y.

5. A =

 2 1 −1

−1 0 1

1 1 0

 .
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Варiант 13

1. x′ = Ax,A =

 −3 4 −2

1 0 1

6 −6 5


2.


x′ = 3x− 3y + z,

y′ = 3x− 2y + 2z,

z′ = −x+ 2y.

3.

{
x′ = 2x+ 4y − 8,

y′ = 3x+ 6y.

4.


x′ = x− y + z,

y′ = x+ y − z,
z′ = 2z − y + 3t2 + 2t+ 1.

5. A =

(
3 0

0 3

)
.

Варiант 14

1. x′ = Ax,A =

 4 −1 −1

1 2 −1

1 −1 2


2.


x′ = 2x+ y − z,
y′ = −x+ z,

z′ = x+ y.

3.

{
x′ = 2x− 3y,

y′ = x− 2y + 2sint.

4.


x′ = y − 2z − x,
y′ = 4x+ y + e−t,

z′ = 2x+ y − z − cos2t.

5. A =

 0 1 1

1 0 1

2 2 1

 .
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Варiант 15

1. x′ = Ax,A =

 2 −1 −1

3 −2 −3

−1 1 2


2.


x′ = y + z,

y′ = x+ z,

z′ = 2x+ 2y + z.

3.

{
x′ = x− y + 2sint,

y′ = 2x− y.

4.


x′ = 2x+ y,

y′ = 2y + 4z + 3t,

z′ = x− z − 2e3t.

5. A =

(
1 1

2 0

)
.

Варiант 16

1. x′ = Ax,A =

 −2 1 −2

1 −2 2

3 −3 5


2.


x′ = y + z,

y′ = x+ y,

z′ = z − x.

3.

{
x′ = 2x− y,
y′ = x+ 2et.

4.


x′ = 2x− y − z + tcos3t,

y′ = 2x− y − 2z,

z′ = 2z − x+ y − 2sin3t.

5. A =

 0 1 1

1 1 0

−1 0 1

 .
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Варiант 17

1. x′ = Ax,A =

 3 −1 −1

3 −4 −3

2 −4 0


2.


x′ = −2x+ y + 2z,

y′ = −x+ 2z,

z′ = −2x+ 3z.

3.

{
x′ = 4x− 3y + sint,

y′ = 2x− y − 2cost.

4.


x′ = 4x− y + e4t,

y′ = 3x+ y − z,
z′ = x+ z − 7te2t.

5. A =

(
3 −2

4 −1

)
.

Варiант 18

1. x′ = Ax,A =

 1 −1 1

1 1 −1

0 −1 2


2.


x′ = y − z,
y′ = x− z,
z′ = 2x+ 2y − 3z.

3.

{
x′ = 2x+ y + 2et,

y′ = x+ 2y − 3e4t.

4.


x′ = 4x+ 2y − 2z + 4,

y′ = x+ 3y − z,
z′ = 3x+ 3y − z − 2t.

5. A =

 −2 1 2

−1 0 2

−2 0 3

 .
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Варiант 19

1. x′ = Ax,A =

 −1 1 −2

4 1 0

2 1 −1


2.


x′ = 2x− z,
y′ = x− y,
z′ = 3x− y − z.

3.

{
x′ = x− y + 8t,

y′ = 5x− y.

4.


x′ = y + e−tsint,

y′ = 6,

z′ = z.

5. A =

(
3 1

−4 −1

)
.

Варiант 20

1. x′ = Ax,A =

 2 1 0

0 2 4

1 0 −1


2.


x′ = 2x+ y,

y′ = 2y + z,

z′ = 2z.

3.

{
x′ = 2x− y,
y′ = 2y − x− 5etsint.

4.


x′ = x+ 3z + tetcos3t,

y′ = −x+ 2y − 2sin3t,

z′ = y − z.

5. A =

 0 1 −1

1 0 −1

2 2 −3

 .
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Варiант 21

1. x′ = Ax,A =

 2 −1 −1

2 −1 −2

−1 1 2


2.


x′ = x+ 4y + 2z,

y′ = 3x+ y − z,
z′ = 2x+ y − 3z.

3.

{
x′ = y + tg2t− 1,

y′ = −x+ tgt.

4.


x′ = 3x− 2y − z − tcost,
y′ = 3x− 4y − 3z − e2t,
z′ = 2x− 4y.

5. A =

(
2 1

3 4

)
.

Варiант 22

1. x′ = Ax,A =

 4 −1 0

3 1 −1

1 0 1


2.


x′ = 2x− y − z,
y′ = x− z,
z′ = 3x− y − 2z.

3.

{
x′ = 2y − x,
y′ = 4y − 3x+ e3t

e2t+1 .

4.


x′ = x+ z − y + et,

y′ = x+ y − z,
z′ = 2x− y + t.

5. A =

 4 2 −2

1 3 −1

3 3 −1

 .
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Варiант 23

1. x′ = Ax,A =

 1 −2 −1

−1 1 1

1 0 −1


2.


x′ = 2x+ y − z,
y′ = −x+ z,

z′ = x+ y.

3.

{
x′ = −4x− 2y + 2

et−1 ,

y′ = 6x+ 3y − 3
et−1 .

4.


x′ = 2x− y − z + tcost,

y′ = 2x− y − 2z,

z′ = 2z − x+ y − 2e3t.

5. A =

(
−1 8

1 1

)
.

Варiант 24

1. x′ = Ax,A =

 1 0 −1

−1 0 −1

−1 −1 −1


2.


x′ = 2x− y − z,
y′ = x− z,
z′ = 3x− y − 2z.

3.

{
x′ = −x− y + 1

cost ,

y′ = 2x− y.

4.


x′ = x− y − z,
y′ = x+ y − tetsin2t,

z′ = 3x+ z.

5. A =

 2 0 −1

1 −1 0

3 −1 −1

 .
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Варiант 25

1. x′ = Ax,A =

 0 −1 −1

0 0 1

−1 0 −1


2.


x′ = y + z,

y′ = x+ y,

z′ = z − x.

3.

{
x′ = 3x− 2y,

y′ = 2x− y + 15et
√
t.

4.


x′ = 2x− y + z − 3tcost,

y′ = x+ 2y − z,
z′ = x− y + 2z + 2e2t.

5. A =

(
5 3

−3 −1

)
.

95



Список рекомендованої лiтератури

1. Городецький Ю. Д. Диференцiальнi рiвняння/ Городецький Ю. Д., Ки-
рилич В. М., Лавренюк В. М.—Л.: ЛНУ iм. Iвана Франка, 2011.— 470 с.

2. Кривошея С. А. Диференцiальнi та iнтегральнi рiвняння/ Криво-
шея С. А., Перестюк М. О., Бурим В. М.—- К.: Либiдь, 2004.—408 с.

3. Самойленко А. М. Диференцiальнi рiвняння/ Самойленко А. М., Пере-
стюк М. О., Парасюк I. О. — К.: Либiдь, 2003.-600с.

4. Н. М. Матвеев. Методы интегрирования обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений.—М.:Высшая школа,1967. — 564 с.

5. Э. Камке. Справочник по обыкновенным дифференциальным уравнени-
ям. –– М.: Наука, 1965.—703 с.

6. В. Степанов. Курс дифференциальных уравнений. — М.: Гос. издатель-
ство технико–теоретической литературы, 1950. — 473 с.

7. Самойленко А. М. Диференцiальнi рiвняння у прикладах i задачах/ Са-
мойленко А. М., Кривошея С. А., Перестюк М. О..:К.—Вища школа,
1994.—454 с.

8. А. Ф. Филипов. Сборник задач по дифференциальным уравнениям,
2000.—174 с.



97

Змiст
Стор.

Роздiл 1 Звичайнi диференцiальнi рiвняння вищих порядкiв 3
1.1 Загальнi поняття та означення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Способи зниження порядку диференцiальних рiвнянь.

Iнтегровнi типи рiвнянь n-го порядку . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2.1 Рiвняння, якi не мiстять шуканої функцiї та кiлькох її

перших похiдних . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2.2 Рiвняння, яке не мiстить незалежної змiнної . . . . . . . 7
1.2.3 Однорiднi рiвняння вiдносно y, y′, ..., y(n) . . . . . . . . . 8
1.2.4 Квазiоднорiднi рiвняння . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.2.5 Рiвняння з точними похiдними . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.3 Iнтегровнi типи диференцiальних рiвнянь n–го порядку . . . . . 12
1.3.1 Диференцiальне рiвняння вигляду F

(
x, y(n)

)
= 0. . . . . 12

1.3.2 Диференцiальне рiвняння вигляду F
(
y(n), y(n−1)

)
= 0. . 15

1.3.3 Диференцiальне рiвняння вигляду F
(
y(n), y(n−2)

)
= 0. . 17

Завдання для iндивiдуальної роботи №4 . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

Роздiл 2 Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння n–го порядку зi
сталими коефiцiєнтами 26
2.1 Лiнiйнi однорiднi рiвняння n-го порядку зi сталими

коефiцiєнтами. Метод Ейлера . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.2 Лiнiйнi неоднорiднi диференцiальнi рiвняння n-го порядку зi

сталими коефiцiєнтами. Метод варiацiї сталих . . . . . . . . . . 30
2.3 Лiнiйнi неоднорiднi диференцiальнi рiвняння n-го порядку зi

сталими коефiцiєнтами.
Метод невизначених коефiцiєнтiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.4 Диференцiальнi рiвняння, що зводяться до
лiнiйних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами . . . . . . . . . . . . 38
2.4.1 Рiвняння Ейлера . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.4.2 Рiвняння Лежандра . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

Завдання для iндивiдуальної роботи №5 . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

Роздiл 3 Системи звичайних диференцiальних рiвнянь n–го
порядку 51



3.1 Основнi поняття теорiї лiнiйних систем . . . . . . . . . . . . . . 51
3.2 Зв’язок мiж лiнiйним рiвнянням n–го порядку та

лiнiйною системою розмiрностi n . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.3 Будова загального розв’язку лiнiйної однорiдної системи зi ста-

лими коефiцiєнтами. Метод Ейлера . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.4 Лiнiйнi однорiднi системи зi сталими коефiцiєнтами.

Випадок кратних коренiв характеристичного рiвняння.
Метод власних та приєднаних векторiв . . . . . . . . . . . . . . 65

3.5 Лiнiйнi неоднорiднi системи диференцiальних рiвнянь зi стали-
ми коефiцiєнтами. Метод невизначених коефiцiєнтiв . . . . . . . 73

3.6 Лiнiйнi неоднорiднi системи диференцiальних рiвнянь зi стали-
ми коефiцiєнтами. Метод варiацiї сталих . . . . . . . . . . . . . 74

3.7 Розв’язування лiнiйних однорiдних систем диференцiальних рiв-
нянь зi сталими коефiцiєнтами за допомогою експоненти ма-
трицi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

Завдання для iндивiдуальної роботи №6 . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
Список рекомендованої лiтератури . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96



Вiдповiдальний за випуск:
завiдувач кафедри диференцiальних рiвнянь та математичної фiзики
доктор фiз.–мат. наук, проф. Маринець В. В.

Автор: кандидат фiз.–мат. наук, Маринець К. В.

Рецензенти: канд. фiз.–мат. наук, доц. Глебена М. I.

канд. фiз.–мат. наук, доц. Погорiляк О. О.

НАВЧАЛЬНИЙ ПОСIБНИК

з курсу "Диференцiальнi рiвняння"

Частина II

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ ВИЩИХ ПОРЯДКIВ.

СИСТЕМИ ЗВИЧАЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ
ПЕРШОГО ПОРЯДКУ


