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Нейронні елементи над полем ком-

плексних чисел 
 

В роботі розглядаються нейронні 
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Нейронні елементи (НЕ) використовуються 

при побудові нейромереж, які є ефективним 

механізмом вирішення широкого кола задач 

класифікації об’єктів, розпізнавання образів, 

стиску інформації, прогнозування поведінки 

динамічних систем, наближення і екстраполяції 

функцій. При цьому застосовуються різноманітні 

підходи по визначенню конфігурації НЕ і зв’язків 

між ними у нейромережах. В роботах [1-7] 

розглядаються НЕ як з неперервними, так і з 

розривними функціями активації. Перші з них 

використовуються для наближення неперервних 

функцій, другі – для наближення (здебільшого 

точної реалізації) дискретних функцій. Особливо 

важливим є вивчення властивостей бульових 

функцій, які можна задати на НЕ за допомогою 

різних функцій активації. 

Розглянемо класичний підхід щодо реалізації 

бульових функцій на НЕ. Розглядаються бульові 

функції в алфавітах  1,02 Z  або }1,1{2 H . 

Якщо для бульової функції 22: HHf n   

знайдеться такий n+1-вимірний дійсний вектор 
1

11 ),,,( 
  n
nn Rwwww  , що для всіх векторів 

  n
n Zxx 21 ,,   має місце співвідношення 

  1,,0 11

1

 



 nn

n

j

jj xxfwxw  , то кажуть, 

що бульова функція  nxxf ,,1   є 

нейрофункцією (пороговою функцією) і 

реалізується на НЕ з ваговим вектором 1 nRw . 

Скалярний добуток  xw,  1

1





 n

n

j

jj wxw , де 

 1,,1 nxxx   називають зваженою сумою, що 

відповідає вхідному вектору x. Надалі будемо 

використовувати позначення  nxxfxf ,,)( 1  , 

вважаючи, що функція f(x) не залежить від 

змінної 1nx . 

Зауваження 1. В деяких випадках зручно 

вважати, що 1nx  дорівнює деякій наперед 

визначеній константі, яка відмінна від нуля. 

У зв’язку з “невеликою” потужністю класу 

бульових нейрофункцій (див. [3]) багатьма ав-

торами робилися спроби розширити його за 

рахунок НЕ більш загального вигляду. Одним з 

можливих підходів є розгляд комплексних 

бульових нейрофункцій в алфавіті C},{  , які 

породжуються ваговим вектором 1 nCw , де C – 

поле комплексних чисел. Будемо визначати 

знакову функцію 2:Lsign HC  так: нехай l – 

довільна пряма на площині, яка розбиває її на дві 

півплощини C  і C . Тоді 














.,1

,,1
Lsign

lCz

Cz
z  

Застосовуючи до зважених суми  zw,  знакову 

функцію Lsign, отримаємо відображення 

  2,: Hf
n
 , яке будемо називати ком-

плексною бульовою нейрофункцією в алфавіті 

},{  . Визначення знакової функції Lsign є 

досить загальним. Покажемо, що його можна 

спростити, не звузивши при цьому класу ком-

плексних бульових нейрофункцій. Справді, за 

рахунок вибору вільного члена 1nw  у зваженій 

сумі  zw, , домножання всіх вагових коефі-

цієнтів на множник вигляду ie  і певних змін 

вагового вектора [1], без втрати загальності 

можна обмежитися наступною знаковою 

функцією: 
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Схожий підхід до визначення знакових 

функцій був застосований в [1]. Позначимо через 

  CP ,,  клас всіх комплексних нейрофункцій 

в алфавіті },{  . Виникає питання, як пов’язані 

між собою класи комплексних нейрофункцій у 

різних алфавітах. Відповідь на це питання дає 

Лема 1. Для довільних алфавітів },{  , 

},{   має місце взаємно однозначна від-

повідність      CPCP ,,,,   . 

Доведення. Нехай   CPzf ,,)(  . Тоді 

знайдеться такий вектор 
1 nCw , що для всіх 

 nz ,   zwzf ,Resign)(  . Відображення 

  








 zz  здійснює взаємно 

однозначну відповідність між елементами 

множин n},{   і n},{  . Тоді 

  



 







n

j

jjn
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j

jj zwwzwzw
1

1

1

,

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 zwwzw
n

j

njj













 



 ,
1

1



 , 

де 

 njww jj ,2,1, 








, 




 













n

j

njn www
1

11 



 . 

Нехай  zg   – бульова функція в алфавіті 

},{  , яка реалізується на НЕ з ваговим вектором 

'w . Легко бачити, що відображення gf   є 

бієкцією між елементами множин   CP ,,  і 

 CP },,{  . Лема доведена. 

Зауваження 2. Лема 1 показує, що не можна 

за рахунок вибору алфавіту отримати клас 

бульових функцій, який би мав більшу по-

тужність, ніж клас  CHP ,2 . 

Виникає питання про зв’язок між класами 

  CP ,,  і   DP ,, , де D – деяка власна 

підмножина поля C. 

Лема 2. Якщо для алфавіту },{   викону-

ється умова  ReRe  , то 

     RPCP ,,,,   . 

Доведення. Нехай   CPn ,,  – множина всіх 

n-місних комплексних нейрофункцій в алфавіті 

},{  . Покажемо, що для всіх натуральних n 

     RPCP nn ,,,,   . Згідно леми 1 

     CPCP nn ,Re,Re,,   . Нехай f – до-

вільний представник класу   CPn ,Re,Re  , 

  njRyxiyxzz jjjjj
n ,,1,,,,1},{  

,  1,,1,,,  njRvuivuw jjjjj  . Тоді 















 







 1

1

1

1

Re)( n

n

j

jjn

n

j

jj uxuwxwzf














 





n

j

njj uzu
1

1Re . 

З останньої рівності випливає, що класи 

бульових функцій   CPn ,Re,Re   і 

  RPn ,,  мають однакову потужність. Тоді 

множини   RPn ,,  і   CPn ,,  також мають 

однакову потужність. Оскільки перша з них є 

підмножиною другої, то вони є рівними. Лема 

доведена. 

Зауваження 3. Для алфавіту 2H  лема 2 

доведена в роботі [2]. 

З доведеної леми випливає, що НЕ, 

коефіцієнти вагових векторів яких належать 

дійсній осі, породжують клас усіх комплексних 

нейрофункцій. Виявляється, що цей факт є 

типовим і має місце для НЕ, вагові коефіцієнти 

яких належать деякій прямій у комплексній 

площині. 

Теорема 1. Якщо    1|  nRxxR   і для 

комплексних чисел  ,,  виконуються умови 

  0Re,
2

Arg  


 , то класи бульових 

нейрофункцій   CP ,,  і      RP ,,  спів-

падають.  

Доведення. Розглянемо довільну нейро-

функцію     CPzf ,, . Тоді знайдеться 

такий вектор 1 nCw , що для всіх  nz ,  має 

місце рівність )(),Resign( zfzw  . Звідси 

   zwwzwwzwzw n

n

j

jjn

n

j

jj
 








 ,, 1

1

1
1

1



, де   11
1 ,,1, 
  nnjjjj wwnjzzww  . 

Тому кожній комплексній нейрофункції  zf  в 

алфавіті },{   взаємно однозначно відповідає 

нейрофункція  zg   в алфавіті },{  , причому 

для всіх  nz ,  має місце рів-

ність )()( zgzf  . Застосувавши лему 2 до 

функції  zg  , отримаємо  
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    













 



 1

1

Re,Re,Re n

n

j

jj uzuzwzw  

 zwuzu n

n

j

jj ,~ReRe 1

1















 



  , 

де  





Re

~,,,1,~, 1
1


  n

njjj

u
wnjuwRu  . 

Отже, бульова функція )(zf  реалізується на НЕ з 

ваговим вектором )(~ Rw . Теорема доведена. 

Виникає питання про алгоритм знаходження 

для комплексної нейрофункції вагових 

коефіцієнтів НЕ, який реалізує цю функцію, 

тобто про алгоритм навчання НЕ, при умові, що 

)(Rw . 

Нехай  AA ,  – скінченні підмножини, які 

складаються з векторів, що належать множині 

}{nC , такі, що   AA . Множини A  і 

A  назвемо  -відділимими, якщо знайдеться 

такий вектор )(Rw , що для всіх 

  AAAz  мають місце співвідношення 

 
  .  якщо,0,

,  якщо,0,









Azzw

Azzw
 

Крім того, будемо вважати, що  

   njczeAz j
i ,10Re   ,       (1) 

Нехай послідовність векторів  kz  (навчальна 

послідовність) задовольняє наступні дві умови: 

1) NkAz k  , ; 2) кожний елемент множини А 

входить у цю послідовність нескінченну кількість 

раз. Не втрачаючи загальності, будемо вважати, 

що  ie , де 
22





 . Покладемо 

 0,,00 w  і будемо будувати послідовність 

векторів  kw  наступним чином: 

  


ik
k

kk ezhtww  1 ,                  (2)  

де       1,Re,,Re 1



i

n
i ezezzh   , а коефі-

цієнт 
k
t  визначається так: 

 
 














 





випадках.іншихв,0

,і0,Reякщо,1

,і0,Reякщо,1

1

1

Azzw

Azzw

t kk

kk

k     (3) 

Алгоритм побудови послідовності  kw  за 

правилом (2) назвемо алгоритмом навчання НЕ. 

Теорема 2. Якщо скінченні множини A  і A  

є  -відділимими, то послідовність вагових 

векторів (2) стабілізується через деяку кількість 

кроків на деякому векторі mw , який відокремлює 

ці множини. 

Доведення. Припустимо противне. Будемо 

вважати, що на кожному кроці алгоритму 0kt  

(можна відкинути такі kz , для яких 0kt , 

оскільки на відповідних їм кроках алгоритму не 

змінюються вагові вектори). Тоді 

    





im
m

im ezhtezhtw  1
1

1 . Помножимо 

останню рівність скалярно на вектор  Rw , 

який відокремлює множини A  і A . Без 

обмеження загальності можна вважати, що 

знайдеться таке d > 0, що Az  виконується 

нерівність    0,  dzhw   (цього можна 

досягти змінивши відповідним чином вільний 

член 1nw ). Тоді з нерівності Коші-Шварца отри-

маємо, що 

     mdzhwwwww
m

k

kmm  




1

11 ,,  . 

З останньої нерівності випливає, що 

2

22
2

1

w

dm
wm  .                        (4) 

З іншого боку, підносячи рівність (2) скалярно до 

квадрату, отримаємо: 

     2
11

1
1 ,Re2 


  kikk

k
kk zhezhwtww 


 . 

Відповідно до алгоритму навчання всі вектори 
kw  задовольняють умову ikk euw  , де 

1 nk Ru . Тому 

      



n

j

iik
j

ik
j

ikk eezeuezhw
1

11 ReRe,Re 

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
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
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k
j

k
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k
j
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1 sincosReRe   
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


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


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


 

 iik
n

n

j

k
j

k
j

ik
j

k
n eeuiyxeuu 1

1

11
1 ReRe

 

 1

1

1
1 ,ReRe 




 














 

kki
n

j

k
n

k
j

k
j zwewzw  . 

З (3) випливає, що   0,Re 1 kk
k zwt . Тоді з 

урахуванням попередніх рівностей і умови (1) 
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отримуємо, що 

   mknczhww kkk ,,1,0,12
2

1
22

1  


Просумуємо останню нерівність по k від 0 до m. 

Тоді  

    


 
m

k

km ncmzhw
0

2
2

1
2

1 11 .   (5) 

Нерівності (4) і (5) суперечливі при великих m. 

Отже, процес навчання (2) не може тривати 

нескінченно довго. Теорема доведена. 

Як показує лема 2, вибір вагових коефіцієнтів 

з поля С не приводить до збільшення кількості 

нейрофункцій. В той же час використання ком-

плексних векторів збільшує витрати пам’яті ЕОМ 

при побудові нейромереж і кількість операцій 

при обчисленні зважених сум. Все це приводить 

до необхідності вивчення НЕ з більш складними 

знаковими функціями, які б враховували 

специфіку комплексної площини. Розглянемо 

один з можливих підходів визначення функції 

активації. Візьмемо на площині деякий кут. Тоді 

можна визначити знакову функцію наступним 

чином: 








випадку.іншому  в,1

кута, сторонамиміж   лежить якщо,1
Asign

z
z  

Не втрачаючи загальності, можна обмежитися 

розглядом знакових функцій вигляду 










випадку.іншому  в,1

,Arg0,1
sign




z
z          (6) 

Бульову функцію   2,: Hf
n
 , для якої 

для всіх }1{},{  nz   справджується рівність 

   zwzf ,sign , будемо називати  -нейро-

функцією в алфавіті  , . Клас всіх  -нейро-

функцій в алфавіті  ,  позначимо через 

  CP ,, . Покажемо, що клас  -нейро-

функцій є розширенням класу нейрофункцій. 

Нехай iwiwiw  1,1,1 321 . Тоді 

функція 21zz  належить класу  CHP ,2

2

 , 

оскільки  zwzz ,sign

2

21  . Відомо, що функція 

21zz  не є нейрофункцією. В той же час можна 

легко показати, що кожна нейрофункція є  -

нейрофункцією. 

Лема 3. Для довільних алфавітів },{  , },{   

має місце взаємно однозначна відповідність 

     CPCP ,,,,    . 

Неважко навести приклади, які показують, що 

лема 2 і теорема 1 не виконуються для  -

нейрофункцій. Наведемо деякі результати, які 

стосуються  -нейрофункцій. 

Теорема 3. Якщо  0 , то бульова 

функція f(z) є  -нейрофункцією в алфавіті 

},{   тоді і тільки тоді, коли знайдуться такі 

нейрофункції    zfzf 21 , , що має місце рівність 

     zfzfzf 21  . 

Теорема 4. Якщо скінченні множини 

}1{, 
nCAA  можна відокремити за 

допомогою НЕ зі знаковою функцією виду (5) 

при деякому   ,0 , то при довільному 

  ,0  їх можна відокремити за допомогою 

НЕ зі знаковою функцією sign  за допомогою 

алгоритму навчання, подібного до алгоритму (2). 
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