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Mertonnunuii mociOHUK 10 Kypcy “Teopis aiaropuTmiB Ta MaTeMaTU4yHlI OCHOBU
MpeacTaBlieHHd 3HaHb  nis cryaeHtiB Il kypcy cramioHapHoi Ta 3a04HOi (popmu
HAaBYaHHS MICTHTh JEsIKI TEOPETHYHI BIJOMOCTI, 3aBIaHHSA [UIsl CaMOCTIMHOI Ta
IHAMBIAYaJIbHOI POOOTH CTY/ACHTIB, JITEPATypy.

MeTonnyHuii MNOCIOHUK Ppo3po0JeHO | CKJIageH0 AacucTeHTOM Kadeapu
iHpOopMaIIITHUX yIIpaBiIsiiouux cucteM Ta TexHoorii Komua-I'opsukinoro I'.E.
BinnoBiganbHuii 3a BUIyCK JOKTOpP TEXHIYHHUX HayK, mpodecop Bacuienko F0.A.

HpykyeTbcsi 3a pimieHHsM Kadeapu i1HGOpMAIIHHUX YIPaBISIOUYUX CHCTEM Ta
TexHojorid Bin  29.12.05p., npotokon Ne 4.



Beryn

[CHYIOTb TpW OCHOBHI THUIM YHIBEPCAJIbHUX AITOPUTMIYHUX MOJENEH, 5Kl €
€KBIBAJICHTHUMHU M c00010. KokHa 3 IUX alrOpUTMIYHUX MOJENEH SIBIASETHCS
YTOYHEHHSIM IHTYiTUBHOT'O MTOHSTTS aITOPUTMY.

[lepmnii TUI aNTOPUTMIYHUX MOJENEN — L€ MEePETBOPEHHS CIIIB y JTOBUIBHUX
andasiTax, B SKUX €JIEMEHTApPHUMHU ONEpalisiMU € IMiJCTaHOBKH, TOOTO 3aMIHU
YaCTHHM CJIOBa IHIIUM cJoBoM. IlepeBaru 1mporo Tumy — B HOro MaKCHUMabHiH
a0OCTPaKTHOCTI Ta MOXJIMBOCTI 3aCTOCOBYBATU IOHATTSA AJITOPUTMY JO 00’ €KTIB
JOBUIBHOI (He 00O0B’SI3KOBO UMCIIOBOi) mpuponau. [Ipuknaan Mozaenel UbOro TUMY —
HOpMaJbH1 anroputMu Mapkosa.

Hpyruil THO TPYHTYEThCS HA YSABIEHHI MpPO aJITOPUTM SK NP0 JEAKH
JETePMIHOBAHUM MPUCTPIid, 3JaTHUN BHUKOHYBaTH B KOXKEH OKPEMUU MOMEHT JIMILIE
Ay’Ke TpUMITUBHI omepanli (ToOTO KpOKM € €eJEeMEHTapHUMH, a aJfOpPUTM
0JIHO3HaYyHUM). OCHOBHOIO TEOPETUYHOIO MOJIEIUTIO IILOTO TUITY € MamirHa TropiHra.

Tperiii TN 3B’SI3y€ MOHATTS aNTOPUTMY 3 HAUTPATUIIAHIIIUMU TOHSATTIMHU
MaTEMaTUKA — OOYMCIECHHSAMM Ta yuciaoBUMHU (GyHKUisMH. HallGinpmn po3BuHeHa i
BHMBUYEHA MOJIEJIb IbOTO TUIY — PEKYPCUBH1 (QYHKIII.

€ 1ie yeTBEpPTUH TUN YHIBEPCAIBHOI aNTOPUTMIYHOT MOJENI — aNrOpUTMIYHA
cuctema KiiHi, sika € mOXiJTHOIO BiJl PEKYPCUBHUX (DYHKIIIH.

AaropurmiyHa cucrema MapkoBa

B ocHOBI 11i€1 anropuTMIYHOT CHCTEMH JICKHUTh TOHSATTS HOPMAJIBHOTO
aNropuT™My, BBeleHoro MapkoBuM. lle TIOHATTA anropuTMy IOB’S3aHE 3
acoIllaTUBHUM YHCIICHHSM, IO OyAyeTbCcs Ha MHOXKHHI BCIX CJIB y 3aJIaHOMY
andaniTi.

Angasimom HazuBaeTbcs Oyab-fKa CKIHUYEHA ITOCTIIOBHICTh CHMBOJIIB, IIIO
Ha3UBAIOThCS JIITEPAMH.

Crnosom y nmaHoMy aindaBiTi HA3WMBA€THCS JIOBUIbHA CKIHYCHA ITOCTIIOBHICTH
OyKB 3 JaHOTO andaBsiTy.

[TopoxHe cTOBO MO3HAYAETHCS A .

SIKIIO CIIOBO o € YaCTHHOIO CIIOBAa £, TO KaXXyTh, III0 ¢« BXOJHTH B CIIOBO f3,
a0o0, IO a € nidcioéom cnosa f.

Omeparrii acomiaTUBHOT'O YHCJCHHS BU3HAYAIOTHCS K CHCTEMA ITiJICTAHOBOK, 32
JIOTIOMOT OO SIKUX OJ[H1 CJIOBA MEPETBOPIOIOTHCS HA 1HIIII.

Hexaii nano neske ciioBo y B andaniri £ 1 HEXad o € MIJACIOBOM CJIOBa .
ITimcraHoBKa « — £ O3HAYA€E 3aMiHY ITIJICJIOBA « B CJIOB1 y Ha JCSKE CIOBO f3.

Acoyiamusnum yucieHHsM HA3UBAETHCSI MHOXKHUHA CIIIB B JIesIKOMY andaBiTi 13
JIESIKOK0 CKIHYEHOK CUCTEMOIO MiJICTAHOBOK.

Hpuknan 1. Andasir {a,b,c,d,e} ta cucrtema migcTaHOBOK

ac—ca



ad—da
bc—ch
bd—db

abac—abacc 3amaroth acoriaTuBHE YHUCIICHHS.

JlBa cioBa o 1 S HA3UBAIOTLCH eKGIBANCHMHUMU, SKIIO OJHE 3 HUX MOXKHA
YTBOPUTH 3 THIIIOTO MOCTIJOBHUM 3aCTOCYBAHHSM JICSKHUX IMiICTAaHOBOK. [lo3Ha4YaroTh
a~p.

SIKIIO « € 4aCTUHOIO ClIoBa y 1 o~ 8, TO MICIS MIJCTAHOBKU « — 8 OJEPKUMO
CJIOBO, C€KBIBAJICHTHE JIO .

VY KOXXHOMY acoIllaTUBHOMY YMCJIEHHI ICHY€ HECKIHYEHHAa MHOXHUHA PIZHUX
CHIB, SIKYy 3a JOTIOMOTOI0 €KBIBaJICHTHOCTI MOHA PO30WTH Ha MiJMHOXXUHH, SIK1 HE
NEePETUHAIOTHCH.

Jledykmuerum 1anyodxcKom Ha3UBAETHCS MOCIIIOBHICTD CHIB ¢y, Q,,...,&,, B KA

KO’KHE HACTYITHE CJIOBO OJIEPKYETHCS 3 TOMEPEIHHOTO 3a JOTIOMOTOI0 OJTHOPa30BOTO
3aCTOCYBaHHS JOIMYCTUMOT MiJCTAHOBKH.

JIBa cycimHi ciioBa B JCAYKTHUBHOMY JIAHIIFO)KKY HA3UBAIOTBCS CYMINCHUMU.
[TincraHoBKa « —  HA3UBAETHCS OONYCMUMOIO O/ CNIO8A ¥ , AKIIO « € TIICIOBOM
cioBa y .

VY K0’XKHOMY acoIliaTHBHOMY YHCJIEHHI BUHUKA€E CBOS MpobJieMa ciliB, TOOTO IS
OyIb-IKUX JBOX CJIIB Tpeba BU3HAYMTH EKBIBAJICHTHI BOHM YW Hi (4M ICHYE
JIEAYKTUBHUH JIAHIIFO)KOK B1J] OJTHOTO CJIOBA JIO 1HIIIOTO).

OCKUTbKM B KOXXHOMY acOI[laTUBHOMY YMCJICHHI ICHY€ HECKIHYEHHAa MHOXXHHA
pPI3HUX CIIiB, TO TMTAaHHS EKBIBAJICHTHOCTI MOTpeOye mepedopy HECKIHYCHHOT
MHOXHHHU BapiaHTiB.

3a J0MOMOTOI0 aJATrOpUTMY Iepedopy MOKHA BUPIIIUTH oOMedceHy npoobiemy
c1i8, TOOTO BCTAHOBUTH, YA MOKHA OJIHE CJIOBO OJIEPKATH 3 1HIIOTO 3aCTOCYBAHHIM
JTOTYCTUMHUX TIJICTAHOBOK He Ourbine k pasiB, ne k—Hamepen 3amaHe QikcoBaHe
gucio. JIJist boro JOCUTH MOOYAYBaTH BCi CJIOBA, CYMIKHI 3 OJTHUM 13 3aJjaHUX CJIiB;
MOTIM JIJI1 KOXKHOTO 3 YTBOPEHUX CJIIB MOOYAYBaTH CJIOBA, CYMDKHI 3 HUM, 1 T.1. k
pasiB. B pe3ynbrari omepKUMO CIHCOK BCIX CIiB, SIKI MOXYTh OyTH YTBOpPEHI i3
3aJIaHOTO CJIOBA 3a JOTIOMOTOI0 JOMYCTUMHUX IT/ICTAHOBOK, 3aCTOCOBAaHUX HE OLIbIIE
k paziB. SIkmo apyre 3amaHe clioBo Oy/e B IbOMY CIHCKY, TO BiJIIOBiAb MO3UTHBHA,
SIKIIIO H1 — HETAaTUBHA.

st neoOmedicenoi npobaemu CIiB e crocid HeMpUAATHUHN, OCKUTBKH JIOBXKHHA
JIEAYKTUBHOTO JIAHITFOXKKA, SKIIO BiH ICHY€E, MOXKE OyTH SIK 3aBI'OJTHO BEJIUKOIO 1 TOMY
HE MOXXHA 3a3HAYUTH TaKe CKIHUYEHE YHCIO K, IO TapaHTOBAaHO BHPIIIYE IO
mpobJiieMy IUITXOM Iepedopy, ToOOTO B3arayl HEBIAOMO YH iCHYE Take CKiHYeHE K.
Tomy nnst BupimieHHsT HEOOMEXEHOI MPoOIeMH CIiB MOTPIOHO 3aCTOCOBYBATH 1€,
AKi TPYHTYIOThCS Ha aHall3l MEXaHI3My NEPETBOPEHHS CIIIB 3 BUKOPUCTAHHSIM
JOTYCTUMUX TT1ICTAHOBOK.

Hanpwuknan, iHOA1 MOXHA BHUSBUTH BIIACTUBOCTI, K1 € HE3MIHHUMH JJII BCIX
CJTIB ICYKTUBHOTO JIAHITIOKKA.



BnacTuBOCTI, 110 3alMIIAIOTBCA HE3MIHHMMH I BCIX CIIB JE€IYKTUBHOIO
JIAHII0KKA, HA3UBAIOTHCS 0e0yKMUBHO-IHEAPIAHMHUMU.

VY npuknaai 1 y KoxHIM 3 TONYCTUMHX MIJCTAHOBOK YMCJIEHHS JiBa 1 MpaBa
YaCTHHM MICTSATh Ty CaMy KUIbKICTb M1/ICIIB 4.

Orxe, y OyIp-IKOMY JEIyKTUBHOMY JIAQHIIOKKY BCl CJIOBa TaKOX MarOTh
MICTUTH Ty caMy KUIBKICTb HIACHIB @. Ha OCHOBI 1bOTO JE€IyKTHBHOI'O IHBapiaHTa
MO>KHA BCTAHOBHTH, SIKI CJIOBA HE MOXKYTb OyTH €KBIBaJICHTHUMH.

Hanpuknan, cnoBa abacuac i abaaaac ve exBiBajieHTHI B 3aJaHOMY YHCIICHHI.

Jlo mpobsieMu ciiB 3BOAATHCS Oararo reOMETpUYHUX, anreOpaidHuX Ta JOTTYHUX
3ajad.

Hanpukmnan, 6yab-ska GopMyra JOTIKM BUCIOBIIOBaHL a00 JIOTIKK MPEIUKATIB
MOJKE€ PO3TJISJATUCS SIK CJIOBO B JIeSIKOMY aj(aBiTi, 0 MICTUTH JIOT1YHI CHUMBOJIH,
BUCJIOBJIIOBAHHS, MpEJUKaTH 1 MPEeAMETHI 3MIHHI. A Tpolec eKBIBaJICHTHHUX
nepeTBopeHb a00 BHBEACHHS JIOTITYHOTO BHCHOBKY MOXE TpaKTyBaTUCh SIK
NEPETBOPEHHS CJiB, a POJib JOIMYCTUMHUX MIJICTAHOBOK OYy/IyTh BIAIrpaBaTH JIOTIYHI
3aKOHM a0o0 akciomMu. ToOTO MHUTaHHA MPO BHUBOJUMICTH SIKOi-HEOYAb (hopmynu €
NUTAHHSAM ICHYBaHHS JIEIyKTUBHUX JIAHLIOKKIB, SKI BEIyTh BiA CIIB, L0 €
ITOCHJIKAMHU, J10 CJIB, K1 € HaCJIIKaMH.

KaxyTs, 1110 3a0ano areopumm 6 angasimi X, IKUN € 3acmMOCOBHUM 10 CIOBA «
1 MEepeTBOpPIOE MOro Ha A, SKIIO, BUXOJSYU 13 CIOBA ¢ 1 JIOYM BIJMOBIIHO 0O
PO3MOPSIIKEHB, LIEH aIrOpUTM Aae f3.

MHoXuHa ciiB, 10 SKUX € 3aCTOCOBHMM JE€SKUHA aJIrOPUTM, HA3UBAETHCS
obnacmio 1020 3aCMOCY8aHHA.

JIBa anropuTMH Ha3UBAIOTBCS eKGIGaNeHMHUMU B AESIKOMY ayaBiTi, AKIIO
o0nacTi iX 3aCTOCYBaHHS Ta pPe3yNibTaT MEPETBOPEHHS HUMHU OyIb-SKOTO CJOBa 31
CHUIBHOT 00J1aCT1 301ratoThes.

Osnauennss 1 Hopmanvnoco ancopummy. Hexait 3amano andasitr T i
BIIOPSAIKOBAHY CHCTEMY MiACTaHOBOK P. BuxXossuu 3 TOBUIBHOTO CJIOBa o B andaniTi
Y pO3MIANAOThCS TIJACTAHOBKM B TOMY TOPSAIKY, B sAKOMYy ix 3amaHo. [lepra
IIJICTAHOBKA, JliBA YacTHMHA SKOI CcIiBHaga€e 3 AEIKHM IIJCIOBOM  «,
BUKOPHCTOBYETHCS JIJISl TIEPETBOPEHHS ¢, B SKE 3aMICTh IEPIIOTr0 BXOKEHHS JIIBOT
YaCTUHW TMIiJACTAaHOBKHM ITJICTABISEThCA 1i MpaBa 4YacTHHA, BHACTIJOK YOIO
YTBOPIOETHCSI HOBE CJIOBO «,. Jlayi, BUXOASYM 3 IILOTO HOBOTO CIIOBAa ¢, MPOIIEC
MTOBTOPIOETHCS, TIOKU HE 3aKIHUUTHCS, 03HAKAMHU YOTO € JIBA BUIAKH.

1) KoJIu yTBOPHWJIOCS TaKe CJIOBO «,, IO JKOJAHA 3 JIIBUX YaCTHH JOMYCTHUMHX
MICTAaHOBOK HE € HOTO IIiICIIOBOM;

2) KOJIM MPU YTBOPEHHI CJI0BA «, BUKOPHCTAHO OCTAHHIO IMiJCTAHOBKY.

@) T1*(5,5..8;) (lo.1o)

(@) TI*(S,81,8;) (L.n)

Osnauenns II. — onepaTtopHuii anroputm (1)

@) TGS (o,



I1*(S,S;,S;) — oneparop (S-iHnuBiAHA 3MiHHA; S,,S,— AesKi QikcoBaHi cI0Ba).
Oneparop I1*(S,S!,S}) peacye na cnogéo S, Km0 S, BXOAUTH B CIOBO S.
1 2 1

Omeparop I1*(S,S,,S;) HE pearye Ha CJIOBO S, SIKIO S, HE BXOIWTH B S.

Hopmanovuum ancopummom Maprosa Ha3uBaeThesl anroput™ Buay (1), B sskomy
I =0, r,— KiHneBa mitka (r, =4 ), l,e{q,.r,}, (i=0,n-1j=0,n).

JlaHi yMOBM O3Ha4alOTh, IO KOJW omepatop I1*(S,S;,S;) B KOMaHII
(9,) MI*(S,s".S;) (,r,) HE pearye Ha CIOBO S, TO CJIOBO S HE MIHACTBHCA 1
YIPaBIiHHA MEPefaeTbCsd HAa HACTYHHY KOMAHILY (,.) IT1*(S,S"%,S5™) (Iyilma)-
SIxuo pearye, TO HaJl LIUM CJIIOBOM BUKOHYE€ThCS onepatis I1*(S,S",S)')1 ynpaBiiHHS
nepeaacThecsi ab0 Ha MOYATKOBY MITKY ¢, a00 Ha KIHIIEBY I, — B 3aJIe)KHOCTI BiJI TOTO
YH 3aKJTFOYHOI0 € KOMaH/Ia, ONepaTop SKOi pearye Ha CIIOBO.

Komanpa (q,) IT*(S,S;",S;}') (l,r,) Ha3sUBa€TbCA 3aKn04HON0, AKMO | =4 .

m

CKOpOYEHO MO3HAYAETHCS S, —> oS,.
OnepaTop Ha3UBAETHCA He3akmouUHuUM, KO |, =4 (S, —S,).

IIpuknal HOpMaJbLHOTO AJITOPUTMY

(d,) TI1*(S,aba,b) (d,,q,)

(o) I1*(S,aa,b) (A;q,)— 3aKnrO4YHA KOMaH/Ia
(d,) TI*(S,cbc,a) (q,,4)

A0G0 MOXHa 3armucaTH B TAKOMY BUTJISII:

@, :aba—b

@, aa—>eb (2)

@, :chc—a

Po6oTa HOpMaTEHOTO ANTOPUTMY.

CnoBo S TOCHIZIOBHO 3BEpPXy BHHU3 MPOXOIUTH OINEPATOPU HOPMAIBHOTO
anroputMmy. OmnepaTtopu, SIKi Ha S He 3pearyBajid, MPOMyCKalOTh 1€ CIOBO 0e3 3MiH.
Sxio ciioBo S moragae Ha OomNepaTop. KWK Ha HBOT'O pearye, TO JaHHH oIepaTop
3aCTOCOBYETLCS JI0 LIBOTO CJI0BA 1 OJEPAKYETHCS HOBE CJI0BO S . SIKIIo omepaTop, 1o
3pearyBas, HE € 3aKJIFOYHMM, TO CIOBO S ijie HA II0YaTOK HOPMAIBLHOIO AITOPUTMY i
TUILKY L0 BKa3aHa IIPOLELypa 3aCTOCOBYEThCA 10 cioBa S . SIkmio omeparop, 1o
3pearyBas, € 3aKIIOYHUM, TO alTOPUTM 3aKiHdye po6oTy i S "€ HOro pesyabTaToM.
Sxmo Ha S He 3pearyBaB JKOJEH ONEPATOP HOPMAIBHOTO QJITOPUTMY, TO aJITOPUTM
TEX 3aKIHUYE CBOIO pOOOTY 1 CJIOBO S, 110 HE 3MIHUIIOCS, € HOTO PE3yJIbTATOM.

[Mpukian.

[IpoananizyeMo 3acTocyBaHHS anroputMy (2) A0 cioBa

S =chcab
TakTu [ 0 1 2 3 4 5
CroBa Si cbcab |cbcab |cbcab |aab aab bb KiHeIb
Omnepatopu | 0; Dy D D, Dy D




Oyukmis  f(X;,...,X,) HA3UBAETBCA HOPMAILHO 00UUCTI08ANbHOIO ab0 M-

@yHKyiclo, AKIO ICHYE HOPMAJIbHUM QITOPUTM, IO OOYHUCIIOE 3HAYEHHS [AHOI
($yHKIIT HA KOXXHOMY HaOOp1 apryMeHTIB 3 00J1aCTi BUSHAYEHHS.

[punuun HopMaiizailii Mapkoga.
Kosxna o6uucitoBasibHa GyHKIIS € HOPMATHHO O0YUCTIOBAIBHOIO.

AaropurmiuHa cucrema TropiHra

B 0OCHOBI 11i€1 CUCTEMU JIGKUTH MTOHATTS MalTuHU TropiHTa.
Hexait MmaemMo NIBI HECKIHUEHI CHCTEMH CHMBOJIB do, di,... 1 (o, J1,...CuMBOIN a;
Ha3MBaIOThCS OykBamu, a ( — MiTkaMu. KoHKpeTHU# BUTIs OyKB 1 MITOK HE Mae
3HaueHHsA. €AuHe, 10 BHUMAraerbcsi, — 00 CYKynHOCTI OYKB 1 MITOK He
NEPETUHATUCS MK cO0OIO.

Komanoow Tiopinea nasusacThes Bupas surisgy (g, a) (g,a.r), mze 0,9° —
MITKH, a, a — OykBH, I mpuiitmMae ojHe 3 Tphox umcen -1, 0, +1.

[Mapa (q, a) B komanxi (¢, @) (g,a,r) HasuBaeTbcs mimxoio Tiopinea (abo
npocto T-mimkor).

IIpoecpamoro Tiopinea Ha3MBAETHCS AOBUIbHA CKIHYEHA CYKYMNHICTh [l komana
Tropinra, B gKiif pi3HI KOMaHIX MAlOTh Pi3HI 7-MITKH.

To6To kokHa KOMaHna B mporpami [t 0AHO3HAYHO BU3HAYAETHCSA 32 CBOEIO
MITKOIO.

Mawunoro Tiopinea Ha3uBaeThbes NoBUIbHA mapa T=((o, [Ir), e o — mitka, It
— nporpama TropiHra.

MiTka (o Ha3UBAETHCS NOUAmMK06010 mimkoio Matuau T=(qo, I1r).

[Tpukiman nporpamu Tropinra:
(Go,a0) (o, @2,+1)
(Qo,a1) (do,as, -1)
(o,a2) (qu,a1,+1) 1)
(d1,a1) (92,20, 0)

Cmanom mawunu Tropinea (abo mpocTo T-cmarHom) HA3UBAETHCS JOBUIbHA
HECKIHUYEHa B 0OM/IBI CTOPOHH TOCIIJOBHICTh BUTIISY:

b-3b-2b-1C]bob1b2 (2)
ne bi (i=...,-2,-1,0, 1, 2, ...) — OykBH, ( —MiTKa.
[Tapa (q, bo) HazuBaeTbes T-mimroro crany (2).

Hexaii T=(qo, I1r) — noBinpHa MamuHa TropiHra.

Crad (2) Ha3UBAETHCS HOYAMKOBUM cmMaHOM mawunu Tiopinea, kKonu =(p .

Cran (2) Ha3UBA€ETHCS npomisickosum cmarnom mawunu Tropinea, komu (0,bo) —
MPOMDKKOBA 7T-MiTKa €T MAITMHHU.

Komu (q,bp) — kinnesa 7-miTka MamivHM, TO CTaH (2) HA3UBAETHCS KIHYESUM
CMAaHoM 0aHOi MAUIUHU.

Busnaunmo dynkiiro nepexony Fr mamuau T=(qo, I1r).



®ynkuis Fr kokeH crad t Bursiny (2) mepeBoauthb B Aesikuii ctad Fr(t).

Ile#t cTtan Bu3HavaeTbes Tak. Komu mitka ((,00) B crani (2) sBIsA€THCS KiHIIEBOIO
MiTKOIO Maruuau Tropinra, To Fr(t)=t.

Hexaii (q,bp) — mpomixkkoBa T-mitka mammuu (Qo, I1r). Toxi B mporpami It
mamnu (qo, Ilt) 3HalmeThes ofHa 1 TiIbKM ofHA Komanza suriamy (q, a) (q,a’r).
ITix miero 1iei komanau t nepexoauth B Fr(t).
3anexHo Bix r=+1, 0, -1 3Hauenns Fr(t), BiANOBIAHO, MpUiiMe TaKUM BUTIISIAL

b-3b-2b-1 a'q ' blbz
b-3b-2b-1q’a,b1b2 (3)
b-3b-gq'b-1a'b1 bz

T-cranu 1 ¢ynkuis Fr TpakTyioTbcs Ha MOBI “CcTpiuku” 1 “TOJIBKM~ MAIlMHU
Tropinra.

Posrnsinaerbes HeckiHYeHa B OOM/IB1 CTOPOHU CTpPIUKa, sIKa PO3/LJIeHa HA KOMIPKHU.
CraH (2) 32 1onOMOro0 “cTpiuku’ 1 “roMiBKHA’ MPEACTABISIETHCS Y BUTIISAL

.. |bs [bo|ba|bo |by b2 |bs ...

Mauia.l

B koxHil KOMIpIlI CTPIYKKA B TEBHUH MOMEHT 3allKcaHa OJHA 1 TUIBKK OJHA
OyKBa.
I"onmiBka 3/1MCHIOE 3UUTYBaHHS Ta 3amuc OyKB Ha CTPiulll. B KO’)KeH MOMEHT TroJriBKa
MOKE CIIPpUIMAaTH OAHY 1 TUIBKU OJJHY KOMIPKY CTPIYKH.
B mporieci pobotu mamuuu Tropinra rojiiBKa MOKe IepecyBaTUCh BIIIBO 1 BIPABO 10
ctpiuri. KpiM Toro, B romiBiii B KOKEH MOMEHT 3alldCaHa JIesika MiTKa.

[TocaimoBHICTS ... b2 by b b1 b ... HAsuBaeTscst cmanom ecmpiuku, a mitka q —
cmanom 2onigku. CTaH TONIBKY 1€ HA3UBAETHCS 6HYMPIUHIM CIAHOM.

Cranu (3), BIAIIOBIIHO, NIPEACTABISIOTHCS TaK:

ba|bo|bafa’|by|bs|bs

ba|bo|bafa’|by|bs|bs

b | b |ba|a’|bi|b2|bs

Maan.2



3rigao man.1 i man.2 giro komangu (g, @) (g,a’r) MoxHA ONUCaTH TaK.

B komipii, Ky B cTani Man.1 cupuiiMae roiiBka, 3anKMCyeThCsa OyKBa a , MiTKa
J B TOJIBII 3aMIHIOETHCS HA MITKY q' 1 3a1exHo Big r =+1, 0, -1 romiBka
MepPeCyBa€ThCS HA OJIHY KOMIPKY BIIPABO, 3JIMIIIAETHCS HA MICII1 1 MEPECYBAETHCA HA
OJIHY KOMIPKY BIIIBO.

Tpaeckmopicto mawunu Tropinea Ha3UBAETHCS MOCIIIOBHICTh cTaHIB fo , 11, ...,
ne to — MoyaTKOBHM CTaH AaHOT MAIIUHU 1

tivi=Fr(t) (=0, 1, 2, ...).

Sk 1 Ang BUNAAKy ONEPaTOPHUX AJITOPUTMIB, 1HIEKCH I NpH cTaHax ti Oyaemo
Ha3UBATH MAKMAMU.

Komu to , t1,..., fm1 — MPOMDKKOBI CTaHW 1 Uy — KIHIICBUNA CTaH MAaIIMHU
Tropinra, To OyzeMo roBOpUTH, 1110 MalIuHa TropiHra 3ynuHA€TbCcd Ha M-MY TaKTI.

IIpukian.
Hexait T=(qo, Ilr), ne Ilr mae Burmsaa (1). Ilpunyctumo, mo mamuza TropiHra

noynHae poOOTy 31 CTaHY BUIJISIAY ... d2 8o 8o (o 8o a1 A2 @2 .... [lounHaroum 3 BOrO
cTaHy ManinHa TropiHTa OIUIle TaKy TPAEKTOPIIO:

(to) ---’3-2’aO’aOIaO|al|az|az‘a2‘...

(t) wla]ag]a]a]a|a|a]a] ...

(t) o la]ag]a]a]a]a]a]a] ...

(t3) . la]ag]ag|a|ai]ax]a]a] ...

(ta) ---‘az|a0|a0|a1|a0|a2|a2|a2|_._
0z

B naniit TpaekTopii ManmHa 3ynuHIETHCA HAa 4-My TaKTI.



[loOynyemo pnekinbka MamuH TropiHra, $Ki Ha3BEMO ejleMeHmapHUMu
mawunamu Tropinea. bynemo mno3nadatu ix Ti(Qo, ...), A€ (o — MMOYATKOBa MiTKa
MmammHu TropiHra, a BCi iHINI MITKH, sIKi BXOAATh y BUpas 7;(Qo, ...), BBAXKAKOTHCA
KIHIIEBUMHU MITKaMHU JaHOT MaIlluHH.

JIJis BCiX MaIlIMH TUMYacoBO 3adikcyeMo ckindenuit andasit Ly={ao, ai,...ax1}
1 0yZieMo BBaXaTH, 1110 Ha CTPIYIll 3alMUCYIOThCS TUIBKU OYKBH 3 JaHOTO andasiTy.

1. Mammna 7T.1(qo, Q1). Lls mammuHa mepecyBae TONIBKY Ha OJHY KOMIPKY
BJIIBO, HE MIHSIOYHU CTaHy CTPIUKHU.

[Iporpama i 1i€i MalIMHU Ma€ BUTIIAL:

(0o, &) (q1,@,-1) (=0, 1, ..., k-1).

2. Mammna T+1(Qo, 01). Llg MammHa nepecyBae TONIBKY Ha OJHY KOMIpKY
BIIPaBO, HE MIHSIOYHU CTaHy CTPIUKH.

[Iporpama aJist 1i€i MaIMHU Ma€ BUTIISI
(0o, &) (q1,@,+1) (i=0, 1, ..., k-1).

3. Mamna 7.(qo, b, 01), b el s mammuna nepecyBae roiiBKy BITIBO JI0
THX Iip, TOKU HE 3ycTpiHe OykBy b.

[Iporpama aJist 1i€i MaIIiHU Ma€ BUTIISL
(%o, &) (g:hasri) (=0, 1, ..., k-1), ne ql o, ,i=-1, kKonu a=b

I 9;=0qu,,r=0, xonu a=b.

4. Mamuna T+(Qo, b, 01), b €Lk. L{s MammHa nepecyBae rojiiBky BIIPaBo J10
THX IIip, TOKU HE 3ycTpiHe OykBy b.

[Iporpama aJist 1i€l MaIIiHU Ma€ BUTJISI
(9o, &) (0:,a,r) (=0, 1, ..., k-1), ne ql Qo ,Fi=+1, xomu a=b

i 0:=01,r=0, xomu a;=b.

5. Mammna To(Qo, b, 01), belk. 1lg mamuua Bmucye B KOMIPKY, Ha SIKY
BKa3ye ToiBka, OykBy D.

[Iporpama aJist 1i€l MaIIiHU Ma€ BUTJISII
(Qo, &) (q1,b,0) (=0, 1, ..., k-1).

6. Mammnua 72(Co, b, Q1 , 02), b €lk. g mammua 3untye OyKBY B KOMIpII,
Ky copuiiMae TrojiBka. SIKmio 1 OykBa sIBIs€TbcS OyKBOIO D, TO
yIPaBIiHHS TEPEIAcTbca Ha MITKY (1. Skmio OykBa, sika 3YUTYEThCH,
BiZIMiHHA BiJ D,TO yIpaBIIiHHS ITepeIaeThCs Ha MITKY (2.

[Tporpama aJist 1i€1 MaIIiHU Ma€ BUTJISII
(0o, &) (9:,8,0) (i=0, 1, ..., k-1), ne ;= Q1 , xomu a,=b

i Q;=02, xonm a=b.

7. Mammna 7. *(Qo, @, b, gs), a, b L. Hexaii nepen noyatkom poOoOTH i€l
MallMHU TOJiBKa B KoMmipii 3uuTye OykBy a. Tomi ms OykBa a
NEPEHOCUTHCA BIIBO JI0 THUX ITIp, MOKU Mepel Heto (TOOTo JiBilie Hei) He
3’sIBUTHCS OyKBa D.

8. Mammna T+ “(Qo, @, b, ¢s), a, belLy. g MammHa BUKOHY€E aHAJIOTIYHY
pobory, mo # mamuna 7. “(Qo, @, b, ¢s), TUIBKH MEPEHOCUTH OYKBY a
BITPaBO.
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@yuknis  f HasuBaetbes T-gymxyicro, SKImO iCHye MamwHa TIOpiHTa, IO
o0uuciioe nany (QyHKIIO.

INinote3a Tropinra. Knacu oGuuciatoBaibHUX 1 00UKCIIIOBabHUX 32 TrOpiHTOM
¢yHKI 301ratoThes.

Teopis pekypcuBHUX QPYHKIIH

B Tteopii pekypcuBHUX (YHKLIA NMPUHHATO KOHCTPYKTHUBHUHM MIAX1Jl, OCHOBHOIO
PHUCOI0 SIKOTO € T€, II0 MHOXXHHA BCIX OO0 €KTIB, Kl NOCHIIKYIOTbCS ((PyHKIIIH),
OyIyeThCS 31 CKIHYEHOTO YMCiia TTOYaTKOBUX 00’ €KTIB, TOOTO 0Oa3ucy, 3a IOMOMOTOI0
OPOCTUX OMeparlii, 1110 Ha3UBAIOTHCS ONEPATOPaAMHU.

bynemo OynyBatu anroput™Mu s (QyHKIII f(Xl,Xz,...,Xn), AKa TpUiiMae
IIJIOYMCIIOB] 3HAYEHHS 1 3aJEeXWUTh BiJ UUIOYMCIOBUX apryMeHTtiB. byaemo
pO3IJIAIaTi MHOXKMHY HartypanbHux uucen 0)1,... 1 po3riasiHeMO TUIbKH T1 YUCIIOBI
bynakmii (GyHKIIT 7 3MIHHHMX), O0JacThb BHU3HAYCHHS 1 00JacTh 3HAYCHBb SKHUX
Hanexatb N.

OyHKIIS f (X,,..., X,) HA3UBAETHCSA YACMKOBO YUCA0B8010 N-MICHOI (DYHKYIETO,
sxmo D, (f)c N"i Dy(f)c N", ne

Do— obnacth BU3HaAUYECHHS

D, — obnacTtb 3Ha4eHb AaHOT QYHKIIII.

Skmo D, (f)=N", To QyHKIis HASHBAETBCS 6CI00U GUZHAUEHOIO.

OmnuieMo KJ1ac YuciioBUX (DYHKITIN, 3a JOTIOMOTOIO IKUX OyJ1eMo Oy1yBaTH
obuncoBaIbH1 (PYyHKIIII.
Hatinpocrinti QyHKIii:
1. O(x)= 0 (uynb-GyHKILiN).
2. S(X) = x+1 (byHKIis HACTYIHOCTI, @00 (QYHKI[IS JOAaBaHHS OJUHUII).
3. 1M(x,...X,) =X, (DyHKIIiS TOTOKHOCTI, a00 QyHKIIsE BHOOPY apryMeHTy, abo
¢byHKI1ig BBeIeHHS (QIKTUBHUX 3MIHHHUX ).

Onepamopom cynepno3zuyii S, Ha3UBAETHCS MIACTAHOBKA y PYHKITIFO M 3MIHHUX
f (Xpses X)) M QYHKIA (X000 X, )yeey £y (Xg5ees X,) 7 OTHUX 1 TUX CAMHX 3MIHHUX.

B pesynbTati ogep:xxyemMo HOBY G YHKITIFO N 3MIHHHAX

P(Xp e X)) = F(FL (X ey X )y Ty (Xghees X))

Hexaii V — nesika cuctema yHkiiid, Bu3HaueHux Ha N.

Kaxytp, mo ¢ynkmis f onepkana i3 cuctemm ¢GyHKIin V 3a cxemoro
CYMepHo3uIlii, KO0

O ) = 00 (Ve ¥y s F U y)

Vi, Uy €%, X}

¢bynkuii fi abo HanexaTh cuctemi V, a00 € yHKIIISIMU BUOOPY apryMeHTY.

Hampuknan, f(X1,X2,X3)=@(X1,f1(X1,X2),f2(X1,X2X3)).

11



KaxyTtb, 1o omeparop npumimuenoi pexypcii R" Bu3Hauae (N+1)-MmicHy
dyukiiro (X, ...,xnY) gepe3 N—micHy GyHKIi0 @(X1,...,xn) 1 (N+2)-MicHY QyHKIIiIO
w(X1, ...,Xn,Y,Z) 32 CXEMOIO IPUMITHBHOI peKypcii, IKIIO

f(X(5ees X1,0) = @(Xy 5oy X))
(X X, Y+ = (X X0 Y F (X0 X0 Y))

f(X,ses X, Y) = R"(@, ) - TO3HAYEHHS OMepaTopa MPUMITUBHOI PEKYpCii.
[Mpu n=0 ¢dyskuis f, Mo BU3HAYAETHCS, € OJHOMICHOIO 1 CXeMa MPUMITHBHOT
peKypcii Mae BUTIISIA

f0)=a, f(y+1)=uly, f(y)).

3 03HAuYCHHS CXEMHU MPUMITHBHOI peKypcii BUaHO, mo ¢yHKIis f Bu3HavaeThCs
PEKYPCHBHO HE TUIbKHM Yepe3 iHmi QYHKIIT ¢ 1 W, a i yepe3 3HaueHHS QyHKIIT f y
nornepeaHix Toukax (3HadeHus f y Touri y+1 3anexuTs Bix 3HaueHHs fy Tourr y).

IIpuknan.
JIBomicHa dynkiis f+(X,y)=X+Yy 3a10BOJIbHSIE CXeMy MPUMITUBHOI PeKypCil:
X+0=x=1;(x);

X+(y+1)=(x+y)+1=5(x+y)

Oyukiis f Ha3UBAETBCS NPUMIMUBHO-PEKYPCUBHOIO, SKIO BOHA MOXE OyTH
ollep’kaHa 3 HAWNPOCTIUX 3a JIOTIOMOTOK CKIHYEHOTO 4HCla 3aCTOCYBaHb
OTIEPATOPIB CYINEPIIO3HITIT Ta TPUMITHBHOT PEKYPCIi.

dopmabHUH BUTIIS IIHOTO O3HAYCHHS

1. O(x),S(x) In(x,....x,) (¥Yn,meN,m=1,...,n) €  TPUMITHBHO-

PEKYPCUBHHMH.
2. Skmo yHKIii f (X Xor oo X ) F1 (X0 X oees X, ) ooy £ (X0 Xpy ooy X))
npuMiTHBHO-pexypcuBHi, To Qynxuii S!(f, f,..., f,) Tex mnpumiruHO-
PEKypCHBHI.

3. Sxmo ¢yHKIii (o(Xl, Xn) 1 y/(xl, y,z) MPUMITHBHO-PEKYPCHUBHI, TO

byHKIiSA R”(go, l//) — IPUMITHBHO-PEKYPCUBHA.
XKomHuX 1HITUX MPUMITUBHO-PEKYPCUBHUX (YHKITIH HEMAE.

Cxema minimizayii.

Hexait 3agano ¢(x1, ...,xn,U) Ha MHOXHUHI N.

3adikcyemo nOBLTRHUN HAOIP X1, ...,Xn. [llykaemo Take z, mo

o(x1,...,xn,2)=0

17 (<z) o(x1,....x0,)#0, @( x1,...,.Xn, V)£

Jlari ymoBH depe3 (yHKIIIO ¢@(X1,...,Xn,U) OJHO3HAYHO BHW3HAYAIOTh HOBY
dynkmiro z=f(X1,...,xn) 1 kKaxyTh, mo QyHKIA f(X1,...,xn) omepKyeTbCS 3 QYHKIIIT
@(x1, ...,xn,U) 32 CXeMOI0O MiHiMi3allii i mo3HadaeThest (X, ..., xn) =uu(@(x1, ...,xn,U)=0).

SIKIIo0 Takoro Z, MO0 3aJ0BOJIbHSE BHINE3raJaHUM YMOBaM HE ICHYE, TO
nokianaerses f(Xy, ..., xn)= 7.
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Skmo ¢(xi,...,xn,U) € BCIOAM BU3HAYCHOIO Ha MHOXHMHI N, TO HeoOximHe Z
MIpeCTaBIIsi€ COO0I0 HAMMEHILNUN PO3B’A30K PIBHSAHHSA

@(x1, ...,Xn,U)=0 mipu pikcoBaHOMY HAOOPI X1, ..., Xn .

B nanomy Bunaaky f(Xi, ...,xn,U)=7 TOJI i TUTBKU TOJI, KOJW PIBHAHHSA @ (X1, ...,Xxn,U)=0
Mae xoua 0 OJMH PO3B’A30K BIAHOCHO 3MIHHOI U.

Komu x ¢yHKIs @(X1,...,xn,U) HE € BCOAM BU3HA4YeHOH Ha N, To Moxe
BUHUKHYTH CHTYallis, PU SKIA PIBHAHHSA @(X1,...,xn,U)=0 Mae po3B’s30k, ajne Bce-
taku f(Xy, ...,xn)= 7. 1le Mae micie, Koiau

o(x1,...,xn,2)=0
YW (v<z) o( x1,...,xn,Y)#0
i 7y (v<z) p(x1,...,xnY)=T.

bynemo rosoputh, mo ¢yHkiis f(Xi,...,xn) omepkyerbes i3 cuctemu V 3a
CXeMOI0 MiHiMi3aliil, Akmo y V icHye Taka QyHKIIS @ (X1, ...,Xn,U), 110

f(X1, ..., xn)=tu(@(x1, ...,xn,u)=0).

OyYHKI[IST Ha3UBAETHCS  YACMKOBO-PEKYPCUBHOIO, SIKIIO BOHA MOXe OyTH
oJiepKaHa 3 HaWUMPOCTIMMX (PYHKITIHA 3a JOMOMOTOK CKIHYEHOTO YKCJIa 3aCTOCYBaHb
OIepaTopiB CyNepno3ullii, MPUMITUBHOI peKypcii Ta MiHIMI3aIlii.

3acanvHopexypcusHumy HA3UBAIOTHCA YaCTKOBO-PEKYpCHBHI QYHKIII, $KI €
BCIOM BU3HA4YeHI Ha MHOXHHI N.

Tesa Yepua.

Kiac anroputmMiqyHO 0OUHCIIIOBAIbHIX YaCTKOBO YHCIOBUX (DYHKI[IH 30iraeThes
3 KJIACOM YCiX YaCTKOBO-PEKYPCUBHUX () YHKITIH.

Jlana rinmore3a TOBOIUTHCS OaraTOpPiYHOI0 MAaTEMAaTHYHOIO MPAKTHKOI, alie
MaTeMaTHYHO ii OOTPYHTYBaTH HEMOXJIMBO, OCKUIbKHM B HEl BXOAUTH IHTYiTHBHE
MOHSITTS 00YHMCITIOBAIIBHOCTI.

Teepmxenns. Cucrema Gpynkuiii {O(x), S(x), I}(x]} € MOBHOIO CHCTEMOIO BiTHOCHO
omepariii Cymeprno3uilii, NPUMITUBHOI peKypcii Ta MiHIMIZaIll y MHOXHHI
AITOPUTMIYHO 0OUYHCITIOBATLHUX YACTKOBO YHCIIOBUX ()YHKITIH.

Teopema. Cucrema ¢yukiiin {O(x), S(X}} € NOBHOIO CHCTEMOIO BiIHOCHO
omepanid Cymepro3uilii, MPUMITUBHOI peKypcii Ta MiHIMI3alili y MHOXHUHI
ANTOPUTMIYHO 00UYHCITIOBAILHUX YACTKOBO YHCIOBUX (DYHKITIH.

JloBeieHHS.

PosrisiHeMo cxemy, sika BusHavae 1}(x) gepes O(x) i S(X):
1;(0)=0(x) =0
1 (x+1)=S(1;(x))
1€ € cxeMa MPUMITUBHOT pekypceii. Omke, cucrema dynkmuiit {O(x), S(xJ} € moBHOIO.
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Aaropurmiuba cucrema Kuini

Hexaii Ko={x+1, 0} — cucrema ¢yHKIIii.
Oyukiis f(X1,...,Xn) HasuBaeTbes @yuxyicio Knini, abo K-gyukyiero, SKI0
BOHAa MOXe€ OyTH O/iep’KaHa CKIHYEHUM UHCIOM 3aCTOCYBaHb CXEM CYMNEpIIO3HILii,
MPUMITUBHO1 peKypcii Ta MiHiMI3auii 10 pyHKUiNA cuctemu Ko.
CkiHueHa MOCTIIOBHICTIO fi,...,fn Ha3uBaeThCss K-nocnioosnicmio, KO IS
koxHOTro 1(0 <i< N) BUKOHYETHCS X04a O OJIHA 3 TAKUX YMOB :
1) fi € Ko;
2) fi onepxxyernes 3 Gynkuii cuctemu {fo,f1,...fi.1} abo 3a cxemoro cynepno3wuiiii,
a00 3a CXeMOI0 MPUMITUBHOT PeKypcli, a00 3a cXeMOI0 MiHIMIi3allii.
®yukuis fy, HazuBaeTbes kinyem K-nocaidosnocmi.
YTounumo noHaTTs K-QyHKIil.
Oynkiisa f HasuBaerbes K-gyukyicio, IKIIO BOHA € KiHIleM Xod4a O omHiel K-
MOCJT1ZIOBHOCTI.
3 o3HaueHHsa K-II0CI1J0BHOCT] BUILUIUBAIOTh TaKl JIEMHU:
Jlemal. Koxna mocaimoBuicts fo,...,fi  (0<i<n) K-mocmimoBHocTi fi,...,fn TeK
aBIsIEThCS K-nocnioosnicmio.

Hacninok. ®ymukitis (X, ...,xn) € K-byHKIII€IO TOAI 1 TUTBKH TOJ1 KOJIM BOHA € YICHOM
xo4a 0 omHiel K-OCHiT0OBHOCTI.

Jlema2. SIKI10 moCiIiOBHOCTI
Fogn-ees Ton, s

£y, |
f

In 1

s e T

fogreees Tong s Troseees Tins fomseons Ty, TEK € K-IIOCHIIOBHICTIO.

€ K-mocaiIoBHOCTSIMH, TO ¥ ITOCIIIJOBHICTD

mn,,

Jlema3. Hexaii U — cucrema K-¢dynkmiin. Hexaii ¢ynkuis f ogepxyeTbes 3 cucTeMu
U abo 3a cxemoro cymepmno3uilii, abo 3a cxeMoro MiHIMi3alli, abo 3a CXeMOI0
npuMiTuBHOI pekypcii. Toxi f sBiseThest K-pyHKITiero.
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VY3araibHeHa cxeMa €KBIBAJIEHTHOCTI AJITOPUTMIYHUX CUCTEM

/@

Opuund(y
\@

K — anropurmiuna cucrema Kiini,

P — pexypcuBHi QyHKIIii,

M — anroputmiyHa cuctema Mapkosa,
T — anropurmiuna cucrema TropiHra.

3aBaHHA ISl CAMOCTIHHOL po0oTH

1. IareprnperyBatu jaHy mnporpamy TropiHra Ha MOBI ,,CTpiuku”, SKIIO
IIOYATKOBHM € CTAH ... dg Ao A2 qo dpdil ay az...
(do,a0) (01,80 ,+1)
(91,a1) (01,81 ,-1)
(d1,a0) (02,81 ,-1)
(92,a2) (g3 ,a1,+1).

2. B skuii cTan mepeBene JaHa IMOCHTIIOBHICTh €IEMEHTAPHUX MAaIUH TropiHTa
TaKui CTaH ... Qodo a1 a1 baoc...
T+1(qo,q1)
To (91,1, 02)
T4 (02,02)
T+ (q2 ,b ,q?,).

3. 3amucaTu JaHy TporpaMy y BUIJISIAI TOCTIOBHOCTI €JIEMEHTAPHUX MAIIWH
Tropinra, AKII0 MOYATKOBHUM € CTaH ... dg (o a2 a1 ...
(Qo.az) (01 ,81,-1)
(G1.a0) (02,82,%1)
(02,a1) (03,81 ,0).

4. Jlano mporpamy

(do,a1) (o ,a2 ,+1)
(Jo,a0) (01,82 ,+1)
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(d1,a0) (02 ,a0 ,0),
S; — mHOxuHa ciaiB Hajg andasitom Lo={ap ,a1}, S=ai1 aop & . 3HaiiTn QyHKIIiI0

nepexoay uboro CJIoBa.

5.

3anMcatu AaHy NOCIIJOBHICTh €JIEMEHTAPHUX MallMH TIOpIHra y BUIJISAAIL
nporpamu Tropinra

To (Qo,b ,0n)

T+ (01,01)

T+ (01,02)

To (02, ,03)

T+ (03 ,a2 ,04).

3amucaTH TPAEKTOPil0 y BUIVIAAL ,,CTPIUKU”, Ky OAEpPKMMO, 3aCTOCYBABILIH
JlaHy MOCTIiIOBHICTh eJleMeHTapHUX MaIuH TIopiHra 10 cTaHy

... dp Ao ba1 o az a1 d a...

To (9o ,a0 ,q1)

T+" (ql ,ao ’d’ Q2)

T+ (02,22, Ga)

T (04 ,04)

T2 (G4 ,b, 05, Ge).

B cnoBi S= ag a1 a2 a1 a1 a1 ap a1 3aMiHUTH Bcl OyKBHM a1 Ha as. Hamucartu
nporpamy Tropinra. [TogaTkoBa MiTKa 3HAXOAUTHCS HA OYKBI a2 .

B cnoBi S= a2 a1 ao a2 a2 a1 az a1 3aMiHUTH Bcl OyKBHM a2 Ha as. Hamucartu
MOCTIIOBHICT, ~ €lleMeHTapHuX MammuH  Tropinra. [lodaTkoBa  MiTka
3HAaXOJUTHCS HA IMOYATKY CJIOBA .

B cnoBi S=ciopoenekmpocmanyisi 3aMIHUTH BC1 TJIyXi IPHUTOJIOCHI Ha OYKBY
,0’, a BCl J3BIHKI TIPUTOJIOCHI — Ha ,a”. Hamucarm mnOCHIiIOBHICTD
eseMeHTapHUX MamuH Tropidra. [logatkoBa MiTka 3HAXOAWTHCS HA MOYATKY

CJIOBA .

10.31 cmoBa eeomempis YTBOPHUTH CIIOBO Medxca. HamucaTu mOCHIiTOBHICTD

eJIeMEHTapHUX MaluH TIopiHra Ta y BUIJsAAl mporpamu Tropinra. [TouatkoBa
MiTKa 3HaXOAUThCS Ha OYKBI 71 .

11.3anucat  TpaeKkTOpil0O 1 BU3HAYUTU pE3yIbTaT 3aCTOCYBaHHS JAHOTO

HOPMAaJIBHOTO aJITOPUTMY J0 ciioBa S= cbhacab
(Qo) IT* (s ,aac ,a) (qo , 0)
(qu) IT" (s ,cba ,b) (91 , 02)
(G2) IT" (s ,ab ,c) (4, a3)

12.JlaHO HOpMAaJIbHUI aATOPUTM. 3HAUTH CIIOBO, SIKE OJIEPKUTHCA 31 CIIOBA

s= kbladmab

(Qo) IT" (s kI ,b) (o , G1)
(Qu) I (s ,Im ,ml) (@1, G2)
(@2) IT" (s ,mmb ,a) (4, qs)
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(gs) IT" (s ,db ,mb) (03, Ga)
(gs) IT* (s ,mab ,l1a) (g4 , A).

13.Hanucatu HopMasibHMI anroput™M MapkoBa, SKMid B OyIb-SKOMY CIIOBI
3aMIHIOE BC1 OYKBHU a2 Ha dg .

14 . Hanucatu HOpMaslbHUM airopuT™M MapkoBa, SIKUW BIOPSAJKOBYE CJIOBO 3
YOTUPHOX €JIEMEHTIB M0 3POCTAHHIO.

15.ITepeBipuTH, YM 3aJ0BOJILHSAE JBOMICHa (QyHKIIA gomaBaHHS fi(X,y)=X+y
CXeMY IPUMITUBHOI PEKYypCIi.

16.ITepeBipuTH, YU 3a70BOJIBHSE JBOMICHA GYHKIS MHOXEHHS fd(Xy)=Xxy
CXeMY IMPUMITUBHOI PEKYypCii.

17.TlepeBipuTH, 4YM 3aJ0BOJIbHSIE JIBOMICHA (YHKIIS MIJIHECEHHS /0 CTEMEeHs
fs(X,y)=XY cxemy mpUMITHBHOT peKypCii.

3aBaaHHd 1)1 iHAMBIAyaJabHOI podoTH

Turmu JIoriK.

[Tpuknaau anropuTMIYHO HEPO3B'IZHUX MPOOIIEM.
[TpunHIIMT pe3odtorii.

OCHOBHI METOJIM MaTEMAaTUYHUX JI0BEICHb.

Mammuna Ilocra.

Meron aemykiii.

MeTonu aBTOMaTUYHOTO JIOBEJICHHS TEOPEM.

[Npnsaanu, nepesa, miaaepena.

. Mopeni 1 MOBHU NIpeICTaBJIICHHS 3HAHb.

10.Kmsty3u XopHa.

11.1Tinxin Epbpana 10 aBTOMaTHYHOTO JOBEJACHHS TEOPEM.
12.Knay3anpHi (hOpMH JIOTIKH.

13.®opmanbHi TpaMaTUKH.

14.3aranpHa XapaKTepUCTUKA METOIB MIPEJICTABICHHS 3HAHb.
15.TIpo6nema cuHTE3y TOBUIBHOI TPOTPAMH.

16.JIoriuaa MoeIh MPECTaBICHHS 3HAHD (JIOT1YHE MTPOTrPaMyBaHHS).

CoNoaRrLNE
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AJreOpaivHi CTPYKTYpH

Aneebpoio A Ha3MBA€TbCA CYKYNHICTh ( ) MHOXKHMHM M 3 3aJaHUMM B Hiif

ONEPAIIAMI S =1/;., fisseees fin s fars Sraoreos fans seves Sonts Fuzsveseees fom |3 A= (M, S), Jl& MHOKHHA
M — nociiu, S — cuenamypa anrebpu. Ilepmmit HIDKHIN 1HACKC y ineHTU]IKaTOpa
omepailii BKa3ye ii apuicmeo.

3ayBakeHHs. J[na igeHTUdIKALT €JUHOTO IIJIOT0, 0 MICTUTh 00’ €KTH, SIKi
MaloTh PI3HY MaTeMaTU4Hy OyJIOBYy, HANpUKIaJ, MHOXUHU 1 omepaunii B Hii,
BXKUBAETHCSA TEPMIH CYKYNHICMb 1 TO3HAYAIOTh HOTO KYTOBUMH JTYKKaMH.

Posrnsinemo gynoamenmanvri ancebpu.
Anre6pa Buny (M, f,) Ha3UBA€TbCA 2pPYNOIOOM.

Skmo f, — omepamis TUMy MHOXEHHS (x), TO TPYyNOil HA3UBAETHCS
MynbmuniikamusHum, skio f, — onepariis Tuny goaaBanus (1), TO aOumusHuM.
Hexait A=(M,f,) — rpynoin; nosHauumo onepauito fp six o.

Toni eneMeHT ee M Ha3UBAETbCS NPABUM HEUMPATbHUM eleMeHmoM Tpynoina A,
AKIIO IS JOBUIBHOTO M€ M BUKOHYETBHCS PIBHICTb moe = m; ejleMeHm ecM
rpynoina A=(M,) Ha3sUBA€TLCA Ji6UM HEUMPATbHUM eleMeHmoM, KO s BCiX

me M BUKOHYEThCS PIBHICTh €om = m.

B 1iux BU3HaYEHHSAX BUKOPHCTOBYBAIUCH BUPA3H “BCi €IEMEHTH, “BCSIKHUI
€JIEMEHT .

3amicTte caiB “Bce” 1 “Beakui”  (“HOBUTBHUN’, “Oyab-sAKHi”) MOXKHA
BUKOPHUCTOBYBAaTH CHUMBOJ V (IepeBepHyTa OykBa A — mepiia OyKBa aHTJIIMCBKOTO
ciopa All — Bce).

Skmo enemeHT e, ec M, rpynoina A=(M ) ABIAETbCS OJAHOYACHO JIBUM i

IpaBUM HEUTpaIbHUM €JIEMEHTOM, TO MOTO Ha3UBAKOTh 080CMOPOHHIM HEUMPATbHUM
enemenmom abo TIPOCTO HelUMPAIbHUM eJleMEeHMOM.

Konen rpymoinm He MOXKe MaTdh OUIBIIE OJHOTO HEHUTPAIBLHOTO EJICMEHTA.
JliticHO, SKIIO

Moe =eom=m 1 moe =eom=m
CIIpaBeJIJTUBO JJIsI BCIX me M , TO
e =e oce =e.

Sxmo rpynoin (M,) MynbTUIIIKATHBHUH, TO HEHTpanbHUH eneMeHT
Ha3UBAETHCS OOuHuyero 1 TO3HAYAEThCS 1; SKIIO QAUTUBHUM, TO HEHUTpaIbHUM
€JIEMEHT HAa3UBAETHCA HYleM 1 Mmo3HadaeThes 0.

I'pynoin A=(M,) Ha3uBaeTbCA idemMnomenmHum, SKIO HOTO CHIHATYpa

3aJI0BOJIBHSIE 3aKOHY 1I€MITOTEHTHOCTI
(VmeM)mom=m).
I'pymoin (M), cCHTHaTYypa SIKOTO 3a/I0BOJIbHSE 3aKOHY KOMYTaTHBHOCTI

(Vx,yeM)(xoy=yox),
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HA3UBAEThCS KOMymamueHum adbo abenesum.
I'pynoin (M), B IKOMYy BUKOHYETHCS 3aKOH aCOLIaTHBHOCTI

(Vx,y,ze M)(xo(yez)=(xoy)oz),
HA3MBAETHCS acoyiamusuum adoO Haniezpynoio.

Osunauenns 1. Hanmisrpyna (M), B siKiii BAKOHYIOTbCS OOEpHEHI onepaii: a1s

JIOBUTbHUX @, b € M KOXHE 3 pIBHIHb aox=h, yoa=b Ma€ €IUHUN PO3B’A30K,
Ha3UBAETHCS 2PYNoI0.

OznauenHsi 2. [pynoro Ha3UBAETHCS HEMOPOXKHS MHOXMHA M 00’€KTiB
JOBUIBHOI MpUPOAM, SKIIO HA HIA 3agaHa OiHapHa anreOpaiuHa omneparis
(M xM — M), 1Ka 3aJOBOJIbHSI€ HACTYITHUM YMOBaM:

1) Vab,c (aoh)oc=ao(boC) (acomiaTuBHICTB);

2) deeM VYaeM eca=ace=a (ICHyBaHHS OJUHHIII);

3) VaeM 3Ja'eM aa'=a'a=e (icHyBaHHS OOCPHEHOrO €JICMCHTA).

[Tinmuoxxuna H rpynu M Ha3WBAEThCA nioepynoro, Ko H cama € Tpyroro
BIJTHOCHO omeparlii, 3aj1aHoi Ha M.

Ilpuxnaay rpvi.

BiaminHi Bif HyJIS palliOHabHI YKUCIIa 3 OTEPAIli€l0 MHOYKEHHS.
JlonaTHi paiioHaJIbHI YKCIIa 3 OTIEpaIli€l0 MHOKECHHS.

Uucna +1 1 —1 1m0 MHOKEHHIO.

Yucno 0 yTBOpIOE Tpyny MO MHOKEHHIO.

i1 yncna (omeparrist J01aBaHHSA).

ParrionanpHi urcna (omnepartis 10aBaHH).

Yucno 0 yTBOpIOE rpymy IO J0JaBaHHIO.

NoohkwnE

[IpoimtocTpyeMO MOHSATTS TPYIU HA MPUKIIAL epynu nIOCMAHOBOK.

llepecmanosku nesKMX €IEMEHTIB — II€ BCI MOXJIHBI CIOCOOHW, SIKMMH IIi
€JIeMEHTH (JacTillle — YKCIia) MOKHA BUCTPOITH B PSII.
Ywcno nepecTaHOBOK 3 71 €JIEMEHTIB JJOPIBHIOE /.
Iliocmanosxka — 1ie omepailis, sika MIHS€ TOPSIOK €IEMEHTIB B MEPECTaHOBII
abo
niocmanoska n-i CTETNeHl — I1e B3aEMHO-OJHO3HAYHE BiIOOPaKCHHS MHOKHHU
13 n elIeMeHTIB Ha ceOe.

JIns 3a1aHHs MiACTaHOBKU HEOOX1JTHO !

1) 3agaT 00JIaCTh BU3HAYCHHSI, TOOTO BCIO CYKYITHICTh CJIEMEHTIB, HAJI SIKHMHU
MPOBOJIUTHCS IMJICTAHOBKA;

2) 3aJaTH aaroOpuTM MiACTAHOBKH, TOOTO IJISI KOKHOI'O €JeMEHTa 3 00acTi
BU3HAUYCHHS BKa3aTH €JIEMEHT, B SIKMM BIH MEpeie M AI€H0 MiICTAHOBKH,
MPUYOMY PI3HI €JIEMEHTU MAIOTh EPEXOJAUTH B PI3HI.
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BBenemo onepariiro MHOXKEHHS x HaJ MiJCTaHOBKAMHU.

Jlobymkom niocmanosox Ha3UBAETBCA MIICTAHOBKA, SKa OJEPKYETHCS B
pe3ysbTaTi MOCHIJOBHOTO BHUKOHAHHS CIIOYATKy MEpLIoi, a MOTIM Jpyroi 13
MEPEMHOKYBAaHUX ITiICTAHOBOK.

X X X X X X
HaHpI/IKJIaII,SIKI_HOaz(I ’ 3j,b=(1 : 3],T0

X, X X X X X
X, X, X.
S . T SR
axb—( J.
X3 X X

MHOKeHHS HiIICTaHOBOK HC € KOMYTAaTUBHUM, aJIC € aCOI_IiaTI/IBHI/IM.
OIII/IHI/ILIGIO rpynu HiI[CTaHOBOK € TOTOXXHA HiI[CTaHOBKa ], TOOTO SAKITO KOXKCH
CICMCHT IICPCXOIUTH CaM B cebe

= [xl X, X x4].
X X, X3 X,
Jlns xoxxHOT migcTraHoBku P icHye oOepHeHa P, ska 3HAXOMUThCS 3aMIHOIO
BEPXHBOTO psifika Ha HUKHIN. CripaBeyIMBO CITIBBIHOIICHHS:

PxPl=pPxP =]
OTke, MHOXHHA TiJICTAHOBOK 3 BBEJICHOIO OIIEPAIIIEI0 MHOYKEHHS € TPYIIOI0
(HeabeneBoro).

Huxiaivui miarpynu.

Hexait G — noBuIbHA I'pyIa, § — JOBUIBHUH eeMeHT 13 G. YTBOPUMO MHOXKHUHY
(g)={g" /neZ}. Jlerko nepeiputH, 1o 1ie rpyna. Bona mae Ha3By yukiiuna

nioepyna epynu epynu G, ymeopera eiemeHmom g.
SAxmo rpyna G HECKIHUEHOTO MOPSJIKY, TO 1 €JIEMEHT § Ma€ HECKIHUEHUI
TIOPSIOK 1 111 MHOYKHHA Ma€ BHUTJISI:

<g> :{ g‘2 , g ,l,g,gz,...}.

Slkmio (g) cKmagaeThes 3 1 €IEMEHTIB, TOJi BOHA Ma€ BUITIA:
(g)={1lg.g’g"" /g" =1}.

Toni eneMeHT J HA3UBAETBCS e1eMEHMOM N-20 NOPSAOKY.

[Topsimok enemMeHTa g — 1€ HalMEHILIE HATYPAJIbHE YUCIIO 71 , JJISl IKOTO g" =1.

SIKII10 K TAaKOTO HATYPAJIBHOTO # HE ICHYE, TO ( — €JIEMEHT HECKIHYEHOTO
MOPSIKY.

Ilpuxnaou.

1. MHOXHHA KOMIUIEKCHUX YUCEJ [0 MHOKEHHIO.
2. Yucno —1 mae nopsigok 2, To6to (—1) = {L-1}.
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3. Yucro i Mae mopsinok 4, T106To (i) = {l,i,~i,~1}.

. 11
4. Yucno 2 € eIeMEeHTOM HECKIHYCHOTO MOPAAKY, TOOTO (2) = {...,—,5,1,2,4,..}

4
2r .. 27 2
5 ¢= cos =~ +isin 3 eJIeMEHT 3-To NOPSAIKY, TOOTO (&) = {1, £,& }

I'pyna G Ha3zuBaeThCs yukIiuHOM0O, SKIIO BOHA CIIIBIAJA€ 3 OJHIEIO 13 CBOIX
HUKJITIYHUX MATPYII.

Teopema. KokHa miarpyna OMKIIYHOI TpPyNH UUKIIYHA; TOPOJKYETHCS TUM
€JIEMEHTOM, SIKHI Ma€ HalMEHIIy CTEIIHb.

CymixkHi KiIacu.
I'pynu 3a miarpymoro.

Hexait H — nmiarpyna rpynu G, Toail ajsi JOBUIBHOTO eleMeHTa Je G MOXKHa
YTBOPUTHU
gH ={gh/heH }.
Lst MHOXXMHA Ha3UBAEThCA UM cymiocnum kiacom GIH | ananoriuno MmHOoknHa HQ
Ha3UBAETHCS NPABUM CYMIHCHUM KILACOM.

CyMDXKHI KJIacC MarOTh TaKi BJIACTUBOCTI:

1. gH=H <geH.

2. aH=bH <a'beH.

3. KoxeH eneMeHT CyMDKHOTO KJacy MOKHA BHOpPATH MPEICTaBHUKOM CYMDKHOTO
KJacy:

VvbeaH aH=bH.

4, Sxmo rpyma G ckiHUeHa, TO KOXXE€H CYMDKHHMM KJac MICTUTh CTUIBKH €JIEMEHTIB,

SIKAW TTOPSAIOK MiaArpynu H.

5.Teopema Jlarpanxka. B ckinueniii rpyni G mopsnok MiArpynu OUTATH TOPSIOK
Tpynu.

Yucno pidHuX cymibkHHX KiaciB rpynu G mo miarpymi H — Ha3uBaeThCs
iHoexcom nioepynu H.

Sxmo rpyna G mae MOpSIAOK 7, TO MIATPYNH MOPSAKY | 1 n Ha3WBAIOTHCA
MPUBIAILHUMU NIOZPYNAMU.

Hopmauasbhi migrpynu, ¢gakrop-rpynu, romomopdizmm.

[linrpyna H rpynu Ha3UBAETHCSI HOPMANbHOIO, SIKILO Vg € G
gH=Hg (1).
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ITo3navarots: H <G.
VYmMmoBa (1) exBiBaseHTHA Takiid yMOBI:

VgeG g Hg=Hg 2).

Sxmo H <G, 1o aHbH=abH (3).
3BiICH BUIUIMBAE, 10 TO0OYTOK JBOX CYMIKHUX KJIAacCiB TAKOX € CYMI)KHUM KJIACOM.

MuoxuHa Bcix cyMmibKHMX KiaciB rpynu G mo H BigHocHO omepamii (3)
yTBOoproe rpymny. Llsg rpyma Ha3uBaeTbcs (axtop-rpynoro rpynu G mo H
[To3nauatots G /H.

G/H={-H,g,H,.gH}, $=|G:H.

Y G /H oauanunumii enement 1 H , o6epuenuii (gH) 1= g 1H.

Ilpuknaou.

1. T'pyna tpuxytauka 7= {1, a, a2, b, ab, ab / a’=1, b?>=1, ba=ab, ba?=ab.}
H= {1, a, a’} — mopmansHa niarpyna rpynu 7,
T=HubH=HUHDb
T/H= {1 H, bH/ (bH)?>=1 H } — uukniuna rpyna 2-ro nopsixy.
2. G=Z, H=5Z.
G=0+HuUl+HU2+HU3+HU4+H,

G/H ={0,1,2,3,4}=Zs,
3+3= (3+H)+(3+H)=6+H=1+H=1.

3aBjaHHA ISl CAMOCTIHHOI po0oTH.

1. Jomectu, 110 MHOKMHA BCIiX JMIMCHHUX YHCENI YTBOPIOE TPYITY IO JOJIaBaHHIO 1 HE
YTBOPIOE TPYITY 110 MHOXKEHHIO.

2. JloBectH, 110 MHOXKWHA BCiX MIMCHUX YWCEII, SKI HE PIBHI HYJO, YTBOPIOE TPyMy
M0 MHOKEHHIO 1 He YTBOPIOE TPYITY IO JI0aBaHHIO.

3. Homectn, mo maomaTHi AIMCHI YUCIa YTBOPIOIOTH TPYMY MO MHOXKCHHIO 1 HE
YTBOPIOIOTH TPYITY IO J0JJaBaHHIO.

4. JloBecTu, 1110 HEBi €MHI JAIHCHI YMCJIa HE YTBOPIOIOTH TPYITY Hi MO T0JaBaHHIO, Hi
10 MHOKEHHIO.

5. JloBecTn, 10 KOMIUIEKCHI 4YHICJIa BIIMIHHI BiJl HYJS YyTBOPIOIOTH TPYITYy IO
MHOXEHHIO 1 HE YTBOPIOIOTh TPYITY MO JI0JaBaHHIO.

6. JloBecTH, mo KOMITJIEKCHI YUCJIa 3 MOAYJIEM PIBHUM OJIMHUII YTBOPIOIOTH TPYITY
10 MHOKEHHIO 1 He YTBOPIOIOTH IO I0JaBaHHIO.

7. JloBecTH, 110 KOMIUICKCHI YHCIIa 3 MOIYJIEM OUTBIIAM Bijl OJIMHUIlI HE YTBOPIOIOTH
TpyImy Hi 10 MHOKEHHIO, Hi 10 J0/IaBaHHIO.

8. JloBecTw, 1m0 Il J0oAaTHI cTeMeHi ABivikm (dmcina 2, 4, 8, ...) HE YTBOPIOIOTH
rpymny Hi IO MHOXEHHIO, Hi MO JI0JJaBaHHIO.

22



9. Jloectu, 1m0 BCl CTEMEH1 ABIMKM (3 LUIMMHU JOJATHUMH, IIUIMMHU Bi1’ €MHUMH 1
HYJBOBUM MOKAa3HUKOM) YTBOPIOIOTH TPYIy IO MHOXEHHIO 1 HE YTBOPIOIOTH
rpyIy MO J0JaBaHHIO.

10.Josecty, mo uMcaa BUAy a-+bi, ne a,b — winmi, i =+/—1 yTBOPIOIOTH Ipymy IIO
J0JJaBaHHIO 1 HE YTBOPIOIOTH IPYIY MO MHOXKECHHIO.

11.TlepeBipuTH, 4Y¥ YTBOPIOE TPYyNy MHOXHHA BCIX LUIMX YHUCET 3 OINEpali€lo
nigHeceHHs 10 crenens h(a,b)=aP.

Osnauenns. Binoopaxenns f: G—<—» G HazuBacTbCs 2oMOMOPDizMoM, IKIO
Vx,yeG fxy)=f(0)f()-

AHopom comomopghizmy Ha3UBAETbCI MHOXHMHA BCiX enieMeHTiB G, 1o

BiZIoOpakatoThcsi B ouHUYHUN enemeHT rpynu G'. Ilosnadaetscs Ker f= {yeG /

fy)=17.

SAnpo romomopdizmMy 3aBKAN € HOPMAIBHUM JAUTBHUKOM TPYIIH.

OcHoBHa Teopema npo romomopdizm. Skmo f: G—2>G' 1 H=Ker f, TO

G/H=G'.

Teopema npo BinnoBinHicTh. Skio BimoOpaxkenus f: G—“—»G' romomopdHe,
TO ICHY€ B3a€MHO-OJHO3HA4YHa BIAMOBIJHICTh MUK BCiMa MiArpynamMu rpynua G'i
TAMU TiArpynamu rpynu G, mo MiIcTITh siapo romomopdizmy. Ilpu oMy Ko
rpymi A' < G’ BianoBimae Ac G, 10 G/A=G'/ A’ .

Teopema npo npupoaHiii romomopdizm. Koxkna HopManbHa miarpyna H rpynu
G € sapoM mpupomaHboro romomopdismy 7. G— G/H, mo 3amaerbes (HopMyIIoi0
7(g)=gH VgeG.

Jlema. Sxmo 4 <G, B — Oyap-ska miarpyna G , To AB Oyae niarpymnoro rpymu G.

Teopema 1po i3omopdizM. Akmo4<G, B cG, 10 AnB<B 1 AB/A=B/ANB.

Ilpuxnaou.

1. f:C—5R., f(2)=|4, 2eC"; fxy) =|xf=Hy=r(x)f(»). Lle romomopdizm.
Ker f=W; C"/W =R,

2. f:GL(n,C)—“—>C" VAeGL(n,C) f(A)=detd;
f(AB) = det(AB) = det Adet B = f(A) f(B)
Lle romomopdizm; Ker f=SL(n,C); GL(n,C)/SL(n,C)=C".
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Knacu cnpsizkeHUX eJIeMeHTIB.

Oznauennsa. Hexait M < G. Leumpanizamopom muoxcunu M B tpymi G
HA3MBAETHCSI MHOKHUHA
C.(M)={geG/gm=mg Vme M}.
LenTpainizaTop 3aBxIu yTBOPIOE miarpymny rpynu G .
Oznauennsi. Hopmanizamopom niomumoxcunu M rpynu G Ha3HUBaEThCS
MHOKHHA
Ns(M)={geG/gM =Mg}.
Hopmanizatop Takox cTaHOBUTH miArpyny rpynu G.
Jlerko Oauutn, mo C,(M)c N, (M). Skmo M — miarpyna rpynu G, 1O
M c N,(M) 1 HaBiTb M <N (M). Kpim Toro, N,(M)e HalOUIbLIOW MIAIPYHOIO
rpynu G, B sikiif miarpyna M € HOpMalbHUM JUTBHUKOM.

Teepkennsa. C,(M)< N, (M).

Ilpuknaou.

1 1 .
1. Hexaii G=GL(2,R), a=a:[0 1). 3naiitu C,(a). Hns mporo motpiOHO

o . . x y)1l 1 I IYx y .
3HAWUTHU TaKl MaTpull, MmO = . 3B1I[CI/I BUIIJIUBA€ CHUCTEMaA
z t)\O 1 0 IT\z ¢

PIBHSIHbB:

OTxe, CG(G)—{(S ij

o . . 1
3. 3HaiiTh  HOpMamizaTop  mArpynu  H :{(0 vlvj ‘weR}. BukopuctoByemo

x,yeR,x;éO}_

CITIBB1THOIIICHHS
x yYylL w I wix vy .
= Vwe R. Oep>KyeEMO CUCTEMY PIBHSIHbB:
z t)\O 1 0 1Az ¢
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wz =0
DI XW=WI=> X =TI.
xw+y=y+wt
zw=0
Zw+t =t

Otxe, NG(H):{(S z]

Osuauenns. Enementd a i b rpynu G Ha3sHUBAIOTBCS CAPAXCEHUMU, SKIIO
icHye Takuii eneMeHT ¢ i3 G, mo: g 'ag =b . [lo3Hayarots: a~b.

X,yeR,x#0 }

BnactuBocTi.
1. a~a (pedieKCUBHICTB).
2. a~b=a~b (cumeTpHuUHICTD).
3. a~b, b~c = a~c (Tpan3uTHBHICTD).
3BIZICM BUIUIMBAE, 1[0 MHOXXMHA BCiX eleMEHTIB rpynu G po30uBacThCcs Ha Kiacu
CHPSDKEHUX MK COOO0I0 €JIEMEHTIB, TPUUOMY Pi3HI KJIacu He MepEeTUHAIOTHCS.
[lo3nauaetnes: Ka— kimac enemenTiB rpynu G, CIps>KEHUX 3 a.

Ilpuknaou.

1. G — aGenesa rpymna. Toxi mis noBuibHOTO enemenTa a 13 G K, =G.
2. G=T= {l,a,az,b,ab,azb |a3 =1,b* =1,ba = a’b,ba’* = ab}. 3uaiitu Ka.

Ki= {g_llg lg e G}: {1}.

1"al=a, a'aa=a, a’aa’ =a; b'ab=bab=a’bb=a’;
(ab)la(ab)=b"'a'ab=a’ = Ki= {a,a2 }; Kp= {b, ab,azb}
a'ba=a’ba=a’a’b=ab

a*ba’* =aab=a’bh.

Teopema npo mopsnok kmacy K, . Iopsgok kmacy Ka mopiBHIOE iHACKCY
HOpMalizaropa B rpymi G:
K,|=|G:Ns(a)| .

Hacnigok. [lopsaok kinacy QiauTh TOPSIOK TPYIIH.

Oznauenns. [linrpynu A 1 B rpymu G Ha3uBaIOTHCS chnpssceHumu, SKIIO
dgeG g 'Ag=B.

MHOXXHHA BCiX MATPYI PO3NAAAETHCS HA KJIACH CTIPSHKEHUX MIATPYTI.

Teopema mpo mopsnok knacy Ky. |K,|=|G: N, (A4).
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Teopema. Ilinrpyna 4 rpynu G Oyae HOPMAJIBHOIO TOJI 1 TUIBKU TOJ1, KOJU
BOHA CIIPsKEHA JIHIIE 3 c00010, TOOTO |K, =1|.

Teopema. Ilinrpyna 4 rpynu G 6yne HopManbHOIO B rpymi G Toxl 1 TUIBKH
TOJl, KOJU 3 KOXHMM €JIEMEHTOM a 13 A MICTAThCS B miArpymi A BCl €JIEMEHTH,
CHPSDKEHI 3 a.

LeHTp I KOMYTaHT

Osnavenns. [[enmpom epynu G Ha3WBAa€THCS MHOKMHA THX €JIEMEHTIB TPYIH
G , sAki mepecTaHOBHI 3 KOXHUM enemeHToM Tpynu G. Iloznawaetscsa ((G). A 1e
(akTH4HO:

LC)=C(G).
Scuo, mo {(G) miarpyna i {(G) <G, 60 Vge G g{(G)=((G)g. Axmo G — abenesa, TO
{(G)=G. s neabenesux rpyn ((G)=G

[Tpukmanm.

1. G=GL(n,K), K—mnone. Toni

A 0
{(G)= AeK’
0 A
2. {(N)={1}.

3. {(Sn)=1, n>2.

Osnavenns. Komymamopom IBOX eleMeHTIB a i b € G Ha3uBaeThcst 100yTOK
a”'b™'ab =[a,b].
3eizcu ab=bala,b].

Osznavenns. Iligrpyma rpymu G, MOpOJKEHA BCiIMa KOMYTAaTOpPaMH,
Ha3uBaeThes komymanmom rpynu G. [loznagaerbest G’ .
"=<[a,b] |a,be G >.

Kinsue. Tiugo. Iote.

Oznavennsal. Anrebpa (Mx+), fKa 1O MHOXKEHHIO  SIBIAETHCS

MYJIBTHUILIIKATABHAM TPYIIOiIOM, 1O JO0JIaBaHHIO — a0eJIeBOI0 TPYIMO0, MPUUOMY
MHOYXEHHS 3B’ S13aHO 3aKOHAMH JTUCTPHUOYTUBHOCTI

ax(b+c) = axb+axc,

(b+c)xa =bxa+cxa,
HA3UBAETHCS KLIbYEM.
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OznauenHs 2. Henycta MHOXkuMHA K €l1€MEHTIB JOBUIbHOI MPUPOIH, HA SIKIH
BBEJICHO /Bl OlHapHI anredpaiuHi omepaiii JoAaBaHHS 1 MHOXKEHHS, Ha3UBAETHCS
KiTbyeM, SKIIO BUKOHYIOThCS TaKl akC1OMU KUIbLIS:

l. a+(b+c)=(a+b)+c;

2. a+b=b+a,

3. ek VaeK:a+0=a (0 HasuBaerbcs nynem kinoys K);

4. VaeK I(—a)eK:a+(-a)=0 (-a HA3UBAETHLCS NPOMULEHCHUM JIO d),

TOOTO IO BITHOIIEHHIO 10 foAaBaHHs K Mae OyTH KOMYTaTUBHOIO I'PYIIOO.
5. a(b+c)=ab+ac;
6. (a+b)c=ac+bc.
SIKI110 BUKOHYETHCS
7. a(bc) = (ab)c, TO KUIBIIC HA3UBAETHCS ACOYIAMUBHUM.
SK1110 111 BUKOHYETHCS
8. ab=ba, TO KUJIbLIC HA3UBAETHCS KOMYMAMUBHUM.
SK1110 111 BUKOHYETHCS
9. JeeKVaeKae=ea=a, 10 e Ha3uBaeTbcs oodunuyero K, a kinpne K

HA3UBAETHCS KibYeM 3 0OUHUYETO.

Oznavenns. Kinbie, B sSsIKoMy BCi BIIMiHHI BiJl HYJS €JIEMEHTH CKJIAJalOTh
IPYIy IO MHOKEHHIO, HA3UBAETHCS MITOM.

Oznavenns 1. Tijo, B AKOTO MYJIbTUIUIIKATUBHA I'pyna abeiieBa, HA3UBAETHCS
nosem.

Oznauenns 2. Ilone — nie MHOXKMHA M 3 BOMa OiHApHUMHU OTIEpAIlISIMH + 1 *
TaKUMH 1110

1. (a+b)+c=a+(b+c); aCoOIIaTUBHICTh JOJaBaHHS;
2. 30eM a+0=0+a=a; ICHYBaHHS HYJ;
3. Vad-a a+(-a)=0; iCHyBaHHS 00E€pPHEHOTO eJIEMEHTA MO JI0aBaHHIO;
4. a+b=b+a; KOMYTaTHUBHICTb JIOTaBaHHSI,
TOOTO TI0JIe — abereBa rpyma 1o J10AaBaHHIO;
5. a(bc) = (ab)c; aCOIIaTUBHICTh MHOKCHHS
6. dleM al=la=a; ICHYBaHHS OJTMHHIII;
7. Ya#0 3a"' a'a=1, iCHyBaHHSI 00€pHEHOTO €JIEMEHTA 110 MHOKEHHIO;
8. ab=ba; KOMYTAaTHBHICTh MHOYKCHHSI,
TOOTO TI0JIe — abeleBa rpymna o MHOKEHHIO;
9. a(b+c)=(ab)+(ac) TUCTPUOYTUBHICTh MHOYKCHHS BIIHOCHO JIO/TaBaHHS.
Ilpuxnaou.
1. Z — xinple nIMX pamioHaTbHUX YHCENI, KOMYTaTUBHE KUIbIIE 3 OJIMHUIICIO.

2. Q — KuIbIlE parioHATBHUX YHCEN, KOMyTaTUBHE KUIBIIE 3 OJMHHIICIO, TTOJIC.

27



R — Kuiblle A1MCHUX YKCell, KOMyTaTUBHE KUIbLIE 3 OJUHULIEIO, MOJIE.
. C — KUJIb1Ie KOMIUIEKCHUX YUCEN, KOMYTaTUBHE KUIbIIE 3 OAUHUIICIO, TIOJIC.
(Z,+,%), ne Z — MHOKMHA BCIX IIJMX YHUCEIl, — KOMYTaTUBHE KilbLE 3 OJUHHIIEIO.

o UAw

(Z,+*), Ne Z — MHOKMHA BCIX LIIMX YMCEN, 71 — JOBUILHE HATypalbHE YUCIIO, —
KOMYTaTHUBHE KUIbLE 3 OAUHUIICIO.

Axmo B kutbill 3x#0 Fy =0 x*y=0, TO X HA3UBAETHCS NIBUM, & V — NPABUM
OlIbHUKOM HYJIAL.

KomyTtatuBHe KiIbIlE 3 OJJUHUIICIO, SIKE HE MA€ MUILHUKIB HYJISI, HA3UBAETHCS
obacmio YyinicHocmi.

Hanpuxnan, mini uucna (Z,+,%) sBIsSIOTECA 00IACTIO LTICHOCTI.

Ilpuknaou noanis.
1. <R,+,-> , 1e R — MHOXMHA BCiX AIMCHUX YHCE, € TTOJEM JIMCHUX YHCEIL.

2. <Q,+,.>, ne Q — MHOXHMHA BCiX PAaIllOHAIBHUX YHCEJ, € TOJEM pallloHaTbHUX

YUCCII.

Ilpuknaou kineuw.
1. (Z+), ne Z — MHOMHA BCiX IIINX YUCENI, — KOMYTaTUBHE KiJIbLIE 3 OJUHHUIIEIO.

2. <Zn ,+,*>, ne Z — MHOKHMHA BCIX IUIMX YHUCEN, 7 — JOBUIbHE HAaTypaJbHE YUCIIO, —
KOMYTAaTHBHE KUJIBIIE 3 OAUHHIICIO.

3aBjaaHHs 1S iIHAMBIAYaJIbHOI po0OTH.

1. Jomectu, MmO SIKIIO B HAMIBTPYII ICHYE MpaBUH OJUHWYHUNA C€JIEMEHT 1 JJIs
KOKHOTO €JIEMEHTa ICHY€ MpaBuWii OOEpHEHUH, TO I HAIIBTPyMa SBISETHCS
TPyTOI0.

2. Ha nmesikiii MHOXKHMHI 4uces omeparlis 3ajaHa TakuM duHOM: ab=Db. /{oBectw,

110 1151 MHOKMHA € HaIBIPYTO0.

JloBecTH, 1110 B MHOKHHI 3 3aBJIaHHSA 2. ICHY€ JIIBUH OTMHUYHUN €JIEMEHT.

4. JloBecTH, 110 B MHOKHHI 3 3aBAaHHS 2. JJI KOKHOTO €JIeMEHTa ICHY€ MpaBuid

00CpHCHHI CIIEMEHT.

Yu Oyne HamiBTpyma 3 onepairiero ab=b rpymnoro?

6. HaBectn mpukian CKiHY€HOT HAMIBTPYNH 3 3aKOHOM CKOPOYCHHS 3711Ba, sIKa HE

€ TPYTIOIO.

3HAWTH MIATPYIH TPYIH IIIUX YUCET 10 JOJaBaHHIO.

3HAWTH MIATPYIU TPy PaIiOHATFHUX YHUCET TIO JTOTaBaHHIO.

9. 3mHaiiTy miArpynu MyIbTHUILUTIKATABHOI TPYMU AIMCHUX YUCEN, BIIMIHHUX BiX
HYJIS.

w

o1

o N
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10.3HaiiTH eeMEeHTH CKIHYEHOI'O MOPSAKY B MYJbTUIUIIKATUBHIN Ipymi J1HACHUX
qyuces, BIAMIHHUX Bi HYJIS.

11.3HaiiTh  eneMeHTH CKIHYEHOTO TMOpSAKY B MYJbTUIUIIKATUBHIA Tyl
KOMILUIEKCHUX YUCEN, BIIMIHHUX B HYJIA.

IMinkinsue. Inead.

Hexaii K — KUIbLIE.
Oznauennsi. Henycta nmimMHokuHa M c K Ha3uBaeThes niokintvyem kinvys K,
SIKIIO 111 MHOKMHA M € KUIBIIEM BITHOCHO THX JIIH, SIKI BBeJeH1 B K.

Oznauenns. Ilinkinene M kbl K Ha3uBaeTbes aisum ideanom Kinvys K,
SIKIIIO
VieK YmeM rmeM.

Oznauenns. Iligkineie M kinbis K Ha3uBaeThes npasum ideanom xinvys K,
SIKIIIO
VireK YmeM mreM.

Oznavenns. JliBuit igean, SKuM € 1 TIpaBUM 1]1€aJioM, Ha3UBAETHCS
080CMOPOHHIM i0eaiom ab0 TIPOCTO i0edanoMm.

Ilpuknaou.

1. K —kinbue, Mc K, M={0}. M — migkinblie i Ha3UBAETLCA HYIbOSUM NIOKLIbYeM. M
— JIIBUH, IPaBUM 1 IBOCTOPOHHIN ieast: 0a =a0=0.
2. M=K, M — nigkinbIle, ABOCTOPOHHIN i/1€all.

Hexaii K— kinablie, M — mIMHOKHAHA.
Oznaka minkineiig I. Hexaiia,be M . [{nsa Toro, mo6 M Oyno migKiuIbIeM
HEOOXIIHO 1 JOCTATHBO, I100:
1) a+beM,;
2) abeM;
3) 0eM;
4) Va —aeM.

Osnaka oigkineig 1. [Tinmuaoxnaa M muoxuan K € migkuoeieM K Toml 1
TUIBKY TOM1, KOJIHA Va,be M
1) a-beM ;
2) ab™ e M.

Osnaka igeana. Ilimmaoxxuna Mc K € miBum 1geanom K ToAl 1 TUIBKU TOMI,
KOJIH Va,be M

1) a-be M ;
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2) VreKVaeM raeM.
AHaNOT14HO JJIsl IPABOTo 1 IBOCTOPOHHBOTO 1/1€aly.

O3nauecHHs. AcomiaTuBHE Kuible K 3 OOUHHICIO ¢ HA3UBAETLCS MIIOM , SIKIIO
VacKa#03a"' eK:aa' =a'a=e.

a”' HA3MBAETHCS OOCPHEHHUM JI0 d.

KoMyTaTuBHe T1110 € noaem.

TBepkenas. Hexat K — nmone, M — migkinene K. M € mojieM ToJl 1 TUIBKH
TOJ1, KOJIU

VYaeM,a#0 a' eM.

3ayBakeHHs. [loBinbHE moje K MiCTUTh NpuHaiiMH1 ABa eneMenTu: 011, 0= 1.

Teopema. byab-sike CKiHUEHE T1JI0 € TOJIEM.
Ilpuknaou.

1. MHoxxuHa parmioHaabHUX yucen Q € moyieM, MPUYOMY MPOCTHUM IIOJIEM, TOOTO
TaKUM, 1110 HE MICTUTh HETPUBIAIHHOTO M1 OIS,
2. Hexaii K — tino. ITo3naunmo (K), — MHOXKHHA BCIX KBaJpaTHUX MATPHIIb HOPSIKa
n 3 elleMeHTaMu, 1o Hajexarh Tury K. BigHocHO il mojmaBaHHS 1 MHOXKCHHS
e 0
matpuils (K), 6yae kinbiieM. OQHMHHIICIO IBOTO KBS Oye e =
0 e
(K), Ha3UBAETBCS NOBHUM MAMPU4HUM Kitbyem Hao mitom K.  MHOXCHHS
BUKOHYETHCS TaK:

Hexan A:(aii)’ B:(ﬂljj)s TOI[i C:AB, C:(yzj)’

ne y, =>.a;8;, (af# pa B Tini K).
=
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	“ Теорія алгоритмів та математичні основи представлення знань”
	Вступ
	Існують три основні типи універсальних алгоритмічних моделей, які є еквівалентними між собою. Кожна з цих алгоритмічних моделей являється уточненням інтуїтивного поняття алгоритму.
	Перший тип алгоритмічних моделей – це перетворення слів у довільних алфавітах, в яких елементарними операціями є підстановки, тобто заміни частини слова іншим словом. Переваги цього типу – в його максимальній абстрактності та можливості застосовувати ...
	Другий тип ґрунтується на уявленні про алгоритм як про деякий детермінований пристрій, здатний виконувати в кожен окремий момент лише дуже примітивні операції (тобто кроки є елементарними, а алгоритм однозначним). Основною теоретичною моделлю цього ти...
	Третій тип зв’язує поняття алгоритму з найтрадиційнішими поняттями математики – обчисленнями та числовими функціями. Найбільш розвинена й вивчена модель цього типу – рекурсивні функції.
	Є ще четвертий тип універсальної алгоритмічної моделі – алгоритмічна система Кліні, яка є похідною від рекурсивних функцій.
	Алгоритмічна система Тюрінга
	В основі цієї системи лежить поняття машини Тюрінга.
	Нехай маємо дві нескінчені системи символів а0, а1,...  і  q0, q1,…Символи аі називаються буквами, а qi – мітками. Конкретний вигляд букв і міток не має значення. Єдине, що вимагається, – щоб сукупності букв і міток не перетиналися між собою.
	Командою Тюрінга називається вираз вигляду (q, a) (q(,a(,r), де q,q( – мітки, а, а( – букви, r приймає одне з трьох чисел -1, 0, +1.
	Пара (q, a) в команді (q, a) (q(,a(,r) називається міткою Тюрінга (або просто Т-міткою).
	Програмою Тюрінга називається довільна скінчена сукупність ПТ команд Тюрінга, в якій різні команди мають різні Т-мітки.
	Тобто кожна команда в програмі ПТ однозначно визначається за своєю міткою.
	Машиною Тюрінга називається довільна пара Т=(q0, ПТ), де q0 – мітка, ПТ – програма Тюрінга.
	Мітка q0 називається початковою міткою машини Т=(q0, ПТ).
	Приклад програми Тюрінга:
	(q0,a0) (q0,a2,+1 )
	(q0,a1) (q0,a1, -1)
	(q0,a2) (q1,a1,+1)                     (1)
	(q1,a1) (q2,a0, 0)
	Станом машини Тюрінга (або просто Т-станом) називається довільна нескінчена в обидві сторони послідовність вигляду:
	... b-3b-2b-1qb0b1b2 …                          (2)
	де bi (i=…, -2, -1, 0, 1, 2, …) – букви, q –мітка.
	Пара (q, b0) називається Т-міткою стану (2).
	Нехай Т=(q0, ПТ) – довільна машина Тюрінга.
	Стан (2) називається початковим станом машини Тюрінга, коли q=q0 .
	Стан (2) називається проміжковим станом машини Тюрінга, коли (q,b0) – проміжкова Т-мітка цієї машини.
	Коли (q,b0) – кінцева Т-мітка машини, то стан (2) називається кінцевим станом даної машини.
	Визначимо функцію переходу FT машини Т=(q0, ПТ).
	Функція FT кожен стан t вигляду (2) переводить в деякий стан FT(t).
	Цей стан визначається так. Коли мітка (q,b0) в стані (2) являється кінцевою міткою машини Тюрінга, то  FT(t)=t.
	Нехай (q,b0) – проміжкова Т-мітка машини (q0, ПТ). Тоді в програмі ПТ машини (q0, ПТ) знайдеться одна і тільки одна команда вигляду (q, a) (q(,a(,r). Під дією цієї команди t переходить в FT(t).
	Залежно від r=+1, 0, -1 значення FT(t), відповідно, прийме такий вигляд:
	... b-3b-2b-1 а(q( b1b2 …
	... b-3b-2b-1q(а( b1b2 …                  (3)
	... b-3b-2q( b-1a( b1 b2 …
	Т-стани і функція FT трактуються на мові “стрічки”  і “голівки” машини Тюрінга.
	Розглядається нескінчена в обидві сторони стрічка, яка розділена на комірки.
	Стан (2) за допомогою “стрічки” і “голівки” представляється у вигляді:
	Мал.1
	В кожній комірці стрічки в певний момент записана одна і тільки одна буква.
	Голівка здійснює зчитування та запис букв на стрічці. В кожен момент голівка може сприймати одну і тільки одну комірку стрічки.
	В процесі роботи машини Тюрінга голівка може пересуватись вліво і вправо по стрічці. Крім того, в голівці в кожен момент записана деяка мітка.
	Послідовність … b-2 b-1 b0 b1 b2 … називається станом стрічки, а мітка q – станом голівки. Стан голівки ще називається внутрішнім станом.
	Стани (3), відповідно, представляються так:
	Мал.2
	Згідно мал.1 і мал.2 дію команди  (q, a) (q(,a(,r) можна описати так.
	В комірці, яку в стані мал.1 сприймає голівка, записується буква a(, мітка q в голівці замінюється на мітку q(  і залежно від r =+1, 0, -1 голівка пересувається на одну комірку вправо, залишається на місці і пересувається на одну комірку вліво.
	Траєкторією машини Тюрінга називається послідовність станів t0 , t1 ,…, де t0 – початковий стан даної машини і
	ti+1=FT(ti)  (i=0, 1, 2, …).
	Як і для випадку операторних алгоритмів, індекси і при станах ti будемо називати тактами.
	Коли t0 , t1 ,…, tm-1 – проміжкові стани і  tm –  кінцевий стан машини Тюрінга, то будемо говорити, що машина Тюрінга зупиняється на m-му такті.
	Приклад.
	Нехай Т=(q0, ПТ), де ПТ має вигляд (1). Припустимо, що машина Тюрінга починає роботу зі стану вигляду … a2 a0 a0 q0 a0 a1 a2 a2 …. Починаючи з цього стану машина Тюрінга опише таку траєкторію:
	В даній траєкторії машина зупиняється на 4-му такті.
	Побудуємо декілька машин Тюрінга, які назвемо елементарними машинами Тюрінга. Будемо позначати їх Ті(q0, ...), де q0 – початкова мітка машини Тюрінга, а всі інші мітки, які входять у вираз Ті(q0, ...), вважаються кінцевими мітками даної машини.
	Для всіх машин тимчасово зафіксуємо скінчений алфавіт Lk={a0, a1,…ak-1} і будемо вважати, що на стрічці записуються тільки букви з даного алфавіту.
	1. Машина Т-1(q0, q1). Ця машина пересуває голівку на одну комірку вліво, не міняючи стану стрічки.
	Програма для цієї машини має вигляд:
	(q0, aі) (q1,aі,-1)   (і=0, 1, ..., k-1).
	2. Машина Т+1(q0, q1). Ця машина пересуває голівку на одну комірку вправо, не міняючи стану стрічки.
	Програма для цієї машини має вигляд: (1)
	(q0, aі) (q1,aі,+1)   (і=0, 1, ..., k-1).
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