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РОЗПОДIЛИ ПЕРЕСТРИБКIВ ДЛЯ МАЙЖЕ
НАПIВНЕПЕРЕРВНИХ ПРОЦЕСIВ, ЗАДАНИХ НА ЛАНЦЮГУ

МАРКОВА
УДК 519.21

М. С. ГЕРИЧ

Анотацiя. В статтi вивчаються розподiли перестрибкових функцоналiв для майже напiвнепе-
рервних знизу процесiв заданих на ланцюгу Маркова. Для цих процесiв отриманi також граничнi
розподiли перестрибкiв через нескiнченно вiддалений та нульовий рiвнi в термiнах твiрних пере-
творень додатних стрибкiв та матрицi, що визначає розподiл доповнення до максимуму.

Abstract. In this paper we study the distributions of overshoots for the almost semi-continuous
processes defined on a Markov chain. For these processes, we get the limit distributions of overshoots
over the infinitely far and zero levels.

Аннотация. В статье изучаются совместные распределения момента достижения уровня, вели-
чины перескока, недоскока для оприделённого уровня и скачка, который накрывает уровень в
случае почти полунепрерывного снизу процесса на цепи Маркова. Для этих процессов получены
также предельные распределения перескоков через бесконечно удаленный и нулевой уровни.

1. Вступ

Опис процесiв, заданих на ланцюгах Маркова (ЛМ) або керованих ланцюгами
Маркова, наводиться в роботах [1]-[3], в [2] їх називають напiвмарковськими, в [1],
[3] – однорiдними за другою компонентою. Граничнi задачi для процесiв Левi з не-
перервним розподiлом стрибкiв на ЛМ вивчались в [2]-[4]. Дослiдженню розподi-
лiв граничних функцiоналiв для цих процесiв присвяченi роботи [5]-[6]. Для майже
напiвнеперервних процесiв (з показниково розподiленими стрибками одного знаку)
такi задачi були дослiдженнi в [6]. Для випадкових блуканнь Sn на ЛМ одержано
факторизацiйнi зображення для подвiйних перетворень значень блукання в момент
перестрибу та в безпосереднiй момент перед перестрибом в [7].
Iнколи замiсть перестрибкових функцiоналiв, тобто перестрибкiв або недостриб-

кiв процесу через рiвень x, розглядають значення процесу пiсля перестрибку або
беспосередньо перед перестрибком (як i для блукання в [7]), а стрибок що накриває
рiвень x є рiзницею цих значень процесу(блукання).
Мета роботи: отримати спiввiдношення для сумiсних та маргiнальних розподiлiв

перестрибкових функцоналiв у випадку майже напiвнеперервних знизу процесiв за-
даних на ЛМ, якi детально описанi в роботi [8], а також знайти граничнi розподiли
перестрибкiв через нескiнченно вiддалений та нульовий рiвнi.
Зауважимо, що скалярнi значення ξ(t) залежать вiд значення "керуючого" ЛМ

x(·) в початковий момент 0 та змiнного додатного моменту t > 0. Тому вiдповiднi
розподiли i усереднення (мат. сподiвання) є матричними характеристиками, що на-
далi будуть позначатися жирним шрифтом: P{·}, E[·]. Наприклад: P{ξ(t) = l} =
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‖P{ξ(t) = l, x(t) = r|x(0) = k}‖ = ‖pkr(t, l)‖, E[zξ(t)] = ‖E[zξ(t), x(t) = r|x(0) = k]‖ =
‖Ekr[zξ(t)]‖.

2. Майже напiвнеперервний цiлозначний процес Пуассона

Розглянемо двовимiрний процес Маркова:

Y(t) = {ξ(t), x(t)}, t ≥ 0,

який детально описаний в роботi [8]. Тут x(t) – скiнченний ергодичний ЛМ з мно-
жиною станiв E = {1, ..., m} та матрицею перехiдних iмовiрностей

P(t) = ‖P{x(t) = r|x(0) = k}‖k,r∈E = eQt, t > 0,

i твiрною матрицею Q = N(P− I), де N = ‖δkrnk‖k,r∈E, {nk > 0, k ∈ E} – параметри
показниково розподiлених випадкових величин ζ

(·)
k – часiв перебування x(t) в станi

k, P = ‖pkr‖k,r∈E – матриця перехiдних ймовiрностей вкладеного ЛМ yn = x(σn +0)
, де σn - момент n-ої змiни станiв x(t), π = (π1, ..., πm) – стацiонарний розподiл; ξ(t)
– однорiдний процес з умовно незалежними приростами при фiксованих значеннях
x(t). (див. [5]).
Еволюцiя процесу Y(t) описується матричною генератрисою

gt(z) = ‖E[zξ(t), x(t) = r|x(0) = k]‖ = Ezξ(t) = etK(z), K(1) = Q. (1)

де матрична кумулянта K(z) має вигляд

K(z) =
∑
x �=0

(zx − 1)K0(x) + Q, K0(x) = Λp(x) + Nf(x); (2)

тобто в термiнах твiрних функцiй

K(z) = Λ(p̃(z) − I) + N(f̃(z) − P) + Q; (3)

Λ = ‖δkrλk‖k,r∈E , δkr = I{k=r}, λk - iнтенсивностi стрибкiв пуассонiвських проце-
сiв {ξk(t)}m

k=1 з розподiлом стрибкiв p(x) = ‖δkrP{ξ(1)
k = x}‖k,r∈E, λk – параметри

показниково розподiлених випадкових величин ζ
′
k, якi визначають час мiж двома

сусiднiми стрибками процесу ξ(t). При цьому розподiл стрибкiв χ
(·)
kr на переходах

ЛМ x(t) та його генератриса незалежать вiд верхнього iндекса цих стрибкiв:

f(x) = ‖pkrP{χ(·)
kr = x}‖k,r∈E; f̃ (z) = ‖pkrEzχ

(·)
kr‖.

f̃(z) = P, якщо P{χ(·)
kr = x} = 0 при x �= 0, тобто при вiдсутностi стрибкiв χ

(·)
kr . Ще

позначимо розподiл 1-го сумарного стрибка ξ(t) на ЛМ черезΠ0(x) = Λp(x)+Nf(x),
що є дискретним аналогом стрибкової мiри Левi Π(dx) = λdF (x) для числового
складного пуассонiвського процесу (див. (1.7) в [10]).

Означення 2.1. Введений таким чином процес Y(t) називається складним цiло-
значним(гратчастим) процесом Пуассона, заданим на скiнченному ЛМ.

Означення 2.2. Складний цiлозначний процес Пуассона Y(t), заданий на ЛМ,
називається майже напiвнеперервним зверху, якщо компонента ξ(t) перетинає до-
датний рiвень лише додатними геометрично розподiленими стрибками, тобто куму-
лянта якого має вигляд

K(z) = Λ1[(I − C)z(I − Cz)−1 − I] + Λ2

∑
x<0

(zx − 1)p2(x)+

+N
∑
x<0

(zx − 1)f(x) +Q, C = ‖δkrck‖, 0 < ck < 1.
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або

K(z) = Λ1[(I − C)z(I− Cz)−1 − I] + Λ2[p̃ 2(z) − I] +N[̃f(z) −P] +Q.

Означення 2.3. Складний цiлозначний процес Пуассона Y(t), заданий на ЛМ, на-
зивається майже напiвнеперервним знизу, якщо компонента ξ(t) перетинає вiд’ємний
рiвень лише вiд’ємними геометрично розподiленими стрибками, тобто кумулянта
якого має вигляд

K(z) = Λ1

∑
x>0

(zx − 1)p1(x) + Λ2[(I−B)(zI−B)−1 − I] + N
∑
x>0

(zx − 1)f(x) +Q, (4)

або

K(z) = Λ1[p̃1(z) − I] + Λ2[(I − B)(zI − B)−1 − I] +N[̃f(z) −P] +Q, B = ‖δkrbk‖,
0 < bk < 1.

Введемо позначення деяких функцiоналiв для ξ(t):
екстремуми процесу на iнтервалi [0; t] та їх доповнення:

ξ+(t) = sup
0≤u≤t

ξ(t), ξ(t) = ξ(t) − ξ+(t);

ξ−(t) = inf
0≤u≤t

ξ(t), ξ̌(t) = ξ(t) − ξ−(t);

функцiонали, пов’язанi з перетином рiвня x ∈ Z
+ ∪ {0}:

τ+(x) = inf{t > 0 : ξ(t) > x}, γ+(x) = ξ(τ+(x)) − x,

γ+(x) = x − ξ(τ+(x) − 0), γ+
x = γ+(x) + γ+(x).

З останнiх позначень випливає, що:

ξ(τ+(x)− 0) = x− γ+(x); ξ(τ+(x)+ 0) = x+ γ+(x), γ+
x = ξ(τ+(x)+ 0)− ξ(τ+(x)− 0).

В подальших викладках для спрощення позначень iнтегральних та твiрних пере-
творень будемо користуватися вiдповiдно показниково та геометрично розподiлени-
ми випадковими величинами θs, ν̃ε:

P{θs > t} = e−st, s > 0, t ≥ 0,

P{ν̃ε = k} = (1 − ε)εk, 0 < ε < 1, k = 0, 1, 2, . . .

Розподiли екстремумiв в момент θs позначимо

p+
x (s) = P{ξ+(θs) = x} = ‖P{ξ+(θs) = x, x(θs) = r|x(0) = k}‖ = ‖Pkr{ξ+(θs) = x}‖,

p̌+
x (s) = P{ξ̌(θs) = x}, x ∈ Z

+;

p−
x (s) = P{ξ−(θs) = x}, p̌−

x (s) = P{ξ(θs) = x}, x ∈ Z
−;

px(s) = P{ξ(θs) = x}, x ∈ Z;

p+(s) = p+
0 (s), p−(s) = p−

0 (s), p−(s) = p̌−
0 (s), p+(s) = p̌−

0 (s);

P(s, x) = P{ξ(θs) < x}, P(s, x) = Ps −P(s, x);

q±(s) = Ps − p±(s), q±(s) = Ps − p±(s).

Їх вiдповiднi матричнi твiрнi функцiї позначемо

g(s, z) = Ezξ(θs) = ‖E[zξ(θs), x(θs) = r|x(0) = k}‖ = ‖Ekr [zξ(θs)]‖,

g+(s, z) = Ezξ+(θs), g−(s, z) = Ezξ−(θs), g+(s, z) = Ezξ̌(θs), g−(s, z) = Ezξ(θs).
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Для функцiональних послiдовностей {Rx, x = 0,±1,±2, . . .} введемо поняття кiлець,
розширених кiлець i вiдповiдних пiвкiлець та їх проекцiй. А саме, позначимо кiльце
твiрних функцiй R̃(z)

L : {R̃(z) =
+∞∑

x=−∞
zxRx,

+∞∑
x=−∞

| Rx |< ∞, |z| = 1}

iз операцiєю "множення" типу згортки та звичайною операцiєю додавання. А роз-
ширення кiльця L:

LI : {I± R̃(z) = R̃I(z), det R̃I(z) �= 0}.
Аналогiчно позначимо пiдкiльця на пiвосях та їх розширення

L
± :

{
R̃±(z) =

±∞∑
x=0

zxRx

}
, L±

I : {I − R̃±(z), det[I − R̃±(z)] �= 0},

якi допускають аналiтичне продовження на |z| ≥ 1 (|z| ≤ 1) R̃±1
± (z) ∈ L

±
I . Визначимо

також операцiї проектування

[R̃(z)]+ =
+∞∑
x=1

zxRx, [R̃(z)]− =
−∞∑

x=−1

zxRx,

[R̃(z)]0+ =
+∞∑
x=0

zxRx, [R̃(z)]0− =
0∑

x=−∞
zxRx,

R̃(z) = [R̃(z)]+ + [R̃(z)]0− = [R̃(z)]− + [R̃(z)]0+,

Пiсля застосування iнтегрального перетворення Лапласа-Карсона по t до gt(z) в
(1) та P(t) отримаємо

g(s, z) = s

∫ +∞

0

e−stgt(z)dt = Ezξ(θs) = s(sI −K(z))−1, (5)

Ps = s

∫ +∞

0

e−stP(t)dt = s(sI−Q)−1. (6)

Теорема 2.1. [5] Для двовимiрного процесу Y (t) при s > 0 має мiсце матрична о.
ф. т. на | z |= 1:

g(s, z) = E zξ(θs) =
{

g+(s, z)P−1
s g−(s, z),

g−(s, z)P−1
s g+(s, z).

(7)

Зауважимо, що розподiли екстремумiв для майже напiвнеперервних процесiв на
ЛМ були встановленi в [11].
Надалi будемо позначати

p−
∗ (s) = P−1

s p−(s), p∗
−(s) = p−(s)P−1

s , p+
∗ (s) = P−1

s p+(s), p∗
+(s) = p+(s)P−1

s ;

q−
∗ (s) = P−1

s q−(s), q∗
−(s) = q−(s)P−1

s , q+
∗ (s) = P−1

s q+(s), q∗
+(s) = q+(s)P−1

s .

Причому цi матрицi зв’язанi наступними спiввiдношеннями:

p±
∗ (s) + q±

∗ (s) = I, p∗
±(s) + q±(s) = I.

V(s, x, u1, u2, u3) = E[e−sτ+(x)u
γ+(x)
1 u

γ+(x)
2 , u

γ+
x

3 , τ+(x) < ∞],

v(s, z, u1, u2, u3) =
+∞∑
x=0

zxV(s, x, u1, u2, u3),

ṽ(s, ε, u1, u2, u3) =
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= (1 − ε)
+∞∑
x=0

εxV(s, x, u1, u2, u3) = E[e−sτ+(ν̃ε)u
γ+(ν̃ε)
1 u

γ+(ν̃ε)
2 , u

γ+
ν̃ε

3 , τ+(ν̃ε) < ∞],

Vi(s, x, ui) = Vi(s, x, u1, u2, u3)|ur=1, r �=i, ṽi(s, x, ui) = ṽi(s, x, u1, u2, u3)|ur=1, r �=i,

A(x, u1, u2, u3) =
+∞∑

l=x+1

ul−x
1 ux

2ul
3Π0(l), x ∈ Z+ ∪ {0}, (8)

Функцiї A(x, u1, u2, u3) є правими частинами рiзницевих рiвнянь сумiсних генера-
трис розподiлу перестрибкових функцiоналiв з оператором L (див. (3) у [8] i [9]) i
виражаються через вiдповiднi твiрнi перетворення розподiлу Π0(l) додатних стриб-
кiв.

a(z, u1, u2, u3) =
+∞∑
x=0

zxA(x, u1, u2, u3), ã(ε, u1, u2, u3) = (1 − ε)
+∞∑
x=0

εxA(x, u1, u2, u3),

A(x, 1, 1, 1) =
+∞∑

l=x+1

Π0(l) = Ax(1), a(z) =
+∞∑
x=0

zxAx(1),

Ai(x, ui) = Ai(x, u1, u2, u3)|ur=1, r �=i, ãi(ε, ui) = ãi(ε, u1, u2, u3)|ur=1, r �=i,

Π̃0
+(z) =

+∞∑
x=0

zxΠ0(x) = Λ1p̃1(z) + Nf̃(z) + P, Π̃0
+(1) =

+∞∑
x=0

Π0(x) = Λ1 + NP + P,

W(s, x, u1, u2, u3) =
0∑

y=−∞
p̌−

y (s)A(x − y, u1, u2, u3),

w(s, z, u1, u2, u3) =
+∞∑
x=0

zxP−1
s W(s, x, u1, u2, u3),

w̃(s, ε, u1, u2, u3) = (1 − ε)
+∞∑
x=0

εxP−1
s W(s, x, u1, u2, u3),

Wi(s, x, ui) = Wi(s, x, u1, u2, u3)|ur=1, r �=i, w̃i(s, ε, ui) = w̃i(s, ε, u1, u2, u3)|ur=1, r �=i,

K(s, x) = W(s, x, 1, 1, 1) =
0∑

y=−∞
p̌−

y (s)Ax−y(1), k(s, z) =
+∞∑
x=0

zxK(s, x),

Множина значень ланцюга y∗
x = x(τ±(x)) може звузитися за рахунок недосяжно-

стi рiвня x > 0 (x < 0) процесом ξ(t). Тому будемо накладати наступну умову:

∀k ∈ E : P{y∗
x = k} > 0.

Крiм того будемо припускати, що

‖E[|ξ(t)|, x(t) = r|x(0) = k]‖ < ∞. (9)

Генератриси τ±(x) розглядаються на ланцюгу y∗
x вiдповiдно

T±
∗ (s, x) = E[e−sτ±(x), τ±(x) < ∞] = ‖E[e−sτ±(x), x(τ±(x)) = r|x(0) = k]‖.
Зв’язок мiж розподiлами ξ±(θs) та генератрисами τ±(x) визначається наступними

спiввiдношеннями:

P{ξ+(θs) > x} = E[e−sτ+(x), τ+(x) < ∞]Ps = T+
∗ (s, x)Ps. (10)

P{ξ−(θs) < x} = E[e−sτ−(x), τ−(x) < ∞]Ps = T−
∗ (s, x)Ps. (11)

В [9] встановленi наступнi твердження
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Теорема 2.2. [9] Для довiльного цiлозначного пуассонiвського процесу ξ(t) на ЛМ
x(t) пара функцiоналiв {τ+(x), γ+(x)}, зв’язана з ξ+(θs) наступними спiввiдноше-
ннями:

E[e−sτ+(x)uγ+(x), τ+(x) < ∞] = E[uξ+(θs)−x, ξ+(θs) > x](g+(s, u))−1, (12)

E[e−sτ+(ν̃ε)uγ+(ν̃ε), τ+(ν̃ε) < ∞] =
(1 − ε)u
u − ε

(g+(s, u) − g+(s, ε))(g+(s, u))−1. (13)

Спiввiдношення (13) є матричним узагальненням другої факторизацiйної тото-
жностi (2 ф. т.) (7.17) в [10].

Лема 2.1. [9] Для довiльного цiлозначного пуассонiвського процесу ξ(t) на ЛМ x(t)
твiрне перетворення спiльної генератриси функцiоналiв {τ+(x), γ+(x), γ+(x), γ+

x }
виражається наступним чином

sv(s, z, u1, u2, u3) = g+(s, z)P−1
s [g−(s, z)a(z, u1, u2, u3)]0+, (14)

де a(z, u1, u2, u3) має вигляд

a(s, x, u1, u2, u3) =
u1

u1 − zu2
(Π̃0

+(u1u3) − Π̃0
+(u2u3z)), (15)

а V(s, x, u1, u2, u3) визначається через згортку

sV(s, x, u1, u2, u3) =
x∑

y=0

p+
y (s)P−1

s W(s, x − y, u1, u2, u3). (16)

На пiдставi леми 2.1 встановлюється

Теорема 2.3. Якщо виконується умова (9), тодi

g+(s, z) =
[
I + (1 − z)s−1k(s, z)

]−1
Ps, p+(s) =

[
I + s−1k(s, 0)

]−1
Ps. (17)

g+(s, z) = (I − V1(s, 0, z))−1 p+(s). (18)

Доведення. Пiдставимо замiсть u1 = u2 = u3 = 1 в (14) i отримаємо

sv(s, z, 1, 1, 1) = g+(s, z)P−1
s [g−(s, z)a(z)]0+. (19)

Розглянемо множник[
g−(s, z)a(z)

]0
+

=

[
+∞∑
x=0

zxp̌−
x (s)

+∞∑
x=0

zxAx(1)

]0

+

=
+∞∑
x=0

zx
0∑

k=−∞
p̌−

k (s)Ax−k(1) =

=
+∞∑
x=0

zxW(s, x, 1, 1, 1) =
+∞∑
x=0

zxK(s, x) = k(s, z).

Використовуючи (9) та (10) i означення v(s, z, u1, u2, u3) отримаємо

v(s, z, 1, 1, 1) =
+∞∑
x=0

zxV(s, x, 1, 1, 1) =
+∞∑
x=0

zxE
[
e−sτ+(x), τ+(x) < ∞

]
=

=
+∞∑
x=0

zxP{ξ+(θs) > x}P−1
s =

+∞∑
x=0

zx
+∞∑

k=x+1

p+
k (s)P−1

s =
+∞∑
k=1

p+
k (s)

k−1∑
x=0

zxP−1
s =

=
1

1 − z

[
+∞∑
k=0

p+
k (s) −

+∞∑
k=0

zkp+
k (s)

]
P−1

s =
1

z − 1
[
g+(s, z)P−1

s − I
]
.

Пiдсталяючи отриманi спiввiдношення в (19) одержимо перше спiввiдношення в
(17). Друге спiввiдношення в (17) випливає з першого при граничному переходi
z → 0. (18) отримаємо з (13) при граничному переходi ε → 0 �
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В роботах [8] i [11] одержано вигляди для матричних параметрiв:
у випадку майже напiвнеперервного зверху процесу

Z−1
s = q+(s)P−1

s + p+(s)P−1
s C, R−1

s = P−1
s q+(s) + CP−1

s p+(s);

у випадку майже напiвнеперервного знизу процесу

Z(s) = q−(s)P−1
s + p−(s)P−1

s B, R(s) = P−1
s q−(s) + BP−1

s p−(s).

R(s) служить матричним параметром розподiлу ξ(θs).
Згiдно властивостей цих параметрiв встановлються

Теорема 2.4. Для майже напiвнеперервного зверху процесу:
1). Якщо m0

1 ≥ 0, тодi |p∗
+(0)| = |p+

∗ (0)| = 0;
2). Якщо m0

1 < 0, тодi |p∗
+(0)| �= 0 та |p+

∗ (0)| �= 0.
Для майже напiвнеперервного знизу процесу:

3). Якщо m0
1 ≤ 0, тодi |p∗

−(0)| = |p−
∗ (0)| = 0;

4). Якщо m0
1 > 0, тодi |p∗−(0)| �= 0 та |p−∗ (0)| �= 0.

Доведення. Розлянемо майже напiвнеперервний зверху процес.
Якщо m0

1 ≥ 0 тодi при s → 0 (згiдно результатiв в [8]) маємо

p∗
+(0) =

(
I − Z−1

0

)
(I− C)−1 = I− P∗ = − (P∗ − I) = −Q∗,

p+
∗ (0) = (I− C)−1 (

I− R−1
0

)
= I− P∗S = I − P∗ = −Q∗.

А звiдси випливає, що |p∗
+(0)| = |p+

∗ (0)| = 0.
Якщо m0

1 < 0 (згiдно результатiв в [8] i [11]) маємо |p∗
+(0)| �= 0 та |p+∗ (0)| �= 0.

Нехай Y (t) = {ξ(t), x(t)} – майже напiвнеперервний знизу процес, тодi Ý (t) =
{−ξ(t), x(t)} – майже напiвнеперервний зверху процес, при цьому m0

1 = −ḿ0
1 та

ṕ∗
+(s) = p∗

−(s), ṕ+
∗ (s) = p−

∗ (s). Тому з 1), 2) випливає 3), 4) вiдповiдно. �

Далi для майже напiвнеперервних зверху процесiв розглянемо

m−(ε) = lim
s→0

s−1(1 − ε)g−(s, ε), якщо m0
1 < 0,

m0(ε) = lim
s→0

s−1(1 − ε)g−(s, ε)p+
∗ (s), якщо m0

1 = 0.

а для майже напiвнеперервних знизу процесiв

m+(ε) = lim
s→0

s−1(1 − ε)g+(s, ε), якщо m0
1 > 0,

m0(ε) = lim
s→0

s−1(1 − ε)g+(s, ε)p−
∗ (s), якщо m0

1 = 0,

то з теорем 1-4 в [8] випливає

Наслiдок 2.1. Для майже напiвнеперервного зверху процесу справедливi наступнi
спiввiдношення

m−(1) = lim
ε→1

m−(ε) = − 1
m0

1

P0, m0(1) = lim
ε→1

m0(ε) =
2
σ2

0

P0 (I − C)−1 , (20)

для майже напiвнеперервного знизу процесу маємо

m+(1) = lim
ε→1

m+(ε) =
1

m0
1

P0, m0(1) = lim
ε→1

m0(ε) =
2
σ2

0

P0 (I − B)−1
. (21)
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Доведення. Розглянемо майже напiвнеперервний знизу процес.
Згiдно з лемою 2 в [12] та теоремою 3 в [8] у випадку m0

1 > 0 маємо

m+(1) = lim
ε→1

m+(ε) = lim
ε→1

lim
s→0

s−1(1 − ε)g+(s, ε) =

= lim
ε→1

(1 − ε) lim
s→0

s−1s(sI− K(ε))−1(εI − B)−1(εI − R(s))(I − R(s))−1(I− B) =

= lim
ε→1

(1 − ε)(−K(ε))−1(εI − B)−1 lim
s→0

s−1
[
sI + s(ε − 1)(I− R(s))−1

]
(I − B) =

= lim
ε→1

(1 − ε)(−K(ε))−1(I − B)−1(I − B) = lim
ε→1

(1 − ε)(−K(ε))−1 =
1

m0
1

P0,

а при m0
1 = 0 згiдно з лемою 2 в [12] та спiввiдношенням (55) iз [8] отримаємо

m0(1) = lim
ε→1

m0(ε) = lim
ε→1

lim
s→0

s−1(1 − ε)g+(s, ε)p−
∗ (s) =

= lim
ε→1

(1−ε) lim
s→0

s−1s(sI−K(ε))−1(εI−B)−1(εI−R(s))(I−R(s))−1(I−B)P−1
s p−(s) =

= lim
ε→1

(1 − ε)(−K(ε))−1(εI − B)−1 lim
s→0

(I + (ε − 1)(I − R(s))−1)(I − R(s)) =

= lim
ε→1

(1 − ε)2(K(ε))−1(εI − B)−1 =
2
σ2

0

P0 (I − B)−1 .

Формули (20) отримуємо iз (21), пiсля вiдповiдних перепозначень, якщо розглянути
замiсть Y (t) = {ξ(t), x(t)} – майже напiвнеперервного зверху процесу,
Ý (t) = {−ξ(t), x(t)} – майже напiвнеперервний знизу процес. �

3. Генератриси перестрибкiв додатного рiвня для майже
напiвнеперервного знизу процесу

Надалi розглядаються майже напiвнеперервнi знизу процеси з кумулянтою (4).
Знайдемо для цих процесiв вигляд для спiльної генератриси перестрибкових фун-
кцiоналiв та генератрис пар функцiоналiв {τ+(x), γ+(x)}, {τ+(x), γ+(x)},
{τ+(x), γ+

x } при x ∈ Z+ ∪ { 0}.
Лема 3.1. Для процесу Y (t) з кумулянтою (4) має мiсце спiввiдношення (16), де
W(s, x, u1, u2, u3) визначаються через A(x, u1, u2, u3)

W(s, x, u1, u2, u3) = p−(s)
[
A(x, u1, u2, u3) + u1(u1I − u2R(s))−1·

·
{
R(s)

(
A(x + 1, u1, u2, u3) − (R(s))−x−1A3(x + 1, u2u3R(s))

)
+

+
+∞∑

l=x+2

(
(R(s))l−(x+1)ul

2 − u
l−(x+1)
1 ux+1

2

)
ul

3BΠ0(l)
}]

. (22)

Доведення. Формула (16) випливає з (14) пiсля обернення по z. Використовуючи
спiввiдношення для p̌−

y (s) (див. теорема 3 в [11]) i означенняW(s, x, u1, u2, u3) маємо

W(s, x, u1, u2, u3) = p−(s)A(x, u1, u2, u3) + p−(s)d(s, x, u1, u2, u3), (23)
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де d(s, x, u1, u2, u3) виражається через згортку A(x, u1, u2, u3) i геометричний роз-
подiл ξ(θs) з матричним параметром R(s):

d(s, x, u1, u2, u3) =
−1∑

y=−∞
(R(s))−y(I − (R(s))−1B)A(x − y, u1, u2, u3) =

= (I − u−1
1 u2R(s))−1

∞∑
l=x+2

[
u

l−(x+1)
1 ux+1

2 − (R(s))l−(x+1)ul
2

]
ul

3(R(s) − B)Π0(l) =

= u1(u1I− u2R(s))−1
{
R(s)

(
A(x + 1, u1, u2, u3) − (R(s))−x−1A3(x + 1, u2u3R(s))

)
+

+∞∑
l=x+2

(
(R(s))l−(x+1)ul

2 − u
l−(x+1)
1 ux+1

2

)
ul

3BΠ0(l)
}
.

Пiдставивши в (23) останнє спiввiдношення отримаємо (22). �
Позначимо γ1(x) = γ+(x), γ2(x) = γ+(x), γ3(x) = γ+

x . Розглянемо обернення ге-
нератрис Vi(s, x, ui) = E

[
e−sτ+(x)u

γi(x)
i , τ+(x) < ∞

]
, якi для скалярного випадку

визначають багатозначну функцiю банкрутства (див. [10]). Для цього спочатку роз-
глянемо наступнi представлення функцiй Wi(s, x, ui), зручнi для обернення по ui.

Лема 3.2. Для майже напiвнеперервного знизу процесу Y (t) з кумулянтою (4)
спiльна генетатриса {τ+(x), γi(x)} визначається спiввiдношенням

sVi(s, x, ui) =
x∑

y=0

p+
y (s)P−1

s Wi(s, x − y, ui), i = 1, 3, (24)

де функцiї W(s, x, ...) мають вигляд

W(s, x, u1, u2) = p−(s)[A(x, u1, u2)+

(I − u−1
1 u2R(s))−1

+∞∑
l=x+2

(
u

l−(x+1)
1 ux+1

2 − (R(s))l−(x+1)ul
2

)
(R(s) − B)Π0(l)], (25)

де

W1(s, x, u1) = p−(s)[A1(x, u1) + u1(u1I − R(s))−1·
· {R(s) (A1(x + 1, u1) − A1(x + 1,R(s)))+

+
+∞∑

l=x+2

(
(R(s))l−(x+1) − u

l−(x+1)
1

)
BΠ0(l)}], (26)

W2(s, x, u2) = p−(s)[A2(x, u2) + (I − u2R(s))−1·
· {R(s)

(
A2(x + 1, u2) − (R(s))−x−1A3(x + 1, u2R(s))

)
+

+
+∞∑

l=x+2

(
(R(s))l−(x+1)ul

2 − ux+1
2

)
BΠ0(l)}], (27)

W3(s, x, u3) = p−(s)[A3(x, u3) + (I − R(s))−1·
· {R(s)

(
A3(x + 1, u3) − (R(s))−x−1A3(x + 1, u3R(s))

)
+

+
+∞∑

l=x+2

(
(R(s))l−(x+1) − I

)
ul

3BΠ0(l)}]. (28)
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Доведення. З (22) при u3 = 1 випливає (25). ОскiлькиW1(s, x, u1) = W(s, x, u1, 1, 1),
W2(s, x, u2) = W(s, x, 1, u2, 1), W3(s, x, u3) = W(s, x, 1, 1, u3) то iз (22) отримуємо
вiдповiдно (26)-(28). �

Врахувавши (26)-(28) в (24) отримаємо необхiднi представлення для вiдповiдних
генератрис Vi(s, x, ui) пар функцiоналiв.
Обернувши (24) по u1, u2, u3 отримаємо (29)-(31)

Наслiдок 3.1. Для процесу Y (t) з кумулянтою (4) мають мiсце наступнi фор-
мули (l ∈ Z+ ∪ 0)

P{γ1(x) = l, ξ+(θs) > x} = E
[
e−sτ+(x), γ1(x) = l, τ+(x) < ∞

]
=

s−1
x∑

y=0

p+
y (s)P−1

s

0∑
j=−∞

p̌−
j (s)Π0(x − y − j + l), l ∈ Z+,

P{γ1(x) = 0, ξ+(θs) > x} = E
[
e−sτ+(x), γ1(x) = 0, τ+(x) < ∞

]
= 0;

(29)

P{γ2(x) = l, ξ+(θs) > x} = E
[
e−sτ+(x), γ2(x) = l, τ+(x) < ∞

]
=

s−1
l∑

y=0

p+
x−y(s)P

−1
s p̌−

y−l(s)Al(1), l ∈ Z+ ∪ {0},
(30)

P{γ3(x) = l, ξ+(θs) > x} = E
[
e−sτ+(x), γ3(x) = l, τ+(x) < ∞

]
=

s−1
l∑

y=0

p+
x−y(s)P

−1
s

∞∑
j=y−l+1

p̌−
j (s)Π0(j), l ∈ Z+ ∪ {0}.

(31)

4. Перестрибки через нескiнченно вiддалений рiвень

Розглянемо маргiнальнi розподiли функцiоналiв γi(x) у випадку x = ∞. Для
цього спочатку доведемо наступну лему.

Лема 4.1. Для майже напiвнеперервного знизу процесу Y(t) з кумулянтою (4)
має мiсце спiввiдношення

ṽ(s, ε, u1, u2, u3) = s−1g+(s, ε)w̃(s, ε, u1, u2, u3), (32)

де

w̃(s, ε, u1, u2, u3) = p−
∗ (s)

[
ã(ε, u1, u2, u3) + (1 − ε)u2(I − u−1

1 u2R(s))−1·

·
∞∑

l=2

ul
3

{
(1 − εu−1

1 u2)−1(ul−1
1 − (εu2)l−1)−

(I − ε(R(s))−1)−1((u2R(s))l−1 − (εu2)l−1)
}
(R(s) − B)Π0(l)

]
.

(33)
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Доведення. З формули (21) випливає (32) наступним чином

ṽ(s, ε, u1, u2, u3) = (1 − ε)
∞∑

x=0

εxs−1
x∑

y=0

p+
y (s)P−1

s W(s, x − y, u1, u2, u3) =

s−1(1 − ε)
∞∑

y=0

εyp+
y (s)

∞∑
l=0

εlP−1
s W(s, l, u1, u2, u3) =

s−1g+(s, ε)w̃(s, ε, u1, u2, u3).

Згiдно з (22) отримаємо

w̃(s, ε, u1, u2, u3) = (1 − ε)
∞∑

x=0

εxP−1
s p−(s)

[
A(x, u1, u2, u3) + u1(u1I − u2R(s))−1·

· {R(s)
(
A(x + 1, u1, u2, u3) − (R(s))−x−1A3(x + 1, u2u3R(s))

)
+

+
+∞∑

l=x+2

(
(R(s))l−(x+1)ul

2 − u
l−(x+1)
1 ux+1

2

)
ul

3BΠ0(l)}
]

=
5∑

k=1

Ik,

де кожен доданок останнього спiввiдношення пiсля вiдповiдних перетворень виража-
ється через R(s) та значення функцiй A(1, u1, u2, u3), A3(1, εu2u3), A3(1,R(s)u2u3)
та деякi складнiшi згортки зBΠ0(l). I1 = (1−ε)

∑∞
x=0 εxA(x, u1, u2, u3) = ã(ε, u1, u2, u3);

I2 =
∞∑

x=0

εxA(x+1, u1, u2, u3) = (1−εu−1
1 u2)−1

(
A(1, u1, u2, u3)−ε−1A3(1, εu2u3)

)
;

I3 =
∞∑

x=0

(ε(R(s))−1)xA3(x + 1, u2u3R(s)) =

=
(
I − ε(R(s))−1

)−1
(
A3(1, u2u3R(s)) − ε−1R(s)A3(1, εu2u3)

)
;

I4 =
∞∑

x=0

εx
∞∑

l=x+2

(u2u3)l(R(s))l−(x+1)BΠ0(l) =

=
(
I − ε(R(s))−1

)−1
∞∑
l=2

(u2u3)l
(
(R(s))l−1 − εl−1

)
BΠ0(l);

I5 =
∞∑

x=0

εx
∞∑

l=x+2

u
l−(x+1)
1 ux+1

2 ul
3BΠ0(l) =

(1 − εu−1
1 u2)−1u2

∞∑
l=2

ul
3

(
ul−1

1 − (εu2)l−1
)
BΠ0(l).

Пiдставляючи I1, I2, I3, I4, I5 в спiввiдношення для w̃(s, ε, u1, u2, u3) отримаємо
(33). �

Зауважимо, що пiдставляючи в (32) замiсть u2 = u3 = 1, u1 = u3 = 1, u1 = u2 = 1,
отримаємо

ṽi(s, ε, ui) = s−1g+(s, ε)w̃i(s, ε, ui), (34)
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де вiдповiдно w̃1(s, ε, u1), w̃2(s, ε, u2), w̃3(s, ε, u3) мають наступнi зображення

w̃1(s, ε, u1) = (1 − ε)p−
∗ (s)

[
a1(ε, u1)+

+(I− u−1
1 R(s))−1

∞∑
l=2

{
(1 − u−1

1 ε)−1(ul−1
1 − εl−1)−

(I − (R(s))−1ε)−1((R(s))l−1 − εl−1)
}
(R(s) − B)Π0(l)

]
;

(35)

w̃2(s, ε, u2) = (1 − ε)p−
∗ (s)

[
a2(ε, u2)+

+u2(I − u2R(s))−1
∞∑

l=2

{
(1 − u2ε)−1(1 − (u2ε)l−1)−

(I − (R(s))−1ε)−1((u2R(s))l−1 − (u2ε)l−1)
}
(R(s) − B)Π0(l)

]
;

(36)

w̃3(s, ε, u3) = (1 − ε)p−
∗ (s)

[
a3(ε, u3)+

+(I− R(s))−1
∞∑

l=2

ul
3

{
(1 − ε)−1(1 − εl−1)−

(I − (R(s))−1ε)−1((R(s))l−1 − εl−1)
}
(R(s) − B)Π0(l)

]
.

(37)

Згiдно з (35)-(37) пiсля граничного переходу в (34) отримується
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Теорема 4.1. Якщо Y (t) майже напiвнеперервний знизу процес з кумулянтою (4),
тодi

1. При m0
1 > 0,

E[uγ1(∞)
1 ] = m+(1)p−

∗ (0)
[
a1(1, u1)+

(I − u−1
1 R(0))−1

∞∑
x=1

(
ux

1 − (R(0))x
)
(I − B)q−

∗ (0)Ax(1)
]
,

(38)

E[uγ2(∞)
2 ] = m+(1)p−

∗ (0)
[
a2(1, u2)+

(I − u2R(0))−1
∞∑

x=1

ux
2

∞∑
l=x+1

(
I− (R(0))xul−x

2

)
(I − B)q−

∗ (0)Π0(l)
]
,

(39)

E[uγ3(∞)
3 ] = m+(1)p−

∗ (0)
[
a3(1, u3)+

(p−
∗ (0))−1(I − B)−1

∞∑
x=1

∞∑
l=x+1

(
ul

2I − (R(0))x
)
(I− B)q−

∗ (0)Π0(l)
]
.

(40)

2. При m0
1 = 0, m0

2 < ∞,

E[uγ1(∞)
1 ] = m0(1)

[
a1(1, u1)+

(I − u−1
1 R(0))−1

∞∑
x=1

(
ux

1 − (R(0))x
)
(I− B)P∗Ax(1)

]
,

(41)

E[uγ2(∞)
2 ] = m0(1)

[
a2(1, u2)+

(I − u2R(0))−1
∞∑

x=1

ux
2

∞∑
l=x+1

(
I − (R(0))xul−x

2

)
(I − B)P∗Π0(l)

]
,

(42)

E[uγ3(∞)
3 ] = E[uγ1(∞)+γ2(∞)

3 ]. (43)

3. При m0
1 < 0

lim
ε→1

E
[
u

γ+(ν̃ε)
1 u

γ+(ν̃ε)
2 u

γ+
ν̃ε

3 , τ+(ν̃ε) < ∞
]

= 0. (44)

Матрицi m+(1), m0(1) визначенi в наслiдку 2.1.

Доведення. Якщо m0
1 > 0, тодi згiдно з теоремою 2.4 |p−∗ (0)| �= 0 формули (38)-(40)

випливають з (34) та вiдповiдно (35)-(37) пiсля граничного переходу при s → 0,
ε → 1.
Якщо m0

1 = 0, m0
2 < ∞, тодi згiдно з теоремою 2.4 |p−

∗ (0)| = 0 формули (41)-(42)
випливають з (34) та вiдповiдно (35)-(36) пiсля граничного переходу при s → 0,
ε → 1, (43) визначається згiдно через розподiл суми недострибку та перестрибку
процесу.
Якщо m0

1 < 0, то (44) очевидно. �
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5. Перестрибки через нульовий рiвень

Для випадку x = 0 має мiсце твердження

Теорема 5.1. Для процесу Y (t) з кумулянтою (4) маємо

P{γ1(0) = l, ξ+(θs) > 0} = E
[
e−sτ+(0), γ1(0) = l, τ+(0) < ∞

]
=

s−1p+(s)P−1
s

0∑
j=−∞

p̌−
j (s)Π0(l − j), l ∈ Z+,

P{γ1(0) = 0, ξ+(θs) > 0} = E
[
e−sτ+(0), γ1(0) = 0, τ+(0) < ∞

]
= 0;

(45)

P{γ2(0) = l, ξ+(θs) > 0} = E
[
e−sτ+(0), γ2(0) = l, τ+(0) < ∞

]
=

s−1p+(s)P−1
s p̌−

−l(s)Al(1), l ∈ Z+ ∪ {0},
(46)

P{γ3(0) = l, ξ+(θs) > 0} = E
[
e−sτ+(0), γ3(0) = l, τ+(0) < ∞

]
=

s−1
l∑

y=0

p+
−y(s)P−1

s

∞∑
j=y−l+1

p̌−
j (s)Π0(j), l ∈ Z+ ∪ {0}.

(47)

Доведення. Спiввiдношення (45) - (47) випливають вiдповiдно iз (29) - (31) якщо
пiдставити x = 0. �

6. Висновки

В роботi одержанi представлення для вiдповiдних генератрис Vi(s, x, ui) пар пе-
рестрибкових функцоналiв {τ+(x), γi(x)}, що виражаються з допомогою (24) через
знайденi функцiї (26)-(28) у випадку майже напiвнеперервних знизу процесiв зада-
них на ланцюгу Маркова. Для цих процесiв отримано спiввiдношення (32) для твiр-
ного перетворення спiльної генератриси функцiоналiв {τ+(x), γ1(x), γ2(x), γ3(x)} та
деякi допомiжнi твердження, якi дозволяють знайти граничнi розподiли перестриб-
кiв через нескiнченно вiддалений та нульовий рiвень в термiнах твiрних перетворень
додатних стрибкiв та матрицi, що визначає розподiл доповнення до максимуму.
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