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ÁIÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍI ÑÈÑÒÅÌÈ ÍÅËIÍIÉÍÈÕ ÊÎÌÁIÍÀÖIÉ
ÅÊÑÏÎÍÅÍÖIÀËÜÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

Applying the powers of conformal mappings from a strip onto a disk, we construct biorthogonal
systems of functions. We also construct solutions to the boundary value problems for the Helmholtz
equation in the case when the boundary functions is defined by series in terms of biorthogonal
systems of functions.

Âèêîðèñòîâóþ÷è êîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ ñìóãè íà êðóã, îòðèìàíî ñèñòåìè ôóíêöié, ÿêi ¹
áàçèñàìè ó ïðîñòîðàõ ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ ó öié îáëàñòi. Ïîáóäîâàíî ðîçâ'ÿçêè êðàéîâèõ
çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà ó âèãëÿäi ôóíêöiîíàëüíèõ ðÿäiâ, ÷ëåíàìè ÿêèõ ¹ áiîðòîãî-
íàëüíi ñèñòåìè ôóíêöié.

1. Âñòóï. Îäíà iç ñèñòåì àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, áiîðòîãîíàëüíèõ íà âiäïîâiäíèõ
çàìêíåíèõ êðèâèõ ó îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, çàäà¹ áàçèñ ó
ïðîñòîði ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ ó öié îáëàñòi. Ó ðîáîòàõ [1], [2], [3], [4], [5] äîñëi-
äæåíî ðîçâèíåííÿ ôóíêöié ó ðÿäè çà ñèñòåìàìè ìíîãî÷ëåíiâ (Ôàáåðà, Áåðíóëëi,
Åéëåðà òà iíøèõ) òà ìíîãî÷ëåíiâ çà åêñïîíåíöiàëüíèìè ôóíêöiÿìè ç âèêîðèñòà-
ííÿì êîíòóðíîãî iíòåãðóâàííÿ òà êîíôîðìíèõ ïåðåòâîðåíü. Ó ðîáîòàõ [7], [8]
ðîçãëÿíóòî âëàñòèâîñòi áiîðòîãîíàëüíèõ ñèñòåì ôóíêöié òà ¨õ âèêîðèñòàííÿ
äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ ïëîñêèõ òà ïðîñòîðîâèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿí-
íÿ Ãåëüìãîëüöà.

Ó äàíié ðîáîòi ïîáóäîâàíî ñèñòåìè áiîðòîãîíàëüíèõ ôóíêöié ç âèêîðèñòàí-
íÿì êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü ñìóãè íà êðóã, ÿêi ¹ áàçèñàìè ó ïðîñòîðàõ ôóí-
êöié, àíàëiòè÷íèõ ó öié îáëàñòi. �ðóíòóþ÷èñü íà ðîçâèíåííÿõ àíàëiòè÷íèõ ôóí-
êöié â ðÿäè çà áàçèñàìè, ïîáóäîâàíî ðîçâ'ÿçêè êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ
Ãåëüìãîëüöà.

2. Áiîðòîãîíàëüíi ñèñòåìè ôóíêöié. Íåõàé

w = φ(z) (1)

� êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ îäíîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi D (òî÷êà 0 íàëåæèòü îáëàñòi
D) ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ z-ïëîùèíè íà êðóã K := {w : |w| < 1} êîìïëå-

êñíî¨ w-ïëîùèíi òàêå, ùî φ(0) = 0, lim
z→0

φ(z)

z
= 1, i íåõàé z = h(w) îáåðíåíå

âiäîáðàæåííÿ.
Ñèñòåìà ôóíêöié {wn}∞n=0 i ñïðÿæåíà äî íå¨ ñèñòåìà {1/wm+1}∞m=0 ¹ áiîðòî-

ãîíàëüíèìè íà çàìêíóòîìó êîíòóði, òîáòî

1

2πi

∫
Cr

wn

wm+1
dw = δnm, (2)

äå Cr := {w : |w| = r, 0 < r < 1}. ßê ïîêàçàíî â [äèâ. [2], c. 612], ñèñòåìà {wn}
¹ áàçèñîì ó ïðîñòîði ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ ó êðóçi K, à ñèñòåìà {1/wm+1} �
áàçèñ ó ïðîñòîði ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ çîâíi êðóãà K = {w : |w| ≤ 1}.
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Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàç ïåðåòâîðåííÿ w = φ(z) â óìîâó áiîðòîãîíàëüíîñòi (2),
îäåðæèìî íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ:

1

2πi

∫
Lr

φn(z)
φ′(z)

φm+1(z)
dz = δnm;

1

2πi

∫
Lr

d

dz

(
φn+1(z)

n+ 1

)
1

φm+1(z)
dz = δnm, (3)

äå Lr ⊂ D � ïðîîáðàç êîëà Cr ïðè âiäîáðàæåííi (1).
Ââåäåìî ñèñòåìè ôóíêöié{

gn(z) = φn(z)
}∞
n=0

,

{
g∗n(z) =

1

n+ 1

d

dz
φn+1(z)

}∞

n=0

, z ∈ D. (4)

Ôóíêöi¨ gn(z) i g∗n(z) àíàëiòè÷íi â îêîëi òî÷êè íóëü òîìó, ùî φ(z) àíàëiòè÷íà
â D, i ¨õ ðîçâèíåííÿ ó ðÿäè Ëîðàíà íå ìiñòÿòü ÷ëåíiâ ç âiä'¹ìíèìè ñòåïåíÿìè
çìiííî¨. Âiäïîâiäíî äî (3), âèçíà÷èìî ñèñòåìè ôóíêöié {ωm(z)}∞m=0, {ω∗

m(z)}∞m=0

ñïðÿæåíi äî (4), ÿê ãîëîâíi ÷àñòèíè (òîáòî ÷ëåíè ðÿäó ç âiä'¹ìíèìè ñòåïåíÿìè)
ðÿäó Ëîðàíà äëÿ ôóíêöié φ′(z)φ−(m+1)(z), φ−(m+1)(z), âiäïîâiäíî, â îêîëi íóëÿ
(äèâ. [2]).

Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Íåõàé w = φ(z) � êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ (1) i |z| < l (l �
äîäàòíå äiéñíå ÷èñëî) � íàéáiëüøèé êðóã, â ÿêîìó çáiãà¹òüñÿ ðÿä Ìàêëîðåíà
öi¹¨ ôóíêöi¨ i ÿêèé ëåæèòü â îáëàñòi D. Òîäi ñèñòåìè ôóíêöié (4) ¹ áàçèñîì
ó ïðîñòîði Er, 0 < r < l ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ â êðóçi |z| < r.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

F (ξ) =
1

φ(l/ξ)
,

ÿêà îäíîëèñòà â îáëàñòi |ξ| > l i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè F (∞)=∞, lim
ξ→∞

F (ξ)

ξ
=1.

Òàêîæ, íåõàé ψ(ξ) � ôóíêöiÿ, îäíîëèñòà â îáëàñòi |ξ| > l òàêà, ùî ψ(∞) = 1.
Òîäi, çà òåîðåìîþ 10 (äèâ. [2], c. 616]), ñèñòåìà ïîëiíîìiâ

{
pn(ξ)

}∞
n=0

¹ áàçèñîì ó

ïðîñòîði Er, r > l, äå pn(ξ) � ãîëîâíà ÷àñòèíà ðÿäó Ëîðàíà ôóíêöi¨
F n(ξ)F ′(ξ)

ψ(ξ)

â îêîëi íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè. Ñèñòåìà ôóíêöié ω̃m(ξ) =
ψ(ξ)

Fm+1(ξ)
, m =

0, 1, . . . ¹ ñïðÿæåíà äî öèõ ïîëiíîìiâ, à òàêîæ ¹ áàçèñîì ó ïðîñòîði Ẽρ ôóíêöié,
àíàëiòè÷íèõ â îáëàñòi |ξ| > ρ, ρ ≥ l i ðiâíà íóëåâi ó íåñêií÷åííî âiääàëåíié
òî÷öi.

Óìîâà áiîðòîãîíàëüíîñòi ¹ íàñòóïíà

1

2πi

∫
|ξ|=r′≥r

pn(ξ)ω̃m(ξ)dξ = δnm.

Ïåðåòâîðèìî öþ óìîâó, âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîáðàæåííÿ ξ = l/z, îòðèìà¹ìî

1

2πi

∫
Γ+

ω̃m

(
l

z

)
pn

(
l

z

)
ldz

z2
= δnm. (5)
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Òóò Γ+ : |z| = l

z
� êîëî, îði¹íòîâàíå ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè.

Ñèñòåìà ôóíêöié

{
ω̃m(l/z)

z

}
� áàçèñ â ïðîñòîði ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ â

êðóçi |z| < l, i

{
lpn(l/z)

z

}
� ñïðÿæåíà äî íå¨ ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíiâ çà âiä'¹ìíèìè

ñòåïåíÿìè çìiííî¨,

ω̃m(l/z)

z
=

ψ(l/z)

zFm+1(l/z)
= φm(z)

φ(z)ψ(l/z)

z
,

lpn(l/z)

z
= Γ

[
lF n(l/z)

z

F ′(l/z)

ψ(l/z)

]
= Γ

[
φ′(z)

φn+1(z)

z

φ(z)ψ(l/z)

]
,

äå F ′(ξ) = F ′(l/z) =
z2φ′(z)

lφ2(z)
, i Γ[g(z)] � ãîëîâíà ÷àñòèíà ðÿäó Ëîðàíà ôóíêöi¨

g(z) â îêîëi òî÷êè íóëü.

ßêùî âèáðàòè ψ(l/z) =
z

φ(z)
i ψ(l/z) =

zφ′(z)

φ(z)
, òî ç (5) îòðèìà¹ìî óìî-

âè áiîðòîãîíàëüíîñòi äëÿ ñèñòåìè ôóíêöié (4) i âiäïîâiäíèõ ñïðÿæåíèõ äî íèõ
ñèñòåì

ωn(z) =
lpn(l/z)

z
= Γ

[
φ′(z)

φn+1(z)

z

φ(z)ψ(l/z)

]
= Γ

[
φ′(z)

φn+1(z)

]
,

ω∗
n(z) =

lpn(l/z)

z
= Γ

[
φ′(z)

φn+1(z)

z

φ(z)ψ(l/z)

]
= Γ

[
1

φn+1(z)

]
.

Îòæå, ÿêùî ôóíêöiÿ f(z), àíàëiòè÷íà â êðóçi |z| < l, òî âîíà ðîçâèâà¹òüñÿ
â ñåðåäèíi öüîãî êðóãà ó ðiâíîìiðíî çáiæíèé ðÿä çà ñèñòåìàìè (4)

f(z) =
∞∑
n=0

angn(z), |z| ≤ r < l, (6)

äå an =
1

2πi

∫
|ξ|=r′≤r

f(ξ)ωn(ξ)dξ, bn =
1

2πi

∫
|ξ|=r′≤r

f(ξ)ω∗
n(ξ)dξ.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 2. Ñèñòåìè ôóíêöié (4) � áàçèñè ó ïðîñòîði ôóíêöié, àíàëiòè-
÷íèõ â îáëàñòi D.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî ðÿä (6) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ â áóäü-ÿêié îáëàñòi
D

′ ⊂ D, ÿêùî ôóíêöiÿ f(z) àíàëiòè÷íà â D. Îñêiëüêè (1) âiäîáðàæó¹ îáëàñòü
D íà îäèíè÷íèé êðóã, òî áóäü-ÿêà òî÷êà z ∈ D

′
ëåæèòü íà ëiíi¨ Lρ, ÿêà ¹ ïðî-

îáðàçîì êîëà |w| = ρ < 1. Òîäi ìà¹ìî îöiíêè äëÿ ôóíêöié ñèñòåì (4):

|gn(z)| = |φ(z)|n = ρn, |g∗n(z)| = |φ(z)|n|φ′(z)| ≤ Aφρ
n, z ∈ Lρ, (7)

äå Aφ = max
z∈Lρ

|φ′(z)|.

Íåõàé Lρ0 � ïðîîáðàç êîëà |w| = ρ0, ρ < ρ0 < 1, and F = max
z∈Lρ0

|f(z)|, Aψ =

max
|w|=ρ0

|h′(w)|. Ïåðåòâîðèìî âèðàçè äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ðÿäó (6), âðàõîâóþ÷è òå, ùî
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iíòåãðàë ïî êîíòóðó Lρ0 ⊂ D âiä àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ â îáëàñòi D äîðiâíþ¹
íóëåâi:

an =
1

2πi

∫
|ξ|=Lρ0

f(ξ)ωn(ξ)dξ =
1

2πi

∫
|ξ|=Lρ0

f(ξ)φ′(ξ)dξ

φn+1(ξ)
=

1

2πi

∫
|w|=ρ0

f(h(w))dw

wn+1
,

bn =
1

2πi

∫
|ξ|=Lρ0

f(ξ)ω∗
n(ξ)dξ =

1

2πi

∫
|ξ|=Lρ0

f(ξ)dξ

φn+1(ξ)
=

1

2πi

∫
|w|=ρ0

f(h(w))h′(w)dw

wn+1
,

i çíàéäåìî íàñòóïíi îöiíêè:

|an| ≤
1

2π

∫
|w|=ρ0

|f(h(w))||dw|
|w|n+1

≤ F

ρn0
, |bn| ≤

1

2π

∫
|w|=ρ0

|f(h(w))||h′(w)||dw|
|w|n+1

≤ FAψ
ρn0

.

(8)

Âðàõîâóþ÷è îöiíêè (7), (8), i íåðiâíiñòü ρ < ρ0, ïåðåêîíó¹ìîñÿ â òîìó, ùî
ðÿä (6) ðiâíîìiðíî çáiæíèé â îáëàñòi D

′ ⊂ D

∞∑
n=0

|an||gn(z)| ≤ F
∞∑
n=0

(
ρ

ρ0

)n
=

Fρ0
ρ0 − ρ

,

∞∑
n=0

|bn||g∗n(z)| ≤ FAψ

∞∑
n=0

(
ρ

ρ0

)n
=
FAψρ0
ρ0 − ρ

.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä ñèñòåìè ôóíêöié, ÿêèé ïîáóäîâàíî ç âèêîðèñòàííÿì

åêñïîíåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨.

3. Áàçèñ ó ïðîñòîði ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ ó ñìóçi. Íåõàé îáëàñòü D �
ñìóãà −π

4
< Re z <

π

4
. Êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ îáëàñòi D íà îäèíè÷íèé êðóã

K : |w| < 1 i îáåðíåíå äî íüîãî âiäîáðàæåííÿ çàäàþòüñÿ ôóíêöiÿìè (äèâ. [9]):

w = tgz =
1

i

e2zi − 1

e2zi + 1
, z ≡ 1

2
ln

1 + iw

1− iw
,

ïðè öüîìó, òî÷êàì z = π/4, z = −π/4, z = i∞, z = −i∞ âiäïîâiäàþòü òî÷êè
w = 1, w = −1, w = i, w = −i, âiäïîâiäíî, à ìåæà L, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ
ïðÿìèõ z = ±π/4 âiäîáðàæó¹òüñÿ â êîëî C : |w| = 1.

Ââåäåìî ñèñòåìó ôóíêöié, âiäïîâiäíî äî ïåðøî¨ ñèñòåìè â (4)

g0(z) = 1,
{
gn(z) = tgnz

}∞
n=1

, z ∈ D. (9)

Ôóíêöi¨ gn(z) àíàëiòè÷íi â îêîëi òî÷êè íóëü, â òîé ÷àñ, ÿê ôóíêöi¨
φ′(z)

φm+1(z)
=

ctgm+1(z)

cos2 z
, ùî âèçíà÷àþòü âiäïîâiäíi ñïðÿæåíi ôóíêöi¨, ìàþòü â òî÷öi íóëü ïî-

ëþñè (m+ 1)-ãî ïîðÿäêó.
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Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ gn(z) ó ðÿä Ìàêëîðåíà, ÿêèé çáiãà-
¹òüñÿ ó êðóçi |z| < π/2. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçâèíåííÿì

2next

(et + 1)n
=
e(x−n/2)t

chn(t/2)
=

∞∑
k=0

E
(n)
k (x)

tk

k!
,

äå E(n)
k =

k∑
l=0

C l
kE

(n)
l xk−l � ìíîãî÷ëåíè Åéëåðà n-ãî ïîðÿäêó, ñòåïåíÿ l, çíàõîäèìî

1

cosn t
=

∞∑
k=0

(−1)k22kE
(n)
2k

(
n

2

)
t2k

(2k)!
, E

(n)
2k+1

(
n

2

)
= 0, |t| < π

2
. (10)

Çàóâàæèìî, ùî E(1)
k (x) = Ek(x) � ìíîãî÷ëåíè Åéëåðà, à Ek = 2kE

(1)
k

(
1

2

)
�

÷èñëà Åéëåðà. Âèïèøåìî âèðàçè ÷îòèðüîõ ïåðøèõ ÷ëåíiâ ìíîãî÷ëåíiâ Åéëåðà

E
(n)
0

(
n

2

)
= 1, E

(n)
2

(
n

2

)
= −1

4
n,

E
(n)
4

(
n

2

)
=

1

16
n(3n+ 2), E

(n)
6

(
n

2

)
= − 1

64
n
[
15(n+ 1)2 + 1

]
.

Òàêîæ çàïèøåìî ôîðìóëè äëÿ ñòåïåíiâ n-ãî ïîðÿäêó òðèãîíîìåíòðè÷íèõ
ôóíêöié

sin2n+1 t =
∞∑
l=n

(−1)lG
−(2n+1)
2l+1

t2l+1

(2l + 1)!
, sin2n t =

∞∑
l=n

(−1)lG
−(2n)
2l

t2l

(2l)!
,

cosn t =
∞∑
l=0

(−1)lG
+(n)
2l

t2l

(2l)!
,

(11)

äå

G
±(2n)
2l =

1

22n−1

n∑
k=1

(±1)kCn−k
2n (2k)2l, n ≥ 1, l ≥ 1;

G±(2n+1)
p =

1

22n

n∑
k=0

(±1)kCn−k
2n+1(2k + 1)p,

G
+(2n+1)
0 = 1, G

+(2n)
0 = 1, n ≥ 1; G

−(2n)
2n = (−1)n(2n)!,

G
−(2n+1)
2n+1 = (−1)n(2n+ 1)!, G−(2n+1)

p = 0, p < n.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âiäïîâiäíi ôîðìóëè (10)�(12), çíàéäåìî ðîçâèíåííÿ ôóí-
êöi¨ (9) çà ñòåïåíÿìè çìiííî¨:

tg2nt =
sin2n t

cos2n t
=

∞∑
l=n

∞∑
k=0

(−1)l+k22kG
−(2n)
2l E

(2n)
2k (n)

t2(l+k)

(2l)!(2k)!
=

=
∞∑
l=n

∞∑
k=l

(−1)k22k−2lG
−(2n)
2l E

(2n)
2k−2l(n)

t2k

(2k − 2l)!(2l)!
=
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=
∞∑
k=n

(−1)k
t2k

(2k)!

k∑
l=n

22k−2lC2l
2kG

−(2n)
2l E

(2n)
2k−2l(n),

tg2n+1t =
sin2n+1 t

cos2n+1 t
=

∞∑
l=n

∞∑
k=0

(−1)l+k22kG
−(2n+1)
2l+1 E

(2n+1)
2k

(
2n+ 1

2

)
t2(l+k)+1

(2l + 1)!(2k)!
=

=
∞∑
l=n

∞∑
k=l

(−1)k22k−2lG
−(2n+1)
2l+1 E

(2n+1)
2k−2l

(
2n+ 1

2

)
t2k+1

(2k − 2l)!(2l + 1)!
=

=
∞∑
k=n

(−1)k
t2k+1

(2k + 1)!

k∑
l=n

22k−2lC2l+1
2k+1G

−(2n+1)
2l+1 E

(2n+1)
2k−2l

(
2n+ 1

2

)
.

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî çáiæíi â îáëàñòi |z| < π/2 ðÿäè ôóíêöi¨(9). Çàïèøåìî
¨õ ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

tg2n(z) =
∞∑
k=n

R
(2n)
2k z2k, tg2n+1(z) =

∞∑
k=n

R
(2n+1)
2k+1 z2k+1, (12)

äå

R
(2n)
2k =

(−1)k

(2k)!

k∑
l=n

22k−2lC2k−2l
2k G

−(2n)
2l E

(2n)
2k−2l(n),

R
(2n+1)
2k+1 =

(−1)k

(2k + 1)!

k∑
l=n

22k−2lC2k−2l
2k+1 G

−(2n+1)
2l+1 E

(2n+1)
2k−2l

(
2n+ 1

2

)
.

Äàëi ïîáóäó¹ìî ñïðÿæåíó äî (12) ñèñòåìó ôóíêöié. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ðîç-
âèíåííÿ ôóíêöi¨ (zctg z)n â îêîëi òî÷êè íóëü çà ñòåïåíÿìè çìiííî¨. Ìà¹ìî (äèâ.
[6])

tnext

(et − 1)n
=

∞∑
k=0

B
(n)
k (x)

tk

k!
,

äå B(n)
k (x)=

k∑
l=0

C l
kB

(n)
l xk−l � ìíîãî÷ëåíè Áåðíóëëi n-ãî ïîðÿäêó, ñòåïåíÿ k, à

B
(n)
k (0)=B

(n)
l � ÷èñëà Áåðíóëi. Îòæå, áåðó÷è x = n/2, îòðèìà¹ìî

tn

sinn t
=

∞∑
k=0

(−1)k22kB
(n)
2k

(
n

2

)
t2k

(2k)!
, B

(n)
2k+1

(
n

2

)
= 0, |t| < π. (13)

Çàïèøåìî êiëüêà ïåðøèõ ÷ëåíiâ ìíîãî÷ëåíiâ Áåðíóëëi:

B
(n)
0

(
n

2

)
= 1, B

(n)
2

(
n

2

)
= − 1

12
n,

B
(n)
4

(
n

2

)
=

1

240
n(5n+ 2), B

(n)
6

(
n

2

)
= − 1

64
n

[
1

9
(n+ 1)(5n+ 1) +

1

7

]
.

Âðàõîâóþ÷è âiäïîâiäíi ðîçâèíåííÿ (11)�(13), îòðèìà¹ìî

(t ctg t)n =
∞∑
l=0

∞∑
k=0

(−1)l+k22kG
+(n)
2l B

(n)
2k

(
n

2

)
t2(l+k)

(2l)!(2k)!
=
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=
∞∑
l=0

∞∑
k=l

(−1)k22k−2lG
+(n)
2l B

(n)
2k−2l

(
n

2

)
t2k

(2k − 2l)!(2l)!
=

=
∞∑
k=0

(−1)k
t2k

(2k)!

k∑
l=0

22k−2lC2l
2kG

+(n)
2l B

(n)
2k−2l

(
n

2

)
, |t| < π

2
.

Îòæå, çâiäñè çíàéäåìî ãîëîâíó ÷àñòèíó ðÿäó Ëîðàíà ôóíêöi¨ ctgnt â îêîëi
òî÷êè íóëü

Fn(t) =

[(n−1)/2]∑
l=0

Q
(n)
2l

1

tn−2l
,

äå Q(n)
2k =

(−1)k

(2k)!

k∑
l=0

22k−2lC2l
2kG

+(n)
2l B

(n)
2k−2l

(
n

2

)
. Àíàëîãi÷íî, çíàéäåìî ãîëîâíó ÷à-

ñòèíó ðÿäó Ëîðàíà äëÿ ôóíêöi¨
−1

m

d

dz
φ−m(z) = φ−(m+1)(z)φ′(z), m ≥ 1, ÿêà

çàäà¹ âiäïîâiäíó ñïðÿæåíó äî (12) ôóíêöiþ:

ωm(z) =
−1

m

d

dz
Fm(z) =

[(m−1)/2]∑
l=0

(−1)l
(m− 2l)

m
Q

(m)
2l

1

zm−2l+1
.

Ó âèïàäêó m = 0, φ−1(z)φ′(z) = (cos z sin z)−1 = 2 sin−1 2z, çãiäíî (13), ìà-
¹ìî ω0(z) = 1/z. Îòæå, äëÿ ôóíêöié ñèñòåìè {ωm(z)}∞m=0, îòðèìà¹ìî íàñòóïíi
ôîðìóëè:

ω0(z) =
1

z
; ωm(z) =

[(m−1)/2]∑
l=0

(−1)l
(m− 2l)

m
Q

(m)
2l

1

zm−2l+1
, m ≥ 1. (14)

Ñèñòåìè ôóíêöié (12) i (14) ¹ áiîðòîãîíàëüíèìè íà äîâiëüíîìó êîëi L : |z| =
r, 0 < r < π/4, òàêi, ùî

1

2πi

∫
|z|=r0<r

gn(z)ωm(z)dz = δnm,

i çà òåîðåìîþ 1, ñèñòåìà (12) ¹ áàçèñîì ó ïðîñòîði Er, 0 < r < π/4.

Ïðèêëàä 1. Çà ôîðìóëàìè (12) i (14), ìè ìîæåìî çíàéòè òî÷íi âèðàçè
äëÿ êiëüêîõ ïåðøèõ ñèñòåì (9) òà ñïðÿæåíèõ äî íèõ:

g0(z) = 1; g1(z) = z +
z3

3
+

2

3 · 5
z5 +

17

5 · 7 · 9
z7 + . . . ;

g2(z) = z2 +
2

3
z4 +

17

5 · 9
z6 +

62

5 · 7 · 9
z8 + . . . ; g3(z) = z3 + z5 +

11

3 · 5
z7 + . . . ;

g4(z) = z4 +
4

3
z6 +

6

5
z8 + . . . ; g5(z) = z5 +

5

3
z7 +

8

9
z9 + . . . ;

ω0(z) =
1

z
; ω1(z) =

1

z2
; ω2(z) =

1

z3
; ω3(z) = −1

3

1

z2
+

1

z4
; ω4(z) = −2

3

1

z3
+

1

z5
;

ω5(z) =
1

5

1

z2
− 1

z4
+

1

z6
; ω6(z) =

23

5 · 9
1

z3
− 4

3

1

z5
+

1

z7
.
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Íà ïðèêëàäàõ öèõ ðîçêëàäiâ ëåãêî áà÷èòè, ùî óìîâè áiîðòîãîíàëüíîñòi (3)
âèêîíóþòüñÿ.

Çà òåîðåìîþ 2, ñèñòåìà (12) ¹ áàçèñîì ó ïðîñòîði àíàëiòè÷íèõ â D ôóí-
êöié, à ñèñòåìà (14) ¹ ñïðÿæåíà äî íå¨.

4. Ïîáóäîâà ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà. Íå-
õàé w = φ(z) � êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ (1). Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà,
âèêîðèñòîâóþ÷è çìiííi w,w :

4
∂2U

∂w∂w
+ κU = 0, (15)

äå κ = const i U = U(w,w) � äiéñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ.
Ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿííÿ ó êðóçi ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi (äèâ.

[6], [7])

U = Re
∞∑
m=0

cmw
mJ∗

m(ww), (16)

äå J∗
m(ww) = J∗

m

(
|w|2

)
=

∞∑
n=0

(−1)nκn|w|2n

22n+m(n+m)!n!
; cm � äîâiëüíi êîìïëåêñíi ñòàëi.

Ôóíêöi¨ J∗
m(ww), ÿêùî κ > 0, ìîæíà áåçïîñåðåäíüî âèðàçèòè ÷åðåç ôóíêöi¨

Áåññåëÿ m-ãî ïîðÿäêó: Jm (
√
κ|w|) = (

√
κ|w|)m J∗

m (|w|2) .
Ïåðåéøîâøè äî çìiííèõ z = h(w), z = h(w), i âðàõóâàâøè, ùî φ′(z) ̸= 0,

z ∈ D, ðiâíÿííÿ (15) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

4
∂2U

∂z∂z
+ κφ′(z)φ′(z)U = 0. (17)

Ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (17) îäåðæèìî ç (16) âèêîðèñòîâóþ÷è çàìiíó
çìiííèõ w = φ(z), w = φ(z),

U(z, z) = Re
∞∑
m=o

cmφ
m(z)J∗

m

(
φ(z)φ(z)

)
. (18)

4.1. Ðîçâ'ÿçîê äëÿ êðóãà. Çàïèøåìî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (15) â êðóçi K :=
{w : |w| < 1}, çà óìîâè, ùî

U(w,w)
∣∣
C
= Ref(t), t ∈ C = ∂K, (19)

äå f(t) � ôóíêöiÿ, ùî ðîçâèâà¹òüñÿ â ðiâíîìiðíî çáiæíèé ðÿä, à ñàìå

f(t) =
∞∑
m=0

dmt
m. (20)

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ðÿä çà ñèñòåìîþ ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ â çàêðèòié îáëà-
ñòi G, ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà ãðàíèöi L = ∂G, òî âií ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ â
G, à éîãî ñóìà íåïåðåðâíà íà L i àíàëiòè÷íà â G ôóíêöiÿ (äèâ. [9], ñ. 192).
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Îäíi¹þ ç äîñòàòíiõ óìîâ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ðÿäó ôóíêöi¨ g(t) íà L çà ñèñòå-
ìîþ ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ â îáëàñòi G, ¹ ¨¨ íàëåæíiñòü äî êëàñó íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié Ãåëüäåðà (äèâ. [9], ñ. 275).

Îòæå, ç ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ðÿäó (20) âèïëèâà¹ ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü öüîãî
ðÿäó â K, àíàëiòè÷íiñòü ôóíêöi¨ f(z) â K i íåïåðåðâíiñòü öi¹¨ ôóíêöi¨ íà C.

Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàç (20) â óìîâó (19), âèêîðèñòîâóþ÷è çîáðàæåííÿ (16) i
ðiâíiñòü ww = 1, w ∈ C, îòðèìà¹ìî

∞∑
m=0

cme
imψJ∗

m(1) =
∞∑
m=0

dme
imψ.

Çâiäñè çíàõîäèìî êîåôiöi¹íòè cm =
dm

J∗
m(1)

i çàïèñó¹ìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

U(w,w) = Re
∞∑
m=0

dm
J∗
m(1)

wmJ∗
m(ww). (21)

Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i çàäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ðÿäó çà ñèñòåìîþ ôóí-
êöié {wmJ∗

m(ww)} . Ïðè öüîìó, âíàñëiäîê îáìåæåíîñòi ôóíêöi¨ J∗
m (|w|2) i ðiâ-

íîìiðíî¨ çáiæíîñòi ðÿäó (20) â K, ðÿä (21) çáiãà¹òüñÿ òàêîæ ðiâíîìiðíî â K.

4.2. Ïîáóäîâà ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i. Çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (17)
â îáëàñòi D çà óìîâè

U(z, z)
∣∣
L
= Ref(t), t ∈ L, (22)

äå f(t) � ôóíêöiÿ, ùî ðîçâèâà¹òüñÿ ó ðiâíîìiðíî çáiæíèé ðÿä çà ñèñòåìîþ (4),
òîáòî

f(t) =
∞∑
n=0

angn(t). (23)

Ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü ðÿäó (23) â D, àíàëiòè÷íiñòü ôóíêöi¨ f(z) â D, à òàêîæ
íåïåðåðâíiñòü öi¹¨ ôóíêöi¨ íà ìåæi L âèïëèâà¹ ç óìîâ íà ôóíêöiþ f(t).

Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàç çîáðàæåííÿ (1) ó âèðàç äëÿ ðîçâ'ÿçêó (16) çàäà÷i ó
êðóçi, îòðèìà¹ìî ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (17) â îáëàñòi D ó âèãëÿäi ðÿäó
(18). Êîåôiöi¹íòè öüîãî ðÿäó çíàõîäèìî ç óìîâè (22). Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàç (18)
ó êðàéîâó óìîâó (22), i âðàõóâàâøè çàëåæíîñòi gn(z) = φn(z), φ(t)φ(t) = 1,
φ(t) = eiψ, 0 ≤ ψ < 2π, îòðèìà¹ìî íàñòóïíå ðiâíÿííÿ

∞∑
n=0

cne
inψJ∗

n(1) =
∞∑
n=0

ane
inψ.

Çâiäñè, çíàéäåìî êîåôiöi¹íòè cn =
an

J∗
n(1)

, i çàïèøåìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

U(z, z) = Re
∞∑
n=1

an
J∗
n(1)

gn(z)J
∗
n

(
φ(z)φ(z)

)
. (24)
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Ïiäñòàíîâêîþ çíà÷åíü z = t ∈ L ó ðÿä (24), áåçïîñåðåäíüî îäåðæèìî ãðàíè-
÷íó óìîâó (22). Ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü ðÿäó (24) â îáëàñòi D âèïëèâà¹ ç îáìå-
æåíîñòi ôóíêöié J∗

n(φ(z)φ(z)), îñêiëüêè 0 ≤ |φ(z)| ≤ 1, z ∈ D, i ðiâíîìiðíî¨
çáiæíîñòi ðÿäó (23).

5. Âèñíîâêè. Ó ðîáîòi, âèêîðèñòîâóþ÷è êîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ w = φ(z)
ñìóãè íà îäèíè÷íèé êðóã òàê, ùî φ(0) = 0, φ′(0) = 1, ïîáóäîâàíî áàçèñ â
ïðîñòîði ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ â öié îáëàñòi, i çíàéäåíî âiäïîâiäíi ðîçâ'ÿçêè
êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà. Ðîçãëÿíóòèé ïiäõiä ìîæíà ïîøèðè-
òè íà êðàéîâi çàäà÷i äëÿ öüîãî ðiâíÿííÿ â îáëàñòÿõ øèðøîãî êëàñó i äëÿ iíøèõ
êîíôîðìíèõ ïåðåòâîðåíü öèõ îáëàñòåé íà êðóã ÷è çîâíiøíiñòü êðóãà. Êðiì òîãî,
ïðè ïîáóäîâi áàçèñiâ ó âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðàõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ïðèðîäíî
âèíèêàþòü ñïîðiäíåíi ¨ì áàçèñè, ÿêi ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ïîáóäîâè
ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâèõ çàäà÷ Íåéìàíà äëÿ ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà ó öèõ îáëàñòÿõ
(êîëè çàäàíi ïîõiäíi íà ãðàíèöi îáëàñòi).
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