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The infinite time horizon hereditary portfolio optimization problem in a financial market is con-
sidered in this paper. The mathematical model of this problem, which assumes that the savings
account compounds continuously with a constant interest rate and the unit price process of the
underlying stock follows a nonlinear stochastic hereditary differential equation, is built. The opti-
mal consumption-trading strategy which maximizes the expected utility from the total discounted
consumption over the infinite time horizon is found.

Â äàíié ðîáîòi âèâ÷à¹òüñÿ çàäà÷à îïòèìiçàöi¨ ïîðòôåëþ öiííèõ ïàïåðiâ íà ôiíàíñîâîìó ðèí-
êó ç óðàõóâàííÿì ïîäàòêiâ íà ïðèðiñò êàïiòàëó òà ôiêñîâàíèõ i ïðîïîðöiéíèõ òðàíñàêöiéíèõ
âèòðàò. Ïîáóäîâàíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü äàíî¨ çàäà÷i , ÿêà ïðèïóñêà¹, ùî îùàäíèé ðàõóíîê
ôîðìó¹òüñÿ íåïåðåðâíî çi ñòàëîþ âiäñîòêîâîþ ñòàâêîþ, à öiíîâèé ïðîöåñ îñíîâíîãî ôîíäó
çàäîâîëüíÿ¹ ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíå ðiâíÿííÿ ç íåñêií÷åííîþ ïåðåäiñòî-
ði¹þ. Â ðîáîòi çíàéäåíà îïòèìàëüíà ñïîæèâ÷î-òîðãiâåëüíà ñòðàòåãiÿ, ïðè ÿêié ìàêñèìiçó¹òüñÿ
î÷iêóâàíà êîðèñíiñòü âiä çàãàëüíîãî äèñêîíòîâàíîãî ñïîæèâàííÿ íà íåñêií÷åííîìó ÷àñîâîìó
äiàïàçîíi.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó îïòèìiçàöi¨ ïîðòôåëþ öiííèõ ïàïåðiâ íà ôiíàíñîâîìó ðèí-
êó ç âðàõóâàííÿì ïîäàòêiâ íà ïðèðiñò êàïiòàëó òà ôiêñîâàíèõ i ïðîïîðöiéíèõ
òðàíñàêöiéíèõ âèòðàò. Ââàæà¹ìî, ùî ôiíàíñîâèé ðèíîê ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíî-
ãî îùàäíîãî i îäíîãî ôîíäîâîãî ðàõóíêiâ. Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî îùàäíèé ðàõó-
íîê ôîðìó¹òüñÿ íåïåðåðâíî çi ñòàëîþ âiäñîòêîâîþ ñòàâêîþ λ > 0, à öiíîâèé
ïðîöåñ {S(t), t ≥ 0} îñíîâíîãî ôîíäó çàäîâîëüíÿ¹ ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíî-
ôóíêöiîíàëüíå ðiâíÿííÿ ç íåñêií÷åííîþ ïåðåäiñòîði¹þ. Îñíîâíà ìåòà ôîíäîâî-
ãî ðàõóíêó ¹ âiäñòåæåííÿ çàïàñiâ îñíîâíèõ àêöié (òîáòî ôiêñóþòüñÿ ìîìåíòè
÷àñó, i áàçîâi öiíè, çà ÿêèìè àêöi¨ áóëè ïðèäáàíi àáî êîðîòêîñòðîêîâî ïðîäàíi)
ç ìåòîþ ðîçðàõóíêó ïîäàòêiâ íà ïðèðiñò êàïiòàëó òîùî. Ïðè ðîçãëÿäàííi öiíî-
âî¨ äèíàìiêè, ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî f (St) (ñåðåäíié êîåôiöi¹íò ïðèáóòêó), g (St)
(êîåôiöi¹íò ìiíëèâîñòi) i h(St, θ) (âåëè÷èíà ñòðèáêà) çàëåæàòü âiä âñi¹¨ ïåðåä-
iñòîði¨ öií íà àêöi¨ St ïðîòÿãîì iíòåðâàëó (−∞, t], à íå ëèøå âiä ïîòî÷íî¨ öiíè
S(t) â ìîìåíò t ≥ 0.

Â ìåæàõ îáëàñòi ïëàòîñïðîìîæíîñòi Sk, ÿêà áóäå âèçíà÷åíà íèæ÷å, òà ó âiä-
ïîâiäíîñòi ç âèìîãàìè îïëàòè ôiêñîâàíèõ i ïðîïîðöiéíèõ òðàíñàêöiéíèõ âèòðàò
òà ïîäàòêiâ íà ïðèðiñò êàïiòàëó, iíâåñòîð ìà¹ ïðàâî ñïîæèâàòè çi ñâîãî îùàäíî-
ãî ðàõóíêó çãiäíî ç ïðîöåñîì âèòðàò C = {C(t), t ≥ 0}, i çäiéñíþâàòè òðàíñà-
êöi¨ ìiæ ñâî¨ì îùàäíèì i ôîíäîâèì ðàõóíêàìè âiäïîâiäíî äî òîðãîâî¨ ñòðàòåãi¨
T = {(τ(i), ζ(i)) , i = 1, 2, ...}, äå τ(i), i = 1, 2, ... � öå ïîñëiäîâíiñòü ìîìåíòiâ ÷àñó,
â ÿêi çäiéñíþâàëèñü òðàíñàêöi¨, à ζ(i) � îçíà÷à¹ êiëüêiñòü òðàíñàêöié â ìîìåíò
τ(i).

Iíâåñòîð áóäå äîòðèìóâàòèñü íàñòóïíèõ ïðàâèë, ùî ñòîñóþòüñÿ âèòðàò, òðàíñ-
àêöié òà îïîäàòêóâàííÿ. Äi¨ iíâåñòîðà íà ðèíêó íàçèâàþòü òðàíñàêöi¹þ (óãî-
äîþ), ÿêùî ìîâà éäå ïðî òîðãiâëþ àêöiÿìè ôîíäó, òîáòî êóïiâëþ i ïðîäàæ:

1. Ïiä ÷àñ êîæíî¨ óãîäè, iíâåñòîð ïîâèíåí îïëàòèòè âàðòiñòü îïåðàöi¨, ÿêà
ñêëàäà¹òüñÿ ç ôiêñîâàíî¨ âàðòîñòi κ > 0 òà ïðîïîðöiéíî¨ âàðòîñòi òðàíñàêöi¨ ç
êîåôiöi¹íòîì µ > 0, ÿê äëÿ êóïiâëi òàê i äëÿ ïðîäàæó àêöié ôîíäó. Âñi ïîêóïêè
i ïðîäàæ áóäü-ÿêî¨ êiëüêîñòi àêöié ôîíäó áóäóòü âàæàòèñÿ îäíi¹þ óãîäîþ, ÿêùî
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âîíè âèêîíóþòüñÿ â îäèí i òîé æå ìîìåíò ÷àñó, i òîìó áåðå íà ñåáå òiëüêè îäíó
ôiêñîâàíó ïëàòó κ > 0.

2. Â îáëàñòi ïëàòîñïðîìîæíîñòi, iíâåñòîð ìà¹ ïðàâî ñïîæèâàòè i áðàòè ãðîøi
çi ñâîãî îùàäíîãî ðàõóíêó íà ïîêóïêó öiííèõ ïàïåðiâ. Iíâåñòîð ìîæå òàêîæ
ïðîäàòè òà / àáî âèêóïèòè çà ïîòî÷íîþ öiíîþ àêöi¨ ôîíäó, ÿêi âií êóïèâ òà /
àáî êîðîòêîñòðîêîâî ïðîäàâ â ïîïåðåäíié ìîìåíò ÷àñó.

3. Ïðèáóòîê âiä ïðîäàæó àêöié ç âèðàõóâàííÿì òðàíñàêöiéíèõ âèòðàò i ïî-
äàòêiâ íà ïðèðiñò êàïiòàëó áóäå ïîêëàäåíî íà îùàäíèé ðàõóíîê, i êóïiâëÿ àêöié
ôîíäó ðàçîì ç âiäïîâiäíèìè òðàíñàêöiéíèìè âèòðàòàìè i ïîäàòêîì íà ïðèðiñò
êàïiòàëó ôiíàíñóâàòèìåòüñÿ ç îùàäíîãî ðàõóíêó.

4. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæà¹ìî, ùî âiäñîòêîâèé ïðèáóòîê íà îùà-
äíîìó ðàõóíêó íå îïîäàòêîâó¹òüñÿ ÷åðåç òå, ùî âèêîðèñòîâó¹ìî åôåêòèâíó âiä-
ñîòêîâó ñòàâêó ðiâíó âiäñîòêîâié ñòàâöi, ùî îïëà÷ó¹òüñÿ áàíêîì ìiíóñ ïîäàòêîâà
ñòàâêà.

5. Íà ìîìåíò òðàíñàêöi¨ (t ≥ 0), iíâåñòîð çîáîâ'ÿçàíèé ñïëàòèòè ïîäàòîê íà
ïðèðiñò êàïiòàëó (âiäïîâiäíî, áóäå îïëà÷åíî êðåäèòè ïî âòðàòi êàïiòàëó) ó ñóìi,
ïðîïîðöiéíié ñóìi ïðèáóòêó (âiäïîâiäíî, çáèòêó). Ïðîäàæ àêöié ôîíäó ââàæà-
¹òüñÿ ïðèáóòêîâèì, ÿêùî ïîòî÷íà öiíà àêöi¨ S(t) âèùå, íiæ áàçîâà öiíà B(t), i
çáèòêîâèì � â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó. Áàçîâà öiíà B(t) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê öiíà,
çà ÿêîþ ôîíäîâi àêöi¨¨ ðàíiøå áóëè êóïëåíi àáî êîðîòêîñòðîêîâî ïðîäàíi, òîáòî
B(t) = S (t− τ(t)), äå τ(t) > 0 � iíòåðâàë ÷àñó, íà ÿêi öi àêöi¨ áóëè óòðèìàíi â
ìîìåíò ÷àñó t. Iíâåñòîð òàêîæ áóäå ñïëà÷óâàòè ïîäàòîê íà ïðèðiñò (âiäïîâiäíî,
âèïëà÷óþòüñÿ êðåäèòè ïî âòðàòi êàïiòàëó) íà ñóìó ïðèáóòêó (âiäïîâiäíî, çáè-
òêó) âiä êîðîòêîñòðîêîâèõ ïðîäàæ àêöié ôîíäó, à ïîòiì âèêóïîâóâàòè àêöi¨ çà
áiëüø íèçüêîþ (âiäïîâiäíî, âèùîþ) öiíîþ â ïiçíiøèé ìîìåíò ÷àñó.

6. Ïîäàòîê áóäå âèïëà÷åíèé (àáî êðåäèò áóäå íàäàíèé) â ìîìåíò âèêóïó.
Ñêðiçü âiä'¹ìíi ñóìè ïîäàòêó áóäóòü iíòåðïðèòóâàòèñÿ ÿê êðåäèò íà âòðàòó
êàïiòàëó. Ïîäàòêîâà ñòàâêà íà ïðèðiñò êàïiòàëó i êðåäèòíà ñòàâêà íà âòðàòó
êàïiòàëó ââàæàþòüñÿ, äëÿ ïðîñòîòè, îäíàêîâèìè i ðiâíèìè β > 0. Òîìó, ÿêùî
|m| (m > 0 ïðè ïîêóïöi i m < 0 ïðè ïðîäàæi) àêöié ôîíäó, ìàþ÷è áàçîâó öiíó
B(t) = S (t− τ(t)), ïðîäàþòüñÿ çà ïîòî÷íîþ öiíîþ S(t), òî âåëè÷èíà ïîäàòêó,
ùî âiäïîâiäà¹ òðàíñàêöiéíîìó ìîìåíòó ìà¹ âèãëÿä

|m|β (S(t)− S (t− τ(t))) .

Ïîäàòêè òà / àáî êðåäèò íå ïåðåâèùóâàòèìå âñþ iíøó âàëîâó âèðó÷êó i / àáî
çàãàëüíó âàðòiñòü ôîíäîâèõ àêöié, òîáòî,

m (1− µ)S(t) ≥ βm |S(t)− S (t− τ)| , ÿêùî m ≥ 0

i
m (1− µ)S(t) ≤ βm |S(t)− S (t− τ)| , ÿêùî m < 0,

äå m ≥ 0 � êiëüêiñòü ïðèäáàíèõ àêöié, m < 0 � êiëüêiñòü ïðîäàíèõ ôîíäîâèõ
àêöié.

Ñêðiçü ïðèïóñêàòèìåìî, ùî µ+ β < 1. Öå îçíà÷àòèìå, ùî âèòðàòè (ïðîïîð-
öiéíi òðàíñàêöiéíi âèòðàòè i ïîäàòêè), ïîâ'ÿçàíi ç òîðãiâëåþ, íå áóäóòü ïåðåâè-
ùóâàòè ïðèáóòêiâ.
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Ïðè çðîáëåíèõ ïðèïóùåííÿõ i ïðàâèëàõ 1-6, ìåòà iíâåñòîðà ïîëÿãà¹ â ïî-
øóêó îïòèìàëüíî¨ ñïîæèâ÷î-òîðãîâi ñòðàòåãi¨ (C∗,T∗) äëÿ òîãî, ùîá ìàêñè-
ìiçóâàòè î÷iêóâàíó êîðèñíiñòü âiä çàãàëüíîãî äèñêîíòîâàíîãî ñïîæèâàííÿ íà
íåñêií÷åííîìó ÷àñîâîìó äiàïàçîíi

E

 ∞∫
0

e−αt
Cγ(t)

γ

 ,
äå α > 0 � îáëiêîâà ñòàâêà, à 0 < γ < 1 � ôàêòîð íåïðèéíÿòòÿ ðèçèêó.

Ó çâ'ÿçêó ç ôiêñîâàíèìè i ïðîïîðöiéíèìè òðàíñàêöiéíèìè âèòðàòàìè i ñïàä-
êîâîþ ïðèðîäîþ ôîíäîâî¨ äèíàìiêè, ïðîáëåìó, ðîçãëÿäóâàíó â öié ðîáîòi ìî-
æíà ñôîðìóëþâàòè ÿê ïî¹äíàííÿ çàäà÷i êëàñè÷íîãî êåðóâàííÿ (äëÿ ñïîæèâà-
ííÿ) i iìïóëüñíîãî êåðóâàííÿ (äëÿ òðàíñàêöié).

Ñïàäêîâà öiíîâà ñòðóêòóðà ç íåîáìåæåíîþ, àëå çàòóõàþ÷îþ ïàì'ÿ-
òòþ. Íåõàé R � äiéñíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i 1 ≤ p < ∞. ¹ ïðîñòîðîì iñòîði¨,
òîáòî ïðîñòið Rn ×Dp

ρ, äå [Dp
ρ � ïðîñòið Ñêîðîõîäà ëîêàëüíî îáìåæåíèõ íåïå-

ðåðâíèõ ñïðàâà, ùî ìàþòü ëiâîñòîðîííi ãðàíèöi, ôóíêöié φ : R− → R òàêèõ,
ùî

∞∫
0

|φ(s)|pρ(s)ds <∞.

Íîðìà â ïðîñòîði ââîäèòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

∥φ∥X ≡

|φ(0)|p +
0∫

−∞

|φ(s)|pρ(s)ds

1/p

≡
(
|φ(0)|p + ∥φ∥pρ

)1/p
, (1)

∥φ∥pρ <∞, 1 ≤ p <∞.

Îçíà÷åííÿ 1. Ôóíêöiÿ ρ : R− → R+ íàçèâà¹òüÿ ôóíêöi¹þ iç çãëàäæóþ÷îþ
âëàñòèâiñòþ, ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ òàêèì óìîâàì:

1. ρ � ñóìîâíà â R−;
2. äëÿ ∀z ≤ 0 ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi

K̄(z) ≡ ess sup
s∈R−

ρ(s+ z)

ρ(s)
≤ ¯̄K <∞;

K− (z) ≡ ess sup
s∈R−

ρ(s)

ρ(s+ z)
<∞;

(2)

3. ρ � îáìåæåíà â R−;
4. ρ > 0 � ñòðîãî äîäàòíà íà s ∈ (−∞, 0);
5. sρ(s) → 0 êîëè s→ −∞.
Íàïðèêëàä, â ÿêîñòi ρ(s) ìîæíà ðîçãëÿíóòè ôóíêöiþ es.
ßêùî x : R → R�âèìiðíà, ¨¨ iñòîðiÿ äî ìîìåíòó ÷àñó t ¹ ôóíêöi¹þ

xt(s) ≡ x(t+ s), s ∈ R−.
Íåõàé íà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði (Ω, F,P;Ft) ç ïîòîêîì σ� àëãåáð {Ft, t ≥ 0}

çàäàíi óçãîäæåíi ç ïîòîêîì Ft âiíåðiâ ïðîöåñ {w(t), Ft} ⊂ R, t ∈ R+ i íåçàëå-
æíà âiä íüîãî öåíòðîâàíà ïóàññîíîâà ìiðà {ν̃(dθ, dt) ≡ ν(dθ, dt)− tΠ(dθ)} íà
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(Θ × R+, Z × B+), (Θ ∈ R+) äëÿ ÿêî¨ E {ν̃2(dθ × dt)} = Π(dθ)dt, äå Π � äåÿêà
σ�ñêií÷åííà ìiðà íà Z.

Íåõàé X0 � ¹ ïðîñòið âèìiðíèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ φ(t), t ≤ 0, òàêèõ, ùî
φ0 ∈ X ç éìîâiðíiñòþ 1, i òàêèõ, ùî ïðè êîæíîìó t, φ(t) íå çàëåæèòü âiä
ïðèðîñòiâ âiíåðîâîãî ïðîöåñó i öåíòðîâàíî¨ ïóàññîíîâî¨ ìiðè:

{w(s)− w(t0), s ≥ 0} , {ν̃(s, A)− ν̃(0, A), s ≥ 0, A ∈ Z} .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç R0 ≡ σ {x(s) |s ≤ 0} ïiäìíîæèí X0, à ÷åðåç Rt ≡ R0 ∨ Ft, Ft �
ìiíiìàëüíèé ïîòiê ïîðîäæåíèé âåëè÷èíàìè {w(s), ν̃(dθ, ds), s ≤ t}.

Íåõàé äëÿ êîæíîãî t ∈ (−∞,∞), S(t) ¹ öiíîþ àêöi¨ â ìîìåíò t. Öiíîâèé ïðî-
öåñ {S(t), t ≥ 0} çàäîâîëüíÿ¹ ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíå ðiâ-
íÿííÿ ç íåñêií÷åííîþ ïåðåäiñòîði¹þ:

dS(t) = S(t)

f(St)dt+ g(St)dw(t) +

∫
Θ

h(St−, θ)ν̃(dθ, dt)

 , (3)

äå ôóíêöiîíàëè f(St) i g(St) îïèñóþòü âiäïîâiäíî ñåðåäíié êîåôiöiåíò ïðèáóòêó
i êîåôiöi¹íò ìiíëèâîñòi, à h(St, θ) � îïèñó¹ ðîçìið ñòðèáêà öiíîâîãî ïðîöåñó â
ìîìåíò t ≥ 0.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî âiäðiçîê ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨

S0 = φ0 ∈ X0. (4)

Ó ðiâíÿííi (3) çàïèñ St− ïiäêðåñëþ¹, ùî ôóíêöiîíàë h(St−, θ) íå ïîâèíåí
çàëåæàòè âiä S(t), à ìîæå çàëåæàòè ëèøå âiä S(s) ïðè s < t. Íàäàëi ñêðiçü äëÿ
ñïðîùåííÿ çàïèñó çíàê "−" áóäåìî óïóñêàòè, òîáòî áóäåìî çàïèñóâàòè h(St, θ),
ìàþ÷è íà óâàçi âñå ñêàçàíå âèùå.

Ñëiä ðîçóìiòè (3) â iíòåãðàëüíié ôîðìi

S(t) = φ(0) +
t∫
0

S(s)f(Ss)ds+
t∫
0

S(s)g(Ss)dw(s)+

+
t∫
0

∫
Θ

S(s)h(Ss, θ)ν̃(dθ, ds); t ∈ [0, T ].

(5)

Â ðîáîòi [1] âñòàíîâëåíî, ùî ïðè t ≥ 0 ïðîöåñ St � ïðîãðåñèâíî âèìiðíèé âiä-
íîñíî Rt, áåç ðîçðèâiâ äðóãîãî ðîäó i íåïåðåðâíèé ñïðàâà, à òàêîæ âñòàíîâëåíi
íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ñèëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (5), (4).

Ââàæàòèìåìî, ùî ôîíäîâèé ðàõóíîê ìà¹ áiëüø âèñîêèé ñåðåäíié êîåôiöi¹íò
çðîñòàííÿ, íiæ ïðîöåíòíà ñòàâêà λ > 0 (f(x) > λ, ∀x ∈ Dp

ρ) äëÿ îùàäíîãî ðàõóí-
êó. Iíàêøå, äëÿ iíâåñòîðà áóëî á áiëüø âèãiäíèì i ìåíø ðèçèêîâàíèì ïîñòàâèòè
âñi ñâî¨ ãðîøi íà îùàäíèé ðàõóíîê ç ìåòîþ îïòèìiçàöi¨ î÷iêóâàíî¨ ðåíòàáåëüíî-
ñòi âiä çàãàëüíîãî ñïîæèâàííÿ.

Ïðîñòið ôîíäîâèõ çàïàñiâ. Íåõàé ïðîñòið ôîíäîâèõ çàïàñiâ Y ¹ ïðîñòî-
ðîì îáìåæåíèõ ôóíêöié ξ : (−∞, 0] → R

ξ(s) =
∞∑
k=0

n(−k)I{τ(−k)}(s), s ∈ (−∞, 0], (6)
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äå {n(−k), k = 0, 1, 2, ...} � ïîñëiäîâíiñòü òàêà, ùî n(−k) = 0 äëÿ âñiõ, êðiì
ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi k; −∞ < ... < τ(−k) < ... < τ(−1) < τ(0) = 0; I{τ(−k)} �
iíäèêàòîð ïðè τ(−k). Íîðìó â ïðîñòîði Y âèçíà÷èìî

∥ξ∥Y = sup
s∈(−∞,0]

|ξ(s)| , ∀ξ ∈ Y.

Ïðèïóùåííÿ, ùî n(−k) = 0 äëÿ âñiõ, êðiì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi k, îçíà÷à¹, ùî
iíâåñòîð ìîæå ìàòè ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü âiäêðèòèõ ïîçèöié. Êiëüêiñòü öèõ
âiäêðèòèõ ïîçèöié ÷àñ âiä ÷àñó çìiíþ¹òüñÿ. Êàæóòü, ùî iíâåñòîð ìà¹ äîâãî-
ñòðîêîâî (êîðîòêîñòðîêîâî) âiäêðèòó ïîçèöiþ â ìîìåíò τ , ÿêùî âií äîñi âîëîäi¹
(âèíåí) âñiìà àáî ÷àñòèíîþ àêöié, ùî áóëè ïðèäáàíi (êîðîòêîñòðîêîâî ïðîäàíi)
çà ïîïåðåäíié ïåðiîä ÷àñó τ .

�äèíèé ñïîñiá çàêðèòè ïîçèöiþ � öå ïðîäàòè òå, ÷èì âîëîäi¹ i âèêóïèòè òå,
ùî çàáîðãóâàâ.

Çàóâàæåííÿ. Çàïàñè â ìîìåíò

t = 0

îïèñàíi â (6) ìîæóòü áóòè òàêîæ åêâiâàëåíòíî âèðàæåíi ÷åðåç íàñòóïíó
ïîäâiéíó ïîñëiäîâíiñòü

ξ = {(n (−k) , τ (−k)) , k = 0, 1, 2, ...} ,

äå n(−k) > 0 (n(−k) < 0) îçíà÷à¹ êiëüêiñòü àêöié, ÿêi áóëè ïðèäáàíi (êîðîòêî-
ñòðîêîâî ïðîäàíi) iíâåñòîðîì â ìîìåíò τ(−k), k = 0, 1, 2, ....

ßêùî η : R → R ¹ îáìåæåíîþ ôóíêöi¹þ âèäó

η (t) =
∞∑

k=−∞

n (k) I{τ(k)} (t) , −∞ < t <∞,

äå −∞ < ... < τ (−k) < ... < 0 = τ (0) < τ (1) < ... < τ (k) < ... < ∞, a

I{s}(t) =

{
1, t = s;
0, t < s.

Tîäi äëÿ êîæíîãî t ≥ 0, âèçíà÷èìî ôóíêöiþ ηt : (−∞, 0] → R ÿê

ηt (s) = η (t+ s) , s ∈ (−∞, 0] .

Òîäi

ηt (s) =
∞∑

k=−∞

n (k) I{τ(k)} (t+ s) =

Q(t)∑
k=−∞

n (k) I{τ(k)} (s) , s ∈ (−∞, 0] ,

äå Q(t) = sup {k ≥ 0 | τ(k) ≤ t}. Âiäìiòèìî, ùî ÿêùî ôóíêöiÿ ηt âiäîáðàæà¹
çàïàñè íà ôîíäîâîìó ðàõóíêó iíâåñòîðà, òî âîíà òàêîæ ìîæå áóòè ïîäàíà ÷åðåç
ïîäâiéíó ïîñëiäîâíiñòü

ηt = {(n (k) , τ (k)) , k = ..., −2,−1, 0, 1, 2, ..., Q (t)} .
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Ñïîæèâ÷î-òîðãiâåëüíà ñòðàòåãiÿ.Íåõàé (X(0−), N0−, S(0), S0) = (x, ξ, φ(0), φ) ∈
R × Y × [0,∞) × Dp

ρ � öå ïî÷àòêîâèé ïîðòôåëü öiííèõ ïàïåðiâ iíâåñòîðà áåç-
ïîñåðåäíüî äî t = 0. Òîáòî iíâåñòîð ïî÷èíà¹ ç x ∈ R äîëàðàìè íà îùàäíîìó
ðàõóíêó, ïî÷àòêîâèìè çàïàñàìè àêöié

ξ(s) =
∞∑
k=0

n (−k) I{τ(−k)}(s), s ∈ (−∞, 0)

i ç ïî÷àòêîâîþ òðà¹êòîði¹þ öií íà àêöi¨ (φ (0) , φ) ∈ [0,∞) × Dp
ρ, äå n(−k) > 0

(âiäïîâiäíî, n(−k) < 0) ÿâëÿþòü ñîáîþ äîâãî -(êîðîòêî-)ñòðîêîâî âiäêðèòi ïî-
çèöi¨ â ìîìåíò τ(−k). Â ïëàòîñïðîìîæíié îáëàñòi Sk iíâåñòîð ìîæå ñïîæèâàòè
çi ñâîãî îùàäíîãî ðàõóíêó, óêëàäàòè óãîäè ìiæ îùàäíèì i ôîíäîâèì ðàõóíêîì
çãiäíî ñïîæèâ÷î-òîðãîâî¨ ñòðàòåãi¨ π = (C,T), ÿêà áóäå îïèñàíà íèæ÷å.

Îçíà÷åííÿ 2. [2] Êàæóòü, ùî ïàðà π = (C,T) ¹ ñïîæèâ÷î-òîðãîâîþ ñòðà-
òåãi¹þ, ÿêùî ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi óìîâè:

1) ïðîöåñ âèòðàò C = {C(t), t ≥ 0} íåâiä'¹ìíèé Rt�ïðîãðåñèâíî âèìiðíèé
ïðîöåñ òàêèé, ùî

T∫
0

C (t) dt <∞, ç éìîâiðíiñòþ 1 äëÿ ∀ T > 0.

2) T = {(τ(i), ζ(i)) , i = 1, 2, ...} � òîðãîâà ñòðàòåãiÿ, äå τ(i), i = 1, 2, ... �
ïîñëiäîâíiñòü òîðãîâèõ ìîìåíòiâ, ÿêi ¹ ìîìåíòàìè çóïèíêè, òàêèìè, ùî

0 = τ(0) ≤ τ(1) < ... < τ(i) < ...

i
lim
i→∞

τ(i) = ∞ ç éìîâiðíiñòþ 1,

i äëÿ êîæíîãî i = 0, 1, ...

ζ(i) = (...,m(i− k), ...,m(i− 2),m(i− 1),m(i))

âèìiðíèé âèïàäêîâèé âåêòîð, ùî ïðåäñòàâëÿ¹ òîðãîâi âåëè÷èíè â òîðãîâi ìî-
ìåíòè τ(i).

ßê i ðàíiøå, m(i) > 0 (âiäïîâiäíî m(i) < 0) êiëüêiñòü ôîíäîâèõ àêöié, çíîâó
ïðèäáàíèõ (êîðîòêîñòðîêîâî ïðîäàíèõ) â ïîòî÷íèé ìîìåíò τ(i) i ïðè ïîòî÷íié
öiíi S (τ(i)).

Ïðè k = 1, 2, ...; m(i−k) > 0 � öå êiëüêiñòü âèêóïëåíèõ (ïðîäàíèõ) ôîíäîâèõ
àêöié â ïîòî÷íèé ìîìåíò τ(i) i ïðè ïîòî÷íié öiíi S(τ(i)) ïðè âiäêðèòié êîðî-
òêîñòðîêîâié (äîâãîñòðîêîâié) ïîçèöi¨ â ïîïåðåäíié ìîìåíò τ (i− k) ïðè áàçîâié
öiíi S (τ (i− k)).

Äëÿ êîæíîãî ξ, âèðàæåíîãî (6), ïðàâèëà 1-6 äèêòóþòü, ùî iíâåñòîð ìîæå
ïðèäáàòè àáî êîðîòêîñòðîêîâî ïðîäàòè íîâi àêöi¨ (−∞ < m(0) < ∞), ìîæå
ïðîäàòè âñå àáî ÷àñòèíó òîãî, ÷èì âîëîäi¹, òîáòî

m(−k) ≤ 0 i n(−k) +m(−k) ≥ 0, ÿêùî n(−k) > 0
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i/àáî âèêóïèòè âñå ÷è ÷àñòèíó òîãî, ùî çàáîðãóâàâ, òîáòî

m(−k) ≥ 0 i n(−k) +m(−k) ≤ 0, ÿêùî n(−k) < 0,

â îäèí i òîé ñàìèé ìîìåíò ÷àñó.
Òîðãîâà êiëüêiñòü {m(−k), k = 0, 1, ...} ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè îáìåæåíó ìíî-

æèíó R(ξ) ⊂ Y, âèçíà÷åíó íàñòóïíèì ÷èíîì

R(ξ) =

{
ζ ∈ Y| ζ =

∞∑
k=0

m (−k) I{τ(−k)},−∞ < m (0) <∞, àáî

n(−k) > 0, m(−k) ≤ 0 i n(−k) +m(−k) ≥ 0 ÷è (7)

n(−k) < 0, m(−k) ≥ 0 i n(−k) +m(−k) ≤ 0 ïðè k ≥ 1

}
.

Îáëàñòü ïëàòîñïðîìîæíîñòi. Áàçîâèé ïðîñòið iíâåñòîðà S = R × Y ×
[0,∞) ×Dp

ρ. Åëåìåíò (x, ξ, φ(0), φ) ∈ S íàçèâà¹òüñÿ ïîðòôåëåì öiííèõ ïàïåðiâ,
ÿêùî x ∈ R � öå âêëàäè iíâåñòîðà íà éîãî îùàäíîìó ðàõóíêó, ξ � çàïàñ àêöié
iíâåñòîðà, (φ(0), φ) ∈ [0,∞) × Dp

ρ � òðà¹êòîðiÿ iñòîði¨ öií íà àêöi¨. Âèçíà÷èìî
ôóíêöiþ Hk : S → R

Hk (x, ξ, φ(0), φ) = max {Gk (x, ξ, φ(0), φ) , min {x, n(−k)φ(0), k = 0, 1, 2, ...}} ,
(8)

äå Gk : S → R ëiêâiäóþ÷à ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà ñïiââiäíîøåííÿì

Gk (x, ξ, φ(0), φ) = x− κ+
∞∑
k=0

[
min {(1− µ)n(−k), (1 + µ)n(−k)}φ(0)−

−n(−k)β (φ(0)− φ (τ(−k)))
]
. (9)

Òóò â ïðàâié ÷àñòèíi: x − κ =ñóìà íà îùàäíîìó ðàõóíêó ïiñëÿ âèðà-
õóâàííÿ ôiêñîâàíèõ òðàíñàêöiéíèõ âèòðàò κ; äëÿ êîæíîãî k = 0, 1, ...:
min {(1− µ)n(−k), (1 + µ)n(−k)}φ(0) � ïðèáóòêè âiä ïðîäàæó n(−k) > 0 ÷è
âèêóïó n(−k) < 0 àêöié ôîíäó çà âèðàõóâàííÿì ïðîïîðöiéíèõ òðàíñàêöiéíèõ
âèòðàò, −n(−k)β (φ(0)− φ (τ(−k)))= ïîäàòîê íà ïðèðiñò êàïiòàëó, ùî ïiäëÿãà¹
ñïëà÷åííþ çà êóïiâëþ n(−k) àêöié ôîíäó çà ïîòî÷íîþ öiíîþ φ(0) i áàçîâîþ öi-
íîþ φ (τ(−k)). Gk (x, ξ, φ(0), φ), âèçíà÷åíà â (9), ÿâëÿ¹ ñîáîþ ñóìó êîøòiâ (ÿêùî
àêòèâè ìîæóòü áóòè ëiêâiäîâàíi ïîâíiñòþ) ïiñëÿ çàêðèòòÿ âñiõ âiäêðèòèõ ïîçè-
öié i ñïëàòè âñiõ îïåðàöiéíèõ âèòðàò (ôiêñîâàíèõ i ïðîïîðöiéíèõ òðàíçàêöiéíèõ
âèòðàò) i ïîäàòêiâ.

Îçíà÷åííÿ 3. Îáëàñòü ïëàòîñïðîìîæíîñòi äëÿ çàäà÷i îïòèìiçàöi¨ ïîðò-
ôåëÿ öiííèõ ïàïåðiâ âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì [2]

Sk = {(x, ξ, φ(0), φ) ∈ S|Hk (x, ξ, φ(0), φ) ≥ 0} =

= {(x, ξ, φ(0), φ) ∈ S|Gk (x, ξ, φ(0), φ) ≥ 0} ∪ S+, (10)

äå S+ = [0,∞)×Y+ × [0,∞)×Dp
ρ, à Y+ = {ξ ∈ Y| ξ(s) ≥ 0,∀s ∈ (−∞, 0]}.
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Ñëiä âiäìiòèòè, ùî â ìåæàõ îáëàñòi ïëàòîñïðîìîæíîñòi Sk iñíóþòü ïîçèöi¨,
ÿêi íå ìîæóòü áóòè çàêðèòi âçàãàëi, à ñàìå òi (x, ξ, φ(0), φ) ∈ Sk, ùî

(x, ξ, φ(0), φ) ∈ Sk i Gk (x, ξ, φ(0), φ) < 0.

Öå ïîâ'ÿçàíî ç íåäîñòàòíiñòþ êîøòiâ äëÿ îïëàòè îïåðàöiéíèõ âèòðàò òà / àáî
ïîäàòêiâ òîùî.

Äèíàìiêà ïîðòôåëÿ öiííèõ ïàïåðiâ i äîïóñòèìi ñòðàòåãi¨. Ó ìîìåíò
t ≥ 0, ïîðòôåëü öiííèõ ïàïåðiâ iíâåñòîðà íà ôiíàíñîâîìó ðèíêó áóäå îïèñó-
âàòèñü ÿê (X(t), Nt, S(t), St), äå X(t) îçíà÷à¹ ðîçìið âêëàäiâ iíâåñòîðà íà éîãî
îùàäíîìó ðàõóíêó, Nt ∈ Y � çàïàñ àêöié iíâåñòîðà íà éîãî ôîíäîâîìó ðàõóíêó,
i (S(t), St) � îïèñó¹ òðàåêòîðiþ öií íà àêöi¨ (çà îäèíèöþ) çà âñþ ïåðåäiñòîðiþ
(−∞, t].

Çàäàíèé ïî÷àòêîâèé ïîðòôåëü öiííèõ ïàïåðiâ

π = (C,T) (X(0−), N0−, S(0), S0) = (x, ξ, φ(0), φ) ∈ S

i çàñòîñîâó¹òüñÿ ñïîæèâ÷î-òîðãîâà ñòðàòåãiÿ π = (C,T).
Äèíàìiêà ïîðòôåëþ öiííèõ ïàïåðiâ {Z(t) = (X(t), Nt, S(t), St) , t ≥ 0} ìîæå

áóòè îïèñàíà íàñòóïíèì ÷èíîì:
1) ìiæ òîðãîâèìè ìîìåíòàìè çàïàñè îùàäíîãî ðàõóíêó {X(t), t ≥ 0} çàäî-

âîëüíÿþòü íàñòóïíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ:

dX(t) = [λX(t)− C(t)] dt, τ(i) ≤ t < τ(i+ 1), i = 0, 1, 2, ..., (11)

i â òîðãîâèé ìîìåíò τ(i):

(τ (i)) = X (τ (i)−)− κ−

−
∞∑
k=0

m (i− k) [(1− µ)S (τ (i))− β (S (τ (i))− S (τ (i− k)))]×

×I{n(i−k)>0,−n(i−k)≤m(i−k)≤0}−

−
∞∑
k=0

m(i− k) [(1 + µ)S (τ(i))− β (S (τ(i))− S (τ(i− k)))]×

×I{n(i−k)<0,0≤m(i−k)≤−n(i−k)}. (12)

Íàãàäà¹ìî, ùî m(i) > 0 (âiäïîâiäíî m(i) < 0) îçíà÷à¹ êóïiâëþ (ïðîäàæ)
íîâèõ àêöié ôîíäó â ìîìåíò τ(i), i m(i − k) > 0 (âiäïîâiäíî m(i − k) < 0) �
âèêóïiâëÿ (ïðîäàæ) ÷àñòèíè ÷è âñiõ àêöié, ÿêi çàáîðãóâàëè (ÿêèìè âîëîäiþòü).

2) çàïàñè ôîíäîâîãî ðàõóíêó â ìîìåíò t ≥ 0, Nt ∈ Y íå çìiíþþòüñÿ ìiæ
òîðãîâèìè ìîìåíòàìè i ìîæóòü áóòè âèðàæåíi òàêèì ÷èíîì

Nt = Nτ(i) =

Q(t)∑
k=−∞

n(k)Iτ (k), ÿêùî τ(i) ≤ t < τ(i+ 1), i = 0, 1, 2, ...,

äå Q(t) = sup {k ≥ 0| τ(k) ≤ t}. À â òîðãîâèé ìîìåíò τ(i):

Nτ(i) = Nτ(i)− ⊕ ζ(i), (13)
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äå Nτ(i)− ⊕ ζ(i) : (−∞, 0] → N âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

(
Nτ(i)− ⊕ ζ(i)

)
(s) =

∞∑
k=0

n(i− k)I{τ(i−k)} (τ(i) + s) =

= m(i)I{τ(i)} (τ(i) + s) +
∞∑
k=1

[n(i− k) +m(i− k)×

×
(
I{n(i−k)<0,0≤m(i−k)≤−n(i−k)} + I{n(i−k)>0,−n(i−k)≤m(i−k)≤0}

)]
I{τ(i−k)} (τ(i) + s)

3) öiíîâèé ïðîöåñ íå ïîñòðàæäà¹ âiä äiÿëüíîñòi iíâåñòîðà íà ôiíàíñîâîìó
ðèíêó, i áóäå ÿê i ðàíiøå îïèñóâàòèñü (3).

Îçíà÷åííÿ 4. [2] ßêùî iíâåñòîð ïî÷èíà¹ ñâîþ äiÿëüíiñòü ç ïî÷àòêîâèì
ïîðòôåëåì öiííèõ ïàïåðiâ (X(0−), N0−, S(0), S0) = (x, ξ, φ(0), φ) ∈ Sk, òîäi
ñïîæèâ÷î-òîðãîâîþ ñòðàòåãi¹þ π = (C,T) ¹ äîïóñòèìîþ â (x, ξ, φ(0), φ), ÿêùî

ζ(i) ∈ R
(
Nτ(i)−

)
, ∀i = 1, 2, ...

i
(X(t), Nt, S(t), St) ∈ Sk, ∀t ≥ 0.

Êëàñ óñiõ ñïîæèâ÷î-iíâåñòèöiéíèõ ñòðàòåãié, äîïóñòèìèõ â (x, ξ, φ(0), φ) ïî-
çíà÷àòèìåìî Uk (x, ξ, φ(0), φ).

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Âðàõîâóþ÷è ïî÷àòêîâèé ñòàí ïîðòôåëÿ öiííèõ ïàïå-
ðiâ (X(0−), N0−, S(0), S0) = (x, ξ, φ(0), φ) ∈ Sk, ìåòîþ iíâåñòîðà ¹ çíàõîäæåííÿ
äîïóñòèìî¨ ñïîæèâ÷î-òîðãîâî¨ ñòðàòåãi¨, ÿêà ìàêñèìiçó¹ íàñòóïíó î÷iêóâàíó êî-
ðèñíiñòü âiä äèñêîíòîâàíîãî ñïîæèâàííÿ:

Jk (x, ξ, φ(0), φ;π) = Ex,ξ,φ(0),φ;π

 ∞∫
0

e−αt
Cγ(t)

γ
dt

 (14)

ç êëàñó äîïóñòèìèõ ñïîæèâ÷î-òîðãîâèõ ñòðàòåãié Uk (x, ξ, φ(0), φ), äå
Ex,ξ,φ(0),φ;π[. . .] � ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âiäíîñíî éìîâiðíiñíî¨ ìiðè, ïîðîäæå-
íî¨ êåðîâàíèì (ñòðàòåãi¹þ π) ïðîöåñîì ñòàíiâ (X(t), Nt, S(t), St) , t ≥ 0 i îáóìîâ-
ëåíî¨ ïî÷àòêîâèì ñòàíîì

(X(0−), N0−, S(0), S0) = (x, ξ, φ(0), φ) .

Òóò α > 0 ïîçíà÷à¹ êîåôiöi¹íò äèñêîíòóâàííÿ, i 0 < γ < 1 âêàçó¹, ùî
ôóíêöiÿ êîðèñíîñòi U(c) = cγ

γ
, äëÿ c > 0 � öå ôóíêöiÿ íåïðèéíÿòòÿ ðèçèêó.

Ôóíêöi¨¨ òàêîãî òèïó ðîçãëÿäàëèñü ó áiëüøîñòi ðîáiò, ïîâ'ÿçàíèõ ç ïîøóêîì
îïòòìàëüíî¨ ñïîæèâ÷î-òîðãîâî¨ ñòðàòåãi¨.

Îçíà÷åííÿ 5.Äîïóñòèìà ñïîæèâ÷î-òîðãîâà ñòðàòåãiÿ π∗ ∈ Uk (x, ξ, φ(0), φ),
ÿêà ìàêñèìiçó¹ Jk (x, ξ, φ(0), φ;π) íàçèâà¹òüñÿ îïòèìàëüíîþ ñïîæèâ÷î-òîðãîâîþ
ñòðàòåãi¹þ, à ôóíêöiîíàë Vκ : Sκ → R+, âèçíà÷åíèé ÿê

Vκ (x, ξ, φ(0), φ) = sup
π∈Uκ(x,ξ,φ(0),φ)

Jκ (x, ξ, φ(0), φ; π) =
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= Jκ (x, ξ, φ(0), φ;π
∗) (15)

íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiîíàëîì ÿêîñòi çàäà÷i îïòèìiçàöi¨ ïîðòôåëÿ öiííèõ ïàïå-
ðiâ.

Çàäà÷à îïòèìiçàöi¨ äàíîãî ïîðòôåëÿ öiííèõ ïàïåðiâ, äå âðàõîâó¹òüñÿ óñÿ
ïðåäiñòîðiÿ öií íà àêöi¨, áóäå ñôîðìóëüîâàíà ÿê çàäà÷à êîìáiíîâàíîãî êëàñè÷íî-
iìïóëüñíîãî êåðóâàííÿ.

Îòæå, çàäà÷à ïîëÿãà¹ â òîì, ùîá äëÿ êîæíîãî ñòàíó (x, ξ, φ(0), φ) ∈ Sκ âèçíà-
÷èòè îïòèìàëüíó ñòðàòåãiþ i âiäïîâiäíèé ¨é ôóíêöiîíàë ÿêîñòi Vκ : Sκ → [0,∞) .

Ïîäiáíi ïèòàííÿ âèâ÷àþòüñÿ â ðîáîòi [2], [4] íà âèïàäîê ñêií÷åííî¨ ïiñëÿäi¨.
Ïðè ïî÷àòêîâîìó ñòàíi (x, ξ, φ(0), φ) ∈ Sκ i äîïóñòèìié ñïîæèâ÷î-òîðãîâié

ñòðàòåãi¨ π = (C, T ) ∈ Uκ (x, ξ, φ(0), φ), Sk�çíà÷íèé êåðîâàíèé ïðîöåñ ñòàíiâ
áóäåìî ïîçíà÷àòè {Z(t) = (X(t), Nt, S(t), St) , t ≥ 0}.

Ó [3] âñòàíîâëåíà ìàðêîâñüêî¨ âëàñòèâiñòü i ôîðìóëà Äèíêiíà äëÿ ïðîöåñó
ñòàíiâ {Z(t), t > 0}. À òàêîæ âèçíà÷åííî ñëàáêèé iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà
äëÿ ìàðêîâñüêîãî ïðîöåñó St, â ïðîñòîði X äëÿ ôóíêöiîíàëiâ v : R+ ×X → R.

Ðîçãëÿíåìî áåç äîâåäåííÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:
Ëåìà. [2] Íåõàé (x, ξ, φ(0), φ) ∈ Sk çàäàíå i íåõàé Q âiäêðèòà ïiäìíîæè-

íà Sk, ùî ìiñòèòü (x, ξ, φ(0), φ). Äëÿ π = (C, T ) ∈ Uk(x, ξ, φ(0), φ) çàäàíå
(X(t), Nt, S(t), St). Âèçíà÷èìî τ = inf

{
t ≥ 0

∣∣(X(t), Nt, S(t), St) /∈ Q̄
}
, äå Q̄ çà-

ìèêàííÿ ìíîæèíè Q. Òîäi äëÿ êîæíîãî t ∈ [0,∞) ìàòèìàìî íàñòóïíå ðiâíÿ-
ííÿ îïòèìàëüíîñòi

Vk(x, ξ, φ(0), φ) =

sup
π∈Uk(x,ξ,φ(0),φ)

E

 t∧τ∫
0

e−αs
Cγ(s)

γ
ds+ I{t∧τ<∞}e

−α(t∧τ)Vk(X(t ∧ τ), Nt∧τ , S(t ∧ τ), St∧τ )

 ,
äå t ∧ τ = min {t, τ} .

Â ðîáîòi [2] âèâ÷åíî âïëèâ íà ôóíêöiîíàë ÿêîñòi ñèòóàöié êîëè ¹ ñïîæèâàííÿ,
àëå íåìà¹ òðàíñàêöié, i íàâïàêè, êîëè ¹ òðàíñàêöi¨, àëå íåìà¹ ñïîæèâàííÿ i
îäåðæàíà íàñòóïíà íåðiâíiñòü:

max {AVκ,MκVκ − Vκ} ≤ 0 on S◦
κ.

Òóò S◦
κ � âíóòðiøíÿ ÷àñòèíà îáëàñòi ïëàòîñïðîìîæíîñòi Sk,

AΦ = (A+ rx∂x − α) Φ + sup
c≥0

(
cγ

γ
− cx∂xΦ

)
,

AΦ(φ(0), φ) ≡ lim
t↓0

1

t
E {Φ(S(t), St)− Φ(φ(0), φ)}

MκΦ (x, ξ, φ(0), φ) = sup
{
Φ
(
x̂, ξ̂, φ̂ (0) , φ̂

)∣∣∣ ς ∈ R (ξ)
}
−{0} ,

(
x̂, ξ̂, φ̂ (0) , φ̂

)
∈ Sκ,

x̂ = x− κ− (m(0) + µ |m(0)|ψ(0))−
∞∑
k=1

[(1 + µ)m(−k)ψ(0)−

−βm(−k) (φ(0)− φ (τ(−k)))] I{n(−k)<0,0≤m(−k)≤−n(−k)}−
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−
∞∑
k=1

[(1− µ)m(−k)φ(0)− βm(−k) (φ(0)− φ (τ(−k)))]×

×I{n(−k)>0,−n(−k)≤m(−k)≤0},

i äëÿ âñiõ θ ∈ (−∞, 0]
ξ̂ (θ) = (ξ ⊕ ξ) (θ) =

= m(0)I{τ(0)} (θ) +
∞∑
k=1

(
n(−k) +m(−k)

[
I{n(−k)<0,0≤m(−k)≤−n(−k)}+

+ I{n(−k)>0,−n(−k)≤m(−k)≤0}
])
I{τ(−k)} (θ) , (φ̂(0), φ̂) = (φ(0), φ) .

Êîëè ¹ ïðîïîðöiéíà, àëå íå ôiêñîâàíà âàðòiñòü òðàíñàêöi¨ (òîáòî κ = 0 i
µ > 0), îáëàñòü ïëàòîñïðîìîæíîñòi ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

S0 = {(x, ξ, ψ(0), ψ)|G0 (x, ξ, ψ(0), ψ) ≥ 0} ∪ S+,

äå G0 ôóíêöiÿ ëiêâiäíîñòi, ïðè κ = 0, òîáòî

G0 (x, ξ, ψ(0), ψ) = x+
∞∑
k=0

[min {(1− µ)n(−k), (1 + µ)n(−k)}ψ(0)−

−n(−k)β (ψ(0)− ψ (τ(−k)))]

Ó âèïàäêó κ = 0 ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî

S+ ⊂ {(x, ξ, ψ(0), ψ)|G0 (x, ξ, ψ(0), ψ) ≥ 0} ,

îñêiëüêè

x ≥ 0 i n(−i) ≥ 0, ∀i = 0, 1, 2, ...⇒ G0 (x, ξ, ψ(0), ψ) ≥ 0.

Ó öüîìó âèïàäêó âñi àêöi¨, ùî íàëåæàòü ôîíäîâîìó ðàõóíêó àáî çàáîðãîâàíi
ìîæóòü áóòè ëiêâiäîâàíi ÷åðåç âiäñóòíiñòü ôiêñîâàíî¨ îïåðàöiéíî¨ âàðòîñòi
κ = 0. Òîìó

S0 = {(x, ξ, ψ(0), ψ)|G0 (x, ξ, ψ(0), ψ) ≥ 0} .

Ìè ëåãêî áà÷èìî, ùî S0 ¹ íåîáìåæåíîþ îïóêëîþ ìíîæèíîþ.
Ðîçêëàä ìåæi îáëàñòi ñïëàòîñïðîìîæíîñòi ∂Sκ.Äëÿ I ⊂ ℵ0 ≡ {0, 1, 2, ...}

ìåæó ∂Sκ îáëàñòi Sκ ìîæíà ðîçêëàñòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

∂Sκ =
∪
I⊂ℵ0

(∂−,ISκ ∪ ∂+,ISκ),

äå
∂−,ISκ = ∂−,I,1Sκ ∪ ∂−,I,2Sκ,

∂+,ISκ = ∂+,I,1Sκ ∪ ∂+,I,2Sκ,

∂+,I,1Sκ = {(x, ξ, ψ(0), ψ)|G0 (x, ξ, ψ(0), ψ) = 0, x ≥ 0, n(−i) < 0

äëÿ âñiõ i ∈ I & n(−i) ≥ 0 äëÿ âñiõ i /∈ I} ,

∂+,I,2Sκ = {(x, ξ, ψ(0), ψ)|G0 (x, ξ, ψ(0), ψ) = 0, x ≥ 0, n(−i) = 0
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äëÿ âñiõ i ∈ I & n(−i) ≥ 0 äëÿ âñiõ i /∈ I} ,

∂−,I,1Sκ = {(x, ξ, ψ(0), ψ)|G0 (x, ξ, ψ(0), ψ) = 0, x ≥ 0, n(−i) < 0

äëÿ âñiõ i ∈ I & n(−i) ≥ 0 äëÿ âñiõ i /∈ I} ,

∂−,I,2Sκ = {(x, ξ, ψ(0), ψ)|G0 (x, ξ, ψ(0), ψ) < 0, x ≥ 0, n(−i) = 0

äëÿ âñiõ i ∈ I & n(−i) ≥ 0 äëÿ âñiõ i /∈ I} .

Ïåðåòèí ∂+,I,1Sκ i ∂+,I,2Sκ ïîçíà÷èìî

Q+,I = {(x, ξ, ψ(0), ψ)|G0 (x, ξ, ψ(0), ψ) = 0, x ≥ 0, n(−i) = 0

äëÿ âñiõ i ∈ I & n(−i) ≥ 0 äëÿ âñiõ i /∈ I} .

À ïåðåòèí ∂−,I,1Sκ i ∂−,I,2Sκ ïîçíà÷èìî

Q−,I = {(x, ξ, ψ(0), ψ)|G0 (x, ξ, ψ(0), ψ) = 0, x = 0, n(−i) = 0

äëÿ âñiõ i ∈ I & n(−i) ≥ 0 äëÿ âñiõ i /∈ I} .

Íàïðèêëàä, ÿêùî I = ℵ, òîäi n(−i) < 0, ∀i = 0, 1, 2, ..., i

Gk (x, ξ, ψ(0), ψ) ≥ 0 → x ≥ κ.

Â öüîìó âèïàäêó, ∂−,ℵSκ = ∅

∂−,I,2Sκ = {(x, ξ, ψ(0), ψ)|G0 (x, ξ, ψ(0), ψ) < 0, x ≥ 0, i n(−i) < 0 äëÿ âñiõ i ∈ ℵ} ,

i ∂+,ℵ0,2Sκ = {(x, ξ, ψ(0), ψ)|G0 (x, ξ, ψ(0), ψ) < 0, x ≥ 0,
i n(−i) = 0 äëÿ âñiõ i ∈ ℵ0} = {(x, 0, ψ(0), ψ)| 0 ≤ x ≤ κ}.
Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî I = ∅ (ïîðîæíÿ ìíîæèíà) (òîáòî n(−i) ≥ 0 äëÿ âñiõ

i ∈ ℵ0}), òîäi
∂+,∅,1Sκ =

= {(x, ξ, ψ(0), ψ)|G0 (x, ξ, ψ(0), ψ) = 0, x ≥ 0, i n(−i) ≥ 0 äëÿ âñiõ i ∈ ℵ0} ,

∂+,∅,2Sκ =

= {(x, ξ, ψ(0), ψ)|G0 (x, ξ, ψ(0), ψ) < 0, x ≥ 0, i n(−i) ≥ 0 äëÿ âñiõ i ∈ ℵ0} ,

∂−,∅,1Sκ =

= {(x, ξ, ψ(0), ψ)|G0 (x, ξ, ψ(0), ψ) = 0, x < 0, i n(−i) ≥ 0 äëÿ âñiõ i ∈ ℵ} ,

i ∂−,∅,2Sκ =

= {(x, ξ, ψ(0), ψ)|G0 (x, ξ, ψ(0), ψ) < 0, x = 0, i n(−i) ≥ 0 äëÿ âñiõ i ∈ ℵ0} .

Â ðîáîòi [2] âñòàíîâëåíî, ùî
max {AΦ,MkΦ− Φ} = 0 íà S0

k ,
AΦ = 0 íà ∪I⊂ℵ0 ∂+,I,2Sκ,
L0Φ ≡ (A− α + rx∂x)Φ = 0 íà ∪I⊂ℵ0∂−,I,2Sκ,
MkΦ− Φ = 0 íà ∪I⊂ℵ0∂I,1Sκ.

(16)
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Íåõàé

L̃Φ ≡
{

AΦ íà S0
k∪I⊂ℵ0 ∂+,I,2Sκ,

L0Φ ≡ (A− α + rx∂x)Φ íà ∪I⊂ℵ0∂−,I,2Sκ.
(17)

Òåîðåìà.
(a) Íåõàé Uk = Sk−∪i∈N0∂I,1Sk. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ íåâiä'¹ìíà, ëîêàëüíî-

îáìåæåíà ôóíêöiÿ Φ ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ñëàáêîãî iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïå-
ðàòîðà òàêà, ùî

L̃Φ ≤ 0 íà Uk

i Φ ≥ MkΦ íà Uk
Òîäi Φ ≥ Vk íà Uk.
(á) Âèçíà÷èìî

D ≡ {(x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ Uk|Φ (x, ξ, ψ(0), ψ) >MkΦ (x, ξ, ψ(0), ψ)} .

Ïðèïóñòèìî, ùî
L̃Φ (x, ξ, ψ(0), ψ) = 0 íà D,

òîäi ζ̂ (x, ξ, ψ(0), ψ) = ζ̂Φ iñíó¹ äëÿ âñiõ (x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ Sk çà ïðèïóùåííÿì.
Íåõàé

c∗ =

{
(∂kΦ)

1
γ−1 íà S0

k ∪
∪
I∈N0

∂+,I,2∂Sk,
0 íà

∪
I∈N0

∂−,I,2∂Sk
(18)

Âèçíà÷èìî iìïóëüñíå êåðóâàííÿ T∗ = {(τ ∗(i), ζ∗(i)) , i = 1, 2, . . .} ÿê ïàðó:
Ñïåðøó, âiçüìåìî τ ∗(0) = 0 i ðåêóðåíòíî ìàòèìåìî:

τ ∗(i+ 1) = inf
{
t > τ ∗(i)|

(
X(i)(t), N

(i)
t , S(t), St

)
/∈ D

}
, (19)

ζ∗(i+ 1) = ζ̂
(
X(i) (τ ∗(i+ 1)−) , N i

τ∗(i+1)−, S (τ ∗(i+ 1)) , Sτ∗(i+1)

)
, (20){(

X(i)(t), N
(i)
t , S(t), St

)
, t ≥ 0

}
êåðîâàíèé ïðîöåñ ñòàíó, îòðèìàíèé øëÿõîì

çàñòîñóâàííÿ

π∗(i) = (c∗, (τ ∗(1), τ ∗(2), . . . , τ ∗(i); ξ∗(1), ξ∗(2), . . . , ξ∗(i))) , i = 1, 2, . . . .

Ïðèïóñòèìî, ùî

π∗(i) = (C∗,T∗) ∈ Uk (x, ξ, ψ(0), ψ) ,

e−atΦ (X∗(t), N∗
t , S(t), St) → 0, ïðè t→ 0

i ñiì'ÿ {
e−atΦ (X∗(t), N∗

t , S(t), St) |τ ∈ G � ìîìåíòîì çóïèíêè
}

(21)

¹ íåïåðåðâíî-iíòåãðîâíà. Òîäi Φ (x, ξ, ψ(0), ψ) = Vk (x, ξ, ψ(0), ψ) i π
∗ îòðèìàíå

â (19) i (20) ¹ îïòèìàëüíèì.
Äîâåäåííÿ. (à) Íåõàé π = (C,T) ∈ Uk (x, ξ, ψ(0), ψ), äå C = {C(t), t ≥ 0} ¹

ïðîöåñîì âèòðàò i T = {(τ(i), ξ(i)) , i = 1, 2, . . .} ¹ òîðãîâîþ ñòðàòåãi¹þ. Ïîçíà-
÷èìî êåðîâàíå óïðàâëiííÿ ïðîöåñàìè (äëÿ π) ç ïî÷àòêîâèì ñòàíîì (x, ξ, ψ(0), ψ)
{Z(t) = (X(t), Nt, S(t), St) , t ≥ 0}.
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Äëÿ R ≥ 0, ïiäñòàâèìî

T (R) = R ∧ inf {t > 0|∥Z(t)∥ ≥ R}

i îòðèìà¹ìî

θ(i+ 1) = θ(i+ 1;R) = τ(i) ∨ (τ(i+ 1) ∧ T (R)) ,

äå ∥Z(t)∥ ¹ íîðìîþ Z(t) íà R × N × R × D2
p â ðåçóëüòàòi òîïîëîãi¨. Ïîòiì çà

óçàãàëüíåíîþ ôîðìóëîþ Äèíêiíà [1], îòðèìà¹ìî

E
[
e−aθ(i+1)Φ (Z(θ(i+ 1)−))

]
=

E

e−aτ(i)Φ (Z (τ(i))) +

θ(i+1)−∫
τ(i)

e−atLC(t)Φ (Z(t)) dt

 ≤

E
[
e−aτ(i)Φ (Z (τ(i)))

]
− E

 θ(i+1)−∫
τ(i)

e−δt
Cγ(t)

γ
dt

 ,
îñêiëüêè L̃Φ ≤ 0.

Åêâiâàëåíòíî ìà¹ìî

E
[
e−aτ(i)Φ (Z (τ(i)))

]
− E

[
e−aθ(i+1)Φ (Z(θ(i+ 1)−))

]
≥

≥ E

 θ(i+1)−∫
τ(i)

e−δt
Cγ(t)

γ
dt

 .
Íåõàé R → ∞, âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó Ôàòó i ïiäñóìîâóþ÷è âiä i = 0 äî i = k

îòðèìà¹ìî

Φ (x, ξ, ψ(0), ψ) +
k∑
i=1

E
[
e−aτ(i) (Φ (Z(τ(i)))− Φ (Z(τ(i−))))

]
−

−E
[
e−aτ(k+1)Φ (Z(τ(k + 1)−))

]
≥ E

 θ(k+1)−∫
0

e−δt
Cγ(t)

γ
dt

 .
Òåïåð

Φ (Z(τ(i))) ≤ MkΦ (Z(τ(i)−)) äëÿ i = 1, 2, . . . , òîìó

Φ (x, ξ, ψ(0), ψ) +
k∑
i=1

E
[
e−aτ(i) (MkΦ (Z(τ(i)−))− Φ (Z(τ(i)−)))

]
≥

≥ E

 θ(k+1)−∫
0

e−δt
Cγ(t)

γ
dt+ e−aτ(k+1)Φ (Z(τ(k + 1)−))

 .
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Çðîçóìiäî, ùî
MkΦ (Z(τ(i)−))− Φ (Z(τ(i)−)) ≤ 0.

Îòæå,

Φ (x, ξ, ψ(0), ψ) ≥ E

 θ(k+1)−∫
0

e−δt
Cγ(t)

γ
dt+ e−aτ(k+1)Φ (Z(τ(k + 1)−))

 .
Ñïðÿìîâóþ÷è k → ∞, îòðèìà¹ìî

Φ (x, ξ, ψ(0), ψ) ≥ E

 ∞∫
0

e−δt
Cγ(t)

γ
dt

 , (22)

ïðè÷îìó, Φ � ëîêàëüíî-îáìåæåíà íåâiä'¹ìíà ôóíêöiÿ. Îòæå

Φ (x, ξ, ψ(0), ψ) ≥ Jk (x, ξ, ψ(0), ψ; π) , ∀π ∈ Uk (x, ξ, ψ(0), ψ) . (23)

Òîìó Φ (x, ξ, ψ(0), ψ) ≥ Vk (x, ξ, ψ(0), ψ).
(á) Âèçíà÷èìî π∗ = (C∗,T∗), äå T∗ = {(τ ∗(i), ξ∗(i)) , i = 1, 2, . . .} âiäïîâiäíî

(19) i (20). Ïîòiì ïîâòîðiòü àðãóìåíò ó ÷àñòèíi (à) äëÿ π = π∗. Î÷åâèäíî, ùî
íåðiâíîñòi (22)�(23) ñòàþòü ðiâíîñòÿìè. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìà¹ìî, ùî

Φ (x, ξ, ψ(0), ψ) ≥ E

 τ∗(k+1)∫
0

e−δt
Cγ(t)

γ
dt+ e−aτ

∗(k+1)Φ (Z(τ ∗(k + 1)−))

 , (24)

∀k = 1, 2, . . . .

Ñïðÿìîâóþ÷è k → ∞ â (24), äëÿ (21) îòðèìà¹ìî

Φ (x, ξ, ψ(0), ψ) = Jk (x, ξ, ψ(0), ψ; π) .

Îá'¹äíóþ÷è öå ç (23), îòðèìà¹ìî

Φ (x, ξ, ψ(0), ψ) ≥ sup
π∈Uk(x,ξ,ψ(0),ψ)

Jk (x, ξ, ψ(0), ψ; π) ≥ Jk (x, ξ, ψ(0), ψ; π
∗) =

= Φ (x, ξ, ψ(0), ψ) .

Îòæå, Φ (x, ξ, ψ(0), ψ) = Vk (x, ξ, ψ(0), ψ) i π∗ ¹ îïòèìàëüíèì. Öå äîâîäèòü
òâåðäæåííÿ òåîðåìè.2
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