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ÏÐÎ ÊÎÌÁIÍÀÒÎÐÍI ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÍÀÏIÂÃÐÓÏ
×ÅÒÂÅÐÒÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÓ

In this paper we study combinatorial semigroups of order 4 (up to isomorphism and duality, their
number is 126).

Ó öié ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ êîìáiíàòîðíi âëàñòèâîñòi íàïiâãðóï ïîðÿäêó 4 (ç òî÷íiñòþ äî içî-
ìîðôiçìó òà äóàëüíîñòi, ¨õ ÷èñëî äîðiâíþ¹ 126).

Ãðóïàì ìàëèõ ïîðÿäêiâ ïðèñâÿ÷åíî áàãàòî ðîáiò i âîíè äîñèòü äîáðå âèâ÷åíi
(äèâ., íàïð., [1]). Íàïiâãðóïè ìàëèõ ïîðÿäêiâ âèâ÷åíi íå â òàêié ìiði i öå ïî-
â'ÿçàíî ç òèì, ùî ÷èñëî íàïiâãðóï êîíêðåòíîãî ïîðÿäêó íàáàãàòî áiëüøå, íiæ
ãðóï (íàïðèêëàä, ÷èñëî íàïiâãðóïï ïîðÿäêiâ 5, 6, 7 äîðiâíþ¹ âiäïîâiäíî 1160,
15973, 836021). Áiëüøiñòü çàäà÷ ïðî ïîâíèé îïèñ íàïiâãðóï ôiêñîâàíîãî ïîðÿäêó
îòðèìàíî ç âèêîðèñòàííÿì êîìï'þòåðíèõ ïðîãðàì. Çàóâàæèìî, ùî ïiä îïèñîì
òðàäèöiéíî ìà¹òüñÿ íà óâàçi îïèñ ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó òà äóàëüíîñòi. Íà-
ïiâãðóïè, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ ç òàêîþ òî÷íiñòþ, íàçèâàþòüñÿ ðiçíèìè.

Íàïiâãðóïè ïîðÿäêó n < 4 âèâ÷åíi äîñèòü äåòàëüíî. Âèïàäêè n = 1, 2 òðè-
âiàëüíi (÷èñëî ðiçíèõ íàïiâãðóï âiäïîâiäíî 1 i 4). Íàïiâãðóïè ïîðÿäêó n = 3
îïèñàâ Ò. Òàìóðà, ó âèãëÿäi òàáëèöü Êåëi, ùå â 1953 ð. (äèâ. ðîáîòó [2]). Âîíè
âèâ÷àëèñÿ, çîêðåìà, â [3] � [5].

Íàïiâãðóïè ïîðÿäêó 4 îïèñàâ Ò. Òàìóðà â 1954 ð. (äèâ. [6]), à â 1955 ð.
� Ã. Å. Ôîðñàéò (äèâ. [7]); äðóãà ðîáîòà âèêîíàíà çà äîïîìîãîþ êîìï'þòåðíî¨
ïðîãðàìè. Âêàæåìî òàáëèöi Êåëi âñiõ òàêèõ (ïîïàðíî ðiçíèõ) íàïiâãðóï, ÷èñëî
ÿêèõ äîðiâíþ¹ 126; åëåìåíòè êîæíî¨ íàïiâãðóïè ïîçíà÷åíi ÷èñëàìè 0, 1, 2, 3.
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Ìåòîþ öi¹¨ ñòàòòi ¹ îïèñ äëÿ âñiõ íàïiâãðóï 4-ãî ïîðÿäêó îñíîâíèõ ÷èñëîâèõ
õàðàêòåðèñòèê. Ìè ðîçãëÿäà¹ìî íàñòóïíi âëàñòèâîñòi íàïiâãðóï.

C: êîìóòàòèâíiñòü;
NC: íåêîìóòàòèâíiñòü;
P (1): iñíóâàííÿ îäèíè÷íîãî åëåìåíòà;
P (0): iñíóâàííÿ íóëüîâîãî åëåìåíòà;
P+(1): iñíóâàííÿ ïðè¹äíàíîãî îäèíè÷íîãî åëåìåíòà;
P+(0): iñíóâàííÿ ïðè¹äíàíîãî íóëüîâîãî åëåìåíòà;
nid: ÷èñëî iäåìïîòåíòiâ;
ngen: íàéìåíøå ÷èñëî òâiðíèõ;
ns(m): ÷èñëî íàïiâãðóï ïîðÿäêó m.
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Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò öi¹¨ ñòàòòi, ÿêèé îïèñó¹ âêàçàíi âëàñòè-
âîñòi äëÿ âñiõ íàïiâãðóï 4-ãî ïîðÿäêó.

Òåîðåìà. Íàïiâãðóïè 1�126 ìàþòü íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

� C NC P(1) P(0) P+(1) P+(0) nid ngen ns(1) ns(2) ns(3)
1 + - - + - - 1 3 1 3 3
2 + - - + - - 1 2 1 2 2
3 + - - + - - 2 3 2 3 3
4 - + - + - - 1 2 1 3 2
5 - + - + - - 1 2 1 2 2
6 - + - + - - 2 3 2 3 3
7 - + - + - - 2 2 2 3 2
8 - + - + - - 2 3 2 3 3
9 - + - - - - 2 3 2 3 3
10 + - - + - - 1 2 1 3 2
11 + - - + - - 1 2 1 2 2
12 + - - + - - 1 1 1 2 1
13 + - - + - - 2 3 2 3 3
14 - + - + - - 2 3 2 3 3
15 - + - + - - 2 3 2 3 3
16 + - - + - - 1 2 1 1 2
17 + - - + - - 2 2 2 2 2
18 - + - + - - 1 2 1 1 2
19 - + - - - - 2 2 2 2 2
20 + - - + - - 1 2 1 1 2
21 + - - + - - 3 3 3 3 3
22 - + - + - - 3 3 3 3 3
23 - + - - - - 3 3 3 3 3
24 + - - + - - 2 2 2 3 2
25 + - - + - - 3 3 3 4 3
26 - + - + - - 3 3 3 4 3
27 - + - + - - 3 3 3 4 3
28 + - - + - - 2 2 2 3 2
29 - + - - - - 3 3 3 4 3
30 - + - - - - 3 3 3 3 3
31 - + - + - - 2 2 2 3 2
32 - + - + - - 3 3 3 4 3
33 - + - + - - 3 3 3 4 3
34 - + - + - - 3 3 3 4 3
35 - + - + - - 2 2 2 3 2
36 - + - - - - 3 3 3 4 3
37 - + - - - - 2 2 2 3 2
38 - + - - - - 3 2 3 3 2
39 - + - - - - 3 3 3 4 3
40 + - - + - - 2 2 2 3 2
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� C NC P(1) P(0) P+(1) P+(0) nid ngen ns(1) ns(2) ns(3)
41 - + - + - - 2 2 2 3 2
42 + - + + + - 2 3 2 3 3
43 + - + + + - 2 2 2 2 2
44 + - - + - - 3 3 3 3 3
45 + - + + + - 3 3 3 4 3
46 - + - + - - 3 3 3 3 3
47 - + - + - - 3 2 3 3 2
48 - + + + + - 3 3 3 4 3
49 - + - - - - 3 3 3 3 3
50 - + - - - - 3 3 3 4 3
51 - + - - - - 3 3 3 3 3
52 - + + - + - 3 3 3 4 3
53 - + - - - - 3 2 3 3 2
54 - + - - - - 3 2 3 4 2
55 + - - + - - 2 2 2 3 2
56 + - + + + - 3 3 3 4 3
57 - + - + - - 3 3 3 4 3
58 + - + + - - 2 2 2 3 2
59 + - - + - - 4 3 4 3 3
60 - + - - - - 4 3 4 3 3
61 + - - + - - 3 3 3 3 2
62 + - - + - - 4 3 4 4 3
63 - + - + - - 4 3 4 4 3
64 + - - + - - 3 2 3 3 2
65 - + - - - - 4 3 4 4 3
66 - + - - - - 4 2 4 3 2
67 - + - - - - 4 3 4 4 3
68 + - + + + - 4 3 4 5 3
69 - + - - - - 3 2 3 3 2
70 - + - - - - 4 3 4 4 3
71 - + + - + - 4 3 4 5 3
72 - + - - - - 4 3 4 4 3
73 - + - - - - 4 3 4 4 2
74 - + - - - - 4 3 4 4 3
75 - + - - - - 3 3 3 3 2
76 - + - - - - 4 3 4 5 3
77 + - - + - + 2 3 2 3 3
78 + - - + - + 2 2 2 2 2
79 + - - + - + 3 3 3 4 3
80 - + - + - + 3 3 3 4 3
81 - + - + - + 3 3 3 4 3
82 + - + + + + 3 3 3 4 3
83 + - - + - + 4 3 4 5 3
84 - + - + - + 4 3 4 5 3
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� C NC P(1) P(0) P+(1) P+(0) nid ngen ns(1) ns(2) ns(3)
85 + - - + - + 3 3 3 4 3
86 + - + + + + 4 4 4 6 4
87 - + - + - + 4 4 4 6 4
88 + - + + - + 3 3 3 4 3
89 - + + + + + 4 4 4 6 4
90 - + - + - + 4 4 4 6 4
91 + - - + - + 2 3 2 3 3
92 - + - - - - 3 3 3 4 3
93 + - + + + + 3 3 3 4 3
94 - + + - + - 4 4 4 6 4
95 - + - - - - 4 4 4 6 4
96 + - - + - + 2 2 2 2 2
97 - + - - - - 4 4 4 6 4
98 - + + - - - 3 3 3 4 3
99 + - + + - + 2 2 2 1 1
100 - + + - - - 3 2 3 4 1
101 - + + - + - 4 4 4 6 4
102 - + - - - - 4 4 4 6 4
103 + - - - - - 1 3 1 3 3
104 + - - - - - 1 2 1 2 2
105 + - - - - - 2 3 2 3 3
106 - + - - - - 2 3 2 3 3
107 + - + - + - 2 3 2 3 3
108 + - - - - - 3 3 3 3 3
109 + - - - - - 2 2 2 3 2
110 + - + - + - 3 3 3 4 3
111 - + - - - - 3 3 3 4 3
112 + - + - - - 2 2 2 3 2
113 + - - - - - 1 2 1 2 2
114 + - - - - - 1 1 1 2 1
115 + - - - - - 2 2 2 2 2
116 - + - - - - 2 2 2 2 2
117 + - + - + - 2 2 2 2 2
118 + - + - - - 2 2 2 3 1
119 - + - - - - 4 2 4 4 0
120 - + - - - - 2 2 2 3 0
121 + - - - - - 1 2 1 1 1
122 + - + - + - 2 2 2 1 1
123 + - - - - - 1 2 1 1 2
124 + - - - - - 1 1 1 0 1
125 + - + - - - 1 2 1 3 0
126 + - + - - - 1 1 1 1 0

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðîâîäèòüñÿ êîìáiíàòîðíèì ìåòîäîì: äëÿ êîæíî¨ íà-
ïiâãðóïè îïèñóþòüñÿ âñi ¨¨ ïiäíàïiâãðóïè, ïîðîäæåíi îäíèì, äâîìà òà òðüîìà
åëåìåíòàìè, ç ïîñëiäóþ÷èì àíàëiçîì îòðèìàíèõ äàíèõ.
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