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ÏÐÎ ËÎÊÀËÜÍÎ ÍIËÜÏÎÒÅÍÒÍI ÀËÃÅÁÐÈ ËI
ÄÈÔÅÐÅÍÖIÞÂÀÍÜ ÊÎÌÓÒÀÒÈÂÍÈÕ ÊIËÅÖÜ

Let K be an arbitrary field of chracteristic zero and A an integral domain over K. Let R = Frac(A)
be the fraction field of A. The Lie algebra DerKA of all K-derivations on A is embedded into the Lie
algebra (over K) RDerKA of derivations on R, which simultaneously forms a vector space over R.
Thus one can define the rank of each subalgebra L ⊆ RDerKA over R, namely rankRL = dimR RL.
We study locally nilpotent Lie subalgebras of RDerKA of finite rank over R. It is proved that every
locally nilpotent subalgebra L of finite rank over R of the Lie algebra RDerKA has the nonzero
center. Locally nilpotent Lie algebras L of rank 1 and 2 are characterized. It is proved that such
Lie algebras L are isomorphic to subalgebras of the Lie algebra u2(F ) of triangular derivations on
the polynomial ring F [x, y], where F is the field of constants of L.

Íåõàé K � äîâiëüíå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü, A � îáëàñòü öiëiñíîñòi íàä K i R = Frac(A)
� ïîëå ÷àñòîê àëãåáðè A. Àëãåáðà Ëi DerKA âñiõ K-äèôåðåíöiþâàíü àëãåáðè A âêëàäà¹òüñÿ
â àëãåáðó Ëi (íàä K) RDerKA äèôåðåíöiþâàíü ïîëÿ R, ÿêà òàêîæ óòâîðþ¹ âåêòîðíèé ïðî-
ñòið íàä R. Òîìó äëÿ êîæíî¨ ïiäàëãåáðè L ⊆ RDerKA ìîæíà âèçíà÷èòè ðàíã íàä R, à ñàìå
rankRL = dimR RL. Ìè âèâ÷à¹ìî ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíi ïiäàëãåáðè ç RDerKA ñêií÷åííîãî
ðàíãó íàä R. Äîâåäåíî, ùî êîæíà ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíà ïiäàëãåáðà L ñêií÷åííîãî ðàíãó íàä
R ç àëãåáðè Ëi RDerKA ìà¹ íåíóëüîâèé öåíòð. Îïèñàíî ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíi àëãåáðè Ëi
äèôåðåíöiþâàíü L ðàíãó 1 òà 2 íàä R. Äîâåäåíî, ùî âîíè içîìîðôíi ïiäàëãåáðàì àëãåáðè Ëi
u2(F) òðèêóòíèõ äèôåðåíöiþâàíü êiëüöÿ ìíîãî÷ëåíiâ F [x, y], äå F � ïîëå êîíñòàíò àëãåáðè
Ëi L.

1. Âñòóï. Íåõàé K � äîâiëüíå ïîëå i A àñîöiàòèâíî-êîìóòàòèâíà àëãåáðà íàä
K, ÿêà ¹ îáëàñòþ öiëiñíîñòi. Íåõàé R = Frac(A) � ïîëå ÷àñòîê àëãåáðè A. K-
äèôåðåíöiþâàííÿì àëãåáðè A íàçèâà¹òüñÿ K-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ D : A → A,
ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ ïðàâèëî D(ab) = D(a)b + aD(b) äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ A. Ìíî-
æèíà óñiõ K-äèôåðåíöiþâàíü DerKA óòâîðþ¹ àëãåáðó Ëi íàä ïîëåì K âiäíîñíî
îïåðàöi¨ êîìóòóâàííÿ [D1, D2] = D1D2 − D2D1 äëÿ D1, D2 ∈ DerKA. Ñòðóêòó-
ðà àëãåáðè Ëi DerKA òà ¨¨ ïiäàëãåáð ïðåäñòàâëÿ¹ çíà÷íèé iíòåðåñ, îñêiëüêè ç
ãåîìåòðè÷íî¨ òî÷êè çîðó äèôåðåíöiþâàííÿ êiëüöÿ ìíîãî÷ëåíiâ K[x1, x2, . . . , xn]
ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âåêòîðíi ïîëÿ íà Kn ç ïîëiíîìiàëüíèìè êîåôiöi¹íòà-
ìè. Àëãåáðè Ëi äèôåðåíöiþâàíü âèâ÷àëèñÿ áàãàòüìà àâòîðàìè (äèâ., íàïðè-
êëàä, [1], [2], [4], [5]).

Êîæíå äèôåðåíöiþâàííÿ D àëãåáðè A ìîæíà îäíîçíà÷íî ïðîäîâæèòè äî
äèôåðåíöiþâàííÿ ïîëÿ ÷àñòîê R íàñòóïíèì ÷èíîì: D(a/b) = (D(a)b−aD(b))/b2

äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ A. Âèçíà÷èìî òåïåð K-äèôåðåíöiþâàííÿ rD ïîëÿ R çà
ïðàâèëîì: (rD)(x) = r ·D(x) äëÿ r, x ∈ R òà D ∈ DerK(A). K-ëiíiéíà îáîëîíêà
óñiõ òàêèõ äèôåðåíöiþâàíü óòâîðþ¹ àëãåáðó Ëi RDerKA (ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ¨¨
÷åðåç W (A)) íàä ïîëåì K, ÿêà îäíî÷àñíî ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì íàä R. ßêùî
L � ïiäàëãåáðà àëãåáðè Ëi W (A), òî ìîæíà âèçíà÷èòè ¨¨ ðàíã rankRL íàä R
ÿê ðîçìiðíiñòü âåêòîðíîãî ïðîñòîðó RL = {rD | r ∈ R,D ∈ L} íàä ïîëåì R.
Ïiäïîëå â R, ÿêå ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ r ∈ R òàêèõ, ùî D(r) = 0 äëÿ äîâiëüíîãî
D ∈ L, íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì êîíñòàíò äëÿ L i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç F = F (L).
Âåêòîðíèé ïðîñòið FL = {fD | f ∈ F,D ∈ L} íàä ïîëåì êîíñòàíò F = F (L)
óòâîðþ¹ àëãåáðó Ëi íàä F , òîäi ÿê RL � àëãåáðà Ëi íàä K, àëå â çàãàëüíîìó
âèïàäêó íå íàä R.
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Â ðîáîòi [3] âèâ÷àëèñÿ íiëüïîòåíòíi òà ðîçâ'ÿçíi ïiäàëãåáðè ñêií÷åííîãî ðàí-
ãó íàä R.iç àëãåáðè Ëi W (A) Â äàíié ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíi
àëãåáðè Ëi ñêií÷åííîãî ðàíãó íàä R içW (A). Íàãàäà¹ìî, ùî àëãåáðà Ëi íàçèâà-
¹òüñÿ ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíîþ, ÿêùî êîæíà ¨¨ ñêií÷åííî ïîðîäæåíà ïiäàëãåáðà
¹ íiëüïîòåíòíîþ. Äîâåäåíî, ùî êîæíà ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíà ïiäàëãåáðà L ç
W (A) ñêií÷åííîãî ðàíãó íàä R ìà¹ íåíóëüîâèé öåíòð (Òåîðåìà 1). Îïèñàíî áó-
äîâó ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíèõ àëãåáð Ëi äèôåðåíöiþâàíü ðàíãiâ 1 òà 2 íàä R
(Òåîðåìà 2). ßê íàñëiäîê, ïîêàçàíî, ùî òàêi àëãåáðè Ëi içîìîðôíi ïiäàëãåáðàì
àëãåáðè Ëi u2(F ) âñiõ òðèêóòíèõ äèôåðåíöiþâàíü êiëüöÿ ìíîãî÷ëåíiâ F [x, y],
äå F = F (L) � ïîëå êîíñòàíò àëãåáðè Ëi L.

Ïîçíà÷åííÿ â ðîáîòi ñòàíäàðòíi. Îñíîâíå ïîëå K äîâiëüíå, õàðàêòåðèñòè-
êè íóëü. Ïîëå ÷àñòîê îáëàñòi öiëiñíîñòi A ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç R, àëãåáðó Ëi
RDerKA � ÷åðåç W (A). Àëãåáðà Ëi u2(K) òðèêóòíèõ äèôåðåíöiþâàíü ìíîãî÷ëå-
íiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ äèôåðåíöiþâàíü êiëüöÿ K[x, y] âèãëÿäó D = α ∂

∂x
+f(x) ∂

∂y
,

äå α ∈ K òà f(x) ∈ K[x]. Àëãåáðà Ëi u2(K) ¹ ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíîþ, àëå íå
íiëüïîòåíòíîþ àëãåáðîþ (äèâ., íàïðèêëàä, [1]).×åðåç RL òà FL ïîçíà÷àòèìå-
ìî àëãåáðè Ëi âèçíà÷åíi âèùå. Ïîõiäíó äîâæèíó àëãåáðè Ëi L ïîçíà÷àòèìåìî
÷åðåç s(L), à ïîõiäíó àëãåáðó [L,L] � ÷åðåç L′.

2. Áóäîâà ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíèõ ïiäàëãåáð ç W (A) ñêií÷åííîãî
ðàíãó íàä R. Ìè áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ òâåðäæåííÿìè ç [3], ÿêi çiáðàíi â
ëåìàõ 1�4.

Ëåìà 1. [3, Lemma 1] Íåõàé D1, D2 ∈ W (A) i a, b ∈ R. Òîäi

[aD1, bD2] = ab[D1, D2] + aD1(b)D2 − bD2(a)D1.

Ëåìà 2. Íåõàé L � ïiäàëãåáðà ç àëãåáðè Ëi W (A) i F � ïîëå êîíñòàíò äëÿ
L. Òîäi

(1) [3, Lemma 2] FL i RL ¹ K-ïiäàëãåáðàìè iç W (A). Áiëüøå òîãî, FL ¹
àëãåáðîþ Ëi íàä ïîëåì F , i ÿêùî L àáåëåâà, íiëüïîòåíòíà àáî ðîçâ'ÿçíà,
òî FL ìà¹ òàêó æ ñàìó âëàñòèâiñòü âiäïîâiäíî.

(2) [3, Corollary 1, Theorem 1] ßêùî L íiëüïîòåíòíà i ìà¹ ðàíã k íàä R, òî
ïîõiäíà äîâæèíà L íå ïåðåâèùó¹ k i àëãåáðà Ëi FL ñêií÷åííîâèìiðíà íàä
F .

(3) [3, Lemma 4] ßêùî I � iäåàë â L, òî âåêòîðíèé ïðîñòið RI∩L íàä ïîëåì
K áóäå òàêîæ iäåàëîì â L.

Ëåìà 3. [3, Proposition 1] Íåõàé L � íiëüïîòåíòíà ïiäàëãåáðà iç àëãåáðè
Ëi W (A) i F � ïîëå êîíñòàíò äëÿ L. Òîäi

(1) ÿêùî L ìà¹ ðàíã 1 íàä R, òî L àáåëåâà i dimF FL = 1;

(2) ÿêùî L ìà¹ ðàíã 2 íàä R, òî iñíóþòü òàêi D1, D2 ∈ FL i a ∈ R, ùî
FL = F ⟨D1, aD1, . . . , a

k/k!D1, D2⟩, ïðè öüîìó [D1, D2] = 0, äå D1(a) = 0,
D2(a) = 1.

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2016, âèï. �2 (29)



ÏÐÎ ËÎÊÀËÜÍÎ ÍIËÜÏÎÒÅÍÒÍI ÀËÃÅÁÐÈ ËI ÄÈÔÅÐÅÍÖIÞÂÀÍÜ. . . 99

Ëåìà 4. [3, Lemma 5] Íåõàé L � íiëüïîòåíòíà ïiäàëãåáðà ðàíãó n > 0 íàä
R iç àëãåáðè Ëi W (A). Òîäi L ìiñòèòü ðÿä iäåàëiâ

0 = I0 ⊂ I1 ⊂ · · · ⊂ In = L

òàêèé, ùî rankRIk = k i [Ik, Ik] ⊂ Ik−1, k = 0, 1, . . . , n.

Ëåìà 5. Íåõàé L � ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíà ïiäàëãåáðà ñêií÷åííîãî ðàíãó
íàä R iç àëãåáðè Ëi W (A) i F � ïîëå êîíñòàíò äëÿ L. Òîäi àëãåáðà Ëi FL íàä
ïîëåì F òàêîæ ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíà.

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî äîâiëüíó ñêií÷åííó ìíîæèíó åëåìåíòiâ T1, . . . , Tn ∈
FL i ïîçíà÷èìî ÷åðåçM ïiäàëãåáðó iç FL, ïîðîäæåíó öèìè åëåìåíòàìè. Êîæåí
åëåìåíò Ti çà îçíà÷åííÿì àëãåáðè Ëi FL ìîæå áóòè çàïèñàíèé ó âèãëÿäi

Ti =

ki∑
j=1

fijDij, fij ∈ F,Dij ∈ L.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåçN ïiäàëãåáðó àëãåáðè Ëi L, ÿêà ïîðîäæåíà åëåìåíòàìèDij, i =
1, . . . , n, j = 1, . . . , ki. Òîäi N � íiëüïîòåíòíà ïiäàëãåáðà iç L i, îñêiëüêè fijDij ∈
FN, òî M ⊆ FN. Ç îãëÿäó íà Ëåìó 2 àëãåáðà Ëi FN íiëüïîòåíòíà i òîìó ¨¨
ïiäàëãåáðàM òàêîæ íiëüïîòåíòíà. Öå îçíà÷à¹, ùî FL � ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíà
àëãåáðà Ëi.

Ëåìà 6. Íåõàé L � ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíà ïiäàëãåáðà ðàíãó n íàä R iç
àëãåáðè ËiW (A). Òîäi L � ðîçâ'ÿçíà àëãåáðà Ëi ñòóïåíÿ ðîçâ'ÿçíîñòi íå áiëüøå
íiæ n.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {g1, d2, . . . , gk} � ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà ç L. Îñêiëüêè L
� ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíà, òî öÿ ïiäìíîæèíà ïîðîäæó¹ íiëüïîòåíòíó ïiäàëãåáðó
iç L, ÿêó ìè ïîçíà÷èìî ÷åðåç M. ßñíî, ùî

rankRM ≤ rankRL = n.

Òîäi çà Ëåìîþ 2 M ðîçâ'ÿçíà i s(M) ≤ n. Öå îçíà÷à¹, ùî âñi ñêií÷åííî ïîðî-
äæåíi ïiäàëãåáðè â L ¹ ðîçâ'ÿçíèìè ñòóïåíÿ ðîçâ'ÿçíîñòi íå áiëüøå n. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî àëãåáðà Ëi L ðîçâ'ÿçíà i s(L) ≤ n.

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì K (íå îáîâ'ÿçêîâî ñêií÷åííîâèìið-
íèé) i T � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà V . Îïåðàòîð T íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî íiëüïî-
òåíòíèì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî v ∈ V iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî n = n(v) òàêå, ùî
T n(v) = 0. Î÷åâèäíî, ùî êîæåí íiëüïîòåíòíèé îïåðàòîð ¹ ëîêàëüíî íiëüïîòåí-
òíèì, çâîðîòí¹ òâåðäæåííÿ â çàãàëüíîìó âèïàäêó íå âèêîíó¹òüñÿ.

Íàñòóïíà ëåìà ¹ óçàãàëüíåííÿì (íà íåñêií÷åííîâèìiðíi âåêòîðíi ïðîñòîðè)
ñòàíäàðòíîãî ôàêòó ïðî êîìóòóþ÷i íiëüïîòåíòíi îïåðàòîðè.

Ëåìà 7. Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì K (íå îáîâ'ÿçêîâî ñêií-
÷åííîâèìiðíèé) i T1, T2, . . . , Tk � ïîïàðíî êîìóòóþ÷i ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíi
îïåðàòîðè íà V . Òîäi iñíó¹ òàêèé íåíóëüîâèé åëåìåíò v0 ∈ V , ùî

T1(v0) = T2(v0) = · · · = Tk(v0) = 0.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé v ∈ V � äîâiëüíèé íåíóëüîâèé âåêòîð. Ðîçãëÿíåìî ïiä-
ïðîñòið W â V , ïîðîäæåíèé âñiìà åëåìåíòàìè âèãëÿäó T s11 T

s2
2 . . . T skk (v), äå

s1, s2, . . . , sk ≥ 0. Îñêiëüêè T1, T2, . . . , Tk ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíi i ïîïàðíî
êîìóòóþòü, òî W áóäå ñêií÷åííîâèìiðíèì ïiäïðîñòîðîì â V . Êðiì òîãî, W ií-
âàðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàòîðiâ T1, T2, . . . , Tk. Òîäi çâóæåííÿ T1, T2, . . . , Tk íà
ñêií÷åííîâèìiðíèé ïiäïðîñòið W ìàþòü, ÿê âiäîìî, ñïiëüíèé âëàñíèé âåêòîð
v0 ∈ W , òàêèé, ùî

T1(v0) = · · · = Tk(v0) = 0.

Ëåìà 8. Íåõàé L � ïiäàëãåáðà ðàíãó n íàä R iç àëãåáðè Ëi W (A), L′ = [L,L]
� ¨¨ ïîõiäíà ïiäàëãåáðà ðàíãó k íàä R. ÒîäiM = RL′∩L � iäåàë àëãåáðè L òàêèé,
ùî rankRM = rankRL

′ i FL/FM � àáåëåâà àëãåáðà Ëi ðîçìiðíîñòi n − k íàä
ïîëåì êîíñòàíò F àëãåáðè L..

Äîâåäåííÿ. Çà Ëåìîþ 2 M = RL′ ∩ L � iäåàë àëãåáðè L, îñêiëüêè L′ ¹
iäåàëîì â L i, ÿê ëåãêî áà÷èòè, rankRM = rankRL

′. Îñêiëüêè L′ ⊆ M , òî L/M
� àáåëåâà àëãåáðà Ëi. Òîäi FL/FM òàêîæ àáåëåâà àëãåáðà Ëi. Ïîêàæåìî, ùî
dimF FL/FM = n− k.

Âèáåðåìî ÿêèé-íåáóäü áàçèñ D1, D2, . . . , Dk iäåàëó M íàä ïîëåì R i äîïîâ-
íèìî éîãî åëåìåíòàìè Dk+1, . . . , Dn äî áàçèñó àëãåáðè Ëi L íàä R. Âiçüìåìî
äîâiëüíèé D ∈ L. Éîãî ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

D = r1D1 + r2D2 + · · ·+ rnDn

äëÿ äåÿêèõ r1, . . . , rn ∈ R. Äëÿ äîâiëüíîãî áàçèñíîãî åëåìåíòà Dj ∈ L (j =
1, 2, . . . , n), âèêîðèñòîâóþ÷è Ëåìó 1, ìà¹ìî

[Dj, D] =
n∑
i=1

ri[Dj, Di] +
n∑
i=1

Dj(ri)Di.

Îñêiëüêè [Dj, Di] ∈ L′ òà [Dj, D] ∈ L′, òî

n∑
i=1

Dj(ri)Di = [Dj, D]−
n∑
i=1

ri[Dj, Di] ∈M.

Òîäi
∑n

i=1Dj(ri)Di ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ åëåìåíòiâ D1, D2, . . . , Dk íàä R. Ç
öüîãî òà òîãî, ùî Dj áóâ îáðàíèé äîâiëüíî, âèïëèâà¹, ùî Dj(ri) = 0 äëÿ âñiõ
j = 1, 2, . . . , n i i = k + 1, . . . , n. Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî rk+1, . . . , rn ∈ F = F (L) i

rk+1Dk+1 + · · ·+ rnDn ∈ FL.

Îñêiëüêè r1D1 + r2D2 + · · ·+ rkDk ∈M , òî

D +M = rk+1Dk+1 + · · ·+ rnDn +M.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî dimF FL/FM = n− k.

Ëåìà 9. Íåõàé L � íåíóëüîâà ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíà ïiäàëãåáðà ðàíãó n
íàä R iç àëãåáðè Ëi W (A). Òîäi ïîõiäíà àëãåáðà L′ = [L,L] ìà¹ ðàíã íàä R íå
áiëüøèé íiæ n− 1.
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Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òàêà ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíà ïiäàëãåáðà
L àëãåáðè Ëi W (A), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ëåìè i rankRL = rankRL

′ = n. Âè-
áåðåìî äîâiëüíèé áàçèñ {D1, D2, . . . , Dn} àëãåáðè Ëi L′ íàä R. Î÷åâèäíî, ùî
{D1, D2, . . . , Dn} � áàçèñ àëãåáðè L íàä R. Êîæåí áàçèñíèé åëåìåíò Di ∈ L′

çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè ïåâíî¨ êiëüêîcòi êîìóòàòîðiâ åëåìåíòiâ ç L, à ñàìå

Di =

ki∑
j=1

[S
(i)
j , T

(i)
j ]

äëÿ äåÿêèõ
S
(i)
j , T

(i)
j ∈ L, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, . . . , ki.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M ïiäàëãåáðó â L, ïîðîäæåíó ìíîæèíîþ åëåìåíòiâ

{S(i)
j , T

(i)
j | j = 1, 2, . . . , ki, i = 1, 2, . . . , n}.

Îñêiëüêè L � ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíà àëãåáðà Ëi, òî M � íiëüïîòåíòíà ïiäàëãå-
áðà iç L, ïðè öüîìó D1, D2, . . . , Dn ∈M ′. Öå îçíà÷à¹, ùî rankRM

′ = rankRM =
n. Îñòàíí¹ ïðèçâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi, îñêiëüêè çà Ëåìîþ 4 [M,M ] ⊂ In−1,
äå In−1 � iäåàë â M ðàíãó n − 1 íàä R. Îòæå, íàøå ïðèïóùåííÿ õèáíå i
rankRL

′ ≤ n− 1.

Òåîðåìà 1. Íåõàé L � íåíóëüîâà ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíà ïiäàëãåáðà çW (A)
ñêií÷åííîãî ðàíãó íàä R. Òîäi öåíòð àëãåáðè L íåíóëüîâèé.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé rankRL = n. Îñêiëüêè L íåíóëüîâà, òî n ≥ 1. Ïðîâåäåìî
äîâåäåííÿ iíäóêöi¹þ çà ðàíãîì àëãåáðè Ëi L.

ßêùî n = 1, òî L � àáåëåâà i òîìó Z(L) ̸= 0. Íåõàé äîâåäåíî, ùî öåíòð Z(L)
íåíóëüîâèé äëÿ àëãåáð Ëi ðàíãó ≤ n íàä R. Äîâåäåìî, ùî Z(L) ̸= 0 äëÿ L ðàíãó
n íàä R.

Íåõàé rankRL
′ = k, äå L′ = [L,L] � ïîõiäíà àëãåáðà Ëi äëÿ L. Çà Ëåìîþ 9

k < n. Ïîçíà÷èìî M = RL′ ∩ L. Òîäi M � iäåàë àëãåáðè Ëi L ðàíãó k íàä R i
dimF FL/FM = n−k çà Ëåìîþ 8, äå F � ïîëå êîíñòàíò äëÿ L. Çà ïðèïóùåííÿì
iíäóêöi¨ öåíòð Z(M) ̸= 0. Î÷åâèäíî, ùî Z(M) ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì
K (ìîæëèâî íåñêií÷åííîâèìiðíèì). Âèáåðåìî åëåìåíòè D1, D2, . . . , Dn−k ∈ L
òàê, ùîá êëàñè ñóìiæíîñòi

{D1 + FM, D2 + FM, . . . , Dn−k + FM}

óòâîðþâàëè áàçèñ â ôàêòîð-ïðîñòîði FL/FM íàä ïîëåì F . Ëiíiéíi îïåðàòîðè

adD1, adD2, . . . , adDn−k

ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíi íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði Z(M) (íàä K). Îñêiëüêè

[adDi, adDj] = ad[Di, Dj] i [Di, Dj] ∈M,

òî ëiíiéíi îïåðàòîðè adDi i adDj êîìóòóþòü íà Z(M) äëÿ i, j = 1, 2, . . . , n − k.
Çà Ëåìîþ 7 iñíó¹ íåíóëüîâèé D0 ∈ Z(M) òàêèé, ùî

adDi(D0) = [Di, D0] = 0
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äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , n − k. Áiëüøå òîãî, ëåãêî áà÷èòè, ùî [FDi, D0] = 0 äëÿ
i = 1, 2, . . . , n− k. Îñêiëüêè D0 ∈ Z(M), òî [FM,D0] = 0. Àëå

FL = FD1 + FD2 + · · ·+ FDn−k + FM,

i òîìó [FL,D0] = 0, òîáòî D0 ∈ Z(FL). Öå îçíà÷à¹, ùî D0 ∈ Z(L).

3. Ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíi àëãåáðè Ëi äèôåðåíöiþâàíü ìàëîãî ðàíãó
íàä R.

Òåîðåìà 2. Íåõàé L � ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíà ïiäàëãåáðà iç àëãåáðè Ëi
W (A) i F � ïîëå êîíñòàíò àëãåáðè L. Òîäi

(1) ÿêùî rankRL = 1, òî L àáåëåâà i dimF FL = 1;

(2) ÿêùî rankRL = 2, òî FL àáî íiëüïîòåíòíà ñêií÷åííîâèìiðíà íàä ïîëåì
F , àáî íåñêií÷åííîâèìiðíà íàä F i iñíóþòü D1, D2 ∈ L, a ∈ R òàêi, ùî

FL = ⟨D2, D1, aD1, . . . ,
ak

k!
D1, . . . ⟩,

äå [D1, D2] = 0, D1(a) = 0 òà D2(a) = 1.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè àëãåáðà Ëi L ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíà (íàä K), òî FL
ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíà ÿê àëãåáðà Ëi íàä F çà Ëåìîþ 5.

(1) Íåõàé rankRL = 1. Òîäi L = RD äëÿ äåÿêîãî D ∈ L, D ̸= 0. Êîæíà
ñêií÷åííî ïîðîäæåíà ïiäàëãåáðà iç L íiëüïîòåíòíà i çà Ëåìîþ 3 àáåëåâà. Òîäi
àëãåáðà L àáåëåâà i dimF FL = 1 çà Ëåìîþ 3.

(2) Äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè FL íåñêií÷åííîâèìiðíà íàä F . Äié-
ñíî, ÿêùî FL ñêií÷åííîâèìiðíà íàä F , òî âîíà íiëüïîòåíòíà i îïèñàíà â Ëåìi 3.

Çà Òåîðåìîþ 1 öåíòð àëãåáðè Ëi L íåíóëüîâèé. Íåõàé D1 ∈ Z(L), D1 ̸= 0.
Ïîêëàäåìî I1 = RD1 ∩ L. Òîäi I1 � iäåàë àëãåáðè L çà Ëåìîþ 2 i rankRI1 = 1.
Ïîêàæåìî, ùî dimF FL/FI1 = 1. Äiéñíî, ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê i âèáåðåìî
D2, D2 ∈ L \ I1 òàêi, ùî D2 +FI1 i D2 +FI1 ëiíiéíî íåçàëåæíi íàä F â ôàêòîð-
àëãåáði FL/FI1. Ïiäàëãåáðà M, ïîðîäæåíà åëåìåíòàìè D1, D2, D2 â àëãåáði Ëi
L ìà¹ ðàíã 2 íàä ïîëåì R i dimKM ≥ 3. Ïîçíà÷èìî J1 = RD1 ∩M. Òîäi J1 �
iäåàë iç M ðàíãó 1 íàä ïîëåì R i dimF FM/FJ1 = 1 çà ëåìîþ 5 iç ðîáîòè [3].
Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èòü âèáîðó åëåìåíòiâ D2, D2 i îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü ïîêàçó¹,
ùî dimF FL/FI1 = 1.

Âiçüìåìî äîâiëüíó ñêií÷åííî ïîðîäæåíó (íàä K) íåàáåëåâó ïiäàëãåáðó L1 iç
L. Òîäi L1 íiëüïîòåíòíà i rankRL1 = 2, (rankL1 ̸= 1 áî L1 íåàáåëåâà çà Ëåìîþ 3).
Ïiäàëãåáðà FL1 iç FL ñêií÷åííîâèìiðíà íàä F çà Ëåìîþ 2.

Âèáåðåìî äîâiëüíèé åëåìåíòD2 ∈ L òàêèé, ùîD2 ̸∈ I1. Òîäi FL = FI1+FD2

çà çàóâàæåíèì âèùå. Ðîçãëÿíåìî ïiäàëãåáðó L1 = F ⟨L1, D1, D2⟩ â FL. ßñíî, ùî
L1 ñêií÷åííîâèìiðíà íàä F i çà Ëåìîþ 3

L1 = F ⟨D2, D1, aD1, . . . , a
s/s!D1⟩,

äëÿ äåÿêîãî öiëîãî ÷èñëà s > 0 i åëåìåíòà a ∈ R òàêîãî, ùî D1(a) = 0 i D2(a) =
1.
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Àíàëîãi÷íî ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó iíøó ñêií÷åííîâèìiðíó ïiäàëãåáðó L2 ç FL,
ÿêà ìiñòèòü åëåìåíòè D1, D2. Çà Ëåìîþ 3 iñíó¹ äåÿêèé åëåìåíò b ∈ R òàêèé,
ùî D1(b) = 0 i D2(b) = 1 i íàòóðàëüíå ÷èñëî t òàêå, ùî

L2 = F ⟨D2, D1, bD1, . . . , b
t/t!D1⟩.

Òîäi D1(a− b) = 0 i D2(a− b) = 0, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî a− b ∈ F . Òîìó b = a− γ
äëÿ γ ∈ F i

L2 = F ⟨D2, D1, aD1, . . . , a
t/t!D1⟩.

Öå îçíà÷à¹, ùî êîæíà íåàáåëåâà ñêií÷åííîâèìiðíà ïiäàëãåáðà iç FL, ÿêà ìiñòèòü
D1 i D2, ìà¹ âèãëÿä

F ⟨D2, D1, aD1, . . . , a
k/k!D1⟩

äëÿ äåÿêîãî öiëîãî k > 0. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

FL = F ⟨D2, D1, aD1, . . . , a
k/k!, . . . ⟩

i D1(a) = 0, D2(a) = 1.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé L � íåàáåëåâà ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíà ïiäàëãåáðà ðàíãó
2 íàä R iç àëãåáðè Ëi äèôåðåíöiþâàíü W (A), ÿêà ¹ íåñêií÷åííîâèìiðíîþ íàä
ñâî¨ì ïîëåì êîíñòàíò F . Òîäi àëãåáðà Ëi FL içîìîðôíà àëãåáði Ëi u2(F ) âñiõ
òðèêóòíèõ äèôåðåíöiþâàíü êiëüöÿ ìíîãî÷ëåíiâ F [x, y].

Äîâåäåííÿ. Ç ïîïåðåäíüî¨ ëåìè çðàçó ìà¹ìî, ùî

FL = ⟨D2, D1, aD1, . . . ,
ak

k!
D1, . . . ⟩,

äå [D1, D2] = 0, D1(a) = 0 i D2(a) = 1. Òîäi içîìîðôiçì φ : L → u2(K) àëãåáð Ëi
ìîæíà çàäàòè çà ïðàâèëîì: φ(D1) =

∂
∂x
, φ(D2) =

∂
∂y
, φ(a) = y.

Íàñëiäîê 2. ßêùî L � íåàáåëåâà ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíà ïiäàëãåáðà ç àëãå-
áðè Ëi äèôåðåíöiþâàíü W (A) ðàíãó 2 íàä R i F � ¨¨ ïîëå êîíñòàíò, òî àëãåáðà
Ëi FL ìiñòèòüñÿ â ¹äèíié ìàêñèìàëüíié ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíié ïiäàëãåáði
ðàíãó 2 iç W (A).
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