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ÊÎÍÔÎÐÌÍÀ IÍÂÀÐIÀÍÒÍIÑÒÜ ÍÅËIÍIÉÍÎÃÎ
ÄÂÎÂÈÌIÐÍÎÃÎ ÐIÂÍßÍÍß Ä'ÀËÀÌÁÅÐÀ

All possible representations of the Poincare algebras, the extended Poincare algebra and a con-
formal algebra, with respect to which second order quasilinear partial differential equations are
invariant, have been described. The obtained results of the classification are applied for studying
the invariance of the equation with respect to these algebras.

Îïèñàíî âñi ìîæëèâi çîáðàæåííÿ àëãåáð Ïóàíêàðå, ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ïóàíêàðå òà êîíôîð-
ìíî¨ àëãåáðè, âiäíîñíî ÿêèõ iíâàðiàíòíi êâàçiëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèíèìè
ïîõiäíèìè äðóãîãî ïîðÿäêó. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè êëàñèôiêàöi¨ çàñòîñîâàíî äëÿ äîñëiäæåííÿ
iíâàðiàíòíîñòi äàíîãî ðiâíÿííÿ âiäíîñíî öèõ àëãåáð.

1. Âñòóï. Îñêiëüêè îñíîâíi ôiçè÷íi çàêîíè, ðiâíÿííÿ ðóõó, ðiçíi ìàòåìàòè÷-
íi ìîäåëi âîëîäiþòü ÿâíîþ àáî íåÿâíîþ, ãåîìåòðè÷íîþ àáî íåãåîìåòðè÷íîþ,
ëîêàëüíîþ àáî íåëîêàëüíîþ ñèìåòðiÿìè, òî ó ñó÷àñíèõ äîñëiäæåííÿõ ó ìà-
òåìàòè÷íié ôiçèöi âàæëèâó ðîëü âiäiãðà¹ ïðèíöèï ñèìåòði¨ [7], [10], [11], [13].
Øèðîêèìè ñèìåòðiéíèìè âëàñòèâîñòÿìè âîëîäiþòü îñíîâíi ðiâíÿííÿ ìàòåìà-
òè÷íî¨ ôiçèêè � Íþòîíà, Ëàïëàñà, Ä'Àëàìáåðà, Øðåäiíãåðà, Ìàêñâåëà i ò. ä.
Ñàìå öåé ôàêò âèäiëÿ¹ ¨õ ñåðåä êëàñiâ iíøèõ ðiâíÿíü.

Öiêàâèì îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ âíàñëiäîê ñâîãî øèðîêîãî çàñòîñóâàííÿ ¹
êâàçiëiíiéíi õâèëüîâi ðiâíÿííÿ.

Ðîçãëÿíåìî êâàçiëiíiéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó

F µν
(
u, u

1

)
uµν +G

(
u, u

1

)
= 0, (1)

äå F µν
(
u, u

1

)
, G
(
u, u

1

)
� äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨, u = u(x) ∈ R1, x = (x0, x⃗) ∈

∈ R1+n, u
1
� ñóêóïíiñòü âñåìîæëèâèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ u,

uµν =
∂2u

∂xµ∂xν
, µ, ν = 0, n.

Íàéáiëüø âiäîìèìè ðiâíÿííÿìè êëàñó (1) ¹ ðiâíÿííÿ åéêîíàëó

uµu
µ = F (u), (2)

íåëiíiéíå õâèëüîâå ðiâíÿííÿ

�u+G
(
u, u

1

)
= 0, (3)

ðiâíÿííÿ Áîðíà�Iíôåëüäà

(1− uνu
ν)�u+ uµuνuµν = 0, (4)

ðiâíÿííÿ Ëióâiëëÿ
�u+ λeu = 0. (5)
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Ðiâíÿííÿ (2)�(5) âîëîäiþòü øèðîêèìè ñèìåòðiÿìè Ëi. Âîíè iíâàðiàíòíi âiä-
íîñíî àëãåáð Ïóàíêàðå, ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ïóàíêàðå, êîíôîðìíî¨ àëãåáðè [1],
[2], [13], [9], [16].

Ùå â 1980 ðîöi Iáðàãiìîâ ó ðîáîòi [5] âñòàíîâèâ, ùî íåëiíiéíå õâèëüîâå ðiâ-
íÿííÿ

�u = F (u), (6)

äå u = u(x), x = (x0, x⃗) ∈ R1+n, iíâàðiàíòíå âiäíîñíî êîíôîðìíî¨ àëãåáðè

AC(1, n) = ⟨∂µ, Jµν = xν∂µ− xµ∂ν , D = xµ∂µ+
1

1− n
u∂u, Kµ = 2xµD−x2∂µ⟩ (7)

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî ìà¹ âèãëÿä

�u = λu
n+3
n−1 , (8)

äå λ � äîâiëüíà ñòàëà. Â ðîáîòi [13] ïîêàçàíî, ùî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

�u = F
(
u, u

1

)
, (9)

iíâàðiàíòíå âiäíîñíî êîíôîðìíî¨ àëãåáðè (7) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî ëî-
êàëüíî åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííþ (8).

Çàçíà÷èìî, ùî ó ðîáîòi [18] ðîçãëÿíóòà çàäà÷à iíâàðiàíòíîñòi çàãàëüíîãî ðiâ-
íÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî àëãåáðè Ïóàíêàðå òà äåÿêèõ ¨¨ ðîçøèðåíü. Ó
ðîáîòàõ [3] [4], [8] äëÿ âèïàäêó n = 1 ìè îïèñàëè âñåìîæëèâi ç òî÷íiñòþ äî
ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ðiâíÿííÿ êëàñó (1), iíâàðiàíòíi âiäíîñíî àëãåáðè
Ïóàíêàðå AP (1, 1), ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ïóàíêàðå AP1(1, 1) òà êîíôîðìíî¨ àë-
ãåáðè AC(1, 1).

Ó äàíié ðîáîòi ìè ñòàâèìî àíàëîãi÷íó çàäà÷ó äëÿ âèïàäêó n = 2.
Àëãåáðîþ Ïóàíêàðå íàçèâà¹òüñÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [13]) àëãåáðà, ÿêó ìè ïî-

çíà÷èìî
AP (1, n) = ⟨Pµ, Jµν⟩, (10)

äå µ, ν = 0, n, îïåðàòîðè ÿêî¨ çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíèì êîìóòàöiéíèì ñïiââiä-
íîøåííÿì

[Pα, Jµν ] = gαµPν − gανPµ, (11)

[Jαβ, Jµν ] = gαµJνβ + gανJβµ + gβµJαν + gβνJµα, (12)

äå α, β, µ, ν = 0, n, gµν � ìåòðè÷íèé òåíçîð ïðîñòîðó R1+n ç ñèãíàòóðîþ
(+,−,−, ...,−), òîáòî

gµν =


0, µ ̸= ν,
1, µ = ν = 0,
−1, µ = ν ̸= 0.

(13)

Ðîçøèðåíîþ àëãåáðîþ Ïóàíêàðå íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà, ÿêó ïîçíà÷èìî

AP1(1, n) = ⟨Pµ, Jµν , D⟩, (14)

îïåðàòîðè ÿêî¨ çàäîâîëüíÿþòü êîìóòàöiéíèì ñïiââiäíîøåííÿì (11), (12) òà

[Pα, D] = Pα, (15)
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[Jαβ, D] = 0. (16)

Êîíôîðìíîþ àëãåáðîþ íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà

AC(1, n) = ⟨Pµ, Jµν , D,Kµ⟩, (17)

îïåðàòîðè ÿêî¨ çàäîâîëüíÿþòü êîìóòàöiéíèì ñïiââiäíîøåííÿì (11), (12), (15),
(16) òà

[Pα, Kµ] = 2gαµD + 2Jµα, (18)

[Jαβ, Kµ] = gβµKα − gαµKβ, (19)

[D,Kµ] = Kµ. (20)

2. Ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi. Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ (1) ìiñòèòü äîâiëü-
íi ôóíêöi¨ F µν , G, òî âîíî îïèñó¹ ïåâíèé êëàñ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Ïðè ñèìåòðiéíié êëàñèôiêàöi¨ äåÿêîãî êëàñó ðiâíÿíü âàæëèâó ðîëü âiäiãðà-
þòü ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi äàíîãî êëàñó ðiâíÿíü.

Îçíà÷åííÿ [6], [12]. Ïåðåòâîðåííÿ íåçàëåæíèõ çìiííèõ x òà çàëåæíîõ çìií-
íî¨ u {

x′ = f(x, u),
u′ = g(x, u),

(21)

ÿêi äîâiëüíå ðiâíÿííÿ êëàñó (1) ïåðåâîäÿòü ó ðiâíÿííÿ ç òîãî æ êëàñó íàçèâà-
þòüñÿ ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó ðiâíÿíü (1).

Çíàííÿ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi äîçâîëÿ¹ ðîçáèòè êëàñ ðiâíÿíü íà íååê-
âiâàëåíòíi ïiäêëàñè, âèáðàòè â êîæíîìó ïiäêëàñi êàíîíi÷íîãî ïðåäñòàâíèêà, äî-
ñëiäèòè éîãî ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi òà ïîøèðèòè öi âëàñòèâîñòi íà âñi ðiâíÿííÿ
äàíîãî ïiäêëàñó.

Ó ðîáîòàõ [6], [12] çàïðîïîíîâàíèé àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ íåïåðåðâíèõ ïåðå-
òâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi. Âèêîðèñòàâøè öåé àëãîðèòì, ìè îòðèìàëè íàñòóïíèé
ðåçóëüòàò.

Ëåìà 1. Ìàêñèìàëüíîþ ãðóïîþ íåïåðåðâíèõ ïåðåòâîðåíü êëàñó ðiâíÿíü (1)
¹ ïåðåòâîðåííÿ âèãëÿäó

x′µ = γµνxν + θµ(u), u
′ = αµνxµxν + βµxµ + θ(u), (22)

äå γµν � äîâiëüíi ñòàëi, ÿêi çàäàþòü ãðóïó GL(1 + n,R), αµν , βµ � ãðóïîâi
ïàðàìåòðè, θ = θ(u), θµ = θµ(u) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨, θ(u) ̸= const.

Ëåìà 1 äîâîäèòüñÿ ìåòîäàìè [6], [12].
Òàêèì ÷èíîì âñi ïîäàëüøi äîñëiäæåííÿ ìè áóäåìî ïðîâîäèòè ç òî÷íiñòþ äî

ïåðåòâîðåíü (22).
3. Ñèñòåìà âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü. Îñíîâíà àëãåáðà iíâàðiàíòíîñòi.

Iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (1) áóäåìî øóêàòè
ó âèãëÿäi

X = ξµ(x, u)∂µ + η(x, u)∂u. (23)

Ñòàíäàðòíèì ìåòîäîì Ñ.Ëi [7] äîâîäèòüñÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Ëåìà 2. Ðiâíÿííÿ (1) iíâàðiàíòíå âiäíîñíî îïåðàòîðà (23) òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè êîîðäèíàòè iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà ξµ, η òà ôóíêöi¨ F µν , G çàäî-
âîëüíÿþòü íàñòóïíié "âèçíà÷àëüíié "ñèñòåìi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ηF µν
u + (ηα + uαηu − uβξ

β
α − uαuβξ

β
u)F

µν
uα + (ηu − uαξ

α
u )F

µν−
−(ξνα + uαξ

ν
u)F

µα − (ξµα + uαξ
µ
u)F

αν = λF µν ,
(24)
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ηGu + (ηα + uαηu − uβξ
β
α − uαuβξ

β
u)Guα+

+(ηµν + uµηνu + uνηµu + uµuνηuu − uα(ξ
α
µν + uµξ

α
νu + uνξ

α
µu + uµuνξ

α
uu))F

µν = λG,
(25)

äå λ � äåÿêà ôóíêöiÿ, ùî ïiäëÿãà¹ âèçíà÷åííþ.
Ëåìà 2 äîâîäèòüñÿ ìåòîäîì Ñ. Ëi ( äèâ., íàïðèêëàä, [7], [15] ).
Ðîç÷åïèâøè ñèñòåìó ðiâíÿíü (24) � (25) çà ôóíêöiÿìè F µν , G òà ¨õ ïîõiäíè-

ìè, îäåðæèìî
ξµµ = ξµu = η = 0, (26)

çâiäêè
ξµ = dµ − const, η = 0. (27)

Ôóíêöi¨ (27) çàäàþòü îñíîâíó àëãåáðó iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (1):

Abas = ⟨∂0, ∂1, ..., ∂n⟩, (28)

âiäíîñíî ÿêî¨ âîíî iíâàðiàíòíå ïðè äîâiëüíèõ ãëàäêèõ ôóíêöiÿõ F µν , G.
4. Çîáðàæåííÿ àëãåáðè Ïóàíêàðå AP (1, 2). Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ (1) iíâà-

ðiàíòíå âiäíîñíî àëãåáðè (28), òî â ÿêîñòi îïåðàòîðiâ Pµ àëãåáðè (10) âiçüìåìî
îïåðàòîðè ∂µ, òîáòî

Pµ = ∂µ ≡ ∂

∂xµ
. (29)

Çíàéäåìî òåïåð âèãëÿä îïåðàòîðiâ Jµν , ÿêi ðàçîì ç îïåðàòîðàìè (29) óòâîðþþòü
àëãåáðó Ïóàíêàðå (11) � (12). Çàäàâøè äîâiëüíèì ÷èíîì îïåðàòîðè Jµν :

Jµν = ξµνβ(x, u)∂β + ηµν(x, u)∂u (30)

òà âèêîðèñòàâøè êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ (11), îäåðæèìî

ξµνβα = gαµδβν − gανδβµ, ηµνβ = 0. (31)

Ïðîiíòåãðóâàâøè ñèñòåìó (31), çíàõîäèìî

ξµνβ = xµδβν − xνδβµ + aµνβ(u), ηµν = mµν(u), (32)

äå aµνβ = aµνβ(u), mµν = mµν(u) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨. Ç óðàõóâàííÿì
ôîðìóë (32) îïåðàòîðè (30) çàïèøóòüñÿ ó âèãëÿäi

Jµν = ξµ∂ν − xν∂µ + aµνβ(u)∂β +mµν(u)∂u. (33)

Ç ôîðìóë (11) ëåãêî áà÷èòè, ùî Jνµ = −Jµν . Òîìó

aνµβ = −aµνβ, (34)

mνµ(u) = −mµν(u). (35)

ßêùî âðàõóâàòè êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ (12), òî îäåðæèìî íàñòóïíó ñè-
ñòåìó ðiâíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâiäîìèõ ôóíêöié aµνβ òà mµν :

mαβṁµν −mµνṁαβ = gαµmνβ + gανmβµ + gβµmαν + gβνmµα, (36)
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mαβȧµνγ −mµν ȧαβγ = gνσδµγa
αβσ + gασδβγa

µνσ − gµσδνγa
αβσ − gβσδαγa

µνσ+
+gαµaνβγ + gανaβµγ + gβµaανγ + gβνaµαγ.

(37)
Ó âèïàäêó n = 2 ñèñòåìà (36), ç óðàõóâàííÿì óìîâ (34), ìà¹ âèãëÿä

m02ṁ01 −m01ṁ02 = m12,
m12ṁ01 −m01ṁ12 = m02,
m12ṁ02 −m02ṁ12 = −m01,

(38)

à ñèñòåìà ðiâíÿíü (37) ïåðåïèøåòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

m01ȧ020 −m02ȧ010 = −a012 + a021 − a120,
m01ȧ021 −m02ȧ011 = a020 − a121,
m01ȧ022 −m02ȧ012 = −a010 − a121,
m01ȧ120 −m12ȧ010 = a121 − a020,
m01ȧ121 −m12ȧ011 = −a012 − a021 + a120,
m02ȧ122 −m12ȧ012 = a011 − a022,
m02ȧ120 −m12ȧ020 = a010 + a122,
m02ȧ121 −m12ȧ021 = a011 − a022,
m02ȧ122 −m12ȧ022 = a012 + a021 + a120.

(39)

Ðîçâ'ÿæåìî ñïî÷àòêó ñèñòåìó ðiâíÿíü (38). Âçÿâøè ëiíiéíó êîìáiíàöiþ ¨¨ ðiâ-
íÿíü âiäïîâiäíî ç ìíîæíèêàìè −m12, m02, −m01, îäåðæèìî

(m12)2 = (m01)2 + (m02)2. (40)

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (38) ïðè óìîâi (40) ¹ ôóíêöi¨

m01 = m02 = m12 = 0, (41)

àáî

m01 =
sinhφ

φ̇
, m02 =

1

φ̇
, m12 =

coshφ

φ̇
, (42)

äå φ = φ(u) ̸= const � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ.
Çàóâàæåííÿ. Ó âèïàäêó mµν = 0 çàäà÷à îïèñó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,

iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî àëãåáðè AP (1, n), ðîçâ'ÿçàíà â [17]. Òîìó îñíîâíó óâàãó
ìè çâåpíåìî íà âèïàäîê (42).

Çàñòîñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

xµ → xµ, φ(u) → u,

îäåðæèìî
m01 = sinhu, m02 = 1, m12 = cosh u. (43)

Çàñòîñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

xµ → xµ + θµ(u), u→ u, (44)

äå

θ0 =

∫
a120

m12
du, θ1 =

∫
a021

m02
du, θ2 =

∫
a012

m01
du, (45)
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ìè ìîæåìî ïîçáóòèñÿ ôóíêöié a012, a021, a120 â îïåðàòîðàõ Jµν . Òîáòî, íå âòðà-
÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà ïîêëàñòè

a012 = a021 = a120 = 0. (46)

Íå âàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïðè óìîâàõ (46) ñèñòåìà ðiâíÿíü (39) ñóìiñíà, ÿêùî

a020 − a121 = 0, a010 + a122 = 0, a011 − a022 = 0. (47)

Òîäi ç ñèñòåìè (39) îäåðæó¹ìî
ȧαβγ = 0.

Òàêèì ÷èíîì

a011 = a022 = k0, a010 = −a122 = k1, a020 = a121 = k2, (48)

äå kµ � äîâiëüíi ñòàëi.
Ó ðåçóëüòàòi îäåðæó¹ìî, ùî îïåðàòîðè Jµν ìàþòü âèãëÿä

Jµν = (xµ + kµ)∂ν − (xν + kν)∂µ +mµν(u)∂u. (49)

Îïåðàòîðè (49) ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü

xµ + kµ → xµ, u→ u (50)

åêâiâàëåíòíi îïåðàòîðàì

Jµν = xµ∂ν − xν∂µ +mµν(u)∂u, (51)

äå mµν(u) çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè (35), (43).
Îòæå, ìè îòðèìàëè àëãåáðó Ïóàíêàðå ç áàçîâèìè ãåíåðàòîðàìè âèãëÿäó

AP (1, 2) = ⟨∂µ, Jµν = xµ∂ν − xν∂µ +mµν(u)∂u.⟩ (52)

5. Çîáðàæåííÿ ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ïóàíêàðå AP1(1, 2) òà êîíôîðì-
íî¨ àëãåáðè AC(1, 2). Ðîçøèðèìî àëãåáðó Ïóàíêàðå (52) îïåðàòîðîì ìàñøòà-
áíèõ ïåðåòâîðåíü D, ÿêèé áóäåìî øóêàòè â äîâiëüíîìó âèãëÿäi

D = ξγ(x, u)∂γ + η(x, u)∂u, (53)

äå ξγ = ξγ(x, u), η = η(x, u) � øóêàíi ôóíêöi¨. Äëÿ òîãî, ùîá îïåðàòîðè ∂µ,
Jµν , D óòâîðþâàëè ðîçøèðåíó àëãåáðó Ïóàíêàðå AP1(1, 2), íåîáõiäíî âèêîíàííÿ
óìîâ êîìóòóâàííÿ (15) � (16). Ç óìîâ (15) îäåðæèìî

ξγα∂γ + ηα∂u = ∂α, (54)

çâiäêè
ξγα = δαγ, ηα = 0. (55)

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (55) ¹ ôóíêöi¨

ξγ = xγ + bγ(u), η = η(u), (56)
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äå bγ(u), η(u) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ àðãóìåíòà u. Îòæå,

D = xγ∂γ + bγ(u)∂γ + η(u)∂u. (57)

Çàëèøà¹òüñÿ çàäîâîëüíèòè óìîâè (16):

[Jαβ, D] = [xα∂β − xβ∂α +mαβ(u)∂u, xγ∂γ + bγ(u)∂γ + η(u)∂u] =

= mαβ(ḃγ∂γ + η̇∂u)− bα∂β + bβ∂α− ηṁαβ∂u = 0.

Òîäi
mαβ ḃγ = (gασδβγ − gβσδαγ)b

σ, (58)

mαβ η̇ = ηṁαβ. (59)

Âðàõîâóþ÷è âèãëÿä ôóíêöié mαβ, ÿêi çàäàíi ôîðìóëàìè (43), îäåðæó¹ìî, ùî
ðiâíÿííÿ (58) � (59) ìîæëèâi ëèøå ïðè bγ = η = 0. Ç ôîðìóëè (57) âèïëèâà¹,
ùî

D = xγ∂γ. (60)

Îòæå, ìè ïîêàçàëè, ùî ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (22) ó âèïàä-
êó mµν ̸= 0 ìîæëèâà ëèøå íàñòóïíà ðåàëiçàöiÿ ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ïóàíêàðå

AP1(1, 2) = ⟨∂µ, Jµν = xµ∂ν − xν∂µ +mµν(u)∂u, D = xγ∂γ⟩. (61)

Äîïîâíèìî òåïåð àëãåáðó (61) îïåðàòîðàìè êîíôîðìíèõ ïåðåòâîðåíü

Kµ = ξµγ(x, u)∂γ + ηµ(x, u)∂u. (62)

Äëÿ òîãî, ùîá îïåðàòîðè (61) � (62) óòâîðþâàëè êîíôîðìíó àëãåáðó AC(1, 2),
íåîáõiäíî âèêîíàííÿ óìîâ (18) � (20), ÿêi i óòî÷íþþòü øóêàíi ôóíêöi¨ ξµγ(x, u),
ηµ(x, u).

Ç óìîâ (18) îäåðæó¹ìî

ξµγα = 2gαµxγ + 2δαγx
µ − 2δµγx

α,
ηµα = 2mµα(u).

(63)

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (63) ¹ ôóíêöi¨

ξµγ = 2xµxγ − δµγxνx
ν + aµγ(u),

ηµ = 2mµα(u)xα + bµ(u),
(64)

äå aµγ(u), bµ(u) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨, mµν(u) çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè (35),
(43).

Âèêîðèñòàâøè êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ (20), îäåðæó¹ìî, ùî aµβ = bµ =
0. Òîìó

Kµ = 2xµD − x2∂µ + 2xνm
µν(u)∂u. (65)

Êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ (19) äëÿ îïåðàòîðiâ (65) âèêîíóþòüñÿ òîòîæíüî.
Òàêèì ÷èíîì ìè îäåðæàëè íàñòóïíó ðåàëiçàöiþ êîíôîðìíî¨ àëãåáðè:

AC(1, 2) = ⟨∂µ, Jµν = xµ∂ν − xν∂µ +mµν(u)∂u, D = xγ∂γ,
Kµ = 2xµD − x2∂µ + 2xνm

µν∂u⟩,
(66)
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äå mµν = mµν(u) çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè (35), (43).
6. Iíâàðiàíòíiñòü ðiâíÿííÿ âiäíîñíî àëãåáðè Ïóàíêàðå òà ¨¨ ðîçøè-

ðåíü. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðè ÿêèõ íåëiíiéíîñòÿõ F µν i G ðiâíÿííÿ (1) iíâà-
ðiàíòíå âiäíîñíî àëãåáðè Ïóàíêàðå òà ¨¨ ðîçøèðåíü îïåðàòîðàìè ìàñøòàáíèõ
òà êîíôîðìíèõ ïåðåòâîðåíü. Ðåçóëüòàòè êëàñèôiêàöi¨ ñôîðìóëþ¹ìî ó âèãëÿäi
íàñòóïíî¨ òåîðåìè.
Òåîðåìà 1. Ðiâíÿííÿ (1) ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (22)
iíâàðiàíòíå âiäíîñíî

àëãåáðè Ïóàíêàðå AP (1, 2) áàçèñíi ãåíåðàòîðè ÿêî¨ ìàþòü âèãëÿä (52) òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè ôóíêöi¨ F µν i G ¹ ðîçâ'ÿçêàìè íàñòóïíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü

(uαṁ
µν + uµg

µα)F sγ
uα +mµνF sγ

u + (δµγg
tν − δνγg

tµ)F st+
+(δµsg

tν − δνsg
tµ)F γt = 2(δµ0g

tν − δν0g
tµ)F 0tF sγ,

(67)

mγβGu + (ṁγβuα + gαuγ − gαγuβ)Guα + (2(δβ0g
αγ − δγ0g

αβ)Fα0 − ṁγβ)G+
+m̈γβuµuνF

µν = 0;
(68)

ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ïóàíêàðå AP1(1, 2) (61 ) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ôóí-
êöi¨ F µν i G ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿíü (67), (68) i

uαF
sγ
uα = 0, (69)

uαGuα = 2G; (70)

êîíôîðìíî¨ àëãåáðè AC(1, 2) (66 ) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ôóíêöi¨ F µν i G
¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿíü (67) � (70) i

mµνF sγ
uν = 0, (71)

mαβGuβ = (2gµαuν − gµνuα − 2ṁανuµ)F
µν . (72)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðîâîäèòüñÿ ñòàíäàðòíèì ìåòîäîì Ñ.Ëi.

Ïîñòàâèìî çàäà÷ó âèçíà÷èòè ïðè ÿêèõ íåëiíiéíîñòÿõ F µν i G ðiâíÿííÿ (1)
iíâàðiàíòíå âiäíîñíî àëãåáðè Ïóàíêàðå AP (1, 2).

Iíôiíiòåçiìàëüíèé îïåðàòîð àëãåáðè (52) ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì

X =
1

2
cµνJµν + dµ∂µ =

1

2
cµν(x

µ∂ν − xν∂µ +mµν(u)∂u) + dµ∂µ, (73)

äå cµν , dµ � äîâiëüíi ñòàëi, cνµ = −cµν . Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàò òåîðåìè 1 ïðî
iíâàðiàíòíiñòü ðiâíÿííÿ (1) âiäíîñíî àëãåáðè Ïóàíêàðå ç ðiâíÿíü (67), (68) ïðè
ôiêñîâàíèõ çíà÷åííÿõ iíäåêñiâ µ, ν, s, γ îäåðæèìî íàñòóïíi ñèñòåìè ðiâíÿíü
äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâiäîìèõ ôóíêöié F µν , G:

L01F
01 = −2F 01F 01 + 1 + F 11,

L01F
02 = −2F 01F 02 + F 12,

L01F
11 = −2F 01F 11 + 2F 01,

L01F
12 = −2F 01F 12 + F 02,

L01F
22 = −2F 01F 22,

L01G = −2F 01G+ ṁ01G− m̈01uµuνF
µν ,

(74)
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äå
L01 = m01∂u + ṁ01uα∂uα − u1∂u0 − u0∂u1 ; (75)

L02F
01 = −2F 02F 01 + F 12,

L02F
02 = −2F 02F 02 + 1 + F 22,

L02F
11 = −2F 02F 11,

L02F
12 = −2F 02F 12 + F 01,

L02F
22 = −2F 02F 22 + 2F 02,

L02G = −2F 02G,

(76)

äå
L02 = ∂u − u2∂u0 − u0∂u2 ; (77)

L12F
01 = F 02,

L12F
02 = −F 01,

L12F
11 = 2F 12,

L12F
12 = F 22 − F 11,

L12F
22 = −2F 12,

L12G = ṁ12G− m̈12uµuνF
µν ,

(78)

äå
L12 = m12∂u + ṁ12uα∂uα + u2∂u1 − u1∂u2 . (79)

Ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó ðiâíÿíü (78), çíàõîäèìî

F 01 =
sinhuφ1 − φ2

coshu
,

F 02 =
φ1 + sinhuφ2

coshu
,

F 11 =
φ3 sinh2 u+ 2φ4 sinhu+ φ5

cosh2 u
,

F 22 =
φ5 sinh2 u− 2φ4 sinhu+ φ3

cosh2 u
,

F 12 =
−φ4 sinh2 u+ (φ3 − φ5) sinhu+ φ4

cosh2 u
,

G = coshuφ6 − sinhu coshuB,

(80)

äå φk = φk(ω1, ω2, ω3) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ iíâàðiàíòíèõ çìiííèõ

ω1 =
u0

coshu
, ω2 =

u20 − u21 − u22
cosh2 u

, ω3 =
u2 sinhu− u1

cosh2 u
, (81)

B = 2
√
ω2
1 − ω2

3 − ω2(ω1φ
1−ω3φ

4)+2ω1ω3φ
2+(ω2

1−ω2
3−ω2)φ

3+ω2
3φ

5+ω2
1. (82)

Ïiäñòàâèìî òåïåð çíàéäåíi ôóíêöi¨ (80) â ñèñòåìó ðiâíÿíü (76). Ó ðåçóëüòàòi
îäåðæèìî

Lφ1 = 2φ1φ2 + φ4,
Lφ2 = 2φ2φ2 − φ5 − 1,
Lφ3 = 2φ2φ3,
Lφ4 = 2φ2φ4 + φ1,
Lφ5 = 2φ2φ5 − 2φ2;
Lφ6 = (2φ1 + 1)φ6 + 2φ2B +MB;

(83)
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Mφ1 = 2φ1φ1 + φ2 − φ3 − 1,
Mφ2 = 2φ1φ2 − φ1 + φ4,
Mφ3 = 2φ1φ3 − 2φ1 − 2φ4,
Mφ4 = 2φ1φ4 + φ2 + φ3 − φ5,
Mφ5 = 2φ1φ5 + 2φ4,
Mφ6 = −2φ2φ6 −B;

(84)

LB = 2(φ1 + 1)B, (85)

äå
L = (ω1 + ω3)(∂ω1 + ∂ω3) + 2ω2∂ω2 ,

M =
√
A(∂ω1 − ∂ω3), A = ω2

1 − ω2
3 − ω2.

(86)

ßêùî çðîáèòè çàìiíó

w1 = ω1 − ω3, w2 =
ω2

ω1 + ω3

, w3 =
1

2
ln(ω1 + ω3) (87)

àáî

ω1 =
1

2
(e2w3 + w1), ω2 = w2e

2w3 , ω3 =
1

2
(e2w3 − w1), (88)

òî ôîðìóëè (83) � (86) â íîâèõ çìiííèõ w1, w2, w3 çàïèøóòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

φ1
w3

= 2φ1φ2 + φ4, φ2
w3

= 2φ2φ2 − φ5 − 1, φ3
w3

= 2φ2φ3,
φ4
w3

= 2φ2φ4 + φ1, φ5
w3

= 2φ2φ5 − 2φ2;
(89)

2
√
Aφ1

w1
= 2φ1φ1 + φ2 − φ3 − 1, 2

√
Aφ2

w1
= 2φ1φ2 − φ1 + φ4,

2
√
Aφ3

w1
= 2φ1φ3 − 2φ1 − 2φ4,

2
√
Aφ4

w1
= 2φ1φ4 + φ2 + φ3 − φ5, 2

√
Aφ5

w1
= 2φ1φ5 + 2φ4,

(90)

äå A = (w1 − w2)e
2w3 .

Îäíèì ç ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (89) � (90) ¹ ôóíêöi¨

φ1 = φ2 = φ4 = 0, φ3 = φ5 = −1. (91)

Ó öüîìó âèïàäêó ç ôîðìóë (80) çíàõîäèìî

F µν = gµν , (92)

G = coshuφ6 − sinhu coshu(ω1 + ω2). (93)

ßêùî (93) ïiäñòàâèòè â îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (76) òà ïåðåéòè äî
çìiííèõ (87), òî îäåðæèìî

2
√
w1 − w2φ

6
w1

= −w2e
w3 , φ6

w3
= φ6. (94)

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (94) ¹ ôóíêöiÿ

φ6 = (−w2

√
w1 − w2 + Φ)ew3 , (95)

äå Φ = Φ(w2) � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ. Òîäi, ïîâåðíóâøèñü äî çìiííèõ ω1,
ω2, ω3 iç ôîðìóë (87), (88), (93), (95), çíàõîäèìî

G = coshu(
√
ω1 + ω3Φ(ω)−

ω2

ω1 + ω3

√
ω2
1 − ω2

3 − ω2)− ω2 sinhu coshu, (96)
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äå
ω =

ω2

ω1 + ω3

. (97)

ßêùî ó ôîðìóëè (96), (97) ïiäñòàâèòè ωa iç (81) òî ïðèõîäèìî äî îñòàòî÷íîãî
âèãëÿäó ôóíêöi¨ G:

G =
√
αuΦ(ω)− α̇u

αu
u2, (98)

äå

ω = w2 =
u2

αu
, (99)

u2 = uµu
µ,

αu ≡ αµu
µ = coshu · u0 − u1 + sinhu · u2,

α̇u ≡ α̇µu
µ = sinhu · u0 + coshu · u2.

(100)

Çàóâàæåííÿ. Ñèñòåìà ðiâíÿíü (74) íà ðîçâ'ÿçêàõ ñèñòåì (76),(78) ¹ òîòîæíi-
ñòþ. Öå âèïëèâà¹, íàïðèêëàä, iç òîãî ùî

J01 = [J02, J12] = J01J12 − J12J02. (101)

Ó âèïàäêó (91) ìè îäåðæàëè, ùî ðiâíÿííÿ (1) iíâàðiàíòíå âiäíîñíî àëãåáðè
Ïóàíêàðå (52), ÿêùî âîíî ìà¹ âèãëÿä

�u+
√
αuΦ(ω)− α̇u

αu
u2 = 0, (102)

äå αu i ω çàäàíi ôîðìóëàìè (99), (100). Äîñëiäèìî òåïåð ÿêîþ ïîâèííà áóòè
ôóíêöiÿ Φ(ω), ùîá ðiâíÿííÿ (102) áóëî iíâàðiàíòíå âiäíîñíî ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè
Ïóàíêàðå AP1(1, 2), áàçèñíi ãåíåðàòîðè ÿêî¨ çàäàíi ôîðìóëàìè (61).

Òåîðåìà 2. Ðiâíÿííÿ (102) iíâàðiàíòíå âiäíîñíî ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ïóàí-
êàðå (61) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìà¹ âèãëÿä

�u = (λ
√
u2 + α̇u)

u2

αu
, (103)

äå λ � äîâiëüíà ñòàëà.
Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòàâøè ðåçóëüòàò òåîðåìè 1 ïðî iíâàðiàíòíiñòü ðiâíÿí-

íÿ (1) âiäíîñíî ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ïóàíêàðå, ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè ôóíêöié (92) i
(93) â ðiâíÿííÿ (69), (70) îäåðæèìî íàñòóïíå ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨
Φ(ω):

ωΦω =
3

2
Φ, (104)

çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî ìà¹ âèãëÿä:

Φ = −λω
3
2 , (105)

äå λ � äîâiëüíà ñòàëà. Ïiäñòàâëÿþ÷è ôîðìóëè (99), (105) â ðiâíÿííÿ (102)
îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ (103).

Òåîðåìà äîâåäåíà.
Òåîðåìà 3. Ðiâíÿííÿ (1) iíâàðiàíòíå âiäíîñíî êîíôîðìíî¨ àëãåáðè AC(1, 2)

ç áàçèñíèìè ãåíåðàòîðàìè (66) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî ìà¹ âèãëÿä (103).
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Äîâåäåííÿ. Iç ðiâíÿíü (67), (69), (71) òåîðåìè 1 âèïëèâà¹, ùî F = F (u).
Òîäi iç (80) îäåðæèìî, ùî φi = λi, äå λi � äîâiëüíi còàëi, i = 1, 5. Ïiäñòàâèâøè
φi = λi ó ðiâíÿííÿ (83), (84), ìà¹ìî äâà íàáîðè ôóíóöié φi = λi:

φ1 = 0, φ2 = 0, φ3 = −1, φ4 = 0, φ5 = −1 (106)

àáî
φ1 = 0, φ2 = 1, φ3 = 0, φ4 = 0, φ5 = 1, (107)

ïðè÷îìó iç (82) âèïëèâà¹, ùî ó âèïàäêó (106) B = ω2, ó âèïàäêó (107) B =
(ω1 + ω3)

2. Ðiâíÿííÿ (85) çàäîâîëüíÿ¹ òiëüêè ôóíêöiÿ B = ω2. Îòæå, ðiâíÿííÿ
(1) iíâàðiàíòíå âiäíîñíî àëãåáðè Ïóàíêàðå, ÿêùî âîíî ìà¹ âèãëÿä (102).

Çà òåîðåìîþ 2 ðiâíÿííÿ (102) iíâàðiàíòíå âiäíîñíî ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ïó-
àíêàðå, òîäi i òiëüêè òîäi ÿêùî âîíî ìà¹ âèãëÿä (103) .

Íå âàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî êîîðäèíàòè iíôiíiòåçèìàëüíèõ îïåðàòîðiâ, ùî
âiäïîâiäàþòü êîíôîðìíié àëãåáði AC(1, 2) (66) òà ôóíêöi¨ F µν , G â äàíîìó âè-
ïàäêó òîòîæíüî çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ðiâíÿíü (71), (72).

Îòæå, ðiâíÿííÿ (1) iíâàðiàíòíå âiäíîñíî êîíôîðìíî¨ àëãåáðè AC(1, 2) ç áà-
çèñíèìè ãåíåðàòîðàìè (66) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî ìà¹ âèãëÿä (103).

Òåîðåìó äîâåäåíî.
Îòæå, â äàíié ðîáîòi ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (22) îïè-

ñàíî âñi ìîæëèâi çîáðàæåííÿ àëãåáðè Ïóàíêàðå, ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ïóàíêàðå
òà êîíôîðìíî¨ àëãåáðè, âiäíîñíî ÿêèõ ìîæóòü áóòè iíâàðiàíòíi êâàçiëiíiéíi äè-
ôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèíèìè ïîõiäíèìè äðóãîãî ïîðÿäêó âèãëÿäó (1) ó
âèïàäêó òðüîõ íåçàëåæíèõ çìiííèõ. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè êëàñèôiêàöi¨ çàñòî-
ñîâàíî äëÿ äîñëiäæåííÿ iíâàðiàíòíîñòi äàíîãî ðiâíÿííÿ âiäíîñíî öèõ àëãåáð.
Ïîêàçàíî, ùî ðiâíÿííÿ (1) iíâàðiàíòíå âiäíîñíî êîíôîðìíî¨ àëãåáðè AC(1, 2) ç
áàçèñíèìè ãåíåðàòîðàìè (66) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî ìà¹ âèãëÿä (103).
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