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Intensywności ( )l
ik ikπ π=  procesu wejścia podsystemu M są stałe oraz 

funkcje: ( ) ( ) ( ),l
k kf z t f z= , ( ) { }( ) { }( )0 , 0l

k kQ t Q= , ( ) { }( ) { }( ),l
k kQ V t Q V=  nie za-

leżą od czasu w okresie 
1 2 mT T T∪ ∪ .

Taki probabilistyczny model funkcjonowania badanego SPZ wspo-
magającego centrum usług (wzory (3.1.7)-(3.1.11) wraz z ich prostszymi 
wariantami umożliwiają zbudowanie wielkości, które mogą być wykorzys-
tane zarówno w procesie efektywnego kierowania tym systemem, jak i fazie 
projektowania tego systemu.

Jeżeli w okresie Tm wystąpi zdarzenie losowe W1 postaci: wielkość 
produktu y(t) dostarczonego przez podsystem produkcji P, jako nad-
awcy do odbiorcy O, jest mniejsza od zapotrzebowania a odbiorcy O 
(zob. rys. 4), którego praca ma charakter ciągły (np. wytwarzanie en-
ergii elektrycznej, wody, olejów napędowych, materiałów budow-
lanych  itp.), a zawartość z(t)  magazynu  — zbiornika M wynosi zero, 
czyli zachodzi następująca sytuacja: W1: y(t) < a , i z(t)=0, to odbiorca 
zmuszony jest wtedy do korzystania z innych źródeł zaopatrzenia lub do 
ograniczenia własnej produkcji, czy działalności. Prowadzi to do strat  
w rozważanym systemie (strat odbiorcy). Prawdopodobieństwo wystąpi-
enia takiego niekorzystnego zdarzenia oznaczam przez w1 (w1 = P(W1)); 
wyraża się ono wzorem następującym:

	 ( ) ( ) { }( )1 1 0 .
k

m
k

y a
w P W Q

<

= = ∑ 	 (3.1.12)

Wskaźnik w1 jest więc prawdopodobieństwem wystąpienia deficytu 
podaży produktu a dla odbiorcy O (zob. rys. 4).

Niekorzystny stan systemu w okresie Tm związany jest również z 
innych zdarzeniem losowym W2: wielkość produktu y(t) dostarczanego 
przez podsystem P przekracza zapotrzebowanie a odbiorcy O, a magazyn 
M jest zapełniony (zob. rys. 4), czyli zachodzi następująca sytuacja: W2: 
y(t) ≥ а i z(t)=V. W tym przypadku podsystem produkcji (nadawca) P nie 
ma możliwości przesłania swojego produktu do odbiorcy O, co prowadzi 
również do strat w systemie (strat nadawcy). Prawdopodobieństwo w2  tego 
zdarzenia (w1 = P(W2)) można wyznaczyć z następującego wzoru:

	 ( ) ( ) { }( )2 2 .
k

m
k

y a
w P W Q V

>

= = ∑ 	 (3.1.13)
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Obie wielkości w1 i w2 są więc wskaźnikami oceny stopnia strat pro-
dukcyjnych odpowiednio odbiorcy O (wskaźnik w1) i podsystemu produk-
cji P (wskaźnik w2).

Jako wskaźnik oceny stopnia wykorzystania elementu M w badanym 
systemie można przyjąć prawdopodobieństwo zdarzenia losowego W3 
postaci: poziom wypełnienia magazynu jest dodatni, ale mniejszy od V, 
czyli: W3: 0 < z(t) < V. Prawdopodobieństwo w3 zdarzenia W3 (w3 =P(W3)) 
wyraża się następującym wzorem:
	 ( ) ( ) ( )3 3 .m

k
k

w P W Q V= =∑ 	 (3.1.14)

Jeżeli wartość w3 jest bliska jedności, czyli: w3→1, to małe jest praw-
dopodobieństwo wystąpienia deficytu podaży produktu dla odbiorcy O 
spowodowanego zerowym stanem podsystemu M lub strat podsystemu P 
jako nadawcy, wynikających z maksymalnego wypełnienia magazynu M. 
W przypadku, gdy wskaźnik w3 przyjmuje wartość bliską zera, czyli:  w3→0, 
to zjawisko strat nadawcy P lub deficytu podaży dla odbiorcy O może 
wystąpić z dużym prawdopodobieństwem. Sytuacje te ilustruje rys. 5.

0 1
du¿e prawdopodobieñstwo deficytu 

poda¿y produktu dla odbiorcy O lub strat nadawcy P 
ma³e prawdopodobieñstwo deficytu

poda¿y produktu dla odbiorcy O 
lub strat nadawcy P 

 
3w

 
3w → 

3w←
  

Rys. 5. Prawdopodobieństwo deficytu podaży produktu lub strat nadawcy dla S(za).

Stany graniczne podsystemu M można opisać wskaźnikami w4 i w5 
określonymi odpowiednio następującymi wzorami:

	 ( ) ( ) { }( )4 4 0 ,
k

m
k

y a
w P W Q

≤

= = ∑ 	 (3.1.15)

	 ( ) ( ) { }( )5 5 .
k

m
k

y a
w P W Q V

≥

= = ∑ 	 (3.1.16)

Wielkość w4 jest prawdopodobieństwem zdarzenia losowego W4: pozi-
om wypełnienia magazynu M wynosi zero, czyli: z(t)=0, zaś wskaźnik w5 
wyraża prawdopodobieństwo zdarzenia losowego W4: magazyn M jest 
zapełniony, czyli: z(t)=V.
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Zatem w celu wyznaczenia wskaźników ws (s = 1, 2, ...,5), opisujących 
funkcjonowanie systemu S(za)  — patrz wzory: (3.1.12)–(3.1.1.6), należy 
rozwiązać układ równań (3.1.7)–(3.1.11) w uproszczonym wariancie 2). 
Wskaźniki te zależą więc od wielkości parametrów: ( )m

ikπ , yl, a, V, a więc są 
określonymi funkcjami tych parametrów, czyli:
	 ( )( ), , ,m

s s ik lw r y a Vπ= .	 (3.1.17)

Można zatem optymalizować wartości podanych wskaźników poprzez 
odpowiednie zmiany wielkości wymienionych parametrów. Usprawniając 
elementy organizacyjne działania systemu, które wpływają — jak już było 
zapisane wcześniej  — na wartość intensywności ( )m

ikπ  procesu sterujące-
go y(t), możemy oddziaływać na wartości wskaźników ws, a tym samym 
zwiększać efektywność funkcjonowania systemu produkcyjno-zaopatrze-
niowego wspomagającego centrum usług.

Podam teraz przykład, w którym proces wejścia do podsystemu M 
posiada dwa stany: y1 > a, y2 < a. Przedstawię postacie wskaźników ws, a 
więc — konkretne postacie funkcji (3.1.17) wraz z ich analizą.

Przyjmiemy zatem w prostszym wariancie modelu (3.1.7)-(3.1.11): 
n=2; k=1.2, xk= yk–a, l=m. Po rozwiązaniu otrzymanego układu równań 
otrzymujemy następujące wartości prawdopodobieństwa w1 dla y(t)<a:

	
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
1 212

112 21
1 d

,
m

m m

a a y

V
w π

π π

−

+
= 	 (3.1.18)

gdzie d1(V) wynosi: ( ) ( ) ( ) ( )2

11 12 21 1d exp .m my a
a yV a Vπ π−
−= − −

Dalej prawdopodobieństwo w2 dla y(t) ≥ a wynosi:

	 ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1 1 1

212 21

exp
2 d

,m m

y a a a V

V
w

π π

− −

+
= 	 (3.1.19)

gdzie d2(V) wynosi: ( )
( )

( ) ( )12 1

221
2 1d exp .

m

m
y a
y aV a Vπ

π

−
−= − −

Prawdopodobieństwo sytuacji w3: 0<w(t)<V wynosi:

	
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

2 1
112

2

212 21

1 exp

3 d
,

m

m m

y y a V
y a

V
w

π

π π

−
− −

−

+
= 	 (3.1.20)

zaś w sytuacji granicznej w4, gdy z(t) =0 mamy:

	 w4 = w1	 (3.1.21)
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a gdy z(t)=V, to prawdopodobieństwo w5 jest równe:

	 w5 = w2,	 (3.1.22)
i wtedy współczynnik 1a  wynosi:

	
( ) ( )
21 12

2 11 0,
m m

y a y aa π π
− −= + ≠ 	 (3.1.23)

zaś ( )2d V  nie znika, czyli:

	 ( )2d 0.V ≠ 	 (3.1.24)

Niech teraz 1 0a = , czyli zachodzi następująca równość:

	
( )

( )
2 21

1 12
.

m

m
a y
y a

π

π

−
− = 	 (3.1.25)

Dla 1 0a =  warunek: ( )2d 0V ≠  jest spełniony. W rozważanym przypad-

ku wskaźniki 1 5, ,w w…  opisujące funkcjonowanie badanego systemu przy-
jmują kolejno postać:

Prawdopodobieństwo w1 dla ( )y t a<  jest równe:

	

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

212

321 12 21
1 d

,
m

m m m

a y

V
w π

π π π

−

+
= 	 (3.1.26)

gdzie wielkość d3(V) wynosi: ( ) ( )
2

21
3d ,m

a yV V
π

−= +

prawdopodobieństwo w2 dla ( )y t a≥  jest równe:

	
( ) ( )( ) ( )

2

312 21
2 d

,m m

a y

V
w

π π

−

+
= 	 (3.1.27)

prawdopodobieństwo w3 dla ( )0 w t V< <  jest równe:

	

( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( )
1 2 12

1 312 21
3 d

,
m

m m

V y y

y a V
w π

π π

−

+ −
= 	 (3.1.28)

zaś w sytuacji granicznej prawdopodobieństwo w4, czyli dla: ( ) 0z t =  
spełnia poniższą równość:

	 4 1,w w= 	 (3.1.29)
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a w sytuacji granicznej z(t)=V prawdopodobieństwo w5 spełnia 
poniższą równość:

	 5 2.w w= 	 (3.1.30)

Otrzymane w ten sposób wzory (3.1.18)-(3.1.30) wyrażają explicite za-

leżność wartości wskaźników ws ( 1, ,5s =  ) od wartości parametrów ( )
12

mπ , 
( )
21

mπ , y1, y2, a, V (zob. wzór (3.1.17)).
Gdyby w badanym systemie produkcyjno-zaopatrzeniowym wspo-

magającym centrum usług nie było podsystemu M, to wskaźnik w1 wystąpi-
enia deficytu podaży produktu dla odbiorcy O byłby równy prawdopodo-
bieństwu p2 stanu y2. Można go otrzymać przechodząc do granicy: V→0, we 

wzorach (3.1.18) i (3.1.26), czyli spełniona jest równość: 
( )

( ) ( )
12

12 21
10

lim .
m

m m
V

w π

π π+→
=  

Ponieważ mamy prawdziwą nierówność: ( )
( )

1 2

1d0 1,a a y
V
−< <  gdy 10,    0,V a> ≠  

oraz zachodzi następująca nierówność: ( ) ( )
2

321 d
0 1,m

a y

Vπ

−< <  gdy 10,    0,V a> =  

zatem prawdziwa jest następująca zależność: 1 2.w p<  Stąd wynika, że 
podsystem M zawsze zmniejsza prawdopodobieństwo wystąpienia deficytu 
podaży, czyli strat odbiorcy O w centrum usług.

W wyniku przejścia do granicy: V →∞ , we wzorach (3.1.18) i (3.1.26), 

otrzymujemy, w zależności od znaku a1, co następuje: gdy 1 0a ≤ , to mamy: 

1lim 0
V

w
→∞

= , gdy 1 0a > , to zachodzi równość: ( )
( ) ( )
1 1

12 21
1lim m m

a y a

V
w

π π

−

+→∞
= . Z ww. relacji 

wynika, że: gdy 1 0a > , a więc jeżeli spełniona jest nierówność: 
( )

( )
1 12

2 21
,

m

m
a y
y a

π

π

−
− <  

to nawet największa objętość V magazynu M nie może zagwarantować 
mniejszego prawdopodobieństwa wystąpienia deficytu podaży czyli strat 

odbiorcy O, niż następująca wielkość: ( )
( ) ( )
1 1

12 21
.m m

a y a

π π

−

+

Zatem poprawnie zaprojektowany system powinien spełniać następu-
jący warunek:

	
( )

( )
1 12

2 21
.

m

m
a y
y a

π

π

−
− ≥ 	 (3.1.31)
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Jednak warunek (3.1.31) nie zależy od objętości podsystemu M, a więc 
jest ograniczeniem narzuconym tylko na podsystem transportowy T oraz 
podsystem produkcji P.

Ze wzorów (3.1.19) i (3.1.27) wynika, że prawdziwa jest następująca 

równość: 
( )

( ) ( )
21

21 12
20

lim .
m

m m
V

w π

π π+→
=

Prawa strona tej relacji wyraża prawdopodobieństwo powstania strat 
nadawcy, gdyby magazyn M miał objętość V=0. Jest ono równe prawdo-
podobieństwu p1 stanu y1. Ponieważ zachodzi następująca nierówność: 

( )

( ) ( )
21

21 12
2 ,

m

m mw π

π π+
<  gdy V>0 więc podsystem M zawsze zmniejsza prawdopodo-

bieństwo wystąpienia strat nadawcy P.
Wskaźnik oceny stopnia wykorzystania podsystemu M w badanym 

systemie, w przypadku dużej objętości V tego podsystemu, można obliczyć 
korzystając ze wzoru, który zależy od znaku a1 w sposób następujący: gdy 

1 0a >  mamy następującą równość: 
( )

( ) ( )
1 2 21

2 21 12
3lim ,

m

m m
y y
y aV

w π

π π

−
− +→∞

=  gdy zaś 1 0a ≤  

mamy z kolei inną zależność: 
( )

( ) ( )
1 2 12

2 21 12
3lim .

m

m m
y y
y aV

w π

π π

−
− +→∞

=

Kontynuując przykład przyjmuję, że podsystem P jest kopalnią odkry-
wkową, a odbiorca O — elektrownią, której zapotrzebowanie na węgiel, przy 
odpowiednim jej obciążeniu, jest równe 32310 m / h  (czyli 32310 m / ha = ). 
Jest ono wyznaczone na podstawie parametrów elektrowni (moc elektrowni) 
i parametrów węgla (ciepło właściwe). W celu zabezpieczenia ciągłości dost-
aw węgla do elektrowni zbudowano w jej bezpośrednim sąsiedztwie maga-
zyn-zbiornik M o objętości 318.480 mV = . Magazyn ten zapewnia ciągłość 
dostawy węgla do elektrowni, przy odpowiedniej jej mocy, na okres 8 godzin  
( 38 2310 8 18.480 mV a= ⋅ = ⋅ = ). Proces podaży produktu — węgla — przez 

podsystem P ma dwa stany: 3
1 2600 m / hy = , 3

2 0 m / hy = , a intensywn-

ości przejścia tego procesu są następujące: ( )
12 0.55mπ = , ( )

21 6.92mπ = . Zau-
ważmy, że wystąpienie stanu y2, gdy poziom zapasów w magazynie wynosi 
zero, prowadzi do niekorzystnego stanu dla odbiorcy, czyli do wystąpienia 
zdarzenia losowego W1 związanego ze stratami odbiorcy (elektrowni). 
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W dalszym ciągu wyznaczę: wskaźnik w1  — prawdopodobieństwo 
zaistnienia deficytu podaży produktu dla odbiorcy O (straty elektrowni), 
wskaźnik w2 — prawdopodobieństwo wystąpienia strat podsystemu pro-
dukcji P (starty nadawcy) oraz wskaźnik w3 — ocenę stopnia wykorzysta-
nia magazynu-zbiornika M w badanym systemie.

Ponieważ dla powyższych danych mamy konkretne wartości: 
1

2

2600 2310
2310 0.1255,y a

a y
− −
− = =  

( )

( )
12

21

0.55
6.92 0.0795,

m

m

π

π
= =  zatem warunek (3.1.31) jest 

spełniony; oznacza to, że system jest prawidłowo zaprojektowany. Biorąc pod 
uwagę fakt, że 1 0a <  oraz wzór (3.1.18), otrzymujemy konkretne wartoś-
ci: ( )

0.55 2.31
1 0.55 6.92 6.92exp 18.48 4.281 0,w + −= ⋅ ≈  ( ) ( )2310

1 2600 2310d 0.55 6.92exp 18.48 .V −= ⋅ −  

Zatem prawdopodobieństwo wystąpienia deficytu podaży produktu dla 
odbiorcy O (straty elektrowni) jest bliskie zera.

Prawdopodobieństwo wystąpienia strat podsystemu produkcji P (ko-
palni odkrywkowej) obliczam na podstawie wzoru: ( ) ( )

( ) ( )

3

2

2600 2310 10 exp 18.48
2 0.55 6.92 d ,Vw

−− +
+=  

( ) ( )0.55 2600 2310
2 6.92 2310d exp 18.48 ;V −= +  ostatecznie więc otrzymuję: 2 0.3.w ≈  

Ocenę stopnia wykorzystania magazynu-zbiornika M w badanym systemie 

uzyskam za pomocą wzoru (3.1.20): 
( )( )

( ) ( )2

26000.55 1 exp 18.48
2310

3 0.55 6.92 d 0.66.Vw
−

+= ≈  Magazyn 
M jest więc wykorzystany w rozważanym systemie w około 66%.

Zgodnie ze wzorami (3.1.21), (3.1.22) prawdopodobieństwo sytuacji, 
że poziom zapasów magazynu M osiągnie barierę dolną albo barierę górną 
jest w przybliżeniu równe odpowiednio 0 albo 0.3.

Probabilistyczny model funkcjonowania systemu S(za) wyrażony 
związkami (3.1.7)-(3.1.11) umożliwia również wyznaczenie prognoz 
wielkości charakteryzujących działanie tego systemu. Prognozy te, prze-
kazywane są do organu zarządzania systemem i dostarczają przesłanek do 
zwiększenia efektywności jego funkcjonowania.

Niech m it T T∈ ∩  , a iT  oznacza horyzont prognozy i-tej prognozowanej 
wielkości. Prognozę ( )1ŵ t  prawdopodobieństwa deficytu podaży produk-
tu dla odbiorcy O w chwili t obliczamy za pomocą wzoru:

	 ( ) ( ) { }( )1ˆ 0 , .
k

m
k

y a
w t Q t

<

= ∑ 	 (3.1.32)
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Prognozę ( )2ŵ t  prawdopodobieństwa strat nadawcy (podsystemu P) 
na skutek zapełnienia magazynu M w chwili t wyznaczamy z wykorzysta-
niem wzoru:

	 ( ) ( ) { }( )2ˆ , .
k

m
k

y a
w t Q V t

>

= ∑ 	 (3.1.33)

Prognozę ( )3ŵ t  wskaźnika oceny stopnia wykorzystania podsystemu 
M w badanym systemie w chwili t obliczymy na podstawie wzoru:

	 ( ) ( ) { }( )3ˆ , .m
k

k
w t Q V t=∑ 	 (3.1.34)

Jeżeli prawdopodobieństwo zapełnienia magazynu M jest z przedziału 
( )0,V , czyli ( )3ˆ 1w t ≈ , to w przyszłej chwili t należy oczekiwać małego 
prawdopodobieństwa wystąpienia deficytu podaży produktu dla odbiorcy 
O lub strat podsystemu P (nadawcy). W przypadku przeciwnym, a więc 
gdy ( )3ˆ 0w t ≈ , należy oczekiwać w chwili t zjawiska strat nadawcy P lub 
deficytu u odbiorcy O z dużym prawdopodobieństwem.

Występowanie stanów granicznych podsystemu M w przyszłej chwili t 
można przewidywać za pomocą wzorów:

	 ( ) ( ) { }( )4ˆ 0 , ,
k

m
k

y a
w t Q t

≤

= ∑  	 (3.1.35)

	 ( ) ( ) { }( )5ˆ , .
k

m

y a
w t Q V t

≥

= ∑ 	 (3.1.36)

Wzór (3.1.35) określa prognozę ( )4ŵ t  prawdopodobieństwa wystąpi-
enia stanu zerowego wypełnienia magazynu M w chwili t, natomiast 
relacja (3.1.36)  — prognozę ( )5ŵ t  prawdopodobieństwa maksymalnego 
wypełnienia w chwili t podsystemu M.

Prognozę prawdopodobieństwa stanu częściowego wypełnienia mag-
azynu M lub stanu yi procesu wejścia y podsystemu M w przyszłej chwili t 
można obliczyć kolejno ze wzorów: 

	
( ) ( )( ) ( ) ( )

2

1

6 1 2 1 2ˆ , , dla 0 ,
c

m
i

i c

w t P c z t c f z t dz c c V= < < = ≤ < ≤∑ ∫
 

	
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) { }( ) ( ) { }( )7

0

ˆ , 0 , , .
V

m m m
i i i iw t P y t y f z t dz Q t Q V t= = = + +∫
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W celu wyznaczenia prognozy częściowego wypełnieni podsystemu M 
z przedziału ( )0,V  oraz prognozy jego bariery dolnej lub bariery górnej 
przy stanie yi procesu y w przyszłej chwili t można wykorzystać kolejno 
następujące wzory na prognozę ( )8ŵ t  prawdopodobieństwa stanu pośred-

niego: ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2

1

8 1 2ˆ , , ,
c

m
i i

c

w t P c z t c y t y f z t dz= < < = = ∫  prognozę ( )9ŵ t  

prawdopodobieństwa bariery dolnej: ( ) ( ) { }( )9ˆ 0 ,m
iw t Q t=  oraz prognozę 

( )10ŵ t  prawdopodobieństwa bariery górnej: ( ) ( ) { }( )10ˆ , .m
iw t Q V t=

Składniki tworzące powyższe prognozy wyznaczamy z układu równań 
(3.1.7)-(3.1.11) dla l = m. Jeżeli mt T∉  i 0t t>  dla każdego 0 mt T∈  oraz 

st T∈   ( )1, 2, ,10s = 

, to w celu wyznaczenia tych prognoz należy w mod-
elu (3.1.7)-(3.1.11) dla l = m przyjąć: ( ) ˆm

ik ikπ π= , gdzie ˆikπ  jest prognozą 
wielkości πik wyznaczoną za pomocą wartości ( ) ( ) ( )1 2, ,..., m

ik ik ikπ π π . Prognozę  
ˆikπ  można uzyskać wykorzystując metody przedstawione np. w pracach 

[4], [6], [29], [31], [40], [41], [43], [46], [47], [49], [58]-[63], [66], [71], 
[72], [86], [87], [92], [94], [95], [104], [113]-[115], [117].

W celu uwzględnienia explicite działania podsystemu transportowego 
T w analizie funkcjonowania badanego systemu, wprowadzimy proces v(t) 
określony wzorem:

	 	 (3.2.1)

Wtedy poziom zapasów z(t) podsystemu M sterowany jest 
procesem: w(t)= y(t)v(t), gdzie y(t) opisuje wielkość produkc-
ji podsystemu P. Przyjmiemy, że procesy y(t) i v(t) są niezależne,  
a v(t) jest ciągłym, jednorodnym i ośrodkowym procesem Markowa o in-
tensywnościach  (intensywność przejścia podsystemy T od stanu 
pracy do przerwy w pracy (awarii)) oraz  (intensywność przejścia 
podsystemu T od przerwy w pracy (awarii) do stanu pracy).

Poziom wypełnienia z(t) magazynu M w przedziale [ )21,αα  stałości 
realizacji procesu w(t) spełnia warunek

	 ( ) ( ) ( )( )( )[ ]111 ttatwtzhtz −−+=  dla 211 αα <<≤ tt ,	 (3.2.2)

gdzie h jest funkcji określoną wzorem (2.1).
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Funkcjonowanie badanego systemu charakteryzuje teraz trójwymiarowy 
proces stochastyczny: y(t), v(t), z(t). Działanie systemu analizowane będzie w 
trzech wariantach (nieekstremalny stan poziomu zapasów podsystemu M: 
0<z(t)<V, stan graniczny dolny poziomu zapasów podsystemu M: z(t)=0, 
górny stan graniczny poziomu zapasów podsystemu M: z(t)=V) ponieważ 
odpowiadają im różne warunki pracy systemu. Dla naszych celów wystarczy 
wyznaczyć prawdopodobieństwa (odpowiadające trzem wariantom analizy 
funkcjonowania rozważanego systemu) postaci (zob. wzory (3.1.1)-(3.1.3)):

	  
	 V<<α0 ,	 (3.2.3)

	 ( ) ( ) ( )( )utvxtxtzP k ===   ,  ,0 ,	 (3.2.4)

	 ( ) ( ) ( )( )utvxtxVtzP k ===   ,  , ,	 (3.2.5)

gdzie ( )( )tzf u
k ,  oznacza funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa, 

a xk jest k-tym stanem procesu ( ) ( ) ( )  ,   1, 2,...,k kx t y t a x y a k n= − = − = ;  
u=1 (praca) lub u=0 (awaria).

Prawdopodobieństwa ( ) ( ) ( )( )utvxtxVtzP k ==<<   ,  ,0  ze wzoru 
(3.2.3) znajdziemy ze wzoru:

	 .

Aby uwzględnić zmiany w czasie parametrów πij, , , tj. przejścia 
podsystemu T — odpowiednio z i-tego do j-tego stanu oraz ze stanu pracy 
u=1 do awarii u=0 — i na odwrót — procesu: w(t)= y(t)v(t) sterującego 
poziomem zapasów magazynu M, analizować będziemy funkcjonowanie 
rozważanego systemu w m kolejnych okresach czasu T1, T2, …, Tm. Niech 
zatem okresowi Tl odpowiadają intensywności: , , ,  
(l = 1, 2, ..., m).

Funkcjonowanie systemu w przypadku, gdy poziom zapasów produktu 
w podsystemie M spełnia warunek: 0<z(t)<V, zostanie scharakteryzowane 
prawdopodobieństwem postaci:
	 , 

	 V<<α0 , lTt∈ .
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Działanie badanego systemu w przypadku, gdy poziom zapasów pro-
duktu w podsystemie M spełnia warunek: z(t)=0, czyli osiąga stan granic-
zny dolny opiszemy za pomocą prawdopodobieństw postaci:

	 	 (3.2.6)

Funkcjonowanie badanego systemu w przypadku, gdy poziom 
zapasów produktu w podsystemie M spełnia warunek: z(t)=V,czyli osiąga 
stan graniczny górny opiszemy za pomocą prawdopodobieństw postaci:
	 { }( ) ( ) ( ) ( )( ), ,  ,  ul

k kQ V t P z t V x t x v t u= = = = ,	  

	 dla lt T∈ , 1 lub 0u u= = .	 (3.2.7)

Wynikiem analizy SPZ w wariancie S(st) przeprowadzonej w pracy 
[16] jest następujący autorski probabilistyczny model działania systemu 
S(st):

	 	 (3.2.8)

	 	 (3.2.9)

	  
	 	 (3.2.10)

	 { }( )1 0 , 0,  dla 0,  ,l
k k lQ t x t T= > ∈ 	 (3.2.11)

	

{ }( ) { }( ) ( )( ) { }( )
( ) { }( ) { }

0 0 , * 1 * 0
1 0

0 0

0 , 0 ,

0, 0 , ,  dla 1, 2, , ,  ;

l
kQ t ll l l l

k k kt

ll l
k i ik l

i k

Q t Q t

af t Q t k n t T

π π π

π

∂
∂

≠

= − + +

+ + = ∈∑  	(3.2.12)
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{ }( ) ( ) ( )( ) { }( )
{ }( ) ( )

1 , 1 * 1
1

1

0

, ,

, ,  dla 0,  ,

l
k

i

Q V t ll l l
k k k kt

ll
i ik k l

i k
x

x f V t Q V t

Q V t x t T

π π

π

∂
∂

≠
≥

= − + +

+ ≥ ∈∑ 	 (3.2.13)

	 { }( )1 , 0,  dla 0,  ,l
k k lQ V t x t T= < ∈ 	 (3.2.14)

	 { }( )0 , 0,  dla 1, 2, , .l
kQ V t k n= = … 	 (3.2.15)

Układ równań (3.2.8)-(3.2.15) przedstawia matematyczny model sys-
temu w przypadku strukturalnego procesu dostawy produktu S(st). 

W praktyce ważne są również następujące warianty tego modelu:
Intensywności ( )l

ikπ , *l
sπ  procesu wejścia podsystemu M są stałe ( ( )l

ik ikπ π= , 
* *l
s sπ π= ), ponadto funkcje: ( ) ( ), ,ul u

k kf z t f z t= , { }( ) { }( )0 , 0 ,ul u
k kQ t Q t= , 

{ }( ) { }( ), ,ul u
k kQ V t Q V t=  zależą od czasu w okresie 1 2 mT T T∪ ∪ ∪ .

Intensywności ( )l
ikπ , *l

sπ  procesu wejścia podsystemu M zależą od okresu 

Tl, ale funkcje: ( ) ( ),ul ul
k kf z t f z= , { }( ) { }( )0 , 0ul ul

k kQ t Q= , { }( ) { }( ),ul ul
k kQ V t Q V=  

{ }( ) { }( ),ul ul
k kQ V t Q V=  nie zależą od czasu w okresie Tl.

Intensywności ( )l
ik ikπ π= , * *l

s sπ π=  procesu wejścia podsystemu M są stałe 
oraz funkcje: ( ) ( ),ul u

k kf z t f z= , { }( ) { }( )0 , 0ul u
k kQ t Q= , { }( ) { }( ),ul u

k kQ V t Q V= 

{ }( ) { }( ),ul u
k kQ V t Q V= nie zależą od czasu w okresie 1 2 mT T T∪ ∪ ∪ .

W celu wyznaczenia prognoz charakterystyk badanego systemu 
przyjmiemy, że m it T T∈ ∩  , gdzie iT  oznacza horyzont prognozy i-tej 
prognozowanej wielkości.

Jeżeli w systemie S(st) w chwili t wystąpi zdarzenie losowe W1 posta-
ci: wielkość w(t) produktu dostarczanego do podsystemu M, za pomocą 
podsystemu transportowego T jest mniejsza od zapotrzebowania odbiorcy 
O: w(t)<a, a zawartość z(t) magazynu M wynosi zero, czyli z(t)=0 i podsys-
tem T pracuje: u=1 lub zawartość magazynu M wynosi zero: z(t)=0 podsys-
tem T nie pracuje: u=0 (znajduje się w stanie awarii), to odbiorca zmuszony 
jest do korzystania z innych źródeł zaopatrzenia lub ograniczenia własnej 
produkcji. Prowadzi to do strat w badanym systemie (strat odbiorcy). Praw-
dopodobieństwo wystąpienia takiego niekorzystnego zdarzenia oznaczmy 
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przez w1 (w1=P(W1)). Prognozę ( )1ŵ t  prawdopodobieństwa deficytu po-
daży produktu dla odbiorcy O w chwili t obliczany za pomocą wzoru:

	 ( ) { }( ) { }( )1 0
1

0

ˆ 0 , 0 , .
k

m m
k k

x k
w t Q t Q t

<

= +∑ ∑ 	 (3.2.16)

Niekorzystny stan badanego systemu S(st) w chwili t związany jest 
również z innym zdarzeniem losowym W2: wielkość produktu dostarcza-
nego do podsystemu O, za pomocą podsystemu transportowego T, prze-
kracza zapotrzebowanie a odbiorcy O, czyli w(t)>a a podsystem T znajduje 
się w stanie pracy u=1 i magazyn M jest zapełniony z(t)=V lub podsystem 
transportowy T nie pracuje (u=0) (znajduje się w stanie awarii) i magazyn 
jest pusty z(t)=0. W tym przypadku podsystem produkcji P (nadawca) nie 
ma możliwości przesłania swojego produktu do odbiorcy O. Prowadzi to 
również do strat w systemie (strat nadawcy). Oznaczmy przez w2 prawdo-
podobieństwo tego, także niekorzystnego, zdarzenia ( ( )2 2w P W= ). Prog-
nozę ( )2ŵ t  prawdopodobieństwa strat nadawcy (podsystemu P) w chwili 
t wyznaczamy ze wzoru

	 ( ) { }( ) { }( )1 0
2

0

ˆ , 0 , .
k

m m
k k

x k
w t Q V t Q t

>

= +∑ ∑ 	 (3.2.17)

Wielkości (3.2.16), (3.2.17) są więc prognozami charakterystyk oceny 
stopnia strat produkcyjnych odpowiednio odbiorcy O (charakterystyka w1) 
i nadawcy P (charakterystyka w2).

Jako charakterystykę oceny stopnia wykorzystania magazynu M w 
chwili t w badanym systemie w przypadku strukturalnego procesu dostawy 
produktu S(st) można przyjąć prawdopodobieństwo zdarzenia losowego 
W3 postaci: poziom wypełnienia magazynu jest dodatni, ale mniejszy od 
V: 0 < z(t) < V i podsystem transportowy T znajduje się w stanie pracy u=1 
lub podsystem M jest w stanie pośrednim 0 < z(t) < V i podsystem T nie 
pracuje: u=0 . Niech, podobnie jak poprzednio, w3  oznacza prawdopodo-
bieństwo zdarzenia W3 ( ). Prognozę  charakterystyki oce-
ny stopnia wykorzystania podsystemu M w badanym systemie w przyszłej 
chwili t obliczymy ze wzoru:
	 	 (3.2.18)

Z małym prawdopodobieństwem w przyszłej chwili t należy oczekiwać 
strat nadawcy (podsystemu P) lub wystąpienia deficytu podaży produktu dla 
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odbiorcy O, gdy wartość prognozy (3.2.18) jest bliska jedności. Jeżeli zaś war-
tość ta jest bliska zera, to z dużym prawdopodobieństwem w chwili t należy 
oczekiwać strat nadawcy P lub deficytu u odbiorcy O, co ilustruje rys. 6.

Rys. 6. Prawdopodobieństw deficytu podaży produktu lub strat nadawcy dla S(st).

Stany graniczne oraz stan pośredni poziomu zapasów w magazynie M 
można prognozować za pomocą wzorów:
	 	 (3.2.19)

	 	 (3.2.20)

	 	 (3.2.21)

Wzór (3.2.19) określa prognozę  prawdopodobieństwa wystąpi-
enia dolnego stanu granicznego poziomu a zapasów magazynu M (stanu 
zerowego wypełnienia magazynu) w chwili t, czyli w(t)=0 natomiast relacja 
(3.2.20) — prognozę  prawdopodobieństwa górnego stanu graniczne-
go poziomu zapasów podsystemu M (stanu maksymalnego wypełnienia 
magazynu) w chwili t, czyli w(t)=V. Prawdopodobieństwo stanu nieeks-
tremalnego poziomu zapasów magazynu M w chwili t, czyli 0 < z(t) < V, 
można prognozować za pomocą wzoru (3.2.21).

Wielkość podaży produktu podsystemu P oraz stany, w których może 
znajdować się podsystem transportowy T można prognozować z użyciem 
wzorów:

	 	 (3.2.22)

	 	 (3.2.23)
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Prognozę  prawdopodobieństwa, że poziom podaży produktu w 
chwili t będzie wynosił yk obliczamy ze wzoru (3.2.22), a prognozę  
prawdopodobieństwa stanu u podsystemu transportowego T w chwili t 
(u=1, gdy podsystem T pracuje; u=0, gdy podsystem T nie pracuje (znajdu-
je się w stanie awarii)) — na podstawie wzoru (3.2.23).

Dwuwymiarowy proces (z(t), v(t)) charakteryzuje funkcjonowanie 
podsystemu M oraz podsystemu transportowego T. Można zatem progno-
zować prawdopodobieństwo zajścia w chwili t następujących zdarzeń losowych:

– stan poziomu zapasów magazynu M nie jest ekstremalny, czyli 
0 < z(t) < V i podsystem transportowy T znajduje się w stanie u (u=1 — pra-
ca, u=0 — awaria), 

– poziom zapasów podsystemu M osiąga stan graniczny dolny (mag-
azyn jest pusty), czyli z(t)=0 i podsystem transportowy T znajduje się w 
stanie u (u=1 lub u=0),

– poziom zapasów magazynu M osiąga stan graniczny górny (mag-
azyn jest zapełniony), czyli z(t)=V i podsystem T znajduje się w stanie u 
(u=1 — praca, u=0 — awaria).

Prognozy te nożna wyznaczyć kolejno za pomocą następujących 
wzorów:

	 	(3.2.24)

	 	 (3.2.25)

	 	 (3.2.26)

Proces (y(t), v(t)) opisuje podaż produktu y(t) podsystemu P oraz 
funkcjonowanie y(t) podsystemu transportowego T. Prognozę prawdo-
podobieństwa zajścia w przyszłej chwili t zdarzenia losowego: podaż pro-
duktu podsystemu P osiąga stan yk, a podsystem transportowy T znajduje 
się w stanie u (u=1 — praca, u=0 — awaria), obliczamy ze wzoru:

	 	 (3.2.27)

Z kolei proces (z(t), y(t)) charakteryzuje funkcjonowanie z(t) maga-
zynu M oraz podaż y(t) produktu podsystemu P. Prognozę prawdopodo-
bieństwa zajścia w przyszłej chwili t następujących zdarzeń losowych:
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– stan poziomu zapasów magazynu M nie jest ekstremalny: 0 < z(t) < V, 
a podaż y(t) produktu podsystemu P osiąga stan yk, czyli y(t)=yk,

– poziom zapasów podsystemu M osiąga stan graniczny dolny (mag-
azyn jest pusty), czyli z(t)=0 a podaż y(t) produktu podsystemu P stan yk, 
czyli y(t)=yk,

– poziom zapasów podsystemu M osiąga stan graniczny górny (maga-
zyn jest zapełniony), czyli z(t)=V a podaż y(t) produktu podsystemu P stan 
yk, czyli y(t)=yk
można obliczyć kolejno za pomocą wzorów:

	 	 (3.2.28)

	 	 (3.2.29)
	 	 (3.2.30)

Funkcjonowanie z(t) magazynu M, wielkości y(t) podaży produktu 
podsystemu P oraz działanie v(t) podsystemu transportowego T charak-
teryzuje trójwymiarowy proces: (z(t), y(t), v(t)). Prognozę prawdopodo-
bieństwa zajścia w przyszłej chwili t następujących zdarzeń losowych:

– stan poziomu zapasów magazynu M nie jest ekstremalny, czyli 0 < z(t) < V, 
podaż produktu podsystemu P osiąga stan yk, czyli y(t)=yk, a podsystem trans-
portowy T znajduje się w stanie u (u=1 — praca, u=0 — awaria),

– poziom zapasów podsystemu M osiąga stan graniczny dolny (maga-
zyn jest pusty), czyli z(t)=0 podaż produktu podsystemu P — stan yk, czyli 
y(t)=yk, a podsystem transportowy — stan u (u=1 lub u=0),

– wielkość zapasów magazynu M osiąga stan graniczny górny (mag-
azyn jest zapełniony), czyli z(t)=V podaż produktu podsystemu P — stan 
yk, czyli y(t)=yk, a podsystem transportowy T jest w stanie u (u=1 — praca, 
u=0 — awaria),
można wyznaczyć kolejno za pomocą wzorów:

	 	 (3.2.31)

	 	 (3.2.32)

	 	 (3.2.33)
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Prognozy (3.2.16)-(3.2.33), charakterystyk opisujących funkc-
jonowanie badanego systemu w przypadku strukturalnego procesu dost-
awy produktu, obliczamy na podstawie modelu (3.2.8)-(3.2.15) dla l=m. 
Jeżeli  i t<T0 dla każdego  oraz , to w celu wyznaczenia tych 
prognoz postępujemy analogicznie jak w punkcie 3.1. 

Podkreślmy, że prognozy (3.2.16)-(3.2.33) budowane są tak, że ich 
wartości w sposób explicite zależą od parametrów systemu: , , V, a. 
Umożliwia to śledzenie zmian trajektorii wartości prognoz w zależności od 
zmian wartości tych parametrów, a więc i przewidywanie zmian w funk-
cjonowaniu badanego systemu produkcyjno-zaopatrze  niowego wspo-
magającego centrum usług. Ponieważ na wartość parametrów ,  mają 
wpływ również czynniki organizacyjne, zatem stwarza to również możli-
wość prowadzenia analizy wpływu racjonalizacji elementów organizacy-
jnych na wartości badanych charakterystyk systemu (zarówno w aspekcie 
prognostycznym, jak i — nieprognostycznym), a zatem na efektywność dz-
iałalności centrum usług.

Ze względu na wzrost samodzielności podmiotów gospodarczych, 
funkcjonujących w warunkach rosnącej konkurencji, konieczne staje się 
wprowadzanie istotnych zmian w sposobach zarządzania nimi. Nowocze-
sny proces podejmowania decyzji wymaga opracowywania obiektywnych 
rozwiązań, które uzyskiwane są na podstawie wyników analizy wiarygod-
ności informacji. Rozwiązania te otrzymuje się często dzięki zastosowan-
iu matematycznego modelowania oraz odpowiednich metod matematyc-
znych pozwalających na racjonalizację gospodarowania w wielu obszarach 
działalności. Złożoność procesu zarządzania pociąga za sobą niezbędność 
coraz szerszego ich stosowania; przestaje bowiem wystarczać intuicja i doś-
wiadczenie decydentów. Rozwój nowoczesnego, innowacyjnego i efekty-
wnego zarządzania i planowania jest obecnie niemożliwy bez wykorzysta-
nia metod statystyczno-matematycznych wspieranych nowoczesną infor-
matyką.

Niniejszy artykuł poświęcony jest badaniu systemów produkcyj-
no-zaopatrzeniowych wspomagających centrum usług funkcjonujących 
w różnych obszarach gospodarki. Dokładniej  — przedmiotem badania 
jest system gromadzenia zapasów, którego podsystemami są: podsystem 
produkcji (P), podsystem transportowy (T) oraz magazyn-zbiornik (M) i 
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odbiorca (O) w centrum usług. Podstawowy cel artykułu, jakim było zap-
roponowanie narzędzi, za pomocą których można wspomagać analizę i 
realizację procesu efektywnego funkcjonowania badanego systemu wspo-
magającego centrum usług — został całkowicie osiągnięty. Wykorzystano 
tu podejście modelowe i prognozowanie.

W pracy przedstawiłam własne, nowe wyniki badań, dotyczące proba-
bilistycznego opisu rozważanego produkcyjno-zaopatrzeniowego systemu 
wspomagającego centrum usług oraz ilościowe charakterystyki tego sys-
temu. Na podstawie tego opisu została opracowania metodyka prognozowa-
nia charakterystyk (procesów) badanego systemu. Opis ten uzyskany jest w 
dwóch wariantach: zarówno w przypadku, gdy poziom zapasów podsys-
temu M sterowany jest zagregowanym procesem dostawy produktu (punkt 
3.1.), jak i w przypadku, gdy poziom ten sterowany jest niezagregowanym 
procesem dostawy produktu (punkt 3.2.). Opisy te uwzględniają zarówno 
dynamikę parametrów procesu podaży produktu przez podsystem P, dyna-
mikę parametrów procesu opisującego funkcjonowanie podsystemu trans-
portowego T, jak i różne warianty działania podsystemu M.

Otrzymane stochastyczne opisy funkcjonowania systemu produkcyj-
no-zaopatrzeniowego wspierającego centrum usług umożliwiają wyznacze-
nie zdefiniowanych ilościowych charakterystyk tego systemu, np. wskaźni-
ka oceny deficytu podaży produktu dla odbiorcy O, wskaźnika oceny 
strat produkcyjnych nadawcy P, wskaźnika oceny stopnia wykorzystania 
podsystemu M w badanym systemie, wskaźników dotyczących występowa-
nia barier w podsystemie M, wskaźnika opisującego poprawność zaprojek-
towania rozważanego systemu (punkty 3.1. i 3.2.). 

Zaprezentowane dwa modele SPZ dają również możliwość wyznacze-
nia prognoz określonych charakterystyk funkcjonowania systemu (punkty 
3.1. i 3.2.).

Warto podkreślić, że w przedstawionym podejściu metodologicznym 
zarówno podane charakterystyki ilościowe systemu, jak i ich prognozy, za-
leżą explicite od parametrów systemu, co jest niewątpliwie zaletą takiego 
podejścia. Umożliwia ono obserwowanie zmian wartości tych wielkości w 
zależności od zmian wartości parametrów badanego systemu. Można więc 
oddziaływać na te wartości — zarówno w aspekcie prognostycznym, jak i 
nieprognostycznym, a tym samym zwiększać efektywność funkcjonowa-
nia systemu. Można także przeprowadzać analizę wpływu racjonalizacji 
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elementów organizacyjnych całego systemu, które mają wpływ na parame-
try procesu podaży produktu przez podsystem P oraz na parametry funk-
cjonowania podsystemu transportowego T i na wartości zdefiniowanych 
charakterystyk, co dostarcza dodatkowych przesłanek dla racjonalizacji 
działania systemu wspomagającego centrum usług.

Rozpatrywany system produkcyjno-zaopatrzeniowy wspomagają-
cy centrum usług jest na tyle uniwersalny, że może on być zastosowany 
wszechstronnie w różnych obszarach gospodarki. Przedstawione w pracy 
probabilistyczne opisy dynamiczne funkcjonowania analizowanego sys-
temu, ilościowe charakterystyki działania tego systemu oraz ich prognozy 
są narzędziami za pomocą których można badać i optymalizować efekty-
wność działania rozważanego systemu, a zarazem centrum usług. Tego 
typu narzędzia tworzą podstawy teoretyczno-metodologiczne budowanych 
programów komputerowych systemów informatycznych wspomagania 
procesu decyzyjnego. Rozwinięciem systemów wspomagania decyzji są 
systemy doradcze, nazywane również ekspertowymi, które są przyszłością 
zarządzania [43]. Systemy te, oprócz zadań związanych z przygotowaniem 
i opracowywaniem danych potrzebnych do podejmowania decyzji, coraz 
częściej zawierają zadania związane z podejmowaniem decyzji.

Uzyskane wyniki badań są zilustrowane na przykładzie dwustanowego 
procesu podaży produktu. Otrzymane są wzory wyrażające explicite zależność 
charakterystyk systemu od parametrów systemu oraz dokonane są ich anal-
izy. Przedstawiony jest także przykład liczbowy, w którym dla określonych 
parametrów systemu wyznaczone są wskaźniki oceny strat produkcyjnych 
systemu (odbiorcy O i nadawcy P), wskaźnik oceny stopnia wykorzystania 
podsystemu M, wskaźniki opisujące stany graniczne (bariery) podsystemu M 
wraz ze sprawdzeniem poprawności zaprojektowania systemu. 

W przypadku, gdy parametry procesu podaży produktu przez podsys-
tem P oraz procesu opisującego funkcjonowanie podsystemu transporto-
wego T nie są znane, należy dokonać ich oceny na podstawie próby. Zau-
ważmy, że gdy liczba stanów procesu podaży jest mała, to wykorzystanie 
w praktyce uzyskanych wyników badania nie przedstawia większych trud-
ności — można wtedy przy użyciu metod analitycznych otrzymać intere-
sujące nas relacje wyrażające explicite odpowiednie wielkości bezpośrednio 
za pomocą parametrów badanego systemu. W przeciwnej sytuacji, a więc 
gdy liczba stanów procesu podaży produktu jest duża, zachodzi koniec-
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zność zastosowania techniki komputerowej wspomaganej odpowiednimi 
metodami numerycznymi z wykorzystaniem przedstawionego w artykule 
postępowania. 

Do opisu funkcjonowania rozważanego systemu można zastosować 
również prostsze podejście metodologiczne wykorzystujące pojęcie mo-
mentów zmiennych losowych (wartość oczekiwania, wariancja, kowariancja 
(współczynnik korelacji)) oraz nierówność Czebyszewa. Jednak efekty prak-
tyczne i teoretyczne takiego opisu są zwykle mniejsze od rezultatów, jakie 
można otrzymać za pomocą wyników przedstawionych w niniejszej pracy, a 
ogólnie — za pomocą stochastycznego modelowania dynamicznego.
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