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ÏÅÐÅÄÌÎÂÀ

Îäíi¹þ ç àêòóàëüíèõ çàäà÷ òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ¹ âèâ÷åííÿ
òèõ ÷è iíøèõ êëàñiâ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, äîñëiäæåííÿ ¨õ çàãàëüíèõ
âëàñòèâîñòåé, îòðèìàííÿ îöiíîê ðîçïîäiëó ôóíêöiîíàëiâ âiä ïðîöåñiâ ç
ðiçíèõ êëàñiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.

Îñòàííiì ÷àñîì ðîçâèâàëàñü òåîðiÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ iç ïðîñòî-
ðiâ Îðëi÷à, ïðîñòîðiâ Subϕ(Ω), DV,W (Ω)-ïðîñòîðiâ. ßê ïðàâèëî, çíàéòè
íîðìè â öèõ ïðîñòîðàõ âàæêî, àáî íåìîæëèâî. Òîìó, çàìiñòü íîðì, â öèõ
ïðîñòîðàõ âèêîðèñòîâóâàëèñü åêâiâàëåíòíi ¨ì ìîìåíòíi íîðìè. Ïðè îöi-
íþâàííi ðîçïîäiëiâ ðiçíèõ ôóíêöiîíàëiâ âiä ïðîöåñiâ iç öèõ ïðîñòîðiâ,
îöiíêè äåùî ïîãiðøóâàëèñü, òîìó âèíèêëà íåîáõiäíiñòü ðîçãëÿíóòè áà-
íàõîâi ïðîñòîðè ç ìîìåíòíèìè íîðìàìè. Öå äà¹ ìîæëèâiñòü ó áàãàòüîõ
âèïàäêàõ îòðèìóâàòè êðàùi îöiíêè, íiæ ç âèêîðèñòàííÿì, íàïðèêëàä:
íîðì iç ïðîñòîðiâ Îðëi÷à.

Ïåðøèé ðåçóëüòàò, ÿêèé áóâ ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åííþ ëîêàëüíèõ âëà-
ñòèâîñòåé âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, íàëåæèòü À. Ì. Êîëìîãîðîâó. Éîãî òåî-
ðåìà ïðî âèáiðêîâó íåïåðåðâíiñòü iç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ, îïóáëiêîâàíà
â ðîáîòi �. �. Ñëóöüêîãî (1937) [168]. Öÿ òåîðåìà ñòâîðèëà öiëèé íàïðÿì
ó òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ. Iíøèìè ïðàöÿìè â öüîìó íàïðÿìi ïðî çà-
ãàëüíi óìîâè âèáiðêîâî¨ íåïåðåðâíîñòi òà íàëåæíîñòi äî êëàñiâ Ëiïøèöÿ
âèïàäêîâèõ ïîëiâ, áóëè ðîáîòà (1967) [114] òà ìîíîãðàôiÿ Ì. É. ßäðåíêà
(1980) [113].

Ó ïðàöÿõ Þ. Â. Êîçà÷åíêà òà Ì. É. ßäðåíêà (1976) áóëè îäåðæàíi
ïîäiáíi óìîâè äëÿ ðiçíèõ êëàñiâ âèïàäêîâèõ ïîëiâ [69, 70]. Óìîâè íåïå-
ðåðâíîñòi âèïàäêîâèõ ôóíêöié íà êîìïàêòàõ ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði
âèâ÷àëèñü ó ðîáîòàõ À. Â. Ñêîðîõîäà (1973) [104] òà Ì. É. ßäðåíêà
(1968) [112] .

Áàãàòî íàóêîâöiâ äîñëiäæóâàëè âëàñòèâîñòi ðîçïîäiëiâ ñóïðåìóìiâ
âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, âèâ÷àëè ïðîáëåìè iñíóâàííÿ ìîìåíòiâ òà åêñïî-
íåíöiàëüíèõ ìîìåíòiâ ðîçïîäiëó ñóïðåìóìiâ ïðîöåñó. Âåëèêó óâàãó çâåð-

íåíî íà çàäà÷i çíàõîäæåííÿ îöiíîê éìîâiðíîñòi P
{

sup
t∈T
|X(t)| > ε

}
. Ðå-

çóëüòàòè ç äàíèõ ïèòàíü îïóáëiêîâàíî ó êíèãàõ Ã. Êðàìåðà i Ì. Ð. Ëi-
äáåòòåðà (1967) [124], Ì. Á. Ìàðêóñà i Æ. Ïiçü¹ (1981) [154], Ì. Ð. Ëi-
äáåòòåðà, Ã. Ëiíäãðåíà i Õ. Ðóòñåíà (1983) [148], Ð. Ä. Àäëåðà (1990)
[115], Ì. Ëåäó i Ì. Òàëàãðàíà (1991) [150], Â. Â. Áóëäèãiíà òà Þ. Â. Êî-
çà÷åíêà (1998) [16]. Äîñëiäæåííÿì âëàñòèâîñòåé âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ iç
ïåâíèõ êëàñiâ çàéìàëèñÿ Ä. Ì. Ï. Àëüáií (1990, 1998) [116,117], Ì. Ëåäó
(1990) [149], Ì. Á. Ìàðêóñ (1988) [153], �. I. Îñòðîâñüêèé (1990) [87].

Ó 60-òi ðîêè XX ñò. ðîçïî÷àëèñÿ äîñëiäæåííÿ ëîêàëüíèõ âëàñòè-
âîñòåé ãàóññîâèõ ïðîöåñiâ. Çîêðåìà Þ. Ê. Áåëÿ¹â îòðèìàâ óìîâè íå-
ïåðåðâíîñòi ãàóññîâèõ ñòàöiîíàðíèõ ïðîöåñiâ ó òåðìiíàõ ñïåêòðàëüíèõ
ôóíêöié òà âiäîìó �àëüòåðíàòèâó Á¹ëÿ¹âà� (1960, 1961) [5,119]. Ðiçíèìè
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ìåòîäàìè îòðèìàëè óìîâè íåïåðåðâíîñòi äëÿ ãàóññîâèõ ïðîöåñiâ Ð. Ì.
Äàäëi (1965) [127] òà Ä. Äåëüïîðò (1964) [126]. Ôóíäàìåíòàëüíi ðå-
çóëüòàòè, ÿêi ñòîñóþòüñÿ âëàñòèâîñòåé ãàóññîâèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ
îòðèìàëè Ä. Ëiíäãðåí (1971) [151], Ð. Ì. Äàäëi (1973) [128], Ê. Áîðåëü
(1978) [121], Ì. Òàëàãðàí (1987) [170], Ð. Ä. Àäëåð (1990) [115], Ì. Ëåäó
(1990) [149], Â. I. Ïiòåðáàðã (1996) [164]. Ó ðîáîòi I. Â. Áîíäàðåíêà òà
Î. Â. Iâàíîâà (1992) [7] äîñëiäæóâàëèñü âëàñòèâîñòi âèáiðêîâèõ ôóíêöié
âèïàäêîâèõ ïîëiâ iç ñòiéêèìè ïðèðîñòàìè.

Îöiíêàì åêñïîíåíöiàëüíèõ ìîìåíòiâ òà ðîçïîäiëiâ ñóïðåìóìiâ ãàóñ-
ñîâèõ ïðîöåñiâ áóëè ïðèñâÿ÷åíi ðîáîòè À. Â. Ñêîðîõîäà (1970) [103],
Ã. ß. Ëàíäàó i Ë. À.Øåïïà (1970) [147], Õ. Ôåðíiêà (1970) [130], Í. Í. Âà-
õàíiÿ, Â. I. Òàðè¹ëàäçå i Ñ. À. ×îáàíÿíà (1985) [20], Ì. Ëåäó òà Òàëàãðà-
íà Ì. (1991) [150], Ëiôøèöÿ Ì. À. (1995) [74], Þðiíñüêîãî Â. (1995) [174].
Ó ïðàöÿõ Á¹ëÿ¹âà Þ. Ê. (1968) [6], Ñ. Áåðìàíà (1973) [120], Â. I. Ïi-
òåðáàðãà (1982) [93], Ä. I. Ïiêàíäñà (1969) [161], â ÿêèõ äîñëiäæóâàâñÿ
ðîçïîäië ñóïðåìóìiâ ãàóññîâèõ ïðîöåñiâ.

Ó 60-ìó ðîöi XX ñò. ç'ÿâèëàñÿ ðîáîòà, â ÿêié ðîçãëÿäàëèñÿ øèðøi
êëàñè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí òà ïðîöåñiâ, íiæ ãàóññîâi. Ïîíÿòòÿ ñóáãà-
óññîâî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ââiâ Æ. Ï. Êàõàí (1960) [137]. Ïiçíiøå ó
ðîáîòi Â. Â. Áóëäèãiíà òà Þ. Â. Êîçà÷åíêà (1980) [14] áóëî äîâåäåíî, ùî
ïðîñòið ñóáãàóññîâèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ¹ áàíàõîâèì âiäíîñíî ñóáãàóñ-
ñîâîãî ñòàíäàðòó. Âëàñòèâîñòi òà ðiçíi ñôåðè çàñòîñóâàííÿ ñóáãàóññîâèõ
òà ñòðîãî ñóáãàóññîâèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äîñëiäæóâàëèñÿ ó ïðàöÿõ
Â. Â. Áóëäèãiíà (1998, 1980, 1980, 1987, 1994, 1997) [8, 10, 14�16, 122],
À. Ð. Äæóëiàíî (2002) [32], �. I. Îñòðîâñüêîãî (1990) [87], À. Î. Ïà-
øêà (1998) [91], Í. Ê. Äæåéíà (1978) [136], Æ. Ï. Êàõàíà (1960) [137],
Ì. Ëåäó (1991) [150], Ì. Á. Ìàðêóñà (1981) [154].

Þ. Â. Êîçà÷åíêî ââiâ ïîíÿòòÿ ñóáãàóññîâèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ
(1968) [49]. Âëàñòèâîñòi äàíîãî êëàñó âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ðîçãëÿíóòi
â ðîáîòàõ Â. Â. Áóëäèãiíà (1977) [9], Í. Ê. Äæåéíà òà Ì. Á. Ìàðêóñà
(1978) [136].

Åêñïîíåíöiàëüíi ìîìåíòè òà îöiíêè ðîçïîäiëiâ ñóïðåìóìiâ äëÿ ñóáãà-
óññîâèõ òà áëèçüêèõ äî íèõ ïðîöåñiâ ðîçãëÿäàëèñÿ â ïðàöÿõ Æ. Ï. Êà-
õàíà (1968) [138], Í. Ê. Äæåéíà òà Ì. Á. Ìàðêóñà (1975, 1978) [135,136],
Ì. Á. Ìàðêóñà òà Æ. Ïiçü¹ (1981) [154], �. I. Îñòðîâñüêîãî (1990) [87],
Ä. Ôóêóäè (1990) [133], Ì. Ëåäó i Ì. Òàëàãðàíà (1991) [150].

Þ. Â. Êîçà÷åíêî òà �. I. Îñòðîâñüêèé ââåëè ïîíÿòòÿ áàíàõîâèõ ïðî-
ñòîðiâ òèïó ñóáãàóññîâèõ, à ñàìå ïðîñòîðiâ Subϕ(Ω) âèïàäêîâèõ âåëè-
÷èí òà ïðîöåñiâ, ÿêi ¹ óçàãàëüíåííÿì ïðîñòîðiâ ñóáãàóññîâèõ âèïàäêî-
âèõ âåëè÷èí (1985) [61]. Ïðîñòîðè ϕ-ñóáãàóññîâèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
� öå ïðîñòîðè öåíòðîâàíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí iç ïåâíèì ðîñòîì åêñ-
ïîíåíöiéíèõ ìîìåíòiâ. Âëàñòèâîñòi òàêèõ ïðîñòîðiâ, îöiíêè òà óìîâè
çáiæíîñòi ñóì íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí iç öèõ ïðîñòîðiâ, êî-
ëè ïðîöåñ âèçíà÷åíèé íà ïðîñòîði ç ïñåâäîìåòðèêîþ, ïîðîäæåíîþ öèì
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ïðîöåñîì, ðîçãëÿíóòi â ìîíîãðàôi¨ Â. Â. Áóëäèãiíà òà Þ. Â. Êîçà÷åí-
êà (1998) [16]. Âëàñòèâîñòi ϕ-ñóáãàóññîâèõ ïðîñòîðiâ âèâ÷àëèñÿ òàêîæ ó
ðîáîòi À. Ð. Äæóëiàíî, Þ. Â. Êîçà÷åíêà òà Ò. Íiêiòiíî¨ (2003) [134] òà â
ìîíîãðàôi¨ Î. I. Âàñèëèê, Þ. Â. Êîçà÷åíêà òà Ð. �. ßìíåíêà (2008) [19].
Îöiíêè ðîçïîäiëiâ ñóïðåìóìiâ ϕ-ñóáãàóññîâèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ äî-
ñëiäæåíi â ðîáîòàõ Þ. Â. Êîçà÷åíêà, Î. I. Âàñèëèê òà Ð. �. ßìíåíêà
(2003) [144].

Ïåðåäãàóññîâi âèïàäêîâi ïðîöåñè áóëè ââåäåíi ó ïðàöÿõ Â. Â. Áóë-
äèãiíà òà Þ. Â. Êîçà÷åíêà (1974) [11]. Âëàñòèâîñòi ïåðåäãàóññîâèõ âè-
ïàäêîâèõ ïðîöåñiâ òà ðîçïîäiëè ñóïðåìóìó äîñëiäæóâàëèñÿ â ðîáîòàõ
Â. Â. Áóëäèãiíà i Þ. Â. Êîçà÷åíêà (1992, 1993) [12,13], Â. À. Äìèòðîâ-
ñüêîãî (1981) [35].

Øèðøèì êëàñîì âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, íiæ ãàóññîâi, ¹ ϕ-ñóáãàóññîâi
òà ïåðåäãàóññîâi âèïàäêîâi âåëè÷èíè ç ïðîñòîðiâ Îðëi÷à. Òåîðiÿ ôóí-
êöiîíàëüíèõ ïðîñòîðiâ Îðëi÷à äåòàëüíî âèêëàäåíà â êíèãàõ Ì. À. Êðà-
ñíîñåëüñüêîãî i ß. Á. Ðóòèöüêîãî (1958) [72] òà Ì. Ì. Ðàî i Ç. Ä. Ðåíà
(1991, 2001) [165, 166]. Ó ìîíîãðàôi¨ Â. Â. Áóëäèãiíà òà Þ. Â. Êîçà-
÷åíêà (1998) [16] âèêëàäåíà òåîðiÿ ïðîñòîðiâ Îðëi÷à âèïàäêîâèõ âå-
ëè÷èí òà òåîðiÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ç ïðîñòîðiâ Îðëi÷à âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí. Iç ðîáiò Þ. Â. Êîçà÷åíêà (1983, 1984, 1984) [50,53,54], Õ. Ôåð-
íiêà (1983) [132], Ê. Íàíîïîóëîñà òà Ô. Íîáåëiñà (1978) [158], Æ. Ïiçü¹
(1979, 1983) [162,163], Ì. Âåáåðà (1983) [172] ïî÷èíà¹òüñÿ ñèñòåìàòè÷íå
âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé îðëi÷iâñüêèõ ïðîöåñiâ, à òàêîæ ïðîöåñiâ iç îðëi-
÷iâñüêèìè ïðèðîñòàìè. Êðiì òîãî, âëàñòèâîñòÿì âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ó
äåÿêèõ ïðîñòîðàõ Îðëi÷à ïðèñâÿ÷åíi òàêîæ ðîáîòè Í. Êîíî (1980) [140]
òà Þ. Â. Êîçà÷åíêà (1985) [55]. Ó ðîáîòàõ Å. À. Àáæàíîâà òà Þ. Â. Êî-
çà÷åíêà (1985) [1], Æ. Ïiçü¹ (1979, 1983) [162,163], Ì. Ëåäó i Ì. Òàëàãðà-
íà (1991) [150] ðîçãëÿäàëèñÿ óìîâè íåïåðåðâíîñòi ðåàëiçàöié ïðîöåñiâ iç
îðëi÷iâñüêèìè ïðèðîñòàìè.

Ïðîñòîðè Îðëi÷à åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó äîñëiäæóâàëèñÿ ïðè ðîçâ'ÿ-
çàííi ðiçíèõ çàäà÷ òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, çîêðåìà â ðîáîòàõ �. I.
Îñòðîâñüêîãî (1982) [86], Õ. Ôåðíiêà (1975) [131]. Îöiíêè äëÿ ðîçïîäiëiâ
íîðì ñóïðåìóìiâ ðiçíèõ îðëi÷iâñüêèõ ïðîöåñiâ ðîçãëÿäàëèñÿ ó ïðàöÿõ
Õ. Ôåðíiêà (1983) [132], Í. Êîíî (1980) [140], Ê. Íàíîïîóëîñà òà Ô. Íî-
áåëiñà (1978) [158], Æ. Ïiçü¹ (1979, 1983) [162,163].

Ïðîñòið Fψ(Ω) áóâ ââåäåíèé Ñ. Â. �ðìàêîâèì òà �. I. Îñòðîâñüêèì
ó ðîáîòi (1986) [37], ó ÿêié äîâåäåíî, ùî öåé ïðîñòið ¹ ïðîñòîðîì Áàíàõà

ç íîðìîþ ‖ξ‖ψ = sup
u>1

(E|ξ|u)1/u

ψ(u) .

Óìîâè íàëåæíîñòi ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ iç ïðî-
ñòîðó Îðëi÷à âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ôóíêöiîíàëüíèì ïðîñòîðàì Îðëi÷à
òà ïðîñòîðàìè Ñîáîë¹âà-Îðëi÷à îòðèìàíî â ðîáîòàõ Þ. Â. Êîçà÷åíêà
òà Ò. Î. ßêîâåíêî (2004, 2006) [71,173].

Ó 90-õ ðîêàõ ÕÕ ñòîëiòòÿ ïî÷àâ ðîçâèâàòèñÿ òàêèé íàïðÿìîê â òåîði¨
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âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, ÿê âåéâëåò àíàëiç. Âèÿâèëîñÿ, ùî âåéâëåò àíàëiç �
öå íîâà ãàëóçü ìàòåìàòèêè ç ñâî¨ìè ïðîáëåìàìè é çàäà÷àìè. Êðiì òîãî,
öþ òåîðiþ åôåêòèâíî ìîæíà çàñòîñîâóâàòè íà ïðàêòèöi. Íàïðèêëàä:
ïðè çàïèñàõ iíôîðìàöi¨, çàïèñàõ çâóêó òà çîáðàæåííi íà êîìïàêò äèñêè
òà êîìï'þòåðè. Çàïèñ òà çáåðåæåííÿ iíôîðìàöi¨ çà äîïîìîãîþ âåéâëåòiâ
íàáàãàòî åôåêòèâíiøèé, íiæ iíøi. Âèêîðèñòîâóþòüñÿ âåéâëåòè òàêîæ
ïðè êîäóâàííi iíôîðìàöi¨.

Âàãîìèé âíåñîê ó ñòâîðåííÿ òåîði¨ âåéâëåò àíàëiçó íàëåæèòü â÷å-
íèì Çàõiäíî¨ �âðîïè òà Ïiâíi÷íî¨ Àìåðèêè, òàêèì ÿê Ñ. Ã. Ìàëëàò
(1998) [152], I. Ìåéåð (1990) [157], I. Äîáåøi (1992) [125] òà ×. Ê. ×ói
(1992) [123]. Äîñëiäæåííÿì ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ç iìîâiðíiñòþ îäèíè-
öÿ íà îáìåæåíîìó iíòåðâàëi âåéâëåò ðîçêëàäiâ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ iç
ïðîñòîðiâ Îðëi÷à âèïàäêîâèõ âåëè÷èí çàéìàëèñÿ Þ. Â. Êîçà÷åíêî i
Ì. Ì. Ïåðåñòþê (2007, 2008) [67,68].

Ó ðîáîòàõ Î. �. Êàìåíùèêîâî¨ (2007, 2007) [44,139] çíàõîäÿòüñÿ îöií-
êè ïðîöåñó âiäõèëåííÿ ïðè íàáëèæåííi âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ëàìàíè-
ìè, ìíîãî÷ëåíàìè Áåðíøòåéíà, ñïëàéíàìè òà ïîáóäîâà àïðîêñèìàöié
SSubϕ(Ω) âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ó ïðîñòîðàõ C[a, b], Lp(T ) iç çàäàíèìè
òî÷íiñòþ òà íàäiéíiñòþ.

Ùå â 1930-õ ðîêàõ Åíðiêî Ôåðìi, à ïîòiì Äæîí ôîí Íåéìàí i Ñòà-
íiñëàâ Óëàì â 1940-õ ïåðåäáà÷èëè, ùî ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè çâ'ÿçîê
ìiæ ñòîõàñòè÷íèìè ïðîöåñàìè i äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè �ó çâî-
ðîòíèé áiê�. Âîíè çàïðîïîíóâàëè âèêîðèñòîâóâàòè ñòîõàñòè÷íèé ïiäõiä
äëÿ àïðîêñèìàöi¨ áàãàòîâèìiðíèõ iíòåãðàëiâ ó ðiâíÿííÿõ ïåðåíîñó, ùî
âèíèêëè ó çâ'ÿçêó iç çàäà÷àìè ïðî ðóõ íåéòðîíà â içîòðîïíîìó ñåðåäî-
âèùi. Iäåÿ áóëà ðîçâèíåíà Óëàìîì, ÿêèé çàïðîïîíóâàâ, ùî çàìiñòü òîãî,
ùîá âèêîðèñòîâóâàòè çâè÷àéíi ìiðêóâàííÿ êîìáiíàòîðèêè, ïðîñòî ñòà-
âèòè �åêñïåðèìåíò� âåëèêå ÷èñëî ðàçiâ i, òàêèì ÷èíîì, ïiäðàõóâàâøè ÷è-
ñëî âäàëèõ ðåçóëüòàòiâ, îöiíèòè âiðîãiäíiñòü ïîäié. Âií æå çàïðîïîíóâàâ
âèêîðèñòîâóâàòè êîìï'þòåðè äëÿ ðîçðàõóíêiâ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî.

Ïîÿâà ïåðøèõ åëåêòðîííèõ êîìï'þòåðiâ, ÿêi ìîãëè ç âåëèêîþ øâèä-
êiñòþ ãåíåðóâàòè ïñåâäîâèïàäêîâi ÷èñëà, ðiçêî ðîçøèðèëà êîëî çàäà÷,
äëÿ âèðiøåííÿ ÿêèõ ñòîõàñòè÷íèé ïiäõiä âèÿâèâñÿ åôåêòèâíiøèì, íiæ
iíøi ìàòåìàòè÷íi ìåòîäè. Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî ïî÷àëè çàñòîñîâóâàòè â
áàãàòüîõ çàäà÷àõ, ïðîòå éîãî âèêîðèñòàííÿ íå çàâæäè áóëî âèïðàâäàíå
÷åðåç âåëèêó êiëüêiñòü îá÷èñëåíü, íåîáõiäíèõ äëÿ îòðèìàííÿ âiäïîâiäi
iç çàäàíîþ òî÷íiñòþ.

Ðîêîì íàðîäæåííÿ ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî ââàæà¹òüñÿ 1949 ðiê, êîëè
â ñâiò âèõîäèòü ñòàòòÿ Í. Ìåòðîïîëiñà i Ñ. Óëàìà [156].

Ó 1950-õ ðîêàõ ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî âèêîðèñòîâóâàâñÿ äëÿ ðîçðà-
õóíêiâ ïðè ðîçðîáöi âîäíåâî¨ áîìáè. Îñíîâíi çàñëóãè â ðîçâèòêó ìåòî-
äó Ìîíòå-Êàðëî â òîé ÷àñ íàëåæàòü ñïiâðîáiòíèêàì ëàáîðàòîðié ÂÏÑ
ÑØÀ i êîðïîðàöi¨ RAND.

Ó 1960-õ ðîêàõ ó íîâié îáëàñòi ìàòåìàòèêè � îá÷èñëþâàëüíié ìà-
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òåìàòèöi � áóëî âèÿâëåíî êëàñ çàäà÷, ñêëàäíiñòü (êiëüêiñòü îá÷èñëåíü,
íåîáõiäíèõ äëÿ îòðèìàííÿ òî÷íî¨ âiäïîâiäi) ÿêèõ çðîñòà¹ ç ðîçìiðíiñòþ
çàäà÷i åêñïîíåíöiàëüíî. Iíêîëè ìîæíà ïîæåðòâóâàâøè òî÷íiñòþ, çíàéòè
àëãîðèòì, ñêëàäíiñòü ÿêîãî çðîñòà¹ ïîâiëüíiøå, àëå ¹ âåëèêà êiëüêiñòü
çàäà÷, äëÿ ÿêî¨ öüîãî íå ìîæíà çðîáèòè (íàïðèêëàä, çàâäàííÿ âèçíà÷å-
ííÿ îá'¹ìó îïóêëîãî òiëà â n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði) i ìåòîä
Ìîíòå-Êàðëî ¹ ¹äèíîþ ìîæëèâiñòþ äëÿ çäîáóòòÿ äîñèòü òî÷íî¨ âiäïî-
âiäi çà ïðèéíÿòíèé ÷àñ.

Ó áàãàòüîõ ðîáîòàõ âèâ÷à¹òüñÿ ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî ïðè îá÷èñëåííi
áàãàòîâèìiðíèõ iíòåãðàëiâ, çîêðåìà â ðîáîòàõ Î. Ñ. Ôðîëîâà i Ì. Ì. ×åí-
öîâà (1962) [109], â êíèãàõ Ñ. Ì. �ðìàêîâà (1975) [38], Ñ. Ì. �ðìàêîâà
òà Ã. Î. Ìèõàéëîâà (1976) [39].

Ïiçíiøå ç'ÿâèëèñü ðîáîòè, â ÿêèõ âèâ÷àþòüñÿ òî÷íiñòü òà íàäiéíiñòü
ïðè çàñòîñóâàííi ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî äëÿ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ, ùî
çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðó. Ó ïðàöÿõ Â. À. Äìèòðîâñüêîãî òà �. I. Îñòðîâ-
ñüêîãî (1978) [36], Â. À. Äìèòðîâñüêîãî (1980) [34], À. Â. Âîéòiøåêà i
Ñ. Ì. Ïðiãàðiíà (1992) [28], À. Â. Âîéòiøåêà (1996) [25] ïðè ðîçâ'ÿçó-
âàííi öèõ çàäà÷ äîñëiäæóâàëèñÿ óìîâè ñëàáêî¨ çáiæíîñòi äî çíà÷åííÿ
iíòåãðàëiâ i äëÿ âåëèêèõ n âèçíà÷àëàñü òî÷íiñòü òà íàäiéíiñòü çà óìîâè,
ùî îöiíêè ¹ ãàóññîâèì ïðîöåñîì.

Ó ðîáîòi Î. À. Êóðáàíìóðàäîâà i Ê. Ê. Ñàáåëüôåëüäà (2006) [145]
çíàõîäèëàñü îöiíêà òî÷íîñòi â ïðîñòîði C(T ) òà íàäiéíîñòi ïiäðàõóíêó
iíòåãðàëiâ çàëåæíèõ âiä ïàðàìåòðó, çà óìîâè, ùî iíòåãðóâàííÿ âèêîíó-
âàëîñü ïî îáìåæåíié îáëàñòi. Ïðè îòðèìàííi öèõ ðåçóëüòàòiâ âèêîðè-
ñòîâóâàëàñü òåîðiÿ ñóáãàóññîâèõ ïðîöåñiâ (äèâ. [16]).

Òàêèì ÷èíîì, òåîðiÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, ó òîìó ÷èñëi ãàóññîâèõ i
ñóáãàóññîâèõ, çíàéøëà ñâî¹ çàñòîñóâàííÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ìàòåìàòè-
÷íèõ çàäà÷ iç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî.

Ñòðiìêèé ðîçâèòîê îá÷èñëþâàëüíî¨ òåõíiêè íàäàâ çíà÷íîãî ïîøòîâ-
õó ðîçâèòêó ìåòîäiâ ñòîõàñòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ òà çîêðåìà ÷èñåëüíîãî
ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ. Äàíi ìåòîäè øèðîêî çàñòîñîâóþòüñÿ
â íàéðiçíîìàíiòíiøèõ îáëàñòÿõ ïðèðîäíè÷èõ òà ñîöiàëüíèõ íàóê, òàêèõ
ÿê ôiíàíñîâà ìàòåìàòèêà, ìåòåîðîëîãiÿ, ðàäiîòåõíiêà, ñîöiîëîãiÿ, ôiçè-
êà òîùî.

Äî ðîçðîáêè òåîði¨ ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ òà ïîëiâ äî-
êëàëî çóñèëü áàãàòî ñïåöiàëiñòiâ. Äàíié òåìàòèöi ïðèñâÿ÷åíî âåëèêó
êiëüêiñòü ðîáiò, òàêèõ ÿê ðîáîòè Àðòåì'¹âà Ñ.Ñ.(1992) [4], �ðìàêîâà
Ñ.Ì. òà Ìèõàéëîâà Ã.Î. (1982) [40], Õàìiòîâà Ã.Ï. (1983) [110], Øà-
ëèãiíà À.Ñ. (1986) [111], Ñàáåëüôåëüäà Ê.Ê. òà Êóðáàíìóðàäîâà Î.À.
(1990) [146], Àíâàðîâà Ñ.Ð., Ïðèãàðiíà Ñ.Ì.(1994) [3], Áóñëåíêî Í.Ï.
(1978) [17], Ðiïëi Á.Ä. (1987) [167].

Âàãîìèé âíåñîê ó ãàëóçü ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ çðîáèëà
íîâîñèáiðñüêà øêîëà Ã.Î. Ìèõàéëîâà. Íèì òà éîãî ó÷íÿìè âïðîâàäæåíî
òà âèâ÷åíî áàãàòî íîâèõ íàïðÿìêiâ ó ìîäåëþâàííi âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ
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òà ïîëiâ. Ñïåêòðàëüíi ìîäåëi ãàóññîâèõ ïîëiâ äîñëiäæóâàëè Êàíòåð P.P.
(1989) [45], Êàðãií Á.À. òà Ïðèãàðií Ñ.Ì. (1990, 1992) [46, 47], Êóðáàí-
ìóðàäîâ Î.À., Ñàáåëüôåëüä Ê.Ê, ×îïàíîâ Ã. (1988) [73], Ìèõàéëîâ Ã.Î.
(1982) [78, 80], Ïðèãàðií Ñ.Ì.(1989) [98]. Ìîäåëi âèïàäêîâèõ ïîëiâ íà
îñíîâi òî÷êîâèõ ïîòîêiâ âèâ÷àþòüñÿ â ðîáîòàõ Ìèõàéëîâà P.O. (1974,
1982) [76, 77, 79] òà Òðîéíiêîâà B.C. (1984) [107]. Ó÷íÿìè Ìèõàéëîâà
Ã.Î. Âîéòèøåêîì À.Â. òà Ïðèãàðiíèì Ñ.Ì. âèâ÷àëèñü óìîâè ñëàáêî¨
çáiæíîñòi ìîäåëåé äî ïðîöåñiâ â ðiçíèõ ïðîñòîðàõ. Òåîði¨ çáiæíîñòi ÷è-
ñëîâèõ ìîäåëåé âèïàäêîâèõ ôóíêöié ïðèñâÿ÷åíi ðîáîòè Âîéòèøåêà À.Â
òà Ïðèãàðiíà Ñ.Ì. [26, 27, 29], Ìèõàéëîâà Ã.Î. (1983) [79], Ïðèãàðiíà
Ñ.Ì. [94,96,97]. Ìèõàéëîâèì Ã.Î. áóâ çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä ìîäåëþâà-
ííÿ ñòàöiîíàðíèõ ãàóññîâèõ ïðîöåñiâ íà îñíîâi ðîçáèòòÿ òà ðàíäîìiçàöi¨
ñïåêòðó [76]; íèì òà éîãî ó÷íÿìè òàêîæ âèâ÷àâñÿ ìåòîä ïîäâiéíî¨ ðàí-
äîìiçàöi¨.

Íàéáiëüø ïîâíî âèâ÷åíèì ðîçäiëîì ìîäåëþâàííÿ ¹ ðîçäië, ïðèñïÿ-
÷åíèé ìåòîäàì ìîäåëþâàííÿ ãàóññîâèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ òà ïîëiâ.
ßäðåíêî Ì.É. òà Ðàõiìîâ Ã. [101] îïèñóþòü ìîäåëþâàííÿ içîòðîïíèõ òà
îäíîðiäíèõ âèïàäêîâèõ ïîëiâ íà ïëîùèíi. ßäðåíêîì Ì.É. òà Âèæâîþ
Ç.Î. [24, 171] âèâ÷àëîñü ñòàòèñòè÷íå ìîäåëþâàííÿ içîòðîïíèõ âèïàäêî-
âèõ ïîëiâ íà ñôåði. Òðàäèöiéíi ìåòîäè ìîäåëþâàííÿ ãàóññîâèõ âèïàäêî-
âèõ ïðîöåñiâ òà ïîëiâ, òàêi ÿê ìåòîäè ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ, àâòîðåãðå-
ñi¨ òà êîâçàþ÷îãî ñåðåäíüîãî, ðàíäîìiçàöi¨ ñïåêòðó, êîâçàþ÷îãî ïiäñóìî-
âóâàííÿ, êàíîíi÷íèõ ïðåäñòàâëåíü òà ií âèâ÷àþòüñÿ â ðîáîòàõ Áèêîâà
Â.Â. (1978) [18], Äåðãàëiíà Í.Ë. òà Ðîìàíöåâà Â.Â. (1978) [31], Òîâñòèêà
Ò.Ì. (1978) [105], �ðìàêîâà Ñ.Ì. òà Ìèõàéëîâà Ã.Î. (1982) [40], Øàëè-
ãiíà À.Ñ. òà Ïàëàãiíà Þ.I. (1986) [111], Îãîðîäíiêîâà Â.À. (1990) [159],
Ñàíà Ò., ×àéêè Ì.(1997) [169]. Ïðîòå, â öèõ ìåòîäàõ ìàéæå íå ðîçãëÿ-
äà¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî òî÷íiñòü òà íàäiéíiñòü ïîáóäîâàíî¨ ìîäåëi.

Ïåâíi ìåòîäè, ÿêi äîçâîëÿþòü áóäóâàòè ìîäåëi, ùî íàáëèæàþòü ãà-
óññîâèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ iç çàäàíîþ òî÷íiñòþ òà íàäiéíiñòþ â ïåâíèõ
ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ ðîçãëÿíóòî â ïðàöÿõ Çåëåïóãiíî¨ I.Í., Êîçà-
÷åíêà Þ.Â.(1982, 1988) [41,42], Êîçà÷åíêà Þ.Â., Êîçà÷åíêî Ë.Ô. (1991,
1992) [51, 52]. Ìîäåëü ãàóññîâîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó, ââåäåíà â ðîáî-
òàõ Ìèõàéëîâà Ã.Î., âèâ÷à¹òüñÿ áiëüø äîêëàäíî â ðîáîòàõ Êîçà÷åíêà
Þ.Â., Òåãçè A.M. òà Äæóëiàíî Àíòîíiíi Ð. [32,33,58]. Â öié ðîáîòi äîñëi-
äæåíî òî÷íiñòü òà íàäiéíiñòü äàíî¨ ìîäåëi ãàóññîâîãî ïðîöåñó â äåÿêèõ
ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ. Êîçà÷åíêîì Þ.Â. òà Ïàøêîì À.Î. ó ðîáî-
òàõ [63�66,92] òà êíèçi [62] äîñëiäæóâàëèñü ñóáãàóññîâi âèïàäêîâi ïðîöå-
ñè, à òàêîæ ìåòîäè ïîáóäîâè ìîäåëåé òàêèõ ïðîöåñiâ ç äàíîþ òî÷íiñòþ
òà íàäiéíiñòþ â ðiçíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ. Îöiíêè òî÷íîñòi ìîäåëþâà-
ííÿ â ðiâíîìiðíié ìåòðèöi ñóáãàóññîâèõ âèïàäêîâèõ ïîëiâ òà ãàóññîâèõ
âèïàäêîâèõ ïîëiâ íà ñôåði âèâ÷àâ Ïàøêî À.Î. [89, 90]. Ìîäåëþâàííÿ
ñòàöiîíàðíèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ç Subϕ(Ω) âèâ÷àëè Êîçà÷åíêî Þ.Â.
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òà Ðîçîðà I.Â. [102].
Îäíèì ç ïîðiâíÿíî íîâèõ ðîçäiëiâ òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ¹ òåî-

ðiÿ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí òà ïðîöåñiâ ç óçàãàëüíåíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòî-
ðiâ. Âëàñòèâîñòi âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ó ïåðåäáàíàõîâèõ òà êâàçiáàíàõî-
âèõ ïðîñòîðàõ âèâ÷àëèñü ó ðîáîòàõ Â.Â. Áóëäèãiíà òà Þ.Â. Êîçà÷åí-
êî [16]. Ïðèêëàäè êâàçiáàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ ðîçãëÿíóòî â ðîáîòàõ Þ.Â.
Êîçà÷åíêà òà �.I. Îñòðîâñüêîãî [61], çîêðåìà öå ïðîñòîðè Îðëi÷à, D(Ω)-
ïðîñòîðè, Γψ(Ω)-ïðîñòîðè. Ôóíêöiîíàëüíi Kσ - ïðîñòîðè ðîçãëÿäàëèñÿ
Êàíòîðîâè÷åì òà Àêiëîâèì. Êâàçi-Kσ-ïðîñòîðè òà Kσ-ïðîñòîðè âèïàä-
êîâèõ âåëè÷èí âèâ÷àëèñÿ �.À. Àáæàíîâèì òà Þ.Â. Êîçà÷åíêîì [2].

Ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ øèðîêî çàñòîñîâó¹òüñÿ ó ãåîëî-
ãi÷íèõ íàóêàõ. Ðîçâèòêó òà ðîçðîáëåííþ íîâèõ ïiäõîäiâ ìàòåìàòè÷íîãî
ìîäåëþâàííÿ ó ãåîëîãi¨ ïðèñâÿ÷åíî ðîáîòè Âèæâè Ñ.À. òà Ïðîäàéâîäè
Ã.Ò. [99,100], Âèæâà Ç.Î. [22,23]

Âåëèêó ðîëü â òåîði¨ ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ãðàþòü ðîç-
êëàäè âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ó ðÿä ç íåçàëåæíèìè ÷ëåíàìè. Îäíèì ç
òàêèõ ðîçêëàäiâ ¹ ðîçêëàä Êàðóíåíà-Ëîåâà � çîáðàæåííÿ âèïàäêîâîãî
ïðîöåñó ó âèãëÿäi íåñêií÷åííî¨ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ îðòîãîíàëüíèõ ôóí-
êöié, ÿêi çàäà¹ êîâàðiàöiéíà ôóíêöiÿ ïðîöåñó [62]. Äàíèé ðîçêëàä ¹ ðîç-
âèòêîì ïåðåòâîðåííÿ Êàðóíåíà-Ëîåâà, àáî ìåòîäó ãîëîâíèõ êîìïîíåíò,
ùî áóâ çàïðîïîíîâàíèé Ê. Ïiðñîíîì ó 1901 ðîöi [160]. Êîçà÷åíêîìÞ.Â.,
Ðîçîðîþ I.Â. òà Òóð÷èíîì �.Â. ó ñòàòòi [143] áóëî äîñëiäæåíî ðîçêëàä
âèïàäêîâîãî ïðîöåñó ó ðÿä ç îðòîãîíàëüíèìè ÷ëåíàìè çà ôóíêöiÿìè,
êîòði âèçíà÷àþòüñÿ êîðåëÿöiéíîþ ôóíêöi¹þ ïðîöåñó.

Îòæå, äîñëiäæåííÿ òî÷íîñòi i íàäiéíîñòi ìîäåëåé âèïàäêîâèõ ïðîöå-
ñiâ i ïîëiâ â ðiçíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ ¹ àêòóàëüíèì ó çâ'ÿçêó ç
øèðîêèì çàñòîñóâàííÿì ñòîõàñòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ ïðî-
öåñiâ i ïîëiâ ó ðiçíèõ îáëàñòÿõ ïðèðîäíè÷èõ òà ñîöiàëüíèõ íàóê.

Êíèãà ñêëàäà¹òüñÿ ç äåñÿòè ðîçäiëiâ.
Ó ïåðøîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ âèïàäêîâi ïðîöåñè ç êâàçiáàíà-

õîâèõ Kσ-ïðîñòîðiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Äðóãèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé
âèâ÷åííþ îñíîâíèõ âëàñòèâîñòi ïðîñòîðiâ Fψ(Ω). Ó òðåòüîìó ðîçäiëi
çíàõîäÿòüñÿ îöiíêè ðîçïîäiëó ñóïðåìóìiâ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ íà êîì-
ïàêòi ç ïðîñòîðó F∗ψ(Ω). Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ îñíîâíi
âëàñòèâîñòi ïðîñòîðiâ Îðëi÷à òà äîñëiäæó¹òüñÿ çâ'ÿçîê ïðîñòîðiâ Îð-
ëi÷à ç ïðîñòîðàìè Fψ(Ω). Ó ï'ÿòîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ ïåðåäáàíà-
õîâi Kσ-ïðîñòîðè DV,W (Ω) i âèâ÷àþòüñÿ îñíîâíi âëàñòèâîñòi öèõ ïðî-
ñòîðiâ. Ó øîñòîìó ðîçäiëi îöiíþ¹òüñÿ òî÷íiñòü òà íàäiéíiñòü ïîáóäîâè
ìîäåëåé ïðîöåñiâ iç DV,W (Ω) ó äàíîìó ïðîñòîði. Ó ñüîìîìó ðîçäiëi çíà-
õîäÿòüñÿ îöiíêè äëÿ ðîçïîäiëiâ íîðì ó Lp(T ) âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ iç
ïðîñòîðiâ Fψ(Ω). Ó âîñüìîìó ðîçäiëi ïðîâîäèòüñÿ äîñëiäæåííÿ ìåòîäó
Ìîíòå-Êàðëî îá÷èñëåííÿ êðàòíèõ iíòåãðàëiâ çàäàíèõ íà Rn iç çàäàíîþ
íàäiéíiñòþ òà òî÷íiñòþ. Ó äåâ'ÿòîìó ðîçäiëi ïðîâåäåíî îöiíêó ìîäå-
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ëþâàííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ç ïðîñòîðiâ Subϕ(Ω), êîòði ¹ ïiäêëàñîì
Kσ-ïðîñòîðiâ, iç çàäàíèìè íàäiéíiñòþ òà òî÷íiñòþ ó ïðîñòîðàõ Lp(T ).
Ó äåñÿòîìó ðîçäiëi ïðîâåäåíî îöiíêó ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöå-
ñiâ ç ïðîñòîðiâ Subϕ(Ω), êîòði ¹ ïiäêëàñîì Kσ-ïðîñòîðiâ, iç çàäàíèìè
íàäiéíiñòþ òà òî÷íiñòþ ó ïðîñòîðàõ C(T ).
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Ðîçäië 1

Âèïàäêîâi ïðîöåñè ç êâàçiáàíàõîâèõ

Kσ-ïðîñòîðiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ âèïàäêîâi ïðîöåñè ç êâàçiáàíàõî-
âèõ Kσ-ïðîñòîðiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Äîñëiäæóþòüñÿ óìîâè âèáiðêî-
âî¨ íåïåðåðâíîñòi ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ òà óìîâè òîãî, ùî ñóïðåìóìè
ïðîöåñiâ íàëåæàòü òîìó æ ïðîñòîðó, ùî é ñàìi ïðîöåñè. Çíàõîäÿòüñÿ
îöiíêè ðîçïîäiëiâ öèõ ïðîöåñiâ.

1.1. Êâàçiáàíàõîâi Kσ-ïðîñòîðè âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí

Íåõàé {Ω,F, P} � ñòàíäàðòíèé iìîâiðíiñíèé ïðîñòið, K(Ω)-ïðîñòið
âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ = ξ(ω), ω ∈ Ω.

Îçíà÷åííÿ 1.1. Ôóíêöiÿ Θ = (Θ(ξ), ξ ∈ M) íàçèâà¹òüñÿ ïåðåäíîð-
ìîþ, ÿêùî äëÿ âñiõ ξ ∈M:

1. Θ(ξ) ∈ [0,∞);
2. Θ(0) = 0;
3. Θ(−ξ) = Θ(ξ).

Îçíà÷åííÿ 1.2. Ïîâíèé âiäíîñíî ïåðåäíîðìè Θ ïðîñòið M áóäåìî íà-
çèâàòè ïåðåäáàíàõîâèì ïðîñòîðîì.

Îçíà÷åííÿ 1.3. Ïåðåäáàíàõîâèé ïðîñòiðM íàçèâàòèìåìî ïåðåä - Kσ-
ïðîñòîðîì, ÿêùî M ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

a1) ÿêùî ξ, η ∈ M, òî max(ξ, η) ∈ M òà min(ξ, η) ∈ M. Îòæå, i
|ξ| ∈M.

a2) ÿêùî η ∈ M òà |ξ| 6 |η| ìàéæå ñêðiçü, òî |ξ| ∈M.

a3) ßêùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi {ξn, n > 1} âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ç M iñíó¹
òàêà âèïàäêîâà âåëè÷èíà η ∈M, ùî sup

n>1
|ξn| 6 η, òî sup

n>1
|ξn| ∈M.

Îçíà÷åííÿ 1.4. Ïåðåäìåòðèêîþ íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ ρ(t, s), t, s ∈ T ,
òàêà, ùî ρ(t, s) ∈ [0,∞), ρ(t, t) = 0, ρ(t, s) = ρ(s, t)

Îçíà÷åííÿ 1.5. Êâàçiíîðìîþ íà ïðîñòîði K(Ω) íàçâåìî ôóíêöiîíàë
|| · ||, ÿêèé êîæíié âèïàäêîâié âåëè÷èíi ξ ∈ K(Ω) ñòàâèòü ó âiäïîâiä-
íiñòü íåâiä'¹ìíå ÷èñëî ||ξ|| òàê, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:
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1) ||ξ|| = 0⇔ ξ = 0 ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ;

2) ||ξ + η|| 6 ||ξ||+ ||η||;

3) ïðè |λ| 6 1 ||λξ|| 6 ||ξ||.

Çàóâàæåííÿ 1.1. Êîëè çàìiñòü óìîâè 3 ìà¹ìî ðiâíiñòü ||λξ|| = |λ|||ξ||,
òî || · || � çâè÷àéíà íîðìà íà K(Ω). Ðiâíiñòü ρ(ξ, η) = ||ξ − η|| çàäà¹ íà
K(Ω) ìåòðèêó, òîìó K(Ω) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìåòðè÷íèé ïðîñòið.

Îçíà÷åííÿ 1.6. Íåõàé j = {j(λ), λ ∈ [0, 1]} � ìîíîòîííî íåñïàäíà ôóí-
êöiÿ òàêà, ùî j(λ) > 0, j(λ) → 0, ÿêùî λ → 0. ßêùî äëÿ êâàçiíîðìè
|| · || íà K(Ω) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ||λξ|| 6 j(|λ|)||ξ||, êîëè |λ| 6 1,
òî íàçèâàòèìåìî öþ êâàçiíîðìó ïiäïîðÿäêîâàíîþ ôóíêöi¨ j.

Çàóâàæåííÿ 1.2. Ó âèïàäêó, êîëè || · || � íîðìà, âîíà ïiäïîðÿäêîâàíà
ôóíêöi¨ j(|λ|) = |λ|.
Îçíà÷åííÿ 1.7. Ïîâíèé âiäíîñíî êâàçiíîðìè || · || ïðîñòið K(Ω) íàçè-
âàòèìåìî êâàçiáàíàõîâèì ïðîñòîðîì.

Îçíà÷åííÿ 1.8. Êâàçiáàíàõîâèé ïðîñòið K(Ω) íàçèâàòèìåìî êâàçi-
Kσ-ïðîñòîðîì, ÿêùî K(Ω) ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

a1) ÿêùî ξ, η ∈ K(Ω), òî max(ξ, η) ∈ K(Ω) òà min(ξ, η) ∈ K(Ω), îò-
æå, |ξ| ∈ K(Ω);

a2) ÿêùî ξ, η ∈ K(Ω) òà |ξ| 6 |η| ìàéæå ñêðiçü, òî ||ξ|| < ||η||;

a3) ÿêùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi (ξn, n > 1) âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ç K(Ω)

iñíó¹ âèïàäêîâà âåëè÷èíà η ∈ K(Ω) òàêà, ùî sup
n>1
|ξn| 6 η, òî é

sup
n>1
|ξn| ∈ K(Ω).

ßêùî ïðè öüîìó K(Ω) � áàíàõîâèé ïðîñòið, òî éîãî íàçèâàòèìåìî
Kσ-ïðîñòîðîì.

Çàóâàæåííÿ 1.3. ßêùî K(Ω) � êâàçi-Kσ-ïðîñòið, òîäi òðåòÿ óìîâà êâà-
çiíîðìè âèêîíó¹òüñÿ àâòîìàòè÷íî. Äiéñíî, ÿêùî |λ| 6 1, òîäi |λξ| 6 |ξ|
i çà âëàñòèâiñòþ a2) ||λξ|| 6 ||ξ||.

Öå çàóâàæåííÿ iñòîòíå ó âèïàäêó, êîëè êâàçiíîðìà ||·|| ïîðîäæó¹òüñÿ
äåÿêîþ ìåòðèêîþ.

Çàóâàæåííÿ 1.4. ÔóíêöiîíàëüíiKσ-ïðîñòîðè ðîçãëÿäàëèñü, íàïðèêëàä,
â êíèçi [48], Kσ-ïðîñòîðè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí â ðîáîòi [1], à êâàçi-Kσ-
ïðîñòîðè â ðîáîòi [2].
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Îçíà÷åííÿ 1.9. Íåñïàäíà ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü (κ(n), n > 1) íàçè-
âà¹òüñÿ ìàæîðóþ÷îþ õàðàêòåðèñòèêîþ ïðîñòîðó êâàçi-Kσ-ïðîñòîðó
K(Ω), ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξi ∈ K(Ω), i = 1, 2, . . . , n

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:∥∥∥∥ max
16i6n

|ξi|
∥∥∥∥ 6 κ(n) max

16i6n
‖ξi‖ .

Ïîíÿòòÿ ìàæîðóþ÷î¨ õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ïðîñòîðiâ Îðëi÷à âïåðøå
ââåäåíî â ðîáîòi [53], äëÿ Kσ-ïðîñòîðiâ � â [1], à äëÿ êâàçi-Kσ-ïðîñòîðiâ
� â [2].

Äëÿ êâàçi-Kσ-ïðîñòîðiâ ìà¹ ìiñöå òàêà ëåìà.

Ëåìà 1.1. Íåõàé ξn, n = 1, 2, ... � òàêà ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âå-
ëè÷èí, ùî ξn ∈ K(Ω), äå K(Ω) � êâàçi-Kσ-ïðîñòið. ßêùî iñíó¹ òàêà
âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξn ∈ K(Ω), ùî ||ξn − ξ|| → 0, ÿêùî n → ∞, òî
ξn → ξ çà éìîâiðíiñòþ.

Äëÿ Kσ-ïðîñòîðiâ öÿ ëåìà äîâåäåíà â ðîáîòi [1]. Äëÿ êâàçi-Kσ- ïðî-
ñòîðiâ äîâåäåííÿ àíàëîãi÷ííå.

1.2. Ïðîñòîðè Îðëi÷à âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

Îçíà÷åííÿ 1.10. [16] Íåïåðåðâíà ïàðíà îïóêëà ôóíêöiÿ U = {U(x) ,

x ∈ R} íàçèâà¹òüñÿ C-ôóíêöi¹þ, ÿêùî U(x) ìîíîòîííî çðîñòà¹ ïðè
x > 0 i U(0) = 0.

Ïðèêëàä 1.1. Íàñòóïíi ôóíêöi¨ ¹ ïðèêëàäàìè C-ôóíêöié Îðëi÷à:

1) U(x) = A|x|α, x ∈ R, A > 0, α > 1;

2) U(x) = C(exp{B|x|β} − 1), x ∈ R, C > 0, B > 0, β ≥ 1;

3) U(x) = C(exp{ϕ(x)} − 1), x ∈ R, C > 0 òà ϕ(x), x ∈ R, � äîâiëüíà
C-ôóíêöiÿ;

4) U(x) =

{ (
eα
2

) 2
α x2, ïðè |x| ≤

(
2
α

) 1
α ;

exp{|x|α}, ïðè |x| >
(

2
α

) 1
α ;

0 < α < 1;

5) U(x) = D|x|α ln(|x|+ 1), x ∈ R, D > 0, α > 1.

Îçíà÷åííÿ 1.11. [16] Íåõàé U � äîâiëüíà C-ôóíêöiÿ. Ïðîñòîðîì Îð-
ëi÷à âèïàäêîâèõ âåëè÷èí LU (Ω) íàçèâà¹òüñÿ ñiì'ÿ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí,
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ùî äëÿ êîæíî¨ ξ ∈ LU (Ω) iñíó¹ òàêà êîíñòàíòà rξ > 0, ùî

EU

(
ξ

rξ

)
<∞.

Ïðîñòið Îðëi÷à � öå ïðîñòið Áàíàõà ç íîðìîþ

‖ξ‖U = inf

{
r > 0 : EU

(
ξ

r

)
6 1

}
,

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ íîðìîþ Ëþêñåìáóðãà.

Ëåìà 1.2. [16] Íåõàé ξ ∈ LU (Ω) i ‖ξ‖U > 0. Òîäi äëÿ âñiõ x > 0

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

P {|ξ| > x} 6 1

U (x/ ‖ξ‖U )
. (1.1)

1.3. Ïðîñòîðè M(Ω) âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
Íåõàé U(x), V (x),W (x) � C-ôóíêöi¨ òàêi, ùî ïðè êîæíîìó D > 0

ôóíêöiÿ U (W (x)/D) ¹ C-ôóíêöi¹þ, à ôóíêöiÿ W (x/D)/(1 + V (x)) ìî-
íîòîííî íå ñïàäà¹ ïðè x > 0. Öi óìîâà âèêîíóþòüñÿ, íàïðèêëàä, êîëè
U(x) = |x|p, W (x) = |x|q, V (x) = |x|s, p > 1, q > 1, s > 1, q > s, àáî
êîëè U(x) = exp {|x|α} − 1, α > 1, W (x) = |x|q, q > 1, V (x) = |x|s, s > 1,
q > s.

Îçíà÷åííÿ 1.12. Ïðîñòîðîì M(Ω) íàçèâàòèìåìî ïðîñòið âèïàäêî-
âèõ âåëè÷èí ξ òàêèõ, ùî äëÿ êîæíî¨ ç íèõ iñíó¹ êîíñòàíòà Cξ òàêà,
ùî

EU(W (ξ/Cξ)/(1 + V (ξ))) <∞.
Ïðîñòîðè M(Ω) áóëè ââåäåíi â ÷àñòèííîìó âèïàäêó ó ðîáîòi [2].

Òåîðåìà 1.1. ÏðîñòiðM(Ω) ¹ êâàçiáàíàõîâèì Kσ-ïðîñòîðîì âiäíîñíî
êâàçiíîðìè

||ξ||M = inf {r > 0 : EU(W (ξ/r)/(1 + V (ξ))) < 1} , (1.2)

ìàæîðóþ÷îþ õàðàêòåðèñòèêîþ öüîãî ïðîñòîðó ¹ áóäü-ÿêà ç ôóíêöié
(x0 > 0)

µ(n) = (1 + U(W (x0)))SWx0
(SUW (x0)(n)),

äå Sgn0
(n) äëÿ áóäü-ÿêîãî z0 > 0 òà áóäü-ÿêî¨ C-ôóíêöi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ

òàê:
Sgz0(n) = sup

x>z0

1

x
g(−1)(ng(x)).
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Çàóâàæåííÿ 1.5. Â ÷àñòèííèõ âèïàäêàõ òåîðåìó 1 áóëî äîâåäåíî â ðî-
áîòi [2].

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî ||ξ||M = ||ξ|| � êâàçiíîðìà. Óìîâè 1
òà 3 î÷åâèäíi, ÿê i óìîâà 2, êîëè ||ξ|| = 0 òà ||η|| 6= 0. ßêùî ||ξ|| 6= 0,
||η|| 6= 0, òî óìîâà 2 âèïëèâà¹ ç ñïiââiäíîøåíü

EU

(
1

1 + V (ξ + η)
W

(
ξ + η

||ξ||+ ||η||

))
6

6 EU

(
1

1 + V (|ξ|+ |η|)
W

(
||ξ||

||ξ||+ ||η||
|ξ|
||ξ||

+
|η|
||η||

||η||
||ξ||+ ||η||

))
6

6
||ξ||

||ξ||+ ||η||
EU

(
1

1 + V (|ξ|)
W

(
|ξ|
||ξ||

))
+

+
||η||

||ξ||+ ||η||
EU

(
1

1 + V (|η|)
W

(
|η|
||η||

))
6 1.

Äîâåäåííÿ ïîâíîòè ïðîñòîðó íi÷èì íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä âèïàäêó ïðî-
ñòîðiâ Îðëi÷à. Òå, ùî M(Ω) ¹ Kσ-ïðîñòîðîì, î÷åâèäíî.

Äîâåäåìî ðiâíiñòü (1.2). Íåõàé ξi, i = 1, ..., n � âèïàäêîâi âåëè÷èíè
òàêi, ùî ξi ∈ M(Ω). Ïîçíà÷èìî θ = max

i=1,...,n
|ξi|, a = max

i=1,...,n
||ξi||, χ(A)

� iíäèêàòîð ìíîæèíè A. Äëÿ áóäü-ÿêîãî r > 0, x0 > 0 ìàþòü ìiñöå
ñïiââiäíîøåííÿ

EU

(
W (θr−1)

1

1 + V (θ)

)
6 EU

(
W (θr−1)

1

1 + V (θ)

)
χ(|θ|r−1 6 x0)+

+EU

(
W (θr−1)

1

1 + V (θ)

)
χ(|θ|r−1 > x0) 6 EU

(
W (x0)

1

1 + V (θ)

)
+

+ max
16i6n

nEχ(|ξi|r−1 > x0)U

(
W (|ξi|r−1)

1

1 + V (|ξi|)

)
6

6 U(W (x0)) + max
16i6n

Eχ(|ξi|r−1 > x0)U

(
SUW (x0)(n)

W (|ξi|r−1)

1 + V (|ξi|)

)
6

6 U(W (x0)) + max
16i6n

Eχ(|ξi|r−1 > x0)×

×U
(
W
(
|ξi|r−1SWx0

(
SUW (x0)(n)

)) 1

1 + V (|ξi|)

)
6

6 U(W (x0)) + max
16i6n

EU

(
W
(
|ξi|r−1SWx0

(
SUW (x0)(n)

)) 1

1 + V (|ξi|)

)
.

ßêùî ïîêëàñòè θ = aSWx0

(
SUW (x0)(n)

)
, òî îòðèìà¹ìî
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EU

(
W (θr−1)

1

1 + V (θ)

)
6 U(W (x0)) + 1.

Òîáòî, îñêiëüêè ôóíêöiÿ U(W (x)D−1) ¹ C-ôóíêöi¹þ, òî

EU

(
W
(
θr−1

(
U(W (x0) + 1)

−1
)) 1

1 + V (θ)

)
6

6
1

U(W (x0)) + 1
EU

(
W (θr−1)

1

1 + V (θ)

)
6 1.

Îòæå, ||θ|| 6 aSWx0

(
SUW (x0)(n)

)
(1 + U(W (x0))). ♦

Ëåìà 1.3. Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ íàëåæèòü ïðîñòîðó M(Ω).
Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

P {|ξ| > ε} 6
(
U

(
W

(
ε

||ξ||

)
1

1 + V (ε)

))−1

.

Äîâåäåííÿ. Ç íåðiâíîñòi ×åáèøåâà òà âëàñòèâîñòåé ôóíêöié U(x), V (x),
W (x) âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

P {|ξ| > ε} 6 EU

(
W

(
ε

||ξ||

)
1

1 + V (ξ)

)(
U

(
W

(
ε

||ξ||

)
1

1 + V (ε)

))−1

6

6

(
U

(
W

(
ε

||ξ||

)
1

1 + V (ε)

))−1

.
♦

1.4. Âèïàäêîâi ïðîöåñè ç êâàçiáàíàõîâèõ
Kσ-ïðîñòîðiâ

Íåõàé T � ïàðàìåòðè÷íà ìíîæèíà, íà ÿêié çàäàíà ïñåâäîìåòðèêà ρ.
Íàãàäà¹ìî, ùî ïñåâäîìåòðèêà âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ìåòðèêè ëèøå òèì, ùî
äëÿ ïñåâäîìåòðèêè ç ñïiââiäíîøåííÿ ρ(t, s) = 0 íå îáîâ'ÿçêîâî âèïëèâà¹,
ùî t = s.

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî ïðîñòîðè ç ïñåâäîìåòðèêîþ, à íå ëèøå ìåòðè÷íi
ïðîñòîðè, òîìó ùî âèïàäêîâi ïðîöåñè ç áàíàõîâèõ àáî êâàçiáàíàõîâèõ
ïðîñòîðiâ ïîðîäæóþòü íà ïàðàìåòðè÷íèõ ìíîæèíàõ ïñåâäîìåòðèêè, à
íå ìåòðèêè. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî êîðèñòóâàòèìåìîñÿ ëèøå òèìè âëà-
ñòèâîñòÿìè ïñåâäîìåòðèêè, ÿêi íå âiäðiçíÿþòüñÿ âiä âëàñòèâîñòåé ìå-
òðèê.

Îçíà÷åííÿ 1.13. Âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = (X(t), t ∈ T ) íàëåæèòü
êâàçiáàíàõîâîìó Kσ-ïðîñòîðó K(Ω), X ∈ K(Ω), ÿêùî ïðè êîæíîìó
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t ∈ T âèïàäêîâà âåëè÷èíà X(t) íàëåæèòü K(Ω).

Îçíà÷åííÿ 1.14. Ïñåâäîìåòðèêà ρ(t, s) ïîðîäæó¹òüñÿ âèïàäêîâèì
ïðîöåñîì X, ÿêùî ρ(t, s) = ||ξ(t)− ξ(s)||K .

Çðîáèìî äåÿêi ïðèïóùåííÿ. Ââàæàòèìåìî, ùî ïðîñòið (T, ρ) � ñåïà-
ðàáåëüíèé. ßêùî B � êîìïàêò ç (T, ρ), òî ïîçíà÷èìî ÷åðåç NB(ε), ε > 0,
÷èñëî åëåìåíòiâ ìiíiìàëüíîãî ïîêðèòòÿ ìíîæèíè B âiäêðèòèìè êóëÿìè
ðàäióñà ε.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = (X(t), t ∈ T ) ∈ K(Ω), äå K(Ω)
� êâàçi-Kσ-ïðîñòið ç êâàçiíîðìîþ || · ||K , ïiäïîðÿäêîâàíîþ ôóíêöi¨ j =
{j(λ), |λ| < 1} òà ìàæîðóþ÷îþ õàðàêòåðèñòòèêîþ κ(n). Íåõàé iñíó¹ òàêà
íåïåðåðâíà ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ σ = {σ(h), h > 0}, σ(0) =
0, ùî sup

ρ(t,s)6h
||x(t) − x(s)||K 6 σ(h). Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè

ρ(t, s) = ||x(t)−x(s)||K , σ(h) = h. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ îáìåæåíî¨ ôóíêöi¨ f(t)
íà ìíîæèíi B ⊂ T ïîçíà÷èìî ||f(t)||C(B) = sup

t∈B
|f(t)|.

Òåîðåìà 1.2. Íåõàé c(t) � äåÿêà ôóíêöiÿ íà (T, ρ) òàêà, ùî |c(t)| < 1,
à âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = (X(t), t ∈ T ) � ñåïàðàáåëüíèé, X ∈ K(Ω),

T =
∞⋃
k=1

Bk, äå Bk � êîìïàêòè. Òîäi ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

∥∥||c(t)X(t)||C(T )

∥∥
K

6
∞∑
k=1

j(γk)(δk +

∞∑
l=0

µ (NBk(εk,l))σ(εk,l)), (1.3)

äå εk,l, l = 1, 2, ...,∞ � áóäü-ÿêà ìîíîòîííî ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü, εk,l →
0, l → ∞, äå εk,0 � òàêå íàéìåíøå ÷èñëî, ùî äëÿ âñiõ t ∈ Bk iñíó¹
t0 ∈ Bk, ùî ρ(t, t0) 6 εk,0, εk,0 6 sup

l,s∈Bk
ρ(t, s), δk = sup

t∈Bk
||X(t)||K =

‖||X(t)||K‖C(Bk) , γk = ||c(t)||C(Bk).

Äîâåäåííÿ. ßêùî ðÿäè â ïðàâié ÷àñòèíi (1.3) ðîçáiãàþòüñÿ, òî íåïåðåðâ-
íiñòü òðèâiàëüíà. Îòæå, áóäåìî ââàæàòè, ùî

∞∑
k=1

j(γk)

(
δk +

∞∑
l=0

µ(NBk(εk,l+1))σ(εk,l)

)
<∞.

Ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

‖c(t)X(t)‖C(T ) 6 sup
k=1,...,∞

‖c(t)X(t)‖C(Bk) 6

20



6
∞∑
k=1

‖c(t)X(t)‖C(Bk) 6
∞∑
k=1

γk ‖X(t)‖C(Bk) .

Ç öi¹¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹∥∥∥‖c(t)X(t)‖C(T )

∥∥∥
K

6
∞∑
k=1

j(γk)
∥∥∥‖X(t)‖C(Bk)

∥∥∥
K
. (1.4)

Îöiíèìî
∥∥∥‖X(t)‖C(Bk)

∥∥∥
K
. Ðîçãëÿíåìî ìiíiìàëüíå ïîêðèòòÿ êîìïàêòà

Bk êóëÿìè ðàäióñà εk,l.
Íåõàé Vεk,l � ìíîæèíà öåíòðiâ êóëü öüîãî ïîêðèòòÿ. ×èñëî òî÷îê â

Vεk,l äîðiâíþ¹ NBk(εk,l). Âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

||X(t)||C(Bk) 6
∞∑
l=0

sup
t∈Vεk,l+1

|X(t)−X(α1(t))|+ |X(tk)|, (1.5)

äå tk � ôiêñîâàíà òî÷êà ç Bk, α1(t) � äåÿêà ôiêñîâàíà òî÷êà ç Vεk,l òàêà,
ùî ρ(t, α1(t)) < εk,l. Íåðiâíiñòü (1.5) ìîæíà îòðèìàòè òî÷íî òàê, ÿê i
ïîäiáíó íåðiâíiñòü ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 1 ç ðîáîòè [1], àáî ç [53]. Ç
îçíà÷åííÿ 1.9 âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ∥∥∥∥∥ sup

t∈Vεk,l+1

|X(t)−X(α1(t))|

∥∥∥∥∥
K

6

6 µ(NBk(εk,l+1)) sup
t∈Vεk,l+1

‖X(t)−X(α1(t))‖K 6 µ(NBk(εk,l+1))σ(εk,l).

Ç öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ òà íåðiâíîñòi (1.5) îòðèìà¹ìî∥∥∥‖X(t)‖C(Bk)

∥∥∥
K

6 ‖X(tk)‖K +

∞∑
l=0

µ(NBk(εk,l+1))σ(εk,l).

Ç íåðiâíîñòi (1.4) òà îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè,
ÿêùî âðàõóâàòè, ùî ‖X(tk)‖ 6 δk. ♦

Íàñëiäîê 1.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 1.2 òà çáiãà¹òüñÿ

ðÿä
∞∑
k=1

j(γk)

(
δk +

∞∑
l=0

µ (NBk(εk,l+1))σ(εk,l)

)
= A < ∞, òîäi ç iìîâið-

íiñòþ îäèíèöÿ ‖c(t)X(t)‖C(T ) ∈ K(Ω) òà
∥∥∥‖c(t)X(t)‖C(T )

∥∥∥
K

6 A.

Íàñëiäîê 1.2. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà òåîðåìè 1.2, êðiì öüîãî, äëÿ
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áóäü-ÿêîãî 0 < q < 1 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

∞∑
k=1

j(γk)

δk 1

q(1− q)

qσ(εk,0)w

0

µ
(
NBk(σ(−1)(u))

)
du

 =

=

∞∑
k=1

j(γk)

(
δk

1

q(1− q)

γk,0w

0

µ(NBk(t))dσ(t)

)
= Wq <∞,

äå γk,0 = σ(−1)(q(σ(εk,0))) 6 εk,0. Òîäi ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ

‖c(t)X(t)‖C(T ) ∈ k(Ω) òà
∥∥∥‖c(t)X(t)‖C(T )

∥∥∥
K

6Wq.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî tk,l = σ(εk,l), òîäi εk,l = σ(−1)(tk,l)

∞∑
l=0

µ(NBk(εk,l+1))σ(εk,l) =

∞∑
l=0

µ
(
NBk(σ(−1)(tk,l+1))

)
tk,l.

Âèáåðåìî ïîñëiäîâíiñòü εk,l òàê, ùîá tk,l = tk,0q
l, 0 < q < 1, òîáòî

εk,l = σ(−1)(tk,0q
l). Ó öüîìó âèïàäêó

tk,lµ
(
NBk(σ(−1)(tk,l+1))

)
6

tk,l
tk,l+1 − tk,l+2

tk,l+1w

tk,l+2

µ
(
NBk(σ(−1)(u))

)
du =

=
1

q(1− q)

tk,l+1w

tk,l+2

µ
(
NBk(σ(−1)(u))

)
du.

Îòæå,

∞∑
l=0

µ (NBk(εk,l+1))σ(εk,l) 6
1

q(1− q)

tk,oqw

0

µ
(
NBk(σ(−1)(u))

)
du =

=
1

q(1− q)

σ(−1)(qσ(εk,0))w

0

µ (NBk(t)) dσ(t).

Ç îñòàííiõ íåðiâíîñòåé îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi A 6
Wq. Îòæå, òâåðäæåííÿ íàñëiäêó 1.2 âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 1.1. ♦
Íàñëiäîê 1.3. Íåõàé (T, ρ) � êîìïàêò. ßêùî çáiãà¹òüñÿ iíòåãðàë

qσ(ε0)w

0

µ(NT (σ(−1)(u)))du <∞,
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äå ε0 = sup
t,s∈T

ρ(t, s), òîäi ‖X(t)‖C(T ) ∈ K(Ω) òà
∥∥∥‖X(t)‖C(T )

∥∥∥
K

6 Vq,

0 < q < 1, äå

Vq = δ+
1

q(1− q)

qσ(ε0)w

0

µ(NT (σ(−1)(u)))du = δ+
1

q(1− q)

γ0w

0

µ(NT (t))dσ(t),

δ = ‖‖X(t)‖K‖C(T )
, γ0 = σ(−1)(qσ(ε0)).

Íàñëiäîê 1.3 âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 1.2, ÿêùî ïîêëàñòè B1 = T,Bk =
0, k > 1.

Çàóâàæåííÿ 1.6. ßêùî ïîêëàñòè ρ(t, s) = ‖X(t)−X(s)‖K , òîäi ç íà-
ñëiäêó 1.3 âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1 ç ðîáîòè [1]. Ó öüîìó âèïàä-
êó

Vq = δ +
1

q(1− q)

γ0w

0

µ(NT (t))dσ(t).

Çàóâàæåííÿ 1.7. Ó âèïàäêó, êîëè K(Ω) � ïðîñòið Îðëi÷à LU (Ω), ç íå-
ðiâíîñòi (1.1) âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0

P
{
‖c(t)X(t)‖C(T ) > ε

}
6 (U(ε/z))−1,

äå z äîðiâíþ¹ A, êîëè âèêîíóþòüñÿ óìîâè íàñëiäêó 1.1, àáî Vq, ÿêùî
âèêîíóþòüñÿ óìîâè íàñëiäêó 1.3.

Òåîðåìà 1.3. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = (X(t), t ∈ T ), äå (T, ρ)

� êîìïàêò, òàêèé, ùî X íàëåæèòü êâàçi-Kσ-ïðîñòîðó K(Ω). Íåõàé
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

∞∑
l=0

µ(NT (εl+1))σ(εl) <∞, (1.6)

äå εl � áóäü-ÿêà ìîíîòîííî ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü òàêà, ùî
ε0 = sup

t,s∈T
ρ(t, s) òà εl → 0 êîëè l→∞. ßêùî X � ñåïåðàáåëüíèé ïðîöåñ,

òî âií âèáiðêîâî íåïåðåðâíèé ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Vεl � ìíîæèíà öåíòðiâ ìiíiìàëüíîãî ïîêðèòòÿ êîì-
ïàêòà T êóëÿìè ðàäióñà εl. ßêùî áåç çìií ïîâòîðèòè äîâåäåííÿ òåîðåìè
1 ç ðîáîòè [1], òî ìîæíà äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî k > 0 iñíó¹ òàêå
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äîäàòíå ÷èñëî d > 0, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

sup
ρ(t,s)<d

|X(t)−X(s)| 6 4

∞∑
l=k

sup
t∈Vεl+1

|X(t)−X(αl(t))|,

äå αl(t) � òàêà ôiêñîâàíà òî÷êà ç Vεl , ùî ρ(t, αl(t)) < εl.
Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâàþòü ñïiââiäíîøåííÿ∥∥∥∥∥ sup
ρ(t,s)<d

|X(t)−X(s)|

∥∥∥∥∥
K

6 4

∞∑
l=k

∥∥∥∥∥ sup
t∈Vεl+1

|X(t)−X(αl(t))|

∥∥∥∥∥
K

6

6 4

∞∑
l=k

µ(NT (εl+1))σ(εl). (1.7)

Ç óìîâè (1.6) ìà¹ìî, ùî
∞∑
l=k

µ(NT (εl+1))σ(εl) → 0, êîëè k → ∞. Îòæå,

ç (1.7) âèïëèâà¹, ùî

∥∥∥∥∥ sup
ρ(t,s)<ε

|X(t)−X(s)|

∥∥∥∥∥
K

→ 0, êîëè ε → 0. Ç ëåìè

1.1 âèïëèâà¹, ùî sup
ρ(t,s)<ε

|X(t)−X(s)| → 0, ÿêùî ε → 0 çà éìîâiðíiñòþ.

Îòæå, iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü εn, ùî sup
ρ(t,s)<εn

|X(t) −X(s)| → 0 ç iìî-

âiðíiñòþ îäèíèöÿ. Òàêèì ÷èíîì, ïðîöåñ X(t) âèáiðêîâî íåïåðåðâíèé ç
iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ. ♦

Íàñëiäîê 1.4. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1.3 âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî çàìiñòü
óìîâè (1.6) âèìàãàòè, ùîá çáiãàâñÿ iíòåãðàë

δw

0

µ(NT (t))dσ(t) <∞, (1.8)

äå δ > 0 � áóäü-ÿêà êîíñòàíòà.

Òâåðäæåííÿ íàñëiäêó 1.4 äîâîäèòüñÿ òàê, ÿê i òâåðäæåííÿ íàñëiäêó
1.2.

Çàóâàæåííÿ 1.8. Ó âèïàäêó, êîëè ρ(t, s) = ‖X(t)−X(s)‖K , òîáòî ÿêùî
ìîæíà ïîêëàñòè σ(h) = h, óìîâà (1.8) ìà¹ âèãëÿä

δw

0

µ(NT (t))d(t) <∞.
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Öþ óìîâó îòðèìàíî â ðîáîòi [2], à â ÷àñòèííèõ âèïàäêàõ � â [1, 53].

1.5. Âèïàäêîâi ïðîöåñè ç R1

Ðîçãëÿíåìî çàñòîñóâàííÿ ïîïåðåäíiõ ðåçóëüòàòiâ ó âèïàäêó, êîëè
T = R1 iç çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ. Ó âèïàäêó, êîëè T = Rn, ìîæíà îòðè-
ìàòè òàêi æ ðåçóëüòàòè.

Òåîðåìà 1.4. Íåõàé X = (X(t), t ∈ R1) � ñåïàðàáåëüíèé âèïàäêîâèé
ïðîöåñ, X ∈ K(Ω) , äå K(Ω) � êâàçi-Kσ-ïðîñòið ç êâàçiíîðìîþ || · ||K ,
ïiäïîðÿäêîâàíîþ ôóíêöi¨ j = {j(λ), |λ| < 1}, òà ç ìàæîðóþ÷îþ õàðà-
êòåðèñòèêîþ µ(n). Íåõàé iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíà ìîíîòîííà çðîñòàþ-
÷à ôóíêöiÿ σ = {σ(h), h > 0}, äå σ(h)→ 0, êîëè h→ 0, ùî

sup
|t−s|6h

‖X(t)−X(s)‖ 6 σ(h).

Íåõàé äëÿ áóäü-ÿêîãî v > 0 iñíó¹ iíòåãðàë

vw

0

µ
([v
t

])
dσ(t) <∞.

Òîäi íà áóäü-ÿêîìó çàìêíåíîìó iíòåðâàëi I ïðîöåñ X(t) âèáiðêîâî-
íåïåðåðâíèé ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ. ßêùî, êðiì öüîãî, äëÿ äåÿêî¨ íå-
ïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ c(t), |c(t)| < 1 çáiãà¹òüñÿ ðÿä

∞∑
k=1

j(γk)

(
δk +

1

q(1− q)

αk,0w

0

µ
([zk

t

])
dσ(t)

)
= Φq <∞,

äå 0 < q < 1, zk � äîâæèíà çàìêíåíèõ iíòåðâàëiâ Bk òàêèõ, ùî R1 ⊂
∞⋃
k=1

Bk, γk = sup
t∈Bk

|c(t)|, δk = sup
t∈Bk

‖X(t)‖K , αk,0 = σ(−1)(q(σ(zk/2))) 6

zk/2, òî ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ

‖c(t)X(t)‖1C(R) 6 η,

äå η � âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç ïðîñòîðó K(Ω) òàêà, ùî ‖η‖K 6 Φq.

Òåîðåìà âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 1.2 òà òåîðåìè 1.3, ÿêùî çàóâàæèòè,
ùî â öüîìó âèïàäêó

NBk(t) 6
[zk

2t

]
+ 1 6

[zk
t

]
.
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Íàñëiäîê 1.5. Íåõàé X = (X(t), t ∈ R1) � ñåïàðàáåëüíèé âèïàäêîâèé
ïðîöåñ, X ∈ K(Ω), sup

t∈R1

‖X(t)‖K = δ < ∞. ßêùî çáiãà¹òüñÿ iíòåãðàë

(ε > 0)
εw

0

µ

([
I

t

])
dσ(t) <∞,

òîäi íà áóäü-ÿêîìó iíòåðâàëi I ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ ïðîöåñ X âèáið-
êîâî-íåïåðåðâíèé. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïàðíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ c(t), 0 <

c(t) 6 1, ÿêà ìîíîòîííî ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè n → ∞ i äëÿ ÿêî¨
∞∑
k=1

j(c(k)) <∞ ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖c(t)X(t)‖1C(R) 6 θ,

äå θ ∈ K(Ω),

‖θ‖ 6 2

[
δ +

1

q(1− q)

α0w

0

µ

([
I

t

])
dσ(t)

] ∞∑
k=1

j(c(k + 1)),

α0 = σ(−1)(q(σ(1/2))).
Ùîá îòðèìàòè òâåðäæåííÿ íàñëiäêó, ïîêëàäåìî Bk = [k, k + 1], k =

0,±1,±2, .... Ó öüîìó âèïàäêó zk = 1, δk 6 δ, αk,0 = σ(−1)(q(σ(1/2))).
Îòæå,

Φq = 2

[
δ +

1

q(1− q)

α0w

0

µ

([
I

t

])
dσ(t)

] ∞∑
k=0

j(c(k + 1)).

Çàóâàæåííÿ 1.9. Ó âèïàäêó, êîëè K(Ω) � áàíàõiâ Kσ-ïðîñòið, óìîâè
íàñëiäêó 1.5 çàäîâîëüíÿ¹, íàïðèêëàä, ôóíêöiÿ c(t) = (1 + |t|α)−1, α > 1.

Çðîçóìiëî, ùî ó ÷àñòèííèõ âèïàäêàõ ìîæíà îòðèìàòè áiëüø òî÷íèé
ïîðÿäîê ðîñòó.

Âèñíîâêè äî ïåðøîãî ðîçäiëó

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî âèïàäêîâi ïðîöåñè ç êâàçiáàíàõîâèõ
Kσ-ïðîñòîðiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Äîñëiäæåíî óìîâè âèáiðêîâî¨ íåïå-
ðåðâíîñòi ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ òà óìîâè òîãî, ùî ñóïðåìóìè ïðîöåñiâ
íàëåæàòü òîìó æ ïðîñòîðó, ùî é ñàìi ïðîöåñè. Îòðèìàíî îöiíêè ðîçïî-
äiëiâ öèõ ïðîöåñiâ. Âèâ÷åíî ïîâåäiíêó âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ X(t) íà R1

ïðè ïðÿìóâàííi t äî íåñêií÷åíîñòi.
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Ðîçäië 2

Ïðîñòîðè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí Fψ(Ω)

Ó ðîçäiëi 2 âèâ÷àþòüñÿ îñíîâíi âëàñòèâîñòi ïðîñòîðiâ Fψ(Ω). Íà-
âîäÿòüñÿ ïðèêëàäè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí iç öèõ ïðîñòîðiâ. Çíàõîäÿòüñÿ
íåðiâíîñòi âåëèêèõ âiäõèëåíü òà ìàæîðóþ÷à õàðàêòåðèñòèêà äëÿ âèïàä-
êîâèõ âåëè÷èí iç ïðîñòîðó Fψ(Ω). Ðîçãëÿäàþòüñÿ ïðîñòîðè FSk,ψ,r(Ω) i
âèâ÷àþòüñÿ óìîâè, ïðè ÿêèõ öi ïðîñòîðè åêâiâàëåíòíi ïðîñòîðàì Fψ(Ω).
Äëÿ ïðîñòîðiâ Fψ(Ω) äîñëiäæóþòüñÿ óìîâè, ïðè ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìî-
âà H.

2.1. Fψ(Ω) � ïðîñòîðè

Îçíà÷åííÿ 2.1. Íåõàé ψ(u) > 0, u > 1 � ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à íåïå-
ðåðâíà ôóíêöiÿ, òàêà ùî ψ(u)→∞ ïðè u→∞. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ
íàëåæèòü ïðîñòîðó Fψ(Ω), ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

sup
u>1

(E |ξ|u)
1/u

ψ(u)
<∞.

Òåîðåìà 2.1. [37] Ïðîñòið Fψ(Ω) ¹ ïðîñòîðîì Áàíàõà ç íîðìîþ

‖ξ‖ψ = sup
u>1

(E |ξ|u)
1/u

ψ(u)
. (2.1)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî Fψ(Ω) � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðî-
ñòið. Î÷åâèäíî, ùî ‖ξ‖ψ = 0, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ξ = 0 ç iìîâiðíiñòþ
îäèíèöÿ. Ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

‖αξ‖ψ = sup
u>1

(E |αξ|u)
1/u

ψ(u)
= sup

u>1

|α| (E |ξ|u)
1/u

ψ(u)
= |α| ‖ξ‖ψ .

Î÷åâèäíà i íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà. Äiéñíî,

‖ξ1 + ξ2‖ψ = sup
u>1

(E |ξ1 + ξ2|u)
1/u

ψ(u)
6 sup

u>1

(E |ξ1|u)
1/u

+ (E |ξ2|u)
1/u

ψ(u)
6

6 sup
u>1

(E |ξ1|u)
1/u

ψ(u)
+ sup
u>1

(E |ξ2|u)
1/u

ψ(u)
= ‖ξ1‖ψ + ‖ξ2‖ψ .

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî Fψ(Ω) � ïîâíèé ïðîñòið, òîáòî, ÿêùî ξn ∈ Fψ(Ω)
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i ‖ξn − ξl‖ψ → 0 ïðè n, l → ∞, òî iñíó¹ âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ, òàêà
ùî ξ ∈ Fψ(Ω) i ‖ξn − ξl‖ψ → 0. Ç îçíà÷åííÿ íîðìè âèïëèâà¹, ùî äëÿ
áóäü-ÿêîãî u > 1

(E |ξn − ξl|u)
1/u

6 ψ(u) ‖ξn − ξl‖ψ . (2.2)

Îñêiëüêè ‖ξn − ξl‖ψ → 0 ïðè n, l → ∞, òî i (E |ξn − ξl|u)
1/u → 0 ïðè

n, l → ∞. Ïðîñòið Lu(Ω), u > 1 � ïîâíèé, òîìó ùî iñíó¹ âèïàäêîâà
âåëè÷èíà ξ ∈ Lu(Ω), ùî ξn → ξ ïðè n → ∞ â íîðìi öüîãî ïðîñòîðó.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî iñíó¹ ξ ∈ Lu(Ω) ïðè âñiõ u > 1, ùî (E |ξn − ξl|u)
1/u → 0

ïðè n → ∞. Äiéñíî, êîëè ξn → ξ â íîðìi ïðîñòîðó Lu(Ω), òî ξn → ξ â
íîðìi ïðîñòîðó Lv(Ω), äå v < u. Ïîçíà÷èìî ηs, s = 1, 2, ... òàêi âèïàäêîâi
âåëè÷èíè, ùî ξn → ηs â íîðìi ïðîñòîðiâ Lu(Ω), äå s − 1 < u 6 s.
Òîäi iñíóþòü ïiäïîñëiäîâíîñòi ξns , ùî çáiãàþòüñÿ äî ηs ç iìîâiðíiñòþ
îäèíèöÿ. Íåõàé As ìíîæèíà P (As) = 1, íà ÿêié ξns çáiãà¹òüñÿ äî ηs.

Òîäi íà ìíîæèíi
∞⋂
s=1

As âñi ηs ðiâíi òà P
{ ∞⋂
s=1

As

}
= 1.

Íåõàé òåïåð ξ � âèïàäêîâà âåëè÷èíà ðiâíà ηs íà
∞⋂
s=1

As. Çðîçóìiëî,

ùî P {ηs 6= ξ} = 0. Òîìó ξn → ξ â Lu(Ω), òîäi æ êîëè ξn → ηs â öüîìó
æ ïðîñòîði.

Îòæå, ïðè âñiõ u > 1 ç íåðiâíîñòi (2.2) âèïëèâà¹, ùî

(E |ξn − ξl|u)
1/u

6 ψ(u) sup
r>n
‖ξn − ξr‖ψ <∞.

ßêùî â îñòàííié íåðiâíîñòi ñïðÿìóâàòè l äî íåñêií÷åííîñòi, òîäi îòðè-
ìà¹ìî, ùî ïðè âñiõ n > 1 òà u > 1

(E |ξn − ξ|u)
1/u

6 ψ(u) sup
r>n
‖ξn − ξr‖ψ <∞. (2.3)

Îòæå, sup
u>1

(E|ξn−ξ|u)1/u

ψ(u) <∞. Òîáòî âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξn− ξ ïðè n > 1

íàëåæàòü ïðîñòîðó Fψ(Ω). Îñêiëüêè ‖ξ‖ψ 6 ‖ξ − ξn‖ψ+‖ξn‖ψ <∞, òîäi
âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ íàëåæèòü ïðîñòîðó Fψ(Ω). Òåïåð ç íåðiâíîñòi
(2.3) âèïëâà¹, ùî ‖ξn − ξ‖ψ 6 sup

r>n
‖ξn − ξr‖ψ → 0 ïðè n → ∞. Òîáòî

ξn → ξ â íîðìi ïðîñòîðó Fψ(Ω).

Íàâåäåìî ïðèêëàäè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí iç ïðîñòîðiâ Fψ(Ω).

Ïðèêëàä 2.1. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ, äëÿ ÿêî¨ ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ
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âèêîíó¹òüñÿ óìîâà |ξ| < C, äå C > 0 � äåÿêà êîíñòàíòà, íàëåæèòü
ïðîñòîðó Fψ(Ω), ùî ïîðîäæåíèé ôóíêöi¹þ ψ:

‖ξ‖ψ = sup
u>1

(E |ξ|u)
1/u

ψ(u)
6 sup

u>1

(Cu)
1/u

ψ(u)
= sup

u>1

C

ψ(u)
=

C

ψ(1)
.

Ïðèêëàä 2.2. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ùî ìà¹ ðîçïîäië Ëàïëàñà (ùiëü-
íiñòü ðîçïîäiëó p(x) = 1

2e
−|x|) íàëåæèòü ïðîñòîðó Fψ(Ω), äå ψ(u) = u,

ùî âñòàíîâëþ¹òüñÿ åêâiâàëåíòíiñòþ k

√
E |ξ|k = k

√
k! ∼ k ïðè k > 1.

Ïðèêëàä 2.3. Íîðìàëüíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ = N(0, 1) íàëåæèòü

ïðîñòîðó Fψ(Ω), äå ψ(u) = u1/2, îñêiëüêè 2l

√
E |ξ|2l = 2l

√
(2l)!
2ll!
∼ l1/2 ïðè

l > 1.

Iíøi ïðèêëàäè íàâåäåíi â ðîçäiëàõ 3 i 7.

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ íàëåæèòü ïðîñòîðó Fψ(Ω),
òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

P {|ξ| > ε} 6 inf
u>1

‖ξ‖uψ (ψ(u))u

εu
. (2.4)

Äîâåäåííÿ. Iç íåðiâíîñòi ×åáèøåâà âèïëèâà¹, ùî ïðè u > 0 ìà¹ ìiñöå
òàêà íåðiâíiñòü:

P {|ξ| > ε} 6 E |ξ|u

εu
=
E |ξ|u (ψ(u))u

(ψ(u))uεu
6
‖ξ‖uψ (ψ(u))u

εu
.

Òåîðåìà 2.3. Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ íàëåæèòü ïðîñòîðó Fψ(Ω)

i ψ(u) = uα, äå α > 0, òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > eα ‖ξ‖ψ âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü:

P {|ξ| > ε} 6 exp

−αe
(

ε

‖ξ‖ψ

)1/α
 . (2.5)

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 2.2 ìà¹ìî, ùî

P {|ξ| > ε} 6 inf
u>1

‖ξ‖uψ uαu

εu
. (2.6)

Ïîçíà÷èìî, ùî
‖ξ‖ψ
ε = b, òîäi ç ðiâíîñòåé

(ln (buuαu))
′

= (u ln b+ αu lnu)
′

= ln b+ α lnu+ α = 0;
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lnu = − ln b+ α

α
âèïëèâà¹, ùî iíôiíóì äîñÿãà¹òüñÿ â òî÷öi u = 1

e b
−1/α. Îñêiëüêè u > 1,

òîäi ìà¹ âèêîíóâàòèñü íåðiâíiñòü ε > eα ‖ξ‖ψ. Ïiäñòàâèìî äàíå çíà÷åííÿ
äëÿ âåëè÷èíè u â íåðiâíiñòü (2.6), îòðèìà¹ìî:

P {|ξ| > ε} 6 b
1
e b
− 1
α

(
1

e
b−

1
α

)α 1
e b
− 1
α

= exp

{
−α
e

(
1

b

)1/α
}
.

Çâiäñè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè 2.3.

Òåîðåìà 2.4. Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ íàëåæèòü ïðîñòîðó Fψ(Ω)

i ψ(u) = eau
β

, äå a > 0, β > 0, òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > ea(β+1) ‖ξ‖ψ
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

P {|ξ| > ε} 6 exp

− β

a1/β

(
ln ε
‖ξ‖ψ

β + 1

) β+1
β

 . (2.7)

Äîâåäåííÿ. Iç òåîðåìè 2.2 îòðèìà¹ìî, ùî

P {|ξ| > ε} 6 inf
u>1

‖ξ‖uψ eau
β+1

εu
. (2.8)

Ïîçíà÷èìî
‖ξ‖ψ
ε = b. Iç ðiâíîñòåé(

ln
(
bueau

β+1
))′

=
(
u ln b+ auβ+1

)′
= ln b+ a(β + 1)uβ = 0;

âèïëèâà¹, ùî iíôiíóì äîñÿãà¹òüñÿ â òî÷öi u =
(
− ln b
a(β+1)

)1/β

. Îñêiëüêè

u > 1, òîäi ìà¹ âèêîíóâàòèñü íåðiâíiñòü ε > ea(β+1) ‖ξ‖ψ. Ïiäñòàâëÿþ÷è
öå çíà÷åííÿ u â íåðiâíiñòü (2.8), îòðèìà¹ìî

P {|ξ| > ε} 6 b(−
ln b

a(β+1) )
1/β

ea(−
ln b

a(β+1) )
β+1
β

= exp

− β

a1/β

(
ln 1

b

β + 1

) β+1
β

 ,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Òåîðåìà 2.5. Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ íàëåæèòü ïðîñòîðó Fψ(Ω)

i ψ(u) = (ln(u+ 1))
λ, äå λ > 0, òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > (e ln 2)

λ ‖ξ‖ψ
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âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

P {|ξ| > ε} 6 eλ exp

−λ exp


(

ε

‖ξ‖ψ

)1/λ
1

e


 . (2.9)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ç òåîðåìè 2.2 âèïëèâà¹, ùî

P {|ξ| > ε} 6 inf
u>1

‖ξ‖uψ (ln(u+ 1))λu

εu
, (2.10)

òîäi ïîêëàäåìî u+1 = exp

{(
ε
‖ξ‖ψ

)1/λ
1
z

}
, äå z > 0. Òîäi, ïiäñòàâëÿþ÷è

öåé âèðàç â íåðiâíiñòü (2.10), îòðèìà¹ìî:(
‖ξ‖ψ (ln(u+ 1))λ

ε

)u
=

1

zλu
= exp {−λu ln z} =

= exp

−λ(ln z)

exp


(

ε

‖ξ‖ψ

)1/λ
1

z

− 1

 =

= zλ exp

−λ(ln z) exp


(

ε

‖ξ‖ψ

)1/λ
1

z


 .

Ïîêëàäåìî â öié ðiâíîñòi z = e, òîäi îòðèìà¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè:

P {|ξ| > ε} 6 eλ exp

−λ exp


(

ε

‖ξ‖ψ

)1/λ
1

e


 .

Îçíà÷åííÿ 2.2. Ïðîñòið Fψ(Ω) áóäåìî íàçèâàòè ïðîñòîðîì F̌ψ(Ω),
ÿêùî äëÿ ôóíêöi¨ ψ(u) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

sup
u>1

ψ(u+ v)

ψ(u)
<∞, (2.11)

äå v > 0 � áóäü-ÿêå ÷èñëî.

Î÷åâèäíî, ùî óìîâà (2.11) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ôóíêöié:
1) ψ(u) = eau

β

, äå 0 < β 6 1, a > 0;
2) ψ(u) = Auα, äå α > 0, A > 0.
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Îçíà÷åííÿ 2.3. Íåñïàäíà ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü (κ(n), n > 1) íàçèâà-
¹òüñÿM -õàðàêòåðèñòèêîþ (ìàæîðóþ÷îþ õàðàêòåðèñòèêîþ) ïðîñòî-
ðó Fψ(Ω), ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξi, i = 1, 2, . . . , n iç
öüîãî ïðîñòîðó âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:∥∥∥∥ max

16i6n
|ξi|
∥∥∥∥
ψ

6 κ(n) max
16i6n

‖ξi‖ψ . (2.12)

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ìàæîðóþ÷à õàðàêòåðèñòèêà ó âñiõ áàíàõî-
âèõ ïðîñòîðàõ.

Òåîðåìà 2.6. Ïîñëiäîâíiñòü

κ(n) = sup
u>1

inf
v>0

n
1

u+v
ψ(u+ v)

ψ(u)
(2.13)

¹ ìàæîðóþ÷îþ õàðàêòåðèñòèêîþ ïðîñòîðó Fψ(Ω).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèïàäêîâi âåëè÷èíè ç ïðîñòîðó Fψ(Ω),
òîäi âèêîíó¹òüñÿ ëàíöþæîê íåðiâíîñòåé:

(
E

(
max

16i6n
|ξi|
)u)1/u

ψ(u)
6

(
E

(
max

16i6n
|ξi|
)u+v

) 1
u+v

ψ(u)
6

6 max
16i6n

n
1

u+v

(
E |ξi|u+v

) 1
u+v

ψ(u+ v)
· ψ(u+ v)

ψ(u)
6 max

16i6n
‖ξi‖ψ n

1
u+v

ψ(u+ v)

ψ(u)
.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî ïðè âñiõ u > 1(
E

(
max

16i6n
|ξi|
)u)1/u

ψ(u)
6 max

16i6n
‖ξi‖ψ inf

v>0
n

1
u+v

ψ(u+ v)

ψ(u)
.

Îòæå,

∥∥∥∥ max
16i6n

|ξi|
∥∥∥∥
ψ

= sup
u>1

(
E

(
max

16i6n
|ξi|
)u)1/u

ψ(u)
6

6 max
16i6n

‖ξi‖ψ sup
u>1

inf
v>0

n
1

u+v
ψ(u+ v)

ψ(u)
.

Îñêiëüêè â öié íåðiâíîñòi v � áóäü-ÿêå ÷èñëî (v > 0), òîäi ç íåðiâíîñòi
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(2.12) âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Äëÿ ïðîñòîðiâ F̌ψ(Ω) ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ ìàæîðóþ÷î¨ õàðàêòå-
ðèñòèêè κ(n) ìîæíà ñïðîñòèòè, òîáòî ñïðàâåäëèâèé íàñòóïíèé íàñëi-
äîê.

Íàñëiäîê 2.1. Ïîñëiäîâíiñòü

κ(n) = inf
v>0

z(v)n
1
v+1 , (2.14)

äå z(v) = sup
u>1

ψ(u+v)
ψ(u) , ¹ ìàæîðóþ÷îþ õàðàêòåðèñòèêîþ ïðîñòîðó F̌ψ(Ω).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèïàäêîâi âåëè÷èíè ç ïðîñòîðó F̌ψ(Ω),
òîäi âèêîíó¹òüñÿ ëàíöþæîê íåðiâíîñòåé:∥∥∥∥ max

16i6n
|ξi|
∥∥∥∥
ψ

= sup
u>1

(
E

(
max

16i6n
|ξi|
)u)1/u

ψ(u) 6 sup
u>1

(
E

(
max

16i6n
|ξi|
)u+v) 1

u+v

ψ(u) 6

6 sup
u>1

max
16i6n

n
1

u+v
(E|ξ|u+v)

1
u+v

ψ(u+v) · ψ(u+v)
ψ(u) 6 max

16i6n
‖ξi‖ψ sup

u>1
n

1
u+v

ψ(u+v)
ψ(u) 6

6 max
16i6n

‖ξi‖ψ n
1
v+1 sup

u>1

ψ(u+v)
ψ(u) 6 max

16i6n
‖ξi‖ψ inf

v>0
n

1
v+1 sup

u>1

ψ(u+v)
ψ(u) .

Îñêiëüêè öÿ íåðiâíiñòü ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè áóäü-ÿêîìó v > 0, òîäi ç
íåðiâíîñòi (2.12) âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ íàñëiäêó.

Òåîðåìà 2.7. Ïîñëiäîâíiñòü

κ(n) =
1

ea
exp

{
S(a, β)(lnn)

β
β+1

}
,

äå S(a, β) = (βa)
1

β+1 (β−1 + 1) ¹ ìàæîðóþ÷îþ õàðàêòåðèñòèêîþ ïðî-
ñòîðó Fψ(Ω), äå ψ(u) = eau

β

, a > 0, β > 0, à κ(1) = 1.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè. Ó ïåðøîìó âèïàäêó, êîëè 0 < β 6
1, ç íàñëiäêó 2.1 âèïëèâà¹, ùî

z(v) = sup
u>1

ψ(u+ v)

ψ(u)
= sup

u>1
ea(u+v)β−auβ = ea((1+v)β−1),

òîäi, çãiäíî ðiâíîñòi (2.14), ìà¹ìî:

κ(n) = inf
v>0

ea((1+v)β−1)n
1
v+1 . (2.15)
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Îñêiëüêè, ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü(
ln
(
ea((1+v)β−1)n

1
v+1

))′
=

(
lnn

v + 1
+ a(1 + v)β − a

)′
=

= − lnn

(v + 1)2
+ aβ(1 + v)β−1 = 0,

òîäi iíôiíóì äîñÿãà¹òüñÿ â òî÷öi v =
(

lnn
aβ

) 1
β+1 − 1 i, ïiäñòàâëÿþ÷è äàíå

çíà÷åííÿ v â ðiâíiñòü (2.15), îòðèìà¹ìî:

κ(n) = n( aβ
lnn )

1
β+1

exp

{
a

((
aβ

lnn

) β
β+1

− 1

)}
=

1

ea
exp

{
S(a, β)(lnn)

β
β+1

}
.

Ó äðóãîìó âèïàäêó, êîëè β > 1, ç òåîðåìè 2.6 ìà¹ìî:

κ(n) = sup
u>1

inf
v>0

n
1

u+v
ψ(u+ v)

ψ(u)
= sup

u>1
inf
v>0

n
1

u+v ea(u+v)β−auβ . (2.16)

Ñïî÷àòêó çíàéäåìî iíôiíóì. Ðîçãëÿíåìî ðiâíîñòi(
ln
(
ea((u+v)β−1)n

1
u+v

))′
=

(
lnn

u+ v
+ a(u+ v)β − au

)′
=

= − lnn

(u+ v)2
+ aβ(u+ v)β−1 = 0.

Îòæå, ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî iíôiíóì äîñÿãà¹òüñÿ â òî÷öi

v =
(

lnn
aβ

) 1
β+1 − u. Òàêèì ÷èíîì, ïiäñòàâëÿþ÷è öå çíà÷åííÿ v â ðiâíiñòü

(2.16), ìà¹ìî:

κ(n) = sup
u>1

n( aβ
lnn )

1
β+1

exp

{
a

((
aβ

lnn

) β
β+1

− u

)}
=

= n( aβ
lnn )

1
β+1

exp

{
a

((
aβ

lnn

) β
β+1

− 1

)}
=

1

ea
exp

{
S(a, β)(lnn)

β
β+1

}
.

Iç äâîõ ðîçãëÿíóòèõ âèïàäêiâ âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Çàóâàæåííÿ 2.1. Òåîðåìà 2.7 iëþñòðó¹, ùî ðiâíiñòü (2.14) íå çàâæäè
ìîæíà çàñòîñîâóâàòè.
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Òåîðåìà 2.8. Ïîñëiäîâíiñòü

κ(n) =
( e
α

)α
(lnn)

α

¹ ìàæîðóþ÷îþ õàðàêòåðèñòèêîþ ïðîñòîðó Fψ(Ω) ïðè n > 1, äå ψ(u) =

uα, α > 0, à κ(1) = 1.

Äîâåäåííÿ. Iç íàñëiäêà 2.1 âèïëèâà¹, ùî

z(v) = sup
u>1

(
1 +

v

u

)α
= (1 + v)α,

òîäi iç ðiâíîñòi (2.14) ìà¹ìî:

κ(n) = inf
v>0

(1 + v)αn
1
v+1 . (2.17)

Iç ðiâíîñòåé(
ln
(

(1 + v)αn
1
v+1

))′
=

(
α ln(1 + v) +

lnn

1 + v

)′
=

=
α

1 + v
− lnn

(1 + v)2
= 0

îòðèìó¹ìî, ùî iíôiíóì äîñÿãà¹òüñÿ â òî÷öi v = lnn
α − 1 i, ïiäñòàâëÿþ÷è

öå çíà÷åííÿ v â ðiâíiñòü (2.17), ñòà¹ î÷åâèäíèì òâåðäæåííÿ òåîðåìè:

κ(n) =

(
lnn

α

)α
n

α
lnn = (lnn)

α
( e
α

)α
.

Òåîðåìà 2.9. Ïîñëiäîâíiñòü

κ(n) = e

(
ln(lnn+ 2)

ln 2

)λ
¹ ìàæîðóþ÷îþ õàðàêòåðèñòèêîþ ïðîñòîðó Fψ(Ω), äå ψ(u) = (ln(u+ 1))

λ,
λ > 0 ïðè n > 1, à κ(1) = 1.

Äîâåäåííÿ. Iç íàñëiäêà 2.1 âèïëèâà¹, ùî

z(v) = sup
u>1

(
ln(u+ v + 1)

ln(u+ 1)

)λ
,
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à îñêiëüêè
(

ln(u+v+1)
ln(u+1)

)′
6 0, òîäi z(v) =

(
ln(v+2)

ln 2

)λ
. Çâiäñè ìà¹ìî:

κ(n) = inf
v>0

(
ln(v + 2)

ln 2

)λ
n

1
v+1 . (2.18)

Ó ðiâíîñòi (2.18) ïîêëàäåìî v = lnn:

κ(n) =
(

ln(lnn+2)
ln 2

)λ
n

1
lnn+1 6

(
ln(lnn+2)

ln 2

)λ
e, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

2.2. Ïðîñòîðè FSk,ψ,r(Ω)

Îçíà÷åííÿ 2.4. Íåõàé Sk � çðîñòàþ÷à ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü (Sk >
1) i Sk →∞, êîëè k →∞. Ðîçãëÿíåìî ìîíîòîííî çðîñòàþ÷ó íåïåðåðâ-
íó ôóíêöiþ ψ(u) > 0, u > 1 òàêó, ùî ψ(u)→∞ ïðè u→∞. Âèïàäêîâà
âåëè÷èíà ξ íàëåæèòü ïðîñòîðó FSk,ψ,r(Ω), ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

sup
k>r

(
E |ξ|Sk

)1/Sk

ψ(Sk)
<∞,

äå ÷èñëî r � òàêå, ùî Sr > 1.

ßê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó ëåãêî äîâåñòè, ùî ïðîñòîðè FSk,ψ,r(Ω)
¹ ïðîñòîðàìè Áàíàõà ç íîðìàìè

‖ξ‖Sk,ψ,r = sup
k>r

(
E |ξ|Sk

)1/Sk

ψ(Sk)
. (2.19)

Òåîðåìà 2.10. ßêùî äëÿ ôóíêöi¨ ψ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.11) i iñíó¹
òàêà Br > 0, ùî

ψ (Sk)

ψ (Sk−1)
6 Br, k > r,

òîäi ïðîñòîðè FSk,ψ,r(Ω) ìiñòÿòü òi æ ñàìi åëåìåíòè, ùî i ïðîñòî-
ðè F̌ψ(Ω), à íîðìè (2.1) i (2.19) åêâiâàëåíòíi òà ìàþòü ìiñöå òàêi
íåðiâíîñòi:

‖ξ‖Sk,ψ,r 6 ‖ξ‖ψ ,

‖ξ‖ψ 6 max
(
Cr, C̃r

)
‖ξ‖Sk,ψ,r ,

äå Cr = sup
k>r

ψ(Sk)
ψ(Sk−1) , C̃r = sup

16u6Sr

ψ(Sr)
ψ(u) .
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Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî

‖ξ‖Sk,ψ,r 6 ‖ξ‖ψ .

Iç äðóãîãî áîêó, ç íåðiâíîñòi Ëÿïóíîâà, ïðè Sk−1 6 u 6 Sk, äå k− 1 > r

âèïëèâà¹, ùî

(E |ξ|u)
1/u

ψ(u)
6

(
E |ξ|Sk

)1/Sk

ψ(u)
=

(
E |ξ|Sk

)1/Sk

ψ(Sk)
· ψ(Sk)

ψ(u)
6

6 ‖ξ‖Sk,ψ,r ·
ψ(Sk)

ψ(u)
6 ‖ξ‖Sk,ψ,r ·

ψ (Sk)

ψ (Sk−1)
6 Cr ‖ξ‖Sk,ψ,r .

Ïðè 1 6 u 6 Sr ìà¹ìî:

(E |ξ|u)
1/u

ψ(u)
6

(
E |ξ|Sr

)1/Sr

ψ(Sr)
· ψ(Sr)

ψ(u)
6 C̃r ‖ξ‖Sk,ψ,r .

Òîäi
‖ξ‖ψ 6 max

(
C̃r, Cr

)
‖ξ‖Sk,ψ,r .

Ñåðåä ïðîñòîðiâ FSk,ψ,r(Ω) íàéáiëüø âàæëèâèì äëÿ íàñ ¹ ïðîñòið, äå

Sk = 2k. Ïîçíà÷èìî íîðìó â öüîìó ïðîñòîði ‖ξ‖2k,ψ,r = sup
k>r

(E|ξ|2k)
1/2k

ψ(2k) .

Î÷åâèäíî, ùî ó âèïàäêàõ, êîëè äëÿ ψ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.11), òîäi
ïðîñòîðè F̌ψ(Ω) òà F2k,ψ,r(Ω) ñïiâïàäàþòü, i íîðìè â öèõ ïðîñòîðàõ �
åêâiâàëåíòíi.

Äiéñíî, çãiäíî ç ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ ìà¹ìî, ùî

‖ξ‖2k,ψ,r 6 ‖ξ‖ψ . (2.20)

Çàóâàæèìî, ùî

sup
k>r

ψ(2k)

ψ(2k − 2)
= sup

k>r

ψ(2k − 2 + 2)

ψ(2k − 2)
6 sup

u>r

ψ(u+ 2)

ψ(u)
= ψr <∞,

òîáòî ìà¹ ìiñöå
‖ξ‖ψ 6 ψ̂r ‖ξ‖2k,ψ,r , (2.21)

äå ψ̂r = max
(
ψr, C̃r

)
.

Íàñòóïíà òåîðåìà äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè 2.2.

Òåîðåìà 2.11. Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ íàëåæèòü ïðîñòîðó
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FSk,ψ,r(Ω), òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

P {|ξ| > ε} 6 inf
k>r

‖ξ‖SkSk,ψ,r (ψ(Sk))Sk

εSk
. (2.22)

Çîêðåìà ïðè Sk = 2k îòðèìà¹ìî:

P {|ξ| > ε} 6 inf
k>r

‖ξ‖2k2k,ψ,r (ψ(2k))2k

ε2k
.

Òåîðåìà 2.12. Ïîñëiäîâíiñòü

κ(n) = sup
k>r

inf
v>0

n
1

Sk+v
ψ(Sk + v)

ψ(Sk)
(2.23)

¹ ìàæîðóþ÷îþ õàðàêòåðèñòèêîþ ïðîñòîðó FSk,ψ,r(Ω).

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè 2.6, ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâi
âåëè÷èíè ξ1, ξ2, . . . , ξn iç ïðîñòîðó FSk,ψ,r(Ω). Òîäi âèêîíóþòüñÿ íàñòó-
ïíi íåðiâíîñòi:(

E

(
max

16i6n
|ξi|
)Sk)1/Sk

ψ(Sk)
6

(
E

(
max

16i6n
|ξi|
)Sk+v

) 1
Sk+v

ψ(Sk)
6

6 max
16i6n

n
1

Sk+v

(
E |ξi|Sk+v

) 1
Sk+v

ψ(Sk + v)
· ψ(Sk + v)

ψ(Sk)
6

6 max
16i6n

‖ξi‖Sk,ψ,r n
1

Sk+v
ψ(Sk + v)

ψ(Sk)
.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî ïðè âñiõ Sk > 1(
E

(
max

16i6n
|ξi|
)Sk)1/Sk

ψ(Sk)
6 max

16i6n
‖ξi‖Sk,ψ,r inf

v>0
n

1
Sk+v

ψ(Sk + v)

ψ(Sk)
.

Îòæå,

∥∥∥∥ max
16i6n

|ξi|
∥∥∥∥
Sk,ψ,r

= sup
k>r

(
E

(
max

16i6n
|ξi|
)Sk)1/Sk

ψ(Sk)
6
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6 max
16i6n

‖ξi‖Sk,ψ,r sup
k>r

inf
v>0

n
1

Sk+v
ψ(Sk + v)

ψ(Sk)
.

Îñêiëüêè â îñòàííié íåðiâíîñòi v � áóäü-ÿêå ÷èñëî (v > 0), òîäi ç íåðiâ-
íîñòi (2.12) âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

2.3. Óìîâà H äëÿ ïðîñòîðiâ Fψ(Ω)

Îçíà÷åííÿ 2.5. Ñêàæåìî, ùî äëÿ ïðîñòîðiâ Áàíàõà B(Ω) âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H, ÿêùî iñíó¹ àáñîëþòíà êîíñòàíòà CB
òàêà, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ öåíòðîâàíèõ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
ξ1, ξ2, . . . , ξn iç B(Ω) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:∥∥∥∥∥

n∑
i=1

ξi

∥∥∥∥∥
2

6 CB

n∑
i=1

‖ξi‖2 . (2.24)

Êîíñòàíòó CB íàçâåìî ìàñøòàáíîþ êîíñòàíòîþ ïðîñòîðó B(Ω). Äëÿ
ïðîñòîðiâ Fψ(Ω) êîíñòàíòó CFψ(Ω) áóäåìî ïîçíà÷àòè Cψ.

Çíàéäåìî óìîâè, ïðè ÿêèõ äëÿ ïðîñòîðiâ Fψ(Ω) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
H, à òàêîæ çíàéäåìî çíà÷åííÿ êîíñòàíòè Cψ.

Òåîðåìà 2.13. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíi öåíòðîâàíi âèïàäêîâi
âåëè÷èíè ç ïðîñòîðó F2k,ψ,r(Ω). ßêùî ξi � ñèìåòðè÷íi âèïàäêîâi âåëè-
÷èíè òà ïðè k > max(r, 2) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

C2l
2k

(ψ(2l))
2l

(ψ(2k − 2l))
2k−2l

(ψ(2k))
2k

6 Clk, l = 1, k − 1, (2.25)

òîäi ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ξi

∥∥∥∥∥
2

2k,ψ,r

6
n∑
i=1

‖ξi‖22k,ψ,r . (2.26)

Òîáòî â öüîìó âèïàäêó äëÿ ïðîñòîðó F2k,ψ,r(Ω) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H

iç êîíñòàíòîþ Cψ = 1.
ßêùî âiäìîâèòèñü âiä óìîâè ñèìåòðè÷íîñòi, òîäi ç óìîâè (2.25)

ìà¹ìî íåðiâíiñòü: ∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ξi

∥∥∥∥∥
2

2k,ψ,r

6 4

n∑
i=1

‖ξi‖22k,ψ,r . (2.27)
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Òîáòî â öüîìó âèïàäêó äëÿ ïðîñòîðó F2k,ψ,r(Ω) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H

iç êîíñòàíòîþ Cψ = 4.
ßêùî ξi íå ñèìåòðè÷íi i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

C2l
2k

(
1 +

k

3

)
(ψ(2l))

2l
(ψ(2k − 2l))

2k−2l

(ψ(2k))
2k

6 Clk, l = 1, k − 1, (2.28)

òîäi ìà¹ìî íåðiâíiñòü∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ξi

∥∥∥∥∥
2

2k,ψ,r

6
n∑
i=1

‖ξi‖22k,ψ,r , (2.29)

òîáòî â öüîìó âèïàäêó äëÿ ïðîñòîðó F2k,ψ,r(Ω) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H

iç êîíñòàíòîþ Cψ = 1.

Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè òåîðåìó 2.13, íåîáõiäíî äîâåñòè äîäàòêîâå
òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 2.1. Íåõàé ξ i η � âèïàäêîâi âåëè÷èíè ç ïðîñòîðó F2k,ψ,r(Ω).
ßêùî ξ i η íåçàëåæíi òà Eη = 0, òîäi ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü:

‖ξ‖2k,ψ,r 6 ‖ξ − η‖2k,ψ,r . (2.30)

Äîâåäåííÿ. Iç òåîðåìè Ôóáiíi âèïëèâà¹, ùî ïðè 2k > 1

E |ξ − η|2k = Eξ

(
Eη |ξ − η|2k

)
, (2.31)

äå Eξ � ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âiäíîñíî ξ, à Eη � ìàòåìàòè÷íå ñïîäi-
âàííÿ âiäíîñíî η. Iç íåðiâíîñòi Ëÿïóíîâà âèïëèâà¹, ùî ïðè 2k > 1

Eη |ξ − η|2k > (Eη |ξ − η|)2k > |Eη (ξ − η)|2k = |ξ − Eη|2k = |ξ|2k .

Îòæå, ç ðiâíîñòi (2.31) îòðèìà¹ìî, ùî

E |ξ − η|2k > E |ξ|2k .

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi î÷åâèäíî âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü (2.30).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè. ßêùî ξ1, ξ2, . . . , ξn � ñèìåòðè÷íi âèïàäêîâi âåëè-
÷èíè, òîäi âñi ¨õ íåïàðíi ìîìåíòè äîðiâíþþòü íóëþ. Îòæå,

E (ξ1 + ξ2)
2k

= Eξ2k
1 +

2k−2∑
s=2

Cs2kEξ
s
1ξ

2k−s
2 + Eξ2k

2 =
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= Eξ2k
1 +

k−1∑
r=1

C2r
2kEξ

2r
1 Eξ2k−2r

2 + Eξ2k
2 .

Îñêiëüêè E |ξi|2k 6 (ψ(2k))
2k ‖ξi‖2k2k,ψ,r, òîäi

E (ξ1 + ξ2)
2k

(ψ(2k))
2k

6 ‖ξ1‖2k2k,ψ,r +

+

k−1∑
r=1

C2r
2k (ψ(2r))

2r
(ψ(2k − 2r))

2k−2r ‖ξ1‖
2r
2k,ψ,r ‖ξ2‖

2k−2r
2k,ψ,r

(ψ(2k))
2k

+ ‖ξ2‖2k2k,ψ,r 6

6 ‖ξ1‖2k2k,ψ,r +

k−1∑
r=1

Crk ‖ξ1‖
2r
2k,ψ,r ‖ξ2‖

2k−2r
2k,ψ,r + ‖ξ2‖2k2k,ψ,r =

=
(
‖ξ1‖22k,ψ,r + ‖ξ2‖22k,ψ,r

)k
.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi ïðè n = 2 âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü (2.26). Îòæå, i ïðè
áóäü-ÿêîìó n íåðiâíiñòü (2.26) ñïðàâåäëèâà.

Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíi öåíòðîâàíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè ç ïðî-
ñòîðó F2k,ψ,r(Ω), à ξ∗1 , ξ

∗
2 , . . . , ξ

∗
n � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ùî ìà-

þòü òàêèé æå ðîçïîäië, ÿê ξi i íå çàëåæàòü âiä ξi (i = 1, n). Âèïàäêîâi
âåëè÷èíè ξi − ξ∗i � ñèìåòðè÷íi. Ç ëåìè 2.1 âèïëèâà¹, ùî∥∥∥∥∥

n∑
i=1

ξi

∥∥∥∥∥
2

2k,ψ,r

6

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

(ξi − ξ∗i )

∥∥∥∥∥
2

2k,ψ,r

6
n∑
i=1

‖(ξi − ξ∗i )‖22k,ψ,r 6

6
n∑
i=1

(
‖ξi‖2k,ψ,r + ‖ξ∗i ‖2k,ψ,r

)2

= 4

n∑
i=1

‖ξi‖22k,ψ,r ,

îñêiëüêè ‖ξi‖2k,ψ,r = ‖ξ∗i ‖2k,ψ,r. Íåðiâíiñòü (2.27) äîâåäåíà.
Íåðiâíiñòü (2.29) äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê äîâîäèòüñÿ íåðiâ-

íiñòü (2.26). Îñêiëüêè

E (ξ1 + ξ2)
2k

= Eξ2k
1 +

2k−2∑
s=2

Cs2kEξ
s
1ξ

2k−s
2 + Eξ2k

2

i ïðè íåïàðíîìó s
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∣∣Eξs1ξ2k−s
2

∣∣ 6 1

2

(
E |ξ1|s+1

E |ξ2|2k−s−1
+ E |ξ1|s−1

E |ξ2|2k−s+1
)
,

òîäi

E (ξ1 + ξ2)
2k 6 E |ξ1|2k +

k−1∑
l=1

R2l
2kE |ξ1|

2l
E |ξ2|2k−2l

+ E |ξ2|2k ,

äå R2
2k = R2k−2

2k = C2
2k + 0, 5C3

2k, R
2l
2k = C2l

2k + 0, 5
(
C2l+1

2k + C2l−1
2k

)
, l 6=

1, l 6= k − 1. Î÷åâèäíî, ùî R2l
2k 6

(
1 + k

3

)
C2l

2k. Äiéñíî,

R2l
2k = C2l

2k +
1

2

(
C2l+1

2k + C2l−1
2k

)
= C2l

2k

(
1 +

1

2

(
C2l+1

2k

C2l
2k

+
C2l−1

2k

C2l
2k

))
=

= C2l
2k

(
1 +

1

2

(
(2k)!(2l)!(2k − 2l)!

(2l + 1)!(2k − 2l − 1)!(2k)!
+

+
(2k)!(2l)!(2k − 2l)!

(2l − 1)!(2k − 2l + 1)!(2k)!

))
=

= C2l
2k

(
1 +

1

2

(
2k − 2l

2l + 1
+

2l

2k − 2l + 1

))
.

Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi, îñêiëüêè 2l + 1 > 3 i 2k − 2l + 1 > 3, îòðèìó¹ìî:

R2l
2k 6 C2l

2k

(
1 +

1

2

(
2k − 2l

3
+

2l

3

))
= C2l

2k

(
1 +

k

3

)
.

Òàêèì ÷èíîì, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü:

E (ξ1 + ξ2)
2k

(ψ(2k))
2k

6
E |ξ1|2k

(ψ(2k))
2k

+

k−1∑
l=1

C2l
2k

(
1 +

k

3

)
(ψ(2l))

2l
(ψ(2k − 2l))

2k−2l

(ψ(2k))
2k

×

×

(
E |ξ1|2l

(ψ(2l))
2l

)(
E |ξ2|2k−2l

(ψ(2k − 2l))
2k−2l

)
+

E |ξ2|2k

(ψ(2k))
2k

6 ‖ξ1‖2k2k,ψ,r +

+

k−1∑
l=1

Clk ‖ξ1‖
2l
2k,ψ,r ‖ξ2‖

2k−2l
2k,ψ,r + ‖ξ2‖2k2k,ψ,r =

(
‖ξ1‖22k,ψ,r + ‖ξ2‖22k,ψ,r

)k
.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü (2.29), ïðè n = 2. Îòæå, i
ïðè áóäü-ÿêîìó n ¹ ñïðàâåäëèâîþ íåðiâíiñòü (2.29). Òàêèì ÷èíîì, òâåð-
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äæåííÿ òåîðåìè äîâåäåíî.

Ç òåîðåìè 2.13 òà íåðiâíîñòåé (2.20) i (2.21) âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2.2. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíi öåíòðîâàíi âèïàäêîâi
âåëè÷èíè ç ïðîñòîðó F̌ψ(Ω). ßêùî ξi � ñèìåòðè÷íi âèïàäêîâi âåëè÷èíè
òà ïðè k > max(r, 2) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

C2l
2k

(ψ(2l))
2l

(ψ(2k − 2l))
2k−2l

(ψ(2k))
2k

6 Clk, l = 1, k − 1, (2.32)

òîäi ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ξi

∥∥∥∥∥
2

ψ

6 ψ̂2
r

n∑
i=1

‖ξi‖2ψ . (2.33)

Òîáòî â öüîìó âèïàäêó äëÿ ïðîñòîðó F̌ψ(Ω) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H iç

êîíñòàíòîþ Cψ = ψ̂2
r , äå ψ̂r = max

(
ψr, C̃r

)
, ψr = sup

u>r

ψ(u+2)
ψ(u) , C̃r =

sup
16u6Sr

ψ(Sr)
ψ(u) .

ßêùî âiäìîâèòèñü âiä óìîâè ñèìåòðè÷íîñòi, òîäi ïðè óìîâi (2.32)
ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∥∥∥∥∥

n∑
i=1

ξi

∥∥∥∥∥
2

ψ

6 4ψ̂2
r

n∑
i=1

‖ξi‖2ψ . (2.34)

Òîáòî â öüîìó âèïàäêó äëÿ ïðîñòîðó F̌ψ(Ω) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H

iç êîíñòàíòîþ Cψ = 4ψ̂2
r .

ßêùî ξi � íå ñèìåòðè÷íi i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

C2l
2k

(
1 +

k

3

)
(ψ(2l))

2l
(ψ(2k − 2l))

2k−2l

(ψ(2k))
2k

6 Clk, l = 1, k − 1, (2.35)

òîäi ìà¹ìî íåðiâíiñòü∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ξi

∥∥∥∥∥
2

ψ

6 ψ̂2
r

n∑
i=1

‖ξi‖2ψ . (2.36)

Òîáòî â öüîìó âèïàäêó äëÿ ïðîñòîðó F̌ψ(Ω) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H

iç êîíñòàíòîþ Cψ = ψ̂2
r .
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Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè ïðîñòîðiâ Fψ(Ω), äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè
ïîïåðåäíiõ òåîðåì. Íàñàìïåðåä äîâåäåìî òàêó ëåìó.

Ëåìà 2.2. Ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

C2l
2k 6 Clk

kk

ll(k − l)k−l

ïðè k > 2, 1 6 l 6 k − 1.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ðiâíiñòü

C2l
2k = Clk

C2l
2k

Clk
.

Çà ôîðìóëîþ Ñòiðëiíãà n! =
√

2πnnne−neθn , äå |θn| < 1
12n îòðèìà¹ìî:

C2l
2k

Clk
= (2k)!l!(k−l)!

(2l)!(2k−2l)!k! = k2kll(k−l)k−l√
2l2l(k−l)2(k−l)kk

exp {θ2k + θ2l + θk + θl + θk−l} 6

6 kk

ll(k−l)k−l
1√
2

exp
{

1
24k + 1

24l + 1
24(k−l) + 1

12k + 1
12l + 1

12(k−l)

}
6

6 kk

ll(k−l)k−l
1√
2

exp
{

1
8

(
1
k + 1

k−1 + 1
)}

6 kk

ll(k−l)k−l ,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Ïðèêëàä 2.4. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Fψ(Ω), äå ψ(u) = uθ, θ > 1
2 . Äîâå-

äåìî, ùî â öüîìó âèïàäêó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.32). Ñïðàâåäëèâi òàêi
ñïiââiäíîøåííÿ:

C2l
2k

(2l)2lθ(2k − 2l)(2k−2l)θ

(2k)2kθ
= C2l

2k

(
l2l(k − l)(2k−2l)

k2k

)θ
6

6 Clk
kk

ll(k − l)k−l

(
l2l(k − l)(2k−2l)

k2k

)θ
= Clk

(
ll(k − l)k−l

kk

)2θ−1

,

àëå îñêiëüêè (
ll(k − l)k−l

kk

)2θ−1

6

(
ll

kl
(k − l)k−l

kk−l

)2θ−1

6 1,

òîäi
(
ll

kl

)2θ−1

6 1 i
(

(k−l)k−l
kk−l

)2θ−1

6 1.

Î÷åâèäíî, ùî ïðè θ > 1
2 i k > 2 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü (2.32), òîáòî

äëÿ ïðîñòîðó Fψ(Ω), äå ψ(u) = uθ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H i ìà¹ ìiñöå
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òàêà íåðiâíiñòü: ∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ξi

∥∥∥∥∥
2

ψ

6 4 · 9θ
n∑
i=1

‖ξi‖2ψ .

Çàóâàæèìî, ùî ïðè θ < 1
2 äëÿ öüîãî ïðîñòîðó óìîâà H íå âèêîíó¹-

òüñÿ.

Ïðèêëàä 2.5. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Fψ(Ω), äå ψ(u) = uθ. Çíàéäåìî òà-
êi θ, ïðè ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.35). Òîáòî ç ëåìè 2.2 ïðè k > 2

âèïëèâà¹, ùî (
ll(k − l)k−l

kk

)2θ−1(
1 +

k

3

)
6 1. (2.37)

Ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ:(
ll(k − l)k−l

kk

)
=

(
l

k

)l(
k − l
k

)k−l
=

(
l

k

)l(
1− l

k

)k−l
= A(k, l),

lnA(k, l) = l(ln l − ln k) + (k − l)(ln(k − l)− ln k).

Ðîçãëÿíåìî l, ÿêà çìiíþ¹òüñÿ íà ïðîìiæêó [1, k − 1], òîäi

(lnA(k, l))
′

= (ln l − ln k) + 1− (ln(k − l)− ln k)− 1 = ln
l

k
− ln

k − l
k

.

Ïðè÷îìó (lnA(k, l))
′

= 0, êîëè l = k
2 . Îòæå, A(k) = sup

l>1
A(k, l) =

(
1
2

)k
,

òîäi (2.37) âèêîíó¹òüñÿ êîëè

1

2k(2θ−1)

(
1 +

k

3

)
6 1

ïðè k > 2 i θ > 1
2 òà 2θ − 1 > sup

k>2

ln(1+ k
3 )

k ln 2 . Îñêiëüêè ïðè ïiäðàõóíêó

sup
k>2

ln(1+ k
3 )

k ln 2 6 0, 369, òî θ > 0, 6845.

Òåîðåìà 2.14. Íåõàé ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Fψ(Ω), äå ôóíêöiÿ ψ(u), u >
1 òàêà, ùî ϕ(u) = ψ(u)

u1/2 � ìîíîòîííî çðîñòà¹ ïðè u > u0. ßêùî u0 = 1,

òîäi äëÿ Fψ(Ω) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H iç êîíñòàíòîþ Cψ = 4ψ̂2
r , äå

ψ̂r çàäàíî â íàñëiäêó 2.2, à êîëè u0 > 1, òîäi äëÿ Fψ(Ω) âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà H iç êîíñòàíòîþ Cψ = 4ψ̂2

rS
2
ψS

2
ψ̂
, äå
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Sψ = max

(
1, max

16u<u0

ψ (u0)

ψ(u)

(
u

u0

)1/2
)
,

Sψ̂ = max

(
1, max

16u<u0

ψ (u)

ψ(u0)

(u0

u

)1/2
)
.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî òåîðåìó, êîëè u0 = 1. Ïåðåâiðèìî óìîâó
(2.32). Iç ëåìè 2.2 âèïëèâà¹

C2l
2k

(ψ(2l))
2l

(ψ(2k − 2l))
2k−2l

(ψ(2k))
2k

6

6 Clk

(ψ(2l))2l

(2l)l
· (ψ(2k−2l))2k−2l

(2k−2l)k−l

(ψ(2k))2k

(2k)k

= Clk
(ϕ(2l))

2l
(ϕ(2k − 2l))

2k−2l

(ϕ(2k))
2k

.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ ϕ(u) ìîíîòîííî çðîñòà¹ ïðè u > 1, òî

(ϕ(2l))
2l

(ϕ(2k − 2l))
2k−2l

(ϕ(2k))
2k

=

(
ϕ(2l)

ϕ(2k)

)2l(
ϕ(2k − 2l)

ϕ(2k)

)2k−2l

6 1.

Iç íàñëiäêó 2.2 âèïëèâà¹, ùî äëÿ ïðîñòîðó Fψ(Ω), ÿêèé ïîðîäæå-
íèé ôóíêöi¹þ ψ(u) ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (2.34), òîáòî âèêîíó¹òüñÿ
òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Äîâåäåìî òåîðåìó ó âèïàäêó u0 > 1. Ðîçãëÿíåìî äâà ïðîñòîðè Fψ(Ω)

i Fψ̂(Ω), äå

ψ̂(u) =

ψ(u), ÿêùî u > u0;
ψ(u0)

u
1/2
o

u1/2, ÿêùî 1 6 u < u0.

Îñêiëüêè

‖ξ‖ψ = max

(
sup

16u<u0

(E |ξ|u)
1/u

ψ(u)
, sup
u>u0

(E |ξ|u)
1/u

ψ(u)

)
i

sup
16u<u0

(E |ξ|u)
1/u

ψ(u)
= sup

16u<u0

(E |ξ|u)
1/u

ψ(u0)

u
1/2
o

u1/2
· ψ(u0)u1/2

ψ(u)u
1/2
o

,
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òîäi

‖ξ‖ψ 6 Sψ max

 sup
16u<u0

(E |ξ|u)
1/u

ψ(u0)

u
1/2
o

u1/2
, sup
u>u0

(E |ξ|u)
1/u

ψ(u)

 ,

òîáòî ‖ξ‖ψ 6 Sψ ‖ξ‖ψ̂.
Òåïåð ðîçãëÿíåìî

‖ξ‖ψ̂ = max

 sup
16u<u0

(E |ξ|u)
1/u

ψ(u0)

u
1/2
o

u1/2
, sup
u>u0

(E |ξ|u)
1/u

ψ(u)

 .

Îñêiëüêè

sup
16u<u0

(E |ξ|u)
1/u

ψ(u0)

u
1/2
o

u1/2
= sup

16u<u0

(E |ξ|u)
1/u

ψ(u)
· ψ(u)u

1/2
o

ψ(u0)u1/2
,

òîäi

‖ξ‖ψ̂ 6 Sψ̂ max

(
sup

16u<u0

(E |ξ|u)
1/u

ψ(u)
, sup
u>u0

(E |ξ|u)
1/u

ψ(u)

)
,

òîáòî ‖ξ‖ψ̂ 6 Sψ̂ ‖ξ‖ψ.
Îòæå, ïðîñòîðè Fψ(Ω) i Fψ̂(Ω) ìiñòÿòü îäíi é òiæ åëåìåíòè i íîðìè

â öèõ ïðîñòîðàõ � åêâiâàëåíòíi.

Ôóíêöiÿ ψ̂(u), òàêà ùî ψ̂(u)
u1/2 � ìîíîòîííà, òîäi ç ïåðøî¨ ÷àñòèíè òåî-

ðåìè âèïëèâà¹, ùî ∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ξi

∥∥∥∥∥
2

ψ̂

6 4ψ̂2
r

n∑
i=1

‖ξi‖2ψ̂ .

Îòæå,∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ξi

∥∥∥∥∥
2

ψ

6 S2
ψ

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ξi

∥∥∥∥∥
2

ψ̂

6 4ψ̂2
rS

2
ψ

n∑
i=1

‖ξi‖2ψ̂ 6 4ψ̂2
rS

2
ψS

2
ψ̂

n∑
i=1

‖ξi‖2ψ .

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Çàóâàæåííÿ 2.2. Î÷åâèäíî, ùî Sψ 6 ψ(u0)
ψ(u) i Sψ̂ 6 (u0)

1/2.

Íàñëiäîê 2.3. ßêùî ïðè u 6 u0 ôóíêöiÿ ϕ(u) ìîíîòîííî ñïàäà¹, òîäi

Sψ = 1, à Sψ̂ = max
(

1, ψ(1)
ψ(u0)u

1/2
0

)
.

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó òðèâiàëüíå.
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Òåîðåìà 2.15. Íåõàé Fψ(Ω) � òàêèé ïðîñòið, ùî ôóíêöiÿ ψ(u) =

eau
β

, äå a > 0, 0 < β < 1. ßêùî 1
(2aβ)1/β = 1, òîäi äëÿ ïðîñòî-

ðó Fψ(Ω) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H iç êîíñòàíòîþ Cψ = 4e2βa, à êîëè
1

(2aβ)1/β > 1, òîäi äëÿ Fψ(Ω) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H iç êîíñòàíòîþ

Cψ = 4e
a(2β+1)− 1

2β

(2aβ)1/2β .

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìà âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.14. Äiéñíî, çãiäíî ç íàñëiäêîì

2.3 â íàøîìó âèïàäêó Sψ = 1, à Sψ̂ = e
a− 1

2β

(2aβ)1/2β

(
u0 = 1

(2aβ)1/β

)
, ïðè÷îìó

â öüîìó âèïàäêó e
a− 1

2β

(2aβ)1/2β > 1.

Íàñëiäîê 2.4. Íåõàé ïîêëàäåìî â òåîðåìi 2.15 a = 1, òîäi ïðè β =
1
2 äëÿ ïðîñòîðó Fψ(Ω) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H iç êîíñòàíòîþ Cψ ≈
16, 453, à ïðè 0 < β < 1

2 äëÿ Fψ(Ω) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H iç êîíñòàí-

òîþ Cψ = 4e
1+2β− 1

2β

(2β)1/2β .

Äîâåäåííÿ. Íàñëiäîê âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.15.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2
Ó ðîçäiëi 2 ââåäåíî áàíàõiâ ïðîñòið Fψ(Ω). Âèâ÷åíî éîãî îñíîâíi âëà-

ñòèâîñòi òà ðîçãëÿíóòî ïðèêëàäè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí iç öüîãî ïðîñòîðó.
Çíàéäåíî íåðiâíîñòi âåëèêèõ âiäõèëåíü òà ìàæîðóþ÷ó õàðàêòåðèñòèêó
äëÿ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí iç öüîãî ïðîñòîðó. Ââåäåíî êëàñè ïðîñòîðiâ
Fψ(Ω), äå ψ(u) = uα, ψ(u) = eau

β

, ψ(u) = (ln(u+ 1))
λ òà çíàéäåíî ìà-

æîðóþ÷i õàðàêòåðèñòèêè âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðiâ. Ðîçãëÿíóòî ïðîñòîðè
FSk,ψ,r(Ω) i óìîâè, ïðè ÿêèõ öi ïðîñòîðè åêâiâàëåíòíi ïðîñòîðó Fψ(Ω).
Òàêîæ âèâ÷åíî óìîâè, ïðè ÿêèõ äëÿ ïðîñòîðiâ Fψ(Ω) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
H.
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Ðîçäië 3

Âèïàäêîâi ïðîöåñè ç ïðîñòîðiâ F∗ψ(Ω), ùî

çàäàíi íà êîìïàêòi

Ó äàíîìó ðîçäiëi F∗ψ(Ω) � îäèí iç ïðîñòîðiâ Áàíàõà âèïàäêîâèõ âåëè-
÷èí Fψ(Ω), F̌ψ(Ω) àáî FSk,ψ,r(Ω). Íîðìó â öüîìó ïðîñòîði ïîçíà÷à¹ìî
òàê ‖·‖. Çíàõîäÿòüñÿ îöiíêè ðîçïîäiëó ñóïðåìóìiâ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ
íà êîìïàêòi ç öüîãî ïðîñòîðó. Ðîçãëÿäàþòüñÿ éìîâiðíîñòi âåëèêèõ âiä-
õèëåíü äëÿ ñóì íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ iç ïðîñòîðiâ F∗ψ(Ω).
Çíàõîäÿòüñÿ îöiíêè äëÿ ðîçïîäiëó ñóïðåìóìiâ ïðèðîñòiâ iç ïðîñòîðiâ
Fψ(Ω).

3.1. Îöiíêè ðîçïîäiëó ñóïðåìóìiâ âèïàäêîâèõ
ïðîöåñiâ iç ïðîñòîðiâ F∗

ψ(Ω), ùî çàäàíi íà
êîìïàêòi

Îçíà÷åííÿ 3.1. Ñêàæåìî, ùî âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ T},
äå T � äåÿêà ïàðàìåòðè÷íà ìíîæèíà, íàëåæèòü ïðîñòîðó F∗ψ(Ω),
ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ T âèïàäêîâà âåëè÷èíà X(t) íàëåæèòü ïðî-
ñòîðó F∗ψ(Ω).

Ïðèêëàä 3.1. Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ T}, òà-
êèé ùî

X(t) =

∞∑
k=1

ξkLk(t), (3.1)

äå ξk íàëåæàòü ïðîñòîðó F∗ψ(Ω), Lk(t) � äåÿêi ôóíêöi¨. Îñêiëüêè

‖X(t)‖ 6
∞∑
k=1

‖ξk‖ |Lk(t)| i ÿêùî äëÿ âñiõ t ∈ T

∞∑
k=1

‖ξk‖ |Lk(t)| <∞, (3.2)

òîäi, î÷åâèäíî, ùî X(t) íàëåæèòü ïðîñòîðó F∗ψ(Ω), òîáòî X ∈ F∗ψ(Ω)

i ðÿä (3.1) çáiãà¹òüñÿ â íîðìi ïðîñòîðó F∗ψ(Ω) äëÿ êîæíîãî t ∈ T .
Çàóâàæèìî, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêà íåðiâíiñòü:
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∥∥X(t)−X(s)
∥∥ =

∥∥ ∞∑
k=1

ξk (Lk(t)− Lk(s))
∥∥ 6

∞∑
k=1

∥∥ξk∥∥ |Lk(t)− Lk(s)| .

(3.3)
Ðÿä (3.1) çðó÷íî çàïèñóâàòè ó òàêèé ñïîñiá:

X(t) =

∞∑
k=1

ηkλkLk(t),

äå ‖ηk‖ = 1, λk > 0 � êîíñòàíòè. Òîäi óìîâà (3.2) ìà¹ âèãëÿä:

∞∑
k=1

λk |Lk(t)| <∞.

Ïðèêëàä 3.2. Íåõàé ηk � íåçàëåæíi öåíòðîâàíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè
ç ïðîñòîðó F∗ψ(Ω) äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H, äå ‖ηk‖ = 1. Ïîçíà-

÷èìî X(t) =
∞∑
k=1

ηkλkLk(t), λk > 0. Íåõàé äëÿ êîæíîãî t ∈ T çáiãà¹òüñÿ

ðÿä
∞∑
k=1

λ2
kL

2
k(t), òîäi X(t) íàëåæèòü ïðîñòîðó F∗ψ(Ω) i EX(t) = 0 òà

ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖X(t)‖2 6 Cψ

∞∑
k=1

λ2
kL

2
k(t),

äå Cψ � êîíñòàíòà ç îçíà÷åííÿ 2.5. Îñêiëüêè

‖X(t)‖2 6 Cψ

∞∑
k=1

‖ηkλkLk(t)‖2 = Cψ

∞∑
k=1

λ2
kL

2
k(t), (3.4)

òîäi â öüîìó âèïàäêó

∥∥X(t)−X(s)
∥∥2

6 Cψ

∞∑
k=1

λ2
k (Lk(t)− Lk(s))

2
.

Ïðèêëàä 3.3. Íåõàé ξ1(t), ξ2(t), t ∈ T � ãàóññîâi âèïàäêîâi ïðîöåñè,
Eξ1(t) = 0, Eξ2(t) = 0, Eξ2

1(t) = σ2
1(t), Eξ2

2(t) = σ2
2(t). Ðîçãëÿíåìî

ïðîöåñ
η(t) = b1(t) exp {ξ1(t)c1(t)}+ b2(t) exp {ξ2(t)c2(t)} ,
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äå bi(t), ci(t), i = 1, 2 � îáìåæåíi ôóíêöi¨. Ïîêàæåìî, ùî η(t) íàëå-
æèòü ïðîñòîðó F∗ψ(Ω), äå ψ(u) = eu

α

, α > 1 i îöiíèìî íîðìó öüîãî
ïðîöåñó. Òàêèì ÷èíîì,

‖η(t)‖ = ‖b1(t) exp {ξ1(t)c1(t)}+ b2(t) exp {ξ2(t)c2(t)}‖ 6

6 |b1(t)| ‖exp {ξ1(t)c1(t)}‖+ |b2(t)| ‖exp {ξ2(t)c2(t)}‖ .
Ïîçíà÷èìî η1(t) = exp {ξ1(t)c1(t)}, à η2(t) = exp {ξ2(t)c2(t)}. Ðîçãëÿíå-
ìî η1(t) (äëÿ η2(t) âñå ðîáèòüñÿ àíàëîãi÷íî). Iç íåðiâíîñòi (2.1) îòðè-
ìà¹ìî, ùî

‖η1(t)‖ = sup
u>1

(E |η1(t)|u)
1/u

euα
. (3.5)

Îñêiëüêè (E (η1(t))
u
)
1/u

= exp
{
uσ2

1(t)c21(t)
2

}
, òîäi ïiäñòàâëÿ¹ìî öå çíà-

÷åííÿ â ðiâíiñòü (3.5) i îòðèìà¹ìî:

‖η1(t)‖ = sup
u>1

exp
{
uσ2

1(t)c21(t)
2

}
euα

. (3.6)

Iç ðiâíîñòi (
uσ2

1(t)c21(t)

2
− uα

)′
=
σ2

1(t)c21(t)

2
− αuα−1 = 0

âèïëèâà¹, ùî ñóïðåìóì äîñÿãà¹òüñÿ â òî÷öi u =
(
σ2

1(t)c21(t)
2α

) 1
α−1

. Ïiä-

ñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ u â ðiâíiñòü (3.6), îäåðæèìî:

‖η1(t)‖ = exp

{
α− 1

α
α
α−1

(
σ2

1(t)c21(t)

2

) α
α−1

}
.

Îòæå,

‖η(t)‖ 6 |b1(t)| exp

{
α− 1

α
α
α−1

(
σ2

1(t)c21(t)

2

) α
α−1

}
+

+ |b2(t)| exp

{
α− 1

α
α
α−1

(
σ2

2(t)c22(t)

2

) α
α−1

}
.

Îçíà÷åííÿ 3.2. Ìåòðè÷íîþ ìàñèâíiñòþ N(u) êîìïàêòíîãî ìåòðè-
÷íîãî ïðîñòîðó (T, ρ) íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøå ÷èñëî çàìêíåíèõ êóëü ðà-
äióñà íå áiëüøå u, ùî ïîêðèâàþòü ìíîæèíó T .
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Òåîðåìà 3.1. Íåõàé T = (T, ρ) � êîìïàêòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið,
N(u) � ìåòðè÷íà ìàñèâíiñòü ïðîñòîðó (T, ρ), X = {X(t), t ∈ T} � ñå-
ïàðàáåëüíèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ iç ïðîñòîðó F∗ψ(Ω), κ(n) � ìàæîðóþ÷à
õàðàêòåðèñòèêà ïðîñòîðó F∗ψ(Ω), à κ(u), u > 1 � áóäü-ÿêà ìîíîòîííî
çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ, ùî ñïiâïàäà¹ ç κ(n) ïðè öiëèõ n > 1. Íåõàé iñíó¹
òàêà ôóíêöiÿ

σ =

{
σ(h), 0 6 h 6 sup

t,s∈T
ρ(t, s)

}
,

ùî σ(h) � íåïåðåðâíà, ìîíîòîííî çðîñòà¹ òà σ(0) = 0 i

sup
ρ(t,s)6h

∥∥X(t)−X(s)
∥∥ 6 σ(h).

ßêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî z > 0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

zw

0

κ
(
N
(
σ(−1)(u)

))
du <∞,

äå σ(−1)(u) � îáåðíåíà ôóíêöiÿ äî σ(u), òîäi ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ
âèïàäêîâà âåëè÷èíà sup

t∈T
|X(t)| íàëåæèòü ïðîñòîðó F∗ψ(Ω) òà

∥∥∥∥sup
t∈T
|X(t)|

∥∥∥∥ 6 B(p),

äå B(p) = inf
t∈T
‖X(t)‖+ 1

p(1−p)

γpr

0

κ
(
N
(
σ(−1)(u)

))
du, γ = σ

(
sup
t,s∈T

ρ(t, s)

)
,

÷èñëî p òàêå, ùî 0 < p < 1.

Äîâåäåííÿ. Ïðè âñiõ u > 1 ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi:

P {|X(t)−X(s)| > ε} 6 E |X(t)−X(s)|u

εu
6

6

∥∥X(t)−X(s)
∥∥u(ψ(u))u

εu
6
σ(ρ(t, s))(ψ(u))u

εu
.

Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 P {|X(t)−X(s)| > ε} → 0 ïðè ρ(t, s) →
0. Òàêèì ÷èíîì, X(t) � íåïåðåðâíèé çà éìîâiðíiñòþ âèïàäêîâèé ïðî-
öåñ íà ïðîñòîði (T, ρ). Òîìó áóäü-ÿêà çëi÷åííà ñêðiçü ùiëüíà ìíîæèíà
â ïðîñòîði (T, ρ) ìîæå áóòè ìíîæèíîþ ñåïàðàáåëüíîñòi ïðîöåñó X(t).
Íåõàé εk = σ(−1)

(
γpk
)
, äå k > 0.

Íåõàé Vεk � ìíîæèíà öåíòðiâ çàìêíåíèõ êóëü ðàäióñà íå áiëüøå εk,
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ùî ïîêðèâàþòü T , ïðè÷îìó ÷èñëî öèõ êóëü ìiíiìàëüíå (ìiíiìàëüíà εk

ñiòêà). Ïîçíà÷èìî V =
∞⋃
k=0

Vεk . Çðîçóìiëî, ùî V � öå çëi÷åííà ñêðiçü

ùiëüíà ìíîæèíà, òîìó V ¹ ìíîæèíîþ ñåïàðàáåëüíîñòi ïðîöåñó X(t).
Îòæå, ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ

sup
t∈T
|X(t)| = sup

t∈V
|X(t)| .

Ââåäåìî íà V âiäîáðàæåííÿ αk(t) ó òàêèé ñïîñiá. ßêùî t ∈ Vεm (m
� äåÿêå ÷èñëî), òîäi αm−1(t) � öå òàêà òî÷êà ç Vεm−1 , ùî ρ(t, αm−1(t)) 6
εm−1. Òàêà òî÷êà iñíó¹. ßêùî òàêèõ òî÷îê äåêiëüêà, òî ôiêñó¹ìî îäíó
ç íèõ, ÿêùî t ∈ Vεm−1

, òî αm−1(t) = t.
Íåõàé t � äîâiëüíà òî÷êà ç V , òîäi çðîçóìiëî, ùî t íàëåæèòü ÿêîìóñü

Vεm . Ïîçíà÷èìî tm = t, tm−1 = αm−1(tm), tm−2 = αm−2(tm−1), . . . , t1 =

α1(t2), t0 = α0(t1). Òîìó

X(t) = X(tm) = X(tm)−X(tm−1) +X(tm−1)−X(tm−2)+

+X(tm−2)− . . .−X(t1)−X(t0) +X(t0),

òîäi

|X(t)| 6 |X(tm)−X(tm−1)|+ |X(tm−1)−X(tm−2)|+ . . .

. . .+ |X(t1)−X(t0)|+ |X(t0)| 6 max
t∈Vεm

|X(t)−X(αm−1(t))|+

+ max
t∈Vεm−1

|X(t)−X(αm−2(t))|+. . . . . .+max
t∈Vε1

|X(t)−X(t0)|+|X(α0(t))| .

Îòæå,

sup
t∈T
|X(t)| = sup

t∈V
|X(t)| 6 |X(t0)|+

+

m∑
l=1

max
t∈Vεl

|X(t)−X(αl−1(t))| 6 |X(t0)|+
∞∑
l=1

max
t∈Vεl

|X(t)−X(αl−1(t))| ,

òîìó ∥∥∥∥sup
t∈T
|X(t)|

∥∥∥∥ 6 ‖X(t0)‖+

∞∑
l=1

∥∥∥∥max
t∈Vεl

|X(t)−X(αl−1(t))|
∥∥∥∥ .
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Ç îçíà÷åííÿ 2.3 âèïëèâà¹, ùî∥∥∥∥sup
t∈T
|X(t)|

∥∥∥∥ 6 inf
t∈T
‖X(t)‖+

∞∑
l=1

κ (N(εl)) max
t∈Vεl

‖X(t)−X(αl−1(t))‖ 6

6 inf
t∈T
‖X(t)‖+

∞∑
l=1

κ (N(εl))σ(εl−1) 6

6 inf
t∈T
‖X(t)‖+

∞∑
l=1

κ
(
N
(
σ(−1)(γpl)

))
γpl−1. (3.7)

Îñêiëüêè

γplw

γpl+1

κ
(
N
(
σ(−1)(u)

))
du > κ

(
N
(
σ(−1)(γpl)

)) (
γpl − γpl+1

)
=

= κ
(
N
(
σ(−1)(γpl)

))
γpl−1(p− p2),

òîäi îòðèìà¹ìî, ùî γpl−1κ
(
N
(
σ(−1)(γpl)

))
6

γplr

γpl+1

κ(N(σ(−1)(u)))du

p(1−p) . Òà-
êèì ÷èíîì, iç íåðiâíîñòi (3.7) ìà¹ìî

∥∥∥∥sup
t∈T
|X(t)|

∥∥∥∥ 6 inf
t∈T
‖X(t)‖+

∞∑
l=1

1

p(1− p)

γplw

γpl+1

κ
(
N
(
σ(−1)(u)

))
du =

= inf
t∈T
‖X(t)‖+

1

p(1− p)

γpw

0

κ
(
N
(
σ(−1)(u)

))
du,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Íàñëiäîê 3.1. Íåõàé äëÿ ïðîöåñó X = {X(t), t ∈ T}, ÿêèé íàëåæèòü
ïðîñòîðó Fψ(Ω) âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 3.1, òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî
ε > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

P

{
sup
t∈T
|X(t)| > ε

}
6 inf
u>1

Bu(p)(ψ(u))u

εu
.

Äîâåäåííÿ. Íàñëiäîê âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.2.
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Çàóâàæåííÿ 3.1. Íàñëiäîê 3.1 äëÿ iíøèõ ïðîñòîðiâ F∗ψ(Ω) î÷åâèäíèé.
Íàïðèêëàä, äëÿ ïðîñòîðiâ FSk,ψ,r(Ω) ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü:

P

{
sup
t∈T
|X(t)| > ε

}
6 inf
k>r

BSk(p)(ψ(Sk))Sk

εSk
.

Ïðèêëàä 3.4. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Fψ(Ω), äå ψ(u) = uα, α > 0, òî ç
íàñëiäêó 3.1 òà òåîðåìè 2.3 ïðè ε > eαB(p) îòðèìà¹ìî:

P

{
sup
t∈T
|X(t)| > ε

}
6 exp

{
−α
e

(
ε

B(p)

)1/α
}
.

Ïðèêëàä 3.5. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Fψ(Ω), äå ψ(u) = eau
β

, a > 0, β >
0, òî ç íàñëiäêó 3.1 òà òåîðåìè 2.4 ïðè ε > ea(β+1)B(p) äiñòàíåìî:

P

{
sup
t∈T
|X(t)| > ε

}
6 exp

− β

a1/β

(
ln ε

B(p)

β + 1

) β+1
β

 .

Ïðèêëàä 3.6. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Fψ(Ω), äå ψ(u) = (ln(u+ 1))
λ, λ >

0, òî ç íàñëiäêó 3.1 òà òåîðåìè 2.5 ïðè ε > (e ln 2)
λ
B(p) ìà¹ìî:

P

{
sup
t∈T
|X(t)| > ε

}
6 eλ exp

{
−λ exp

{(
ε

B(p)

)1/λ
1

e

}}
.

Íàñëiäîê 3.2. Íåõàé X = {X(t), t ∈ [c, d]}, −∞ < c < d < +∞ �
ñåïàðàáåëüíèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ iç ïðîñòîðó Fψ(Ω). Íåõàé ñïðàâäæó-
¹òüñÿ óìîâà

sup
|t−s|6h
t,s∈[c,d]

∥∥X(t)−X(s)
∥∥
ψ
6 σ(h), (3.8)

äå σ = {σ(h), 0 6 h 6 d− c} � íåïåðåðâíà, ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à ôóí-
êöiÿ òà σ(0) = 0. ßêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî z > 0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

zw

0

κ
(

d− c
2σ(−1)(u)

+ 1

)
du <∞,

òîäi ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ sup
t∈[c,d]

|X(t)| ∈ Fψ(Ω) i äëÿ áóäü-ÿêîãî 0 <
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p < 1 ¹ ñïðàâåäëèâîþ íåðiâíiñòü∥∥∥∥∥ sup
t∈[c,d]

|X(t)|

∥∥∥∥∥
ψ

6 B̃(p), (3.9)

äå B̃(p) = inf
t∈[c,d]

‖X(t)‖ψ+ 1
p(1−p)

γpr

0

κ
(

d−c
2σ(−1)(u)

+ 1
)
du, γ = σ(d−c), κ(u)

� ìàæîðóþ÷à õàðàêòåðèñòèêà ïðîñòîðó Fψ(Ω), σ(−1)(u) � îáåðíåíà
ôóíêöiÿ äî σ(u).

Êðiì òîãî, äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü:

P

{
sup
t∈[c,d]

|X(t)| > ε

}
6 inf
u>1

B̃u(p)(ψ(u))u

εu
. (3.10)

Äîâåäåííÿ. Íàñëiäîê âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 3.1, îñêiëüêè ìåòðè÷íà ìàñèâ-
íiñòü iíòåðâàëó [c, d] îöiíþ¹òüñÿ ó òàêèé ñïîñiá:

N(u) 6
d− c
2u

+ 1.

Íåðiâíiñòü (3.10) âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 3.1.

Íàñëiäîê 3.3. Íåõàé X = {X(t), t ∈ [c, d]}, −∞ < c < d < +∞ �
ñåïàðàáåëüíèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ iç ïðîñòîðó Fψ(Ω) i äëÿ äåÿêîãî 0 <

µ < 1 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

sup
|t−s|6h
t,s∈[c,d]

∥∥X(t)−X(s)
∥∥
ψ
6

C(
κ
(
d−c
2h + 1

))1/µ , (3.11)

äå C > 0 � äåÿêà êîíñòàíòà, h < d − c. Òîäi ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ
sup
t∈[c,d]

|X(t)| íàëåæèòü ïðîñòîðó Fψ(Ω) òà ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∥∥∥∥∥ sup
t∈[c,d]

|X(t)|

∥∥∥∥∥
ψ

6 inf
t∈[c,d]

‖X(t)‖ψ + C

(
κ
(

3

2

))(µ−1)/µ
(1 + µ)µ+1

µµ(1− µ)
= B̃.

Êðiì òîãî, äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 ñïðàâåäëèâî

P

{
sup
t∈[c,d]

|X(t)| > ε

}
6 inf
u>1

B̃u(ψ(u))u

εu
. (3.12)
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Äîâåäåííÿ. Íàøå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 3.2. Äiéñíî,

σ(h) =
C(

κ
(
d−c
2h + 1

))1/µ ,
òîäi âñòàíîâëþ¹òüñÿ, ùî

1

p(1− p)

γpw

0

κ
(

d− c
2σ(−1)(u)

+ 1

)
du =

=
1

p(1− p)

γpw

0

Cµ

uµ
du =

Cµ

1− µ
γ1−µ 1

(1− p)pµ
.

ßêùî âèðàç Cµ

1−µγ
1−µ 1

(1−p)pµ ìiíiìiçóâàòè ïî p, òîäi ç íåðiâíîñòi (3.9)
îòðèìà¹ìî íàøå òâåðäæåííÿ, à íåðiâíiñòü (3.12) âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó
3.1.

Ïðèêëàä 3.7. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Fψ(Ω), äå ψ(u) = uα, α > 0. Çãiäíî
òåîðåìè 2.8 κ(n) = (lnn)

α ( e
α

)α
, òîìó, ïiäñòàâèâøè çíà÷åííÿ κ(n) â

íåðiâíiñòü (3.11), îäåðæèìî:

σ(h) =
C(

e
α ln

(
d−c
2h + 1

))α/µ .
Òîäi∥∥∥∥∥ sup

t∈[c,d]

|X(t)|

∥∥∥∥∥
ψ

6 inf
t∈[c,d]

sup
u>1

(E |X(t)|u)
1/u

uα
+

+ C

(
e

α
ln

3

2

)α(µ−1)/µ
(1 + µ)µ+1

µµ(1− µ)
= B1.

Iç íàñëiäêó 3.3 i òåîðåìè 2.3 ïðè ε > eαB1 îòðèìà¹ìî:

P

{
sup
t∈[c,d]

|X(t)| > ε

}
6 exp

{
−α
e

(
ε

B1

)1/α
}
. (3.13)

Ïðèêëàä 3.8. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Fψ(Ω), äå ψ(u) = eau
β

, a > 0, β >

0. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.7 κ(n) = 1
ea exp

{
S(a, β)(lnn)

β
β+1

}
, òîìó, ïiä-

ñòàâèâøè çíà÷åííÿ κ(n) â íåðiâíiñòü (3.11), îäåðæèìî:
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σ(h) =
C(

1
ea exp

{
S(a, β)(ln

(
d−c
2h + 1

)
)

β
β+1

}) 1
µ

,

äå S(a, β) = (βa)
1

β+1 (β−1 + 1). Òîäi∥∥∥∥∥ sup
t∈[c,d]

|X(t)|

∥∥∥∥∥
ψ

6 inf
t∈[c,d]

sup
u>1

(E |X(t)|u)
1/u

eauβ
+

+ C

(
1

ea
exp

{
S(a, β)

(
ln

3

2

) β
β+1

})(µ−1)/µ

(1 + µ)µ+1

µµ(1− µ)
= B2.

Iç íàñëiäêó 3.3 i òåîðåìè 2.4 äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > ea(β+1)B2 îòðèìà¹ìî:

P

{
sup
t∈[c,d]

|X(t)| > ε

}
6 exp

− β

a1/β

(
ln x

B2

β + 1

) β+1
β

 . (3.14)

Ïðèêëàä 3.9. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Fψ(Ω), äå ψ(u) = (ln(u+ 1))
λ, λ >

0. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.9 κ(n) = e
(

ln(lnn+2)
ln 2

)λ
, òîìó, ïiäñòàâèâøè

çíà÷åííÿ κ(n) â íåðiâíiñòü (3.11), îäåðæèìî:

σ(h) =
C(

e

(
ln(ln( d−c2h +1)+2)

ln 2

)λ) 1
µ

.

Òîäi∥∥∥∥∥ sup
t∈[c,d]

|X(t)|

∥∥∥∥∥
ψ

6 inf
t∈[c,d]

sup
u>1

(E |X(t)|u)
1/u

(ln(u+ 1))
λ

+

+ C

(
e

(
ln(ln 3

2 + 2)

ln 2

)λ)(µ−1)/µ

(1 + µ)µ+1

µµ(1− µ)
= B3.

Iç íàñëiäêó 3.3 i òåîðåìè 2.5 ïðè ε > 0 îòðèìà¹ìî:
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P

{
sup
t∈[c,d]

|X(t)| > ε

}
6 eλ exp

{
−λ exp

{(
x

B3

)1/λ
1

e

}}
. (3.15)

Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ äëÿ ïðîöåñó X(t) îöiíêè (3.13) òà (3.14) çíàéòè
âàæêî. Íàáàãàòî ëåãøå îòðèìàòè îöiíêó âèãëÿäó σ(h) = C |h|δ, äå C
� äåÿêà êîíñòàíòà, 0 < δ 6 1. Ïîêàæåìî, ÿê iç öèõ îöiíîê îòðèìàòè
îöiíêè ç ïðèêëàäiâ 3.7 òà 3.8.

Ïðèêëàä 3.10. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Fψ(Ω), äå ψ(u) = uα, α > 1. Ó
öüîìó âèïàäêó κ(n) =

(
e
α

)α
(lnn)

α. Ïðè x > 0 òà 0 6 τ 6 1 ñïðàâäæó-
¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

ln(1 + x) =
τ

τ
ln(1 + x) =

1

τ
ln(1 + x)τ 6

1

τ
ln(1 + xτ ) 6

xτ

τ
,

ÿêà áóäå âèêîðèñòàíà íàäàëi. Ïðè τ < δ
α ç íàñëiäêó 3.2 âèïëèâà¹, ùî

κ
(

d− c
2σ(−1)(u)

+ 1

)
=
( e
α

)α(
ln

(
d− c

2σ(−1)(u)
+ 1

))α
6

6
( e
α

)α(( d− c
2σ(−1)(u)

)τ
1

τ

)α
=
( e

ατ

)α(d− c
2

)ατ ((
C

u

) 1
δ

)ατ
=

=
( e

ατ

)α(d− c
2

)ατ
C
ατ
δ u−

ατ
δ = A(α, τ, δ)u−

ατ
δ ,

äå A(α, τ, δ) =
(
e
ατ

)α (d−c
2

)ατ
C
ατ
δ . Òîäi

γpw

0

κ
(

d− c
2σ(−1)(u)

+ 1

)
du 6 A(α, τ, δ)

γpw

0

u−
ατ
δ du = A(α, τ, δ)

(γp)
1−ατδ

1− ατ
δ

.

Îòæå, íåðiâíiñòü (3.9) ìà¹ âèãëÿä∥∥∥∥∥ sup
t∈[c,d]

|X(t)|

∥∥∥∥∥
ψ

6 B̃(p, α, τ, δ),

äå B̃(p, α, τ, δ) = inf
t∈[c,d]

sup
u>1

(E|X(t)|u)1/u

uα + A(α,τ,δ)(γp)1−ατ
δ

p(1−p)(1−ατδ )
, γ = C |d− c|δ.
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Êðiì òîãî, ç òåîðåìè 2.3 ïðè ε > eαB̃(p, α, τ, δ) îòðèìà¹ìî:

P

{
sup
t∈[c,d]

|X(t)| > ε

}
6 exp

−αe
(

ε

B̃(p, α, τ, δ)

)1/α
 .

Ïðèêëàä 3.11. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Fψ(Ω), äå ψ(u) = eau
β

, a > 0,

β > 0. Ó öüîìó âèïàäêó κ(n) = 1
ea exp

{
S(a, β)(lnn)

β
β+1

}
, äå S(a, β) =

(βa)
1

β+1 (β−1 + 1). Iç íàñëiäêó 3.2 âèïëèâà¹, ùî

κ
(

d− c
2σ(−1)(u)

+ 1

)
=

1

ea
exp

{
S(a, β)

(
ln

(
D

u
1
δ

+ 1

)) β
β+1

}
,

äå D = C
1
δ (d−c)

2 , òîäi, ïiäñòàâëÿþ÷è äàíå çíà÷åííÿ â íåðiâíiñòü (3.9),
ìà¹ìî:

γpw

0

κ
(

d− c
2σ(−1)(u)

+ 1

)
du =

γpw

0

1

ea
exp

{
S(a, β)

(
ln

(
D

u
1
δ

+ 1

)) β
β+1

}
du 6

6
γpw

0

1

ea
exp

{
S(a, β) ln

(
D

u
1
δ

+ 1

)(
ln

(
D

u
1
δ

+ 1

))− 1
β+1

}
du =

=
1

ea

γpw

0

(
D

u
1
δ

+ 1

)S(a,β)

(
ln

(
D

u
1
δ

+1

))− 1
β+1

du = I(a, β, δ).

Iíòåãðàë I(a, β, δ) çáiæíèé ïðè áóäü-ÿêèõ a > 0, β > 0 i δ > 0, îñêiëüêè(
ln
(
D

u
1
δ

+ 1
)) 1

β+1 → 0 ïðè u → 0. Îòæå, íåðiâíiñòü (3.9) ïåðåïèøå-
òüñÿ òàê: ∥∥∥∥∥ sup

t∈[c,d]

|X(t)|

∥∥∥∥∥
ψ

6 B̃(p, a, β, δ),

äå B̃(p, a, β, δ) = inf
t∈[c,d]

sup
u>1

(E|X(t)|u)1/u

eau
β + I(a,β,δ)

p(1−p) , γ = C |d− c|δ.

Êðiì òîãî, ç òåîðåìè 2.4 ïðè ε > ea(β+1) îòðèìà¹ìî:

P

{
sup
t∈[c,d]

|X(t)| > ε

}
6 exp

− β

a1/β

(
ln x

B̃(p,a,β,δ)

β + 1

) β+1
β

 .
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Ïðèêëàä 3.12. Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ T}, äå
X(t) =

∞∑
k=1

ξkLk(t), ξk ∈ Fψ(Ω), t ∈ [c, d]. Ôóíêöi¨ Lk(t) çàäîâîëüíÿþòü

óìîâi Ëiïøèöÿ:
|Lk(t)− Lk(s)| 6 Ck |t− s|γ ,

äå γ � äåÿêà êîíñòàíòà, 0 < γ 6 1, à Ck > 0, òîäi

∥∥X(t)−X(s)
∥∥
ψ
6
∞∑
k=1

‖ξk‖ψ |Lk(t)− Lk(s)| 6

( ∞∑
k=1

‖ξk‖ψ Ck

)
|t− s|γ .

Îòæå, ÿêùî ¹ çáiæíèì ðÿä
∞∑
k=1

‖ξk‖Ck, òîäi

sup
|t−s|6h
t,s∈[c,d]

∥∥X(t)−X(s)
∥∥
ψ
6 Ĉhγ ,

äå Ĉ =
∞∑
k=1

‖ξk‖ψ Ck.

Îòæå, äî ïðîöåñó X(t) ìîæíà çàñòîñóâàòè îöiíêè ç ïðèêëàäiâ 3.10

i 3.11. ßêùî ðÿä
∞∑
k=1

‖ξk‖Ck ðîçáiæíèé, òîäi ïðîiëþñòðó¹ìî, ÿê ìîæíà

îòðèìàòè ïîäiáíi îöiíêè. Ç öi¹þ ìåòîþ ðîçãëÿíåìî òàêó ëåìó. Íåõàé
äëÿ ïðîñòîòè γ = 1.

Ëåìà 3.1. Íåõàé äëÿ ôóíêöié Yk(t), k = 1, 2, . . ., t ∈ [c, d] âèêîíóþòüñÿ
óìîâè:

1. sup
t∈[c,d]

|Yk(t)| 6 Bk;

2. sup
|t−s|6h
t,s∈[c,d]

|Yk(t)− Yk(s)| 6 Čkh.

Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ ϕ(λ), λ > 0 � íåïåðåðâíà, çðîñòàþ÷à i ôóíêöiÿ λ
ϕ(λ)

çðîñòà¹ ïðè λ > 0. Òîäi ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

sup
|t−s|6h
t,s∈[c,d]

|Yk(t)− Yk(s)| 6 max (1, 2Bk)
ϕ(Čk)

ϕ
(

1
|h|

) .
Äîâåäåííÿ. Ç óìîâè ëåìè ìà¹ìî, ùî |Yk(t)− Yk(s)| 6 Čk |t− s| i |Yk(t)| <
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Bk. Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè. Â ïåðøîìó, ÿêùî Čk > 1
|t−s| , òîäi

|Yk(t)− Yk(s)|
2Bk

6
|Yk(t)|+ |Yk(s)|

2Bk
6 1 6

ϕ(Čk)

ϕ
(

1
|t−s|

) .
Â äðóãîìó, ÿêùî Čk 6 1

|t−s| , òîäi

|Yk(t)− Yk(s)| 6 Čk |t− s| =
Čk

|t− s|−1 6
ϕ(Čk)

ϕ
(

1
|t−s|

) .
Ç íåðiâíîñòåé, îòðèìàíèõ â îáîõ âèïàäêàõ, âèïëèâà¹ ñïðàâåäëèâiñòü äà-
íî¨ ëåìè.

Ïðèêëàä 3.13. ßêùî â ëåìi 3.1 ïîêëàñòè Yk(t) = Lk(t) òà ϕ(λ) = λα,
0 < α < 1, òîäi (îñêiëüêè â öüîìó âèïàäêó λ

ϕ(λ) çðîñòà¹ ïðè λ > 0)
ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

sup
|t−s|6h

|Lk(t)− Lk(s)| 6 max (1, 2Bk) Čk
α
hα,

äå Bk = sup
t∈[c,d]

|Lk(t)|.

Òàêèì ÷èíîì,

∥∥X(t)−X(s)
∥∥
ψ
6

( ∞∑
k=1

‖ξk‖ψ Čk
α

max (1, 2Bk)

)
hα.

ßêùî
∞∑
k=1

‖ξk‖ Čk
α

max (1, 2Bk) = C̃, òîäi σ(h) = C̃ |h|α. Îòæå, äëÿ

îöiíêè ñóïðåìóìiâX(t) ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ôîðìóëè ç ïðèêëàäiâ 3.10,
3.11 i 3.12.

Ïðèêëàä 3.14. Íåõàé ó ïðèêëàäi 3.12 âèïàäêîâi âåëè÷èíè íåçàëåæíi,
à äëÿ ïðîñòîðó Fψ(Ω) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H, òîäi

∥∥X(t)−X(s)
∥∥2

ψ
6 Cψ

∞∑
k=1

‖ξk‖2ψ (Lk(t)− Lk(s))
2 6

6 Cψ

∞∑
k=1

‖ξk‖2ψ C
2
k |t− s|

2γ
= Cψ |t− s|2γ

∞∑
k=1

‖ξk‖2ψ C
2
k .
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ßêùî çáiãà¹òüñÿ ðÿä
∞∑
k=1

‖ξk‖2ψ C2
k , òîäi

sup
|t−s|6h

∥∥X(t)−X(s)
∥∥
ψ
6 C̆hγ , äå C̆ =

√
Cψ

∞∑
k=1

‖ξk‖2ψ C2
k .

Îòæå, äëÿ îöiíêè ðîçïîäiëiâ ñóïðåìóìiâ ïðîöåñó X(t) ìîæíà çàñòîñó-
âàòè ôîðìóëè ç ðîçäiëó 2 äëÿ ïðîñòîðiâ, äå âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H.

Ïðèêëàä 3.15. Íåõàé X(t) � ãàóññiâ öåíòðîâàíèé ïðîöåñ, t ∈ [c, d],
EX(t)X(s) = B(t, s). Ïîçíà÷èìî σ2(t) = B(t, t). Ðîçãëÿíåìî eX(t) −
eX(s). Íåõàé X(t) > X(s), òîäi

eX(t) − eX(s) = eX(t)
(

1− e−(X(t)−X(s))
)
6 eX(t) (X(t)−X(s)) .

Îòæå, çàâæäè∣∣∣eX(t) − eX(s)
∣∣∣ 6

6 max
(
eX(t), eX(s)

)
|X(t)−X(s)| 6

(
eX(t) + eX(s)

)
|X(t)−X(s)| .

Ðîçãëÿíåìî âèðàç

I(u) =

(
E
∣∣eX(t) − eX(s)

∣∣u) 1
u

ψ(u)
6

(
E
(
eX(t) + eX(s)

)u |X(t)−X(s)|u
) 1
u

ψ(u)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà, äå 1
q + 1

p = 1 ïðè q > 1, ìà¹ìî

I(u) 6
1

ψ(u)

(
E
(
eX(t) + eX(s)

)pu) 1
pu

(E |X(t)−X(s)|qu)
1
qu .

Íåõàé ψ(u) = exp
{
uβ
}
i ω > 1

β , äå β > 0, òîäi

I(u) 6
1

(ψ(u))1−ω×

×

[
(E exp {puX(t)})

1
pu

(ψ(u))ω
+

(E exp {puX(s)})
1
pu

(ψ(u))ω

]
(E |X(t)−X(s)|qu)

1
qu .

Iç íåðiâíîñòi (E exp {puX(t)})
1
pu =

(
exp

{
σ2(t)p

2u2

2

}) 1
pu

6 exp
{
σ2pu

2

}
,

äå σ2 = sup
t∈[c,d]

σ2(t) îòðèìà¹ìî, ùî
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(E exp {puX(t)})
1
pu

exp {ωuβ}
6 exp

{
σ2pu

2
− ωuβ

}
.

Çíàéäåìî ñóïðåìóì ïðàâî¨ ÷àñòèíè îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi. Ñóïðåìóì

äîñÿãà¹òüñÿ â òî÷öi u =
(
σ2p
2ωβ

) 1
β−1

, òîäi

(E exp {puX(t)})
1
pu

exp {ωuβ}
6 exp

{(
σ2p

2

) β
β−1

(
1

βω

) 1
β−1

(
1− 1

βω

)}
.

Àíàëîãi÷íî îöiíþ¹òüñÿ äðóãèé äîäàíîê. Îòæå,

I(u) 6 2 exp

{(
σ2p

2

) β
β−1

(
1

βω

) 1
β−1

(
1− 1

βω

)}
(E |X(t)−X(s)|qu)

1
qu

exp {uβ(1− ω)}
.

Ïîêëàäåìî σ2(t, s) = E (X(t)−X(s))
2. Ðîçãëÿíåìî âèðàç

(E |X(t)−X(s)|qu)
1
qu

exp {uβ(1− ω)}
=

(
+∞r

−∞
|x|qu 1√

2πσ(t,s)
exp

{
− x2

2σ2(t,s)

}
dx

) 1
qu

exp {uβ(1− ω)}
.

Çðîáèìî çàìiíó x
σ = v, òîäi îòðèìà¹ìî:(

+∞r

−∞
|x|qu 1√

2πσ(t,s)
exp

{
− x2

2σ2(t,s)

}
dx

) 1
qu

exp {uβ(1− ω)}
=

=

(
(σ(t, s))qu 1√

2π

+∞r

−∞
|v|qu exp

{
−v

2

2

}
dv

) 1
qu

exp {uβ(1− ω)}
=

=

σ(t, s)

(√
2
π

∞r

0

vqu exp
{
−v

2

2

}
dv

) 1
qu

exp {uβ(1− ω)}
= σ(t, s)

(√
2
π2

qu
2 + 1

2 Γ
(
qu
2 + 1

2

)) 1
qu

exp {uβ(1− ω)}
.
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Íåõàé C(β, ω) = sup
u>1

(√
2
π 2

qu
2

+ 1
2 Γ( qu2 + 1

2 )
) 1
qu

exp{uβ(1−ω)} . Îòæå,

∥∥∥eX(t) − eX(s)
∥∥∥ = sup

u>1
I(u) 6 Zσ(t, s),

äå Z = 2C(β, ω) exp

{(
σ2p
2

) β
β−1

(
1
βω

) 1
β−1

(
1− 1

βω

)}
,

σ(t, s) =

√
E (X(t)−X(s))

2. ßêùî

σ(t, s) 6 ∆ |t− s|γ , (3.16)

äå ∆ � äåÿêà êîíñòàíòà, òî äëÿ çíàõîäæåííÿ ñóïðåìóìà ïðîöåñó X(t)

ìîæíà âèêîðèñòàòè ïðèêëàäè 3.8 òà 3.11.

Ïðèêëàä 3.16. Íåõàé ó ïðèêëàäi 3.15 X(t) � ñòàöiîíàðíèé ãàóññiâ
ïðîöåñ, EX(t) = 0, EX(t)X(s) = B(t− s). Î÷åâèäíî, ùî

E |X(t)−X(s)|2 = EX2(t)+EX2(s)−2EX(t)X(s) = 2 (B(0)−B(t− s)) .

Íåõàé F (λ) � ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ ïðîöåñó X(t), òîáòî B(τ) =
∞r

0

cosλτdF (λ), òîäi

B(0)−B(τ) =

∞w

0

(1− cosλτ)dF (λ) =

∞w

0

2 sin2 λτ

2
dF (λ).

Ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü |sinu| 6 |u|γ , äå γ � áóäü-ÿêå ÷èñëî, 0 < γ < 1.
Òàêèì ÷èíîì,

B(0)−B(τ) 6
∞w

0

2

(
λ |τ |

2

)2γ

dF (λ) = 21−2γ |τ |2γ
∞w

0

λ2γdF (λ).

ßêùî
∞r

0

λ2γdF (λ) <∞, òî

(
E |X(t)−X(s)|2

) 1
2

6 Ć |t− s|γ ,

äå Ć = 2
1−2γ

2

(∞r
0

λ2γdF (λ)

) 1
2

. Òîáòî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.16).
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3.2. Éìîâiðíîñòi âåëèêèõ âiäõèëåíü äëÿ ñóì
íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ iç ïðîñòîðiâ
F∗
ψ(Ω)

Íàâåäåìî ëåìó, ÿêà áóäå âèêîðèñòàíà äàëi.

Ëåìà 3.2. Íåõàé ξ ∈ Fψ(Ω), p > 1. Òîäi

‖E |ξ|‖ψ 6 ‖ξ‖ψ . (3.17)

Äîâåäåííÿ. ßêùî m � äîâiëüíà êîíñòàíòà, òîäi

‖m‖ψ = sup
u>1

(E |m|u)
1/u

ψ(u)
= sup

u>1

m

ψ(u)
=

m

ψ(1)
. (3.18)

Ç îçíà÷åííÿ íîðìè ‖ξ‖ψ âèïëèâà¹, ùî

E |ξ| 6 ‖ξ‖ψ ψ(1). (3.19)

Îòæå, ñïðàâåäëèâiñòü ëåìè âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi (3.18) i íåðiâíîñòi (3.19).

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé (T, ρ) � êîìïàêòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, Y =

{Y (t), t ∈ T} � âèïàäêîâèé ïðîöåñ, ÿêèé íàëåæèòü ïðîñòîðó F∗ψ(Ω)

i äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H ç êîíñòàíòîþ Cψ, Y � ñåïàðàáåëü-
íèé ïðîöåñ íà (T, ρ). Êðiì òîãî, íåõàé iñíó¹ íåïåðåðâíà ìîíîòîííî
çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ σ(h) (σ(0) = 0) òàêà, ùî

sup
ρ(t,s)6h

∥∥Y (t)− Y (s)
∥∥
ψ
6 σ(h)

i äëÿ áóäü-ÿêîãî z > 0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

zw

0

κ
(
N
(
σ(−1)(u)

))
du <∞,

äå κ(n) � ìàæîðóþ÷à õàðàêòåðèñòèêà ïðîñòîðó Fψ(Ω).
Íåõàé X(t) = Y (t)−m(t), äå m(t) = EX(t) i Xk(t) � íåçàëåæíi êîïi¨

ïðîöåñó X(t), Sn(t) = 1√
n

n∑
k=1

Xk(t).

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî 0 < p < 1 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:∥∥∥∥sup
t∈T
|Sn(t)|

∥∥∥∥
ψ

6 B̂(p),
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äå B̂(p) = 2
√
Cψ inf

t∈T
‖Y (t)‖ψ + 1

p(1−p)

γpr

0

κ
(
N
(
σ

(−1)
1 (u)

))
du,

γ = σ1

(
sup
t,s∈T

ρ(t, s)

)
= 2
√
Cψσ

(
sup
t,s∈T

ρ(t, s)

)
.

Äîâåäåííÿ. Iç îçíà÷åííÿ 2.5 ìà¹ìî, ùî

‖Sn(t)− Sn(s)‖2ψ =

∥∥∥∥∥ 1√
n

n∑
k=1

(Xk(t)−Xk(s))

∥∥∥∥∥
2

ψ

6

6 Cψ
1

n

n∑
k=1

‖Xk(t)−Xk(s)‖2ψ = Cψ ‖X(t)−X(s)‖2ψ

i

‖X(t)−X(s)‖2ψ = ‖Y (t)− Y (s)− (m(t)−m(s))‖2ψ 6

6
(
‖Y (t)− Y (s)‖ψ + ‖m(t)−m(s)‖ψ

)2

6

6

(
‖Y (t)− Y (s)‖ψ +

|m(t)−m(s)|
ψ(1)

)2

.

Ç ëåìè 3.2 âèïëèâà¹, ùî

|m(t)−m(s)| 6 E ‖Y (t)− Y (s)‖ψ 6 ‖Y (t)− Y (s)‖ψ ψ(1).

Òîäi
‖Sn(t)− Sn(s)‖2ψ 6 4Cψ ‖Y (t)− Y (s)‖2ψ .

Îòæå,
sup

ρ(t,s)6h

∥∥Sn(t)− Sn(s)
∥∥
ψ
6 σ1(h),

äå σ1(h) = 2
√
Cψσ(h).

Î÷åâèäíî, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó t0 ∈ T

‖X (t0)‖2ψ 6 4Cψ ‖Y (t0)‖2ψ .

Òîìó ñïðàâåäëèâiñòü òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 3.1.

Íàñëiäîê 3.4. ßêùî äëÿ ïðîöåñó X = {X(t), t ∈ T}, ÿêèé íàëåæèòü
ïðîñòîðó Fψ(Ω) âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 3.2, òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî
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ε > 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

P

{
sup
t∈T
|Sn(t)| > ε

}
6 inf
u>1

B̂u(p)(ψ(u))u

εu
.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâåäëèâiñòü íàñëiäêó 3.4 âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 3.1.

3.3. Ðîçïîäië ñóïðåìóìiâ ïðèðîñòiâ âèïàäêîâèõ
ïðîöåñiâ iç ïðîñòîðiâ Fψ(Ω)

Íåõàé (T, ρ) � êîìïàêòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, Vθl � ìiíiìàëüíå ïî-
êðèòòÿ ìíîæèíè T êóëÿìè ðàäióñà íå áiëüøå θl, äå θl = σ(−1)(bpl),
b = sup

t,s∈T
ρ(t, s), 0 < p < 1.

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé X = {X(t), t ∈ T} � ñåïàðàáåëüíèé âèïàäêîâèé
ïðîöåñ íà (T, ρ) ç ïðîñòîðó Fψ(Ω) i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

sup
ρ(t,s)6h

∥∥X(t)−X(s)
∥∥
ψ
6 σ(h), (3.20)

äå σ(h) íåïåðåðâíà ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ, òàêà ùî σ(0) = 0.
ßêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî z > 0 ìà¹ ìiñöå óìîâà

zw

0

κ
(
N
(
σ(−1)(u)

))
du <∞, (3.21)

äå κ(n) � ìàæîðóþ÷à õàðàêòåðèñòèêà, σ(−1)(u) � îáåðíåíà ôóíêöi¨ äî
σ(u), 0 < θ 6 z � äåÿêå ÷èñëî, òîäi ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∥∥∥∥∥ sup

ρ(t,s)6θ
|X(t)−X(s)|

∥∥∥∥∥
ψ

6 κ (Dk(θ, p))σ(θ)
3− p
1− p

+

+ 2
1

p(1− p)

σ(θ)pw

0

κ
(
N
(
σ(−1)(u)

))
du = Sk(θ, p),

äå Dk(θ, p) � ÷èñëî òî÷îê u, v ç Vθk , òàêèõ ùî ‖X(u)−X(v)‖ 6 σ(θ) 3−p
1−p

òà ïðè áóäü-ÿêîìó ε > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

P

{
sup

ρ(t,s)6θ
|X(t)−X(s)| > ε

}
6 inf
u>1

(Sk(θ, p))
u

(ψ(u))u

εu
. (3.22)
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Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi:

σ(θk) < σ(θ) 6 σ(θk−1), bpk < σ(θ) 6 bpk−1,

äå k � òàêå öiëå ÷èñëî, ùî θk < θ 6 θk−1. Ïîçíà÷èìî Vk =
∞⋃
j=k

Vθj .

Îñêiëüêè çà óìîâè (3.20) ïðîöåñ íåïåðåðâíèé çà éìîâiðíiñòþ (äèâ. äî-
âåäåííÿ òåîðåìè 3.1), òîäi Vk � ñåïàðàíòà, òîìó

sup
ρ(t,s)6θ
t,s∈T

|X(t)−X(s)| = sup
ρ(t,s)6θ
t,s∈Vk

|X(t)−X(s)| .

Íåõàé t òà s � òàêi òî÷êè, ùî t, s ∈ Vk òà ρ(t, s) 6 θ. Îñêiëüêè t

òà s íàëåæàòü Vk, òî iñíóþòü òàêi m > k òà r > k, ùî t ∈ Vθm , à
s ∈ Vθr . Ïîçíà÷èìî tm = t, tm−1 = αm−1(tm), tm−2 = αm−2(tm−1),
. . . , tk = αk(tk+1) i sr = s, sr−1 = αr−1(sr), sr−2 = αr−2(sr−1), . . . ,
sk = αk(sk+1). Î÷åâèäíî, ùî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü:

X(t)−X(s) =

=

m−1∑
l=k

(X(tl+1)−X(tl)) + (X(tk)−X(sk))−
r−1∑
l=k

(X(sl+1)−X(sl)) .

(3.23)

Ç ðiâíîñòi (3.23) ìà¹ìî:

|X(tk)−X(sk)| 6 |X(t)−X(s)|+
m−1∑
l=k

|X(tl+1)−X(tl)|+

+

r−1∑
l=k

|X(sl+1)−X(sl)| .

Îòæå,

‖X(tk)−X(sk)‖ 6 ‖X(t)−X(s)‖+

m−1∑
l=k

‖X(tl+1)−X(tl)‖+
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+

r−1∑
l=k

‖X(sl+1)−X(sl)‖ 6 σ(θ)+

m−1∑
l=k

σ(θl)+

r−1∑
l=k

σ(θl) 6 σ(θ)+2

∞∑
l=k

σ(θl) =

= σ(θ) + 2

∞∑
l=k

bpl = σ(θ) + 2b
pk

1− p
6 σ(θ) + 2σ(θ)

1

1− p
= σ(θ)

3− p
1− p

.

Òîäi ç ðiâíîñòi (3.23) îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü:

|X(t)−X(s)| 6
m−1∑
l=k

|X(tl+1)−X(tl)|+
r−1∑
l=k

|X(sl+1)−X(sl)|+

+ |X(tk)−X(sk)| 6
m−1∑
l=k

max
u∈Vθl+1

|X(u)−X(αl(u))|+

+

r−1∑
l=k

max
u∈Vθl+1

|X(u)−X(αl(u))|+ max
u,v∈Vθk

‖X(u)−X(v)‖6σ(θ) 3−p
1−p

|X(u)−X(v))| 6

6 max
u,v∈Vθk

‖X(u)−X(v)‖6σ(θ) 3−p
1−p

|X(u)−X(v))|+2

∞∑
l=k

max
u∈Vθl+1

|X(u)−X(αl(u))| .

(3.24)

Îñêiëüêè îñòàííié âèðàç ó íåðiâíîñòi (3.24) íå çàëåæèòü âiä t, s ∈ Vk,
òàêèõ ùî ρ(t, s) 6 θ, òîäi, âðàõîâóþ÷è ñåïàðàáåëüíiñòü ïðîöåñó X, ç
iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ äiñòàíåìî íåðiâíiñòü:

sup
ρ(t,s)6θ
t,s∈T

|X(t)−X(s)| = sup
ρ(t,s)6θ
t,s∈Vk

|X(t)−X(s)| 6

6 max
u,v∈Vθk

‖X(u)−X(v)‖6σ(θ) 3−p
1−p

|X(u)−X(v)|+ 2

∞∑
l=k

max
u∈Vθl+1

|X(u)−X(αl(u))| .

(3.25)

Iç íåðiâíîñòi (3.25) òà îçíà÷åííÿ 2.3 îòðèìà¹ìî òàêi íåðiâíîñòi:∥∥∥∥∥ sup
ρ(t,s)6θ

|X(t)−X(s)|

∥∥∥∥∥ 6

70



6

∥∥∥∥∥∥∥∥ max
u,v∈Vθk

‖X(u)−X(v)‖6σ(θ) 3−p
1−p

|X(u)−X(v)|

∥∥∥∥∥∥∥∥+2

∞∑
l=k

∥∥∥∥∥ max
u∈Vθl+1

|X(u)−X(αl(u))|

∥∥∥∥∥ 6

6 κ (Dk(θ, p))σ(θ)
3− p
1− p

+ 2

∞∑
l=k

κ (N(θl+1))σ(θl).

Ïåðåòâîðèìî äðóãèé äîäàíîê ó ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi

∞∑
l=k

κ (N(θl+1))σ(θl) =

∞∑
l=k

κ
(
N
(
σ(−1)(bpl+1)

))
bpl,

òîäi äiñòàíåìî:

bpl+1w

bpl+2

κ
(
N
(
σ(−1)(u)

))
du > κ

(
N
(
σ(−1)(bpl+1)

))
(bpl+1 − bpl+2),

bplκ
(
N
(
σ(−1)(bpl+1)

))
6

1

p(1− p)

bpl+1w

bpl+2

κ
(
N
(
σ(−1)(u)

))
du.

Îòæå,

∞∑
l=k

κ (N(θl+1))σ(θl) 6
1

p(1− p)

bpk+1w

0

κ
(
N
(
σ(−1)(u)

))
du 6

6
1

p(1− p)

pσ(θ)w

0

κ
(
N
(
σ(−1)(u)

))
du.

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàóâàæèìî, ùî íåðiâíiñòü (3.22)
âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.2.

Íàñëiäîê 3.5. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 3.3 i ñïðàâäæó¹-
òüñÿ óìîâà σ(θ)κ (Dk(θ, p))→ 0 ïðè θ → 0. Òîäi∥∥∥∥∥ sup

ρ(t,s)6θ
|X(t)−X(s)|

∥∥∥∥∥→ 0 (3.26)

ïðè θ → 0. Êðiì òîãî, âèïàäêîâèé ïðîöåñ X(t) ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèé
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íà (T, ρ) ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ç óìîâè íàñëiäêó ïðè θ → 0 ìà¹ìî Sk(θ, p) → 0,
òîäi ñïiââiäíîøåííÿ (3.26) î÷åâèäíå. Ç íåðiâíîñòi (3.22) âèïëèâà¹, ùî
äëÿ áóäü-ÿêîãî u > 1 ñïðàâåäëèâà îöiíêà

P

{
sup

ρ(t,s)6θ
|X(t)−X(s)| > ε

}
6

(Sk(θ, p))
u

(ψ(u))u

εu
,

òîäi ïðè θ → 0 sup
ρ(t,s)6θ

|X(t)−X(s)| → 0. Îòæå, iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü

θ̌n, ùî θ̌n+1 < θ̌n, θ̌n → 0 ïðè n → ∞, i sup
ρ(t,s)6θ̌n

|X(t)−X(s)| → 0 ïðè

n→∞ ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ. Îñêiëüêè sup
ρ(t,s)6θ

|X(t)−X(s)| ìîíîòîííî

ñïàäà¹ ïî θ, òîäi i sup
ρ(t,s)6θ

|X(t)−X(s)| → 0 ïðè θ → 0 ç iìîâiðíiñòþ

îäèíèöÿ.

Òåîðåìà 3.4. Íåõàé X = {X(t), t ∈ T} � ñåïàðàáåëüíèé âèïàäêîâèé
ïðîöåñ íà (T, ρ) ç ïðîñòîðó Fψ(Ω), äå ψ(u) � òàêà âàãîâà ôóíêöiÿ, ùî
äëÿ ìàæîðóþ÷î¨ õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòîðó Fψ(Ω) ñïðàâåäëèâà íåðiâ-
íiñòü:

κ(n2) 6 Cκ(n), (3.27)

äå C > 0 � äåÿêà êîíñòàíòà.
ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (3.20) òà (3.21), òîäi∥∥∥∥∥ sup
ρ(t,s)6θ

|X(t)−X(s)|

∥∥∥∥∥
ψ

6 A(C)

σ(θ)w

0

κ
(
N
(
σ(−1)(u)

))
du = Šk(θ),

(3.28)

äå A(C) =
4(3C2−12C+4)

3C+2 ·
(
C+2
C−2

)2

.

Ïðè÷îìó, äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

P

{
sup

ρ(t,s)6θ
|X(t)−X(s)| > ε

}
6 inf
u>1

(
Šk(θ)

)u
(ψ(u))u

εu
. (3.29)

Êðiì òîãî, âèïàäêîâèé ïðîöåñ X(t) ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèé íà ïðîñòî-
ði (T, ρ) ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ.
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Äîâåäåííÿ. Òåîðåìà 3.4 âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 3.3. Äiéñíî,

Dk(θ, p) 6 (N(θk))
2 6

(
N
(
σ(−1)(bpk)

))2

,

òîìó

σ(θ)κ (Dk(θ, p)) 6 κ
(
N2
(
σ(−1)(bpk)

))
σ(θ).

Îñêiëüêè âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (3.27), òîäi

κ
(
N2
(
σ(−1)(bpk)

))
σ(θ) 6 Cκ

(
N
(
σ(−1)(bpk)

))
σ(θ). (3.30)

Î÷åâèäíî, ùî

bpkw

bpk+1

κ
(
N
(
σ(−1)(u)

))
du > κ

(
N
(
σ(−1)(bpk)

))
bpk(1− p),

òîìó

κ
(
N
(
σ(−1)(bpk)

))
6

1

bpk−1p(1− p)

bpkw

bpk+1

κ
(
N
(
σ(−1)(u)

))
du 6

6
1

σ(θ)p(1− p)

σ(θ)w

0

κ
(
N
(
σ(−1)(u)

))
du.

Îòæå, ç íåðiâíîñòi (3.30) âèïëèâà¹:

κ (Dk(θ, p))σ(θ)
3− p
1− p

+
2

p(1− p)

σ(θ)pw

0

κ
(
N
(
σ(−1)(u)

))
du 6

6 κ
(
N2
(
σ(−1)(bpk)

))
σ(θ)

3− p
1− p

+
2

p(1− p)

σ(θ)w

0

κ
(
N
(
σ(−1)(u)

))
du 6

6 Cκ
(
N
(
σ(−1)(bpk)

))
σ(θ)

3− p
1− p

+
2

p(1− p)

σ(θ)w

0

κ
(
N
(
σ(−1)(u)

))
du 6

6
1

p(1− p)

(
C · 3− p

1− p
+ 2

) σ(θ)w

0

κ
(
N
(
σ(−1)(u)

))
du.
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Ìiíiìóì âèðàçó 1
p(1−p)

(
C · 3−p

1−p + 2
)
äîñÿãà¹òüñÿ â òî÷öi p = 3C+2

2C+4 . Ïiä-

ñòàâëÿþ÷è öå çíà÷åííÿ â îñòàííþ íåðiâíiñòü, îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (3.28).
À íåðiâíiñòü (3.29) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.2. Òâåðäæåííÿ ïðî âèáiðêîâó
íåïåðåðâíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ íàñëiäêó 3.5.

Çàóâàæåííÿ 3.2. Óìîâè òåîðåìè âèêîíóþòüñÿ äëÿ ôóíêöié ψ(u) = uα,
ψ(u) = (ln(u+ 1))

λ. ßêùî ψ(u) = uα, òîäi κ(n2) = 2ακ(n), òîáòî C = 2α,

à êîëè ψ(u) = (ln(u+ 1))
λ, òîäi κ(n2) =

(
ln(2(lnn+1))

ln 2

)λ
e 6 2λκ(n), òîáòî

C = 2λ.

Çàóâàæåííÿ 3.3. Íåõàé W (h), h > 0 � íåïåðåðâíà, ìîíîòîííî ñïàäíà
ôóíêöiÿ, ïðè÷îìó N(h) 6W (h). Òîäi óìîâà (3.21) âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî

zw

0

κ
(
W
(
σ(−1)(u)

))
du <∞. (3.31)

Íàñëiäîê 3.6. Íåõàé ó òåîðåìi 3.4

σ(h) =
R

(κ (W (h)))
1/γ

,

äå γ � äåÿêå ÷èñëî, òàêå ùî 0 < γ < 1. Òîäi∥∥∥∥∥ sup
ρ(t,s)6θ

|X(t)−X(s)|

∥∥∥∥∥ 6 A(C)
R

1− γ
(κ (W (θ)))

γ−1
γ = Q(θ, γ)

i äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü:

P

{
sup

ρ(t,s)6θ
|X(t)−X(s)| > ε

}
6 inf
u>1

(Q(θ, γ))
u

(ψ(u))u

εu
. (3.32)

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, â öüîìó âèïàäêó σ(−1)(u) = W (−1)
(
κ(−1)

(
Rγ

uγ

))
. Òî-

äi

σ(θ)w

0

κ
(
W
(
σ(−1)(u)

))
du =

σ(θ)w

0

Rγ

uγ
du =

Rγ

1− γ
σ(θ)1−γ <∞. (3.33)

Ïðèêëàä 3.17. ßêùî â íàñëiäêó 3.6 âàãîâà ôóíêöiÿ çîáðàæó¹òüñÿ òàê:
ψ(u) = uα, äå α > 0, òîäi ïðè ε > eαQ(θ, γ)
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P

{
sup

ρ(t,s)6θ
|X(t)−X(s)| > ε

}
6 exp

{
−α
e

(
ε

Q(θ, γ)

)1/α
}

i, âèêîðèñòîâóþ÷è çíà÷åííÿ ìàæîðóþ÷î¨ õàðàêòåðèñòèêè, îòðèìà¹-
ìî:

σ(h) = R
( e
α

lnW (h)
)−α/γ

, 0 < γ < 1.

Ïðèêëàä 3.18. ßêùî â íàñëiäêó 3.6 âàãîâà ôóíêöiÿ ìà¹ âèãëÿä ψ(u) =

eau
β

, äå a > 0, β > 0, òîäi ïðè ε > ea(β+1)Q(θ, γ)

P

{
sup

ρ(t,s)6θ
|X(t)−X(s)| > ε

}
6 exp

− β

a1/β

(
ln ε

Q(θ,γ)

β + 1

) β+1
β


i âèêîðèñòîâóþ÷è çíà÷åííÿ ìàæîðóþ÷î¨ õàðàêòåðèñòèêè îòðèìà¹ìî:

σ(h) = R · exp

{
− 2

γ

√
a lnW (h) +

a

γ

}
, 0 < γ < 1.

Ïðèêëàä 3.19. ßêùî â íàñëiäêó 3.6 âàãîâà ôóíêöiÿ çàïèñó¹òüñÿ òàê:
ψ(u) = (ln(u+ 1))

λ, äå λ > 0, òîäi ïðè ε > (e ln 2)
λ
Q(θ, γ)

P

{
sup

ρ(t,s)6θ
|X(t)−X(s)| > ε

}
6 eλ exp

{
−λ exp

{(
ε

Q(θ, γ)

)1/λ
1

e

}}
i, âèêîðèñòîâóþ÷è çíà÷åííÿ ìàæîðóþ÷î¨ õàðàêòåðèñòèêè, îòðèìà¹-
ìî:

σ(h) =
R(

1
ea exp

{
S(a, β)(lnW (h))

β
β+1

}) 1
µ

,

äå S(a, β) = (βa)
1

β+1 (β−1 + 1), 0 < γ < 1.

Òåîðåìà 3.5. Íåõàé X = {X(t), t ∈ [c, d]}, c < d � ñåïàðàáåëüíèé
âèïàäêîâèé ïðîöåñ iç ïðîñòîðó Fψ(Ω) i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.27) òà:

sup
|t−s|6h
t,s∈[c,d]

∥∥X(t)−X(s)
∥∥
ψ
6 σ(h),

äå σ = {σ(h), h > 0} � íåïåðåðâíà, ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ, òà-
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êà ùî σ(0) = 0. ßêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî z > 0 ìà¹ ìiñöå óìîâà

zw

0

κ
(

d− c
2σ(−1)(u)

+ 1

)
du <∞,

òîäi ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:∥∥∥∥∥ sup
t∈[c,d]

|X(t)−X(s)|

∥∥∥∥∥
ψ

6 A(C)
R

1− γ

(
κ
(
d− c

2θ
+ 1

)) γ−1
γ

= Q̃(θ, γ).

Ïðè÷îìó, äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 ìà¹ ìiñöå îöiíêà

P

{
sup
t∈[c,d]

|X(t)−X(s)| > ε

}
6 inf
u>1

(
Q̃(θ, γ)

)u
(ψ(u))u

εu
. (3.34)

Êðiì òîãî, âèïàäêîâèé ïðîöåñ X(t) ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèé íà ïðîñòî-
ði (T, ρ) ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ.

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìà 3.5 âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 3.4, îñêiëüêè ìåòðè÷íà ìà-
ñèâíiñòü âiäðiçêó [c, d] îöiíþ¹òüñÿ òàê:

N(u) 6
d− c
2u

+ 1.

Ïðèêëàä 3.20. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Fψ(Ω), äå ψ(u) = uα, α > 0, òîäi
ïðè

ε > eαA(C) R
1−γ

(
e
α ln

(
d−c
2θ + 1

))α(γ−1)
γ ìà¹ìî, ùî

P

{
sup
t∈[c,d]

|X(t)−X(s)| > ε

}
6

6 exp

−αe
 ε

A(C) R
1−γ

(
e
α ln

(
d−c
2θ + 1

))α(γ−1)
γ

1/α
 .

Àíàëîãi÷íi îöiíêè ìîæíà îäåðæàòè ó âñiõ ïðèêëàäàõ, ÿêi áóëè íàâå-
äåíi âèùå.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3
Ó ðîçäiëi 3 çíàéäåíi îöiíêè ðîçïîäiëó ñóïðåìóìiâ íà êîìïàêòi âè-

ïàäêîâèõ ïðîöåñiâ iç ïðîñòîðiâ F∗ψ(Ω). Ðîçãëÿíóòi éìîâiðíîñòi âåëèêèõ
âiäõèëåíü äëÿ ñóì íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ iç ïðîñòîðiâ F∗ψ(Ω)
i íàâåäåíi ïðèêëàäè. Çíàéäåíi îöiíêè òà óìîâè âèáiðêîâî¨ íåïåðåðâíîñòi
ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ iç öèõ ïðîñòîðiâ.
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Ðîçäië 4

Âèïàäêîâi ïðîöåñè ç ïðîñòîðiâ Îðëi÷à

âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

Ó ðîçäiëi 4 ðîçãëÿäàþòüñÿ îñíîâíi âëàñòèâîñòi ïðîñòîðiâ Îðëi÷à,
çîêðåìà ïðîñòîðiâ Îðëi÷à åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó. Äîñëiäæó¹òüñÿ çâ'ÿ-
çîê ïðîñòîðiâ Îðëi÷à ç ïðîñòîðàìè Fψ(Ω). Çíàõîäÿòüñÿ íåðiâíîñòi âå-
ëèêèõ âiäõèëåíü äëÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ iç ïðîñòîðiâ Îðëi÷à.

4.1. Îñíîâíi âëàñòèâîñòi ïðîñòîðiâ Îðëi÷à òà
çâ'ÿçîê iç ïðîñòîðàìè Fψ(Ω)

Îçíà÷åííÿ 4.1. [30] Ñêàæåìî, ùî C-ôóíêöiÿ U çàäîâîëüíÿ¹ g-óìîâó,
ÿêùî iñíóþòü êîíñòàíòè z0 > 0, K > 0 i A > 0 òàêi, ùî ïðè x > z0,
y > z0 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü:

U(x)U(y) 6 AU(Kxy).

Îçíà÷åííÿ 4.2. [30] C-ôóíêöiÿ Îðëi÷à U = {U(x), x ∈ R} íàçèâà¹-
òüñÿ N -ôóíêöi¹þ Îðëi÷à (N -ôóíêöiÿ), ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

lim
x→∞

U(x)

x
= 0; lim

x→0

U(x)

x
=∞.

Îçíà÷åííÿ 4.3. [134] Íåõàé ϕ = {ϕ(x), x ∈ R} � N -ôóíêöiÿ. Ôóíêöiÿ
ϕ∗ âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâîþ

ϕ∗(x) = sup
y∈R

(xy − ϕ(y))

i íàçèâà¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿì Þíãà-Ôåíõåëÿ âiäíîñíî ϕ.

Ïðèêëàä 4.1. Ôóíêöiÿ U(x) = a |x|α , x ∈ R, a > 0, α > 1 çàäîâîëüíÿ¹
g-óìîâó ïðè K = 1, A = a i z0 = 0.

C-ôóíêöiÿ U(x) = exp {ϕ(x)} − 1, x ∈ R, äå ϕ = (ϕ(x), x ∈ R) � äî-
âiëüíà C-ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ g-óìîâó ïðè K = 1, A = 1, z0 = 2
( ÿêùî ϕ(x) = |x|α , α > 1, òîäi z0 = 21/α).

Ëåìà 4.1. Íåõàé m � äåÿêà êîíñòàíòà. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ïðîñòîðó
Îðëi÷à m ∈ LU (Ω) i ‖m‖U = |m|

U(−1)(1)
.

Ëåìà 4.1 î÷åâèäíà.
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Ëåìà 4.2. Íåõàé ξ íàëåæèòü ïðîñòîðó LU (Ω). Òîäi iñíó¹ òàêà êîí-
ñòàíòà dU , ùî E |ξ| 6 dU ‖ξ‖U .

Öÿ ëåìà ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 2.3.2 ç [16].

Ïðèêëàä 4.2. Äëÿ ôóíêöi¨ U(x) = |x|p , p > 2 ìè ìà¹ìî dU = 1. Äëÿ
U(x) = exp {ϕ(x)} − 1, äå ϕ(x) ¹ N -ôóíêöi¹þ ìè ìà¹ìî dU = 2

ϕ∗(−1)(1)
.

Òóò ϕ∗(−1)(x) � îáåðíåíà ôóíêöiÿ äî ϕ∗(x), x ∈ R ¹ ïåðåòâîðåííÿì
Þíãà-Ôåíõåëÿ ôóíêöi¨ ϕ(x) (äèâ. ëåìà 2.3.3 ç [16]).

Íàïðèêëàä: ÿêùî ϕ(x) = |x|α
α , α > 1, òîäi ϕ∗(x) = |x|β

β , äå 1
β + 1

α = 1,

ϕ∗(−1)(x) = (xβ)1/β i ϕ∗(−1)(1) = (β)1/β . ßêùî α = 2, òîäi β = 2 i

dU =
√

2. ßêùî α = 4, òîäi β = 4
3 i dU = 33/4

41/4 .

Íàñëiäîê 4.1. [16] Íåõàé C-ôóíêöiÿ çàäîâiëüíÿ¹ g-óìîâó ç êîíñòàí-
òàìè A, K i z0. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü (κ(n), n > 1) ¹ ìàæîðóþ÷îþ õàðà-
êòåðèñòèêîþ ïðîñòîðó LU (Ω), ÿêùî

κ(n) =

{
n, ÿêùî n 6 U(z0),

K(1 + U(z0)) max {1, A}U (−1)(n), ÿêùî n > U(z0).

Îçíà÷åííÿ 4.4. Äëÿ ïðîñòîðó Îðëi÷à LU (Ω) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H,
ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ öåíòðîâàíèõ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
ξ1, ξ2, . . . , ξn iç ïðîñòîðó LU (Ω) ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà íåðiâíiñòü:∥∥∥∥∥

n∑
k=1

ξk

∥∥∥∥∥
2

U

6 CU

n∑
k=1

‖ξk‖2U ,

äå CU � äåÿêà àáñîëþòíà êîíñòàíòà.
Ïðèêëàäè ïðîñòîðiâ Îðëi÷à, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H:

• ïðîñòîðè Lp(Ω), p > 2, äå CU = Cp =
√

2 (Γ(p+ 1)/2
√
π)

1/p [155];

• ïðîñòîðè LU (Ω), äå U(x) òàêi C-ôóíêöi¨, ùî iñíóþòü p > q > 2,
äëÿ ÿêèõ U ( q

√
x) � îïóêëà, à U ( p

√
x) � óâiãíóòà i CU = 2Bp [118], äå

Bp = 2k
1
2 , à 2k � íàéìåíøå ïàðíå ÷èñëî, íå ìåíøå, íiæ p (äèâ. [43]

c. 341);

• ïðîñòîðè Îðëi÷à ïîðîäæåíi C-ôóíêöi¹þ U(x) = exp {|x|α} − 1,
äå 1 6 α 6 2 (äèâ. [134] i [16]). Ó ðîáîòi Þ. Â. Êîçà÷åíêà [61]
ïîêàçàíî, ùî ïðè α > 2 äëÿ öèõ ïðîñòîðiâ óìîâà H íå âèêîíó¹òüñÿ.

Äàëi ïîêàæåìî, ùî óìîâà H âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äåÿêèõ ïðîñòîðiâ Îð-
ëi÷à LU (Ω) òàêèõ, ùî ôóíêöiÿ U(x), çðîñòà¹ ÿê åêñïîíåíòà ïðè x→∞.
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Ðîçãëÿíåìî C-ôóíêöiþ Îðëi÷à

U(x) =

{(
eα
2

)2/α
x2, ÿêùî |x| 6 xα;

exp {|x|α} , ÿêùî |x| > xα,
(4.1)

äå xα =
(

2
α

)1/α
, 0 < α < 1. LU (Ω) � ïðîñòið Îðëi÷à, ùî ïîðîäæåíèé

ôóíêöi¹þ U(x).
Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ U1(x) = exp {|x|α}, 0 < α 6 1. Ïîçíà÷èìî ñèì-

âîëîì SU1
(Ω) � ñiì'þ ξ, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ r òàêà, ùî âèêîíó¹òüñÿ EU1

(
ξ
r

)
<

∞. Ââåäåìî íà SU1
(Ω) ôóíêöiîíàë

〈〈ξ〉〉U1
= inf

{
r > 0;EU1

(
ξ

r

)
6 2

}
.

Ëåìà 4.3. Äëÿ òîãî, ùîá ξ ∈ LU (Ω) íåîáõiäíî é äîñòàòíüî, ùîá ξ ∈
SU1(Ω) i ñïðàâäæóâàëèñÿ íåðiâíîñòi:

‖ξ‖U 6
(
e2/α+2

)
〈〈ξ〉〉U1

, (4.2)

〈〈ξ〉〉U1
6 ‖ξ‖U

(
e2/α + 1

)1/α

. (4.3)

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî íåðiâíiñòü (4.2). Íåõàé r > 0, òîäi

EU

(
ξ

r

)
= EU

(
ξ

r

)
I
{
|ξ|
r

6 xα

}
+ EU

(
ξ

r

)
I
{
|ξ|
r
> xα

}
6

6 U (xα) + E exp

{∣∣∣∣ξr
∣∣∣∣α} = e2/α + E exp

{∣∣∣∣ξr
∣∣∣∣α} .

Íåõàé òåïåð r = 〈〈ξ〉〉U1
, òîäi EU

(
ξ

〈〈ξ〉〉U1

)
6 e2/α + 2. Îñêiëüêè ïðè

0 < α < 1 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü U(αx) 6 α U(x) (ëåìà 2.2.2 ç
êíèãè [16]), òîäi

EU

(
ξ

〈〈ξ〉〉U1
(e2α + 2)

)
6

1

e2α + 2
EU

(
ξ

〈〈ξ〉〉U1

)
6 1.

Îòæå,

‖ξ‖U 6
(
e2/α+2

)
〈〈ξ〉〉U1

. (4.4)
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Äëÿ ïåðåâiðêè ñïðàâåäëèâîñòi íåðiâíîñòi (4.3) çàóâàæèìî, ùî

E exp

{∣∣∣∣ξr
∣∣∣∣α} = E exp

{∣∣∣∣ξr
∣∣∣∣α} I

{
|ξ|
r
< xα

}
+

+E exp

{∣∣∣∣ξr
∣∣∣∣α} I

{
|ξ|
r

> xα

}
6 exp {(xα)

α}+ EU

(
ξ

r

)
.

Ïîêëàäåìî r = ‖ξ‖U , òîäi ìà¹ìî:

E exp

{∣∣∣∣ ξ

‖ξ‖U

∣∣∣∣α} 6 e2/α + 1. (4.5)

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü exp {|ax|} − 1 6 a (exp {|x|} − 1), êîëè 0 <

a 6 1, ìà¹ìî:

E exp

{∣∣∣∣ ξ

‖ξ‖U

∣∣∣∣α 1

e2/α + 1

}
− 1 6

1

e2/α + 1

(
E exp

{∣∣∣∣ ξ

‖ξ‖U

∣∣∣∣α}− 1

)
.

Îòæå, ç íåðiâíîñòi (4.5) âèïëèâà¹, ùî

E exp

{∣∣∣∣ ξ

‖ξ‖U

∣∣∣∣α 1

e2/α + 1

}
− 1 6

1

e2/α + 1

(
E exp

{∣∣∣∣ ξ

‖ξ‖U

∣∣∣∣α}− 1

)
6

6
1

e2/α + 1

(
e2/α + 1− 1

)
=

e2/α

e2/α + 1
.

Ìè îòðèìàëè

E exp

{∣∣∣∣∣ ξ

‖ξ‖U
(
e2/α + 1

)1/α
∣∣∣∣∣
α}

6
e2/α

e2/α + 1
+ 1 6 2.

Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî 〈〈ξ〉〉U1
6 ‖ξ‖U

(
e2/α + 1

)1/α
.

Ëåìà 4.4. � ñïðàâåäëèâîþ íåðiâíiñòü

〈〈ξ〉〉U1
> α1/αe1/α

(
sup
n>1

(E |ξ|n)
1/n

n1/α

)
ïðè 0 < α < 1.
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Äîâåäåííÿ. Iç íåðiâíîñòåé

xn exp {−xα} 6
(n
α

)n/α
exp

{
−n
α

}
,

xn 6 exp {xα}
(n
α

)n/α
exp

{
−n
α

}
âèïëèâà¹, ùî

E |ξ|n

rn
6 E exp

{(
|ξ|
r

)α}(n
α

)n/α
exp

{
−n
α

}
,

E |ξ|n 6 〈〈ξ〉〉nU1
2
(n
α

)n/α
exp

{
−n
α

}
,

(E |ξ|n)
1/n

6 〈〈ξ〉〉U1
21/n

(n
α

)1/α

exp

{
− 1

α

}
.

Îñêiëüêè 〈〈ξ〉〉U1
= inf

{
r > 0;E exp

{(
ξ
r

)α}}
6 2, òîäi

〈〈ξ〉〉U1
> (E |ξ|n)

1/n 1

21/n
(
n
α

)1/α
exp

{
− 1
α

} >
(E |ξ|n)

1/n

n1/α
α1/αe1/α,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Ëåìà 4.5. Ïðè 0 < α < 1 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

〈〈ξ〉〉U1
6

(
1 +

e1/12

√
2π

)1/α

e1/α

(
sup
n>1

(E |ξ|n)
1/n

n1/α

)
.

Äîâåäåííÿ. Iç íåðiâíîñòi Ëÿïóíîâà âèïëèâà¹, ùî ïðè 0 < α < 1 ìà¹
ìiñöå íåðiâíiñòü

E |ξ|nα 6 (E |ξ|n)
α
.

Ïîçíà÷èìî Jα = E exp
{
|ξ|α
rα

}
− 1. Îòæå,

Jα =

∞∑
n=1

E |ξ|nα

n!rαn
6
∞∑
n=1

(E |ξ|n)
α

n!rαn
.

Íåõàé ẑ = sup
n>1

(E|ξ|n)1/n

n1/α . Îñêiëüêè E |ξ|n 6 ẑnnn/α, òîäi Jα 6
∞∑
n=1

ẑnαnn

n!rαn .

Iç ôîðìóëè Ñòiðëiíãà ìà¹ìî, ùî
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Jα 6
∞∑
n=1

(
ẑαe

rα

)n
e1/12n

√
2πn

6
e1/12

√
2π

∞∑
n=1

(
ẑαe

rα

)n
.

Ïîêëàäåìî r = 1
s1/α

ẑe1/α, äå 0 < s < 1, òîäi

Jα 6
e1/12

√
2π

∞∑
n=1

sn =
e1/12

√
2π

s

1− s
.

ßêùî ïîêëàñòè s = 1(
1+ e1/12
√

2π

) , òîäi îòðèìà¹ìî:

E exp

{
|ξ|α(

1
s1/α

ẑe1/α
)α
}

6 2.

Iç öèõ ìiðêóâàíü âèïëèâà¹, ùî ñïðàâåäëèâèì ¹ òâåðäæåííÿ ëåìè.

Òåîðåìà 4.1. Ïðîñòîðè Îðëi÷à LU (Ω), äå ôóíêöiÿ U(x) çàäàíà ÿê (4.1),
ìiñòÿòü òi æ ñàìi åëåìåíòè, ùî i ïðîñòîðè Fψ(Ω), äå ψ(u) = u1/α,
α > 0, ïðè÷îìó íîðìè â öèõ ïðîñòîðàõ � åêâiâàëåíòíi òà ìàþòü ìiñöå
íåðiâíîñòi:

‖ξ‖U 6 CψU ‖ξ‖ψ , (4.6)

‖ξ‖U > CUψ ‖ξ‖ψ , (4.7)

äå CψU = e2/α+2
(

1 + e1/12
√

2π

)1/α

e1/α, CUψ = 1
21/α

(
e2/α + 1

)−1/α
α1/αe1/α.

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìà âèïëèâà¹ ç ëåì 4.3, 4.4 i 4.5. Iç ëåì 4.3, 4.5 ìà¹ìî,
ùî

‖ξ‖U 6 e2/α+2

(
1 +

e1/12

√
2π

)1/α

e1/α

(
sup
n>1

(E |ξ|n)
1/n

n1/α

)
,

à ç ëåì 4.3, 4.4 âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

‖ξ‖U >
(
e2/α + 1

)−1/α

α1/αe1/α

(
sup
n>1

(E |ξ|n)
1/n

n1/α

)
.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî sup
n>1

(E|ξ|n)1/n

n1/α 6 sup
u>1

(E|ξ|u)1/u

u1/α = ‖ξ‖ψ. Òîäi

sup
u>1

(E |ξ|u)
1/u

u1/α
6 sup
n>2

sup
n−16u6n

(E |ξ|u)
1/u

u1/α
6
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6 sup
n>2

(E |ξ|n)
1/n

(n− 1)1/α
6 21/α sup

n>1

(E |ξ|n)
1/n

n1/α
,

òîìó ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi (4.6) i (4.7).

Òåîðåìà 4.2. Äëÿ ïðîñòîðó Îðëi÷à LU (Ω), äå U(x) çàäàíà, ÿê (4.1),
ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà H iç êîíñòàíòîþ

CU = 4 · 9 1
α

(
CψU
CUψ

)2

,

äå CψU òà CUψ âèçíà÷åíi ó òåîðåìi 4.1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ξk, k = 1, 2, . . . , n � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè ç
ïðîñòîðó Îðëi÷à LU (Ω), òîäi ç òåîðåìè 4.1 âèïëèâà¹, ùî∥∥∥∥∥

n∑
k=1

ξk

∥∥∥∥∥
2

U

6 C2
ψU

n∑
k=1

‖ξk‖2ψ , (4.8)

äå ψ(u) = u1/α. Iç âèêëàäîê ó ïðèêëàäi 2.4 ìà¹ìî:∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ξi

∥∥∥∥∥
2

ψ

6 4 · 9 1
α

n∑
i=1

‖ξi‖2ψ . (4.9)

Iç òåîðåìè 4.1 òà íåðiâíîñòåé (4.8) i (4.9) î÷åâèäíî, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü: ∥∥∥∥∥

n∑
k=1

ξk

∥∥∥∥∥
2

U

6 C2
ψU · 4 · 9

1
α

1

C2
Uψ

n∑
k=1

‖ξk‖2U ,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

4.2. Ïðîñòîðè Îðëi÷à åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó

Îçíà÷åííÿ 4.5. [16,134] Íåõàé ψ � äîâiëüíà N -ôóíêöiÿ. Ïðîñòið Îð-
ëi÷à ïîðîäæåíèé N -ôóíêöi¹þ

U(x) = exp {ψ(x)} − 1, x ∈ R

íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì Îðëi÷à åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó.

Ïîçíà÷èìî öåé ïðîñòið Expψ (Ω), à íîðìó ‖·‖U(ψ).
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Îçíà÷åííÿ 4.6. [134] Äëÿ N -ôóíêöi¨ ψ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Q, ÿêùî

lim inf
x→0

ψ(x)

x2
= C > 0,

äå C ìîæå äîðiâíþâàòè +∞.
Ïðèêëàäîì N -ôóíêöi¨, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Q, ¹ òàêi ôóí-

êöi¨:

1) ψ(x) = C |x|α , C > 0, 1 < α 6 2;

2) ψ(x) =

{
C |x|2 , |x| 6 1,
C |x|α , |x| > 1, α > 2.

Îçíà÷åííÿ 4.7. [134] Íåõàé ϕ � N -ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà Q. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ íàëåæèòü ïðîñòîðó Subϕ(Ω)

(ϕ-ñóáãàóññîâà), ÿêùî Eξ = 0, E exp {λξ} iñíó¹ äëÿ âñiõ λ ∈ R òà iñíó¹
êîíñòàíòà a > 0 òàêà, ùî íàñòóïíà íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ
λ ∈ R

E exp {λξ} 6 exp {ϕ(λa)} .
Ó ðîáîòàõ [61,134] ïîêàçàíî, ùî ïðîñòið Subϕ(Ω) ¹ ïðîñòîðîì Áàíàõà

âiäíîñíî íîðìè

τϕ(ξ) = inf (a > 0 : E expλξ 6 exp {ϕ(λa)} , λ ∈ R) .

Íåõàé LU (Ω) � ïðîñòið Îðëi÷à åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó, ïîðîäæåíèé
N - ôóíêöi¹þ U(x) = exp {ψ(x)} − 1, äå ψ(x) òàêà N -ôóíêöiÿ, ùî äëÿ
N -ôóíêöi¨ ψ∗(x) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Q.

Ïðèêëàä 4.3. ßêùî ψ(x) = C |x|α, α > 2, òîäi ψ∗(x) = Cβ |x|β, äå
Cβ = α−1

α

(
1
Cα

) 1
α−1 , β > 1 òàêå ÷èñëî, ùî 1

α + 1
β = 1. Ïðè÷îìó, êîëè

C = 1
α , òîäi Cβ = 1

β .

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Îðëi÷à åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó LU (Ω), äå U(x) =
exp {ψ(x)}−1, òàêèé ùî äëÿ ψ∗(x) âèêîíó¹òüñÿ óìîâàQ, à òàêîæ ïðîñòið
Subψ∗(Ω).

Òåîðåìà 4.3. [134] Äëÿ òîãî, ùîá âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ, Eξ = 0

íàëåæàëà ïðîñòîðó Expψ (Ω), íåîáõiäíî é äîñòàòíüî, ùîá ξ íàëåæàëà
ïðîñòîðó Subψ∗(Ω), ïðè÷îìó íîðìè ‖ξ‖U(ψ) òà τψ∗(ξ) åêâiâàëåíòíi, òîáòî
ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

‖ξ‖U(ψ) 6 3τψ∗(ξ),

τψ∗(ξ) 6 Rψ ‖ξ‖U(ψ) ,
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äå Rψ = Sψ∗e
49
48 , Sψ∗ = max

i=1,3
γ−1
i , à γi = γi(λ0) âèçíà÷àþòüñÿ ó òà-

êèé ñïîñiá: γ1 � êîðiíü ðiâíÿííÿ γ = λ0

√
c0(1− γ), äå λ0 > 0, c0 =

inf
0<|λ|6λ0

ψ∗(λ)
λ2 , γ2 � êîðiíü ðiâíÿííÿ γ3 − 2(1− γ) = 0, γ3 � êîðiíü ðiâíÿ-

ííÿ γ = ψ∗(−1)(2)
√
c0(1− γ).

Ïðèêëàä 4.4. ßêùî ôóíêöiÿ ψ∗(x) = |x|β
β , äå 1 < β 6 2, òîäi ç òåî-

ðåìè 4.3 ìà¹ìî, ùî c0 = 1
β |λ0|β−2 i γ1 = λ

β
2
0

1√
β

√
1− γ, γ2 = 0, 770917,

γ3 = 2
1
β β

1
β−

1
2λ

β
2−1
0

√
1− γ. Âèáèðåìî λ0 òàêå, ùîá γ1 > γ2 i γ3 > γ2,

òîäi Sψ∗ = 1
γ2

= 1, 2972.

Òåîðåìà 4.4. [134] Íåõàé ïðîñòið Subψ∗(Ω) òàêèé, ùî ôóíêöiÿ ψ∗ (
√
x),

x > 0 îïóêëà i ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíi öåíòðîâàíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè
ç ïðîñòîðó Subψ∗(Ω), òîäi ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü:

τ2
ψ∗(

n∑
k=1

ξk) 6
n∑
k=1

τ2
ψ∗(ξk).

Òåîðåìà 4.5. Íåõàé Expψ (Ω) òàêèé ïðîñòið, ùî ôóíêöiÿ ψ∗ (
√
x),

x > 0 îïóêëà i ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíi öåíòðîâàíi âèïàäêîâi âåëè-
÷èíè ç öüîãî ïðîñòîðó. Òîäi ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü∥∥∥∥∥

n∑
k=1

ξk

∥∥∥∥∥
2

U(ψ)

6 9R2
ψ

n∑
k=1

‖ξk‖2U(ψ) ,

òîáòî äëÿ öüîãî ïðîñòîðó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H ç êîíñòàíòîþ 9R2
ψ,

äå Rψ çàïèñàíà â òåîðåìi 4.3.

Äîâåäåííÿ. Ç òåîðåì 4.3 i 4.4 îòðèìà¹ìî, ùî∥∥∥∥∥
n∑
k=1

ξk

∥∥∥∥∥
2

U(ψ)

6 9τ2
ψ∗(

n∑
k=1

ξk) 6 9

n∑
k=1

τ2
ψ∗(ξk) 6 9R2

ψ

n∑
k=1

‖ξk‖2U(ψ) .

Iç öèõ íåðiâíîñòåé âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Òåîðåìà 4.5 âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ïðîñòîðiâ Îðëi÷à Expψ (Ω), êîëè

ψ∗(x) =

{
|x|2
α , |x| 6 1;
|x|α
α , |x| > 1, α > 2,

(4.10)
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îñêiëüêè

ψ(x) =


β|x|2

4(β−1) , x 6 2
(

1− 1
β

)
;

|x| −
(

1− 1
β

)
, 2
(

1− 1
β

)
< x < 1;

|x|β
β , x > 1,

(4.11)

äå β > 1 òàêå ÷èñëî, ùî 1
α + 1

β = 1.
Çàóâàæèìî, ùî ïðè α > 2 ìà¹ìî 1 < β 6 2.

Çàóâàæåííÿ 4.1. Ëåãêî áà÷èòè, ùî óìîâà H âèêîíó¹òüñÿ òàêîæ äëÿ
ïðîñòîðiâ Expψ̃ (Ω), äå ψ̃(x) = C |x|β , 1 < β 6 2.

Î÷åâèäíî, ùî ôóíêöiÿ ψ̃(x) = C |x|β åêâiâàëåíòíà ôóíêöi¨ (4.11).
Îòæå, ïðîñòîðè Expψ (Ω) òà Expψ̃ (Ω) ìiñòÿòü îäíi é òi æ åëåìåíòè i
¨õ íîðìè � åêâiâàëåíòíi. Äiéñíî, íåõàé ξ íàëåæèòü ïðîñòîðó Expψ̃ (Ω).

Äëÿ ïðîñòîòè ïîêëàäåìî C = 1
β , òîáòî ψ̃(x) = |x|β

β . Îòæå, ψ̃(x) = ψ(x)

ïðè |x| > 1. Íåõàé r > 0, òîäi

E exp

{
ψ

(
|ξ|
r

)}
− 1 = E I

{
|ξ|
r

6 1

}
exp

{
ψ

(
|ξ|
r

)}
+

+ E I
{
|ξ|
r
> 1

}
exp

{
ψ

(
|ξ|
r

)}
− 1 6 exp {ψ(1)}+

+ E I
{
|ξ|
r
> 1

}
exp

{
ψ̃

(
|ξ|
r

)}
− 1 6 e

1
β + E exp

{
ψ̃

(
|ξ|
r

)}
− 1.

ßêùî ïîêëàñòè r = ‖ξ‖U(ψ̃), òîäi îòðèìà¹ìî, ùî

E exp

{
ψ

(
|ξ|

‖ξ‖U(ψ̃)

)}
− 1 6 e

1
β + 1.

Îòæå,

‖ξ‖U(ψ) 6 ‖ξ‖U(ψ̃)

(
1 + e

1
β

)
.

Àíàëîãi÷íî äiñòàíåìî, ùî

‖ξ‖U(ψ̃) 6 ‖ξ‖U(ψ)

(
1 + e

1
β

)
.

Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíi öåíòðîâàíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè ç ïðî-
ñòîðó Expψ̃ (Ω), òîäi ç òåîðåìè 4.5 âèïëèâà¹ íàñòóïíà íåðiâíiñòü:
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∥∥∥∥∥
n∑
k=1

ξk

∥∥∥∥∥
2

U(ψ̃)

6
(

1 + e
1
β

)2
∥∥∥∥∥
n∑
k=1

ξk

∥∥∥∥∥
2

U(ψ)

6

6 9R2
ψ

(
1 + e

1
β

)2 n∑
k=1

‖ξk‖2U(ψ) 6 9R2
ψ

(
1 + e

1
β

)4 n∑
k=1

‖ξk‖2U(ψ̃) .

Òîáòî, äëÿ ïðîñòîðó Expψ̃ (Ω) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H ç êîíñòàíòîþ

Cψ̃ = R2
ψ

(
1 + e

1
β

)4

.

4.3. Âèïàäêîâi ïðîöåñè ç ïðîñòîðiâ Îðëi÷à

Îçíà÷åííÿ 4.8. Íåõàé X = {X(t), t ∈ T} � âèïàäêîâèé ïðîöåñ, äå T
� äåÿêà ïàðàìåòðè÷íà ìíîæèíà. Ñêàæåìî, ùî ïðîöåñ X íàëåæèòü
ïðîñòîðó Îðëi÷à LU (Ω), ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ T âèïàäêîâà âåëè÷èíà
X(t) íàëåæèòü ïðîñòîðó LU (Ω).

Íåõàé ρ(t, s) = ‖X(t)−X(s)‖U � ïñåâäîìåòðèêà, ÿêà ïîðîäæåíà â T
ïðîöåñîì X = {X(t), t ∈ T}, ÿêèé íàëåæèòü ïðîñòîðó Îðëi÷à LU (Ω).
Ðîçãëÿíåìî ïñåâäîìåòðè÷íèé ïðîñòið (T, ρ),N(u)� ìåòðè÷íà ìàñèâíiñòü
ïðîñòîðó (T, ρ) (äèâ. îçíà÷åííÿ 3.2).

Òåîðåìà 4.6. Íåõàé X = {X(t), t ∈ T} � âèïàäêîâèé ïðîöåñ iç ïðî-
ñòîðó LU (Ω), äå U(x) � C-ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâiëüíÿ¹ g-óìîâó i ïðîöåñ X
ñåïàðàáåëüíèé íà (T, ρ). ßêùî

1. sup
t∈T

∥∥X(t)
∥∥
U
<∞;

2. âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

ε0w

0

U (−1)(N(ε))dε <∞, (4.12)

äå ε0 = sup
t,s∈T

ρ(t, s), òîäi:

1. sup
t∈T
|X(t)| ∈ LU (Ω);

2.

∥∥∥∥sup
t∈T
|X(t)|

∥∥∥∥
U

6 B, äå B = inf
t∈T
‖X(t)‖U + inf

0<θ<1

1
θ(1−θ)

θε0r

0

κ(N(ε))dε,

äå κ(n) � ìàæîðóþ÷à õàðàêòåðèñòèêà ïðîñòîðó LU (Ω);
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3. Äëÿ âñiõ x > 0

P

{
sup
t∈T
|X(t)| > x

}
6

1

U
(
x
B

) .
Äîâåäåííÿ. Òåîðåìà 4.6 ¹ ìîäèôiêîâàíèì íàñëiäêîì 3.3.1 ç êíèãè [16].

Òåîðåìà 4.7. Íåõàé (T,w) � êîìïàêòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, Nw(u)

� ìåòðè÷íà ìàñèâíiñòü ïðîñòîðó (T,w), X = {X(t), t ∈ T} � ñåïàðà-
áåëüíèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ iç ïðîñòîðó Îðëi÷à LU (Ω), κ(n) � ìàæîðó-
þ÷à õàðàêòåðèñòèêà ïðîñòîðó LU (Ω). Äëÿ ôóíêöi¨ U(x) âèêîíó¹òüñÿ
g-óìîâà. Íåõàé iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ

σ = {σ(h), 0 6 h 6 sup
t,s∈T

w(t, s)},

ùî σ(h) � ìîíîòîííî çðîñòà¹, íåïåðåðâíà òà σ(h)→ 0 êîëè h→ 0 i

sup
w(t,s)6h

∥∥X(t)−X(s)
∥∥
U
6 σ(h).

ßêùî
δ0w

0

U (−1)(Nw(σ(−1)(u)))du <∞,

äå δ0 = σ

(
sup
t,s∈T

w(t, s)

)
, σ(−1)(u) � ôóíêöiÿ îáåðíåíà äî σ(u), òîäi

1. sup
t∈T
|X(t)| ∈ LU (Ω);

2.

∥∥∥∥sup
t∈T
|X(t)|

∥∥∥∥
U

6 B̃,

äå B̃ = inf
t∈T
‖X(t)‖U + inf

0<θ<1

1
θ(1−θ)

θδ0r

0

κ(Nw(σ(−1)(u)))du.

Äîâåäåííÿ. Öÿ òåîðåìà âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 4.6, îñêiëüêè ïðîöåñ X � ñå-
ïàðàáåëüíèé íà (T,w), òî ïðîöåñ X(t) � ñåïàðàáåëüíèé íà (T, ρ) i ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

N(u) 6 Nw
(
σ−1(u)

)
.

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Rd ç ìåòðèêîþ m (x,y) = max
16i6d

|xi − yi|.
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Íàñëiäîê 4.2. Íåõàé T � êóá
{

0 6 xi < T, i = 1, d
}
, T > 0. Òîäi â òå-

îðåìi 4.7

Nw(u) 6

(
T

2u
+ 1

)d
i âèêîíó¹òüñÿ òàêà íåðiâíiñòü:

B̃ 6 B̂ = inf
t∈T
‖X(t)‖U + inf

0<θ<1

1

θ(1− θ)

θδ0w

0

κ

((
T

2σ(−1)(u)
+ 1

)d)
du.

Òåîðåìà 4.8. Íåõàé Y = {Y (t), t ∈ T} � âèïàäêîâèé ïðîöåñ, ÿêèé íà-
ëåæèòü ïðîñòîðó Îðëi÷à LU (Ω). Äëÿ ôóíêöi¨ U âèêîíó¹òüñÿ g-óìîâà
i äëÿ ïðîñòîðó LU (Ω) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H ç êîíñòàíòîþ CU .

Íåõàé (T,w) � êîìïàêòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið i Y � ñåïàðàáåëüíèé
ïðîöåñ íà (T,w), Nw(u) � ìåòðè÷íà ìàñèâíiñòü ïðîñòîðó (T,w). Íåõàé
iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ

σ = {σ(h), 0 6 h 6 sup
t,s∈T

w(t, s)},

ùî σ(h) � ìîíîòîííî çðîñòà¹ íåïåðåðâíà, σ(h)→ 0, êîëè h→ 0 i

sup
w(t,s)6h

∥∥Y (t)− Y (s)
∥∥
U
6 σ(h)

òà
δ0w

0

U (−1)(Nw(σ(−1)(u)))du <∞. (4.13)

Íåõàé X(t) = Y (t)−m(t), äå m(t) = EX(t) i Xk(t) � íåçàëåæíi êîïi¨

X(t), Sn(t) = 1√
n

n∑
k=1

Xk(t).

Òîäi äëÿ âñiõ ε > 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

P{sup
t∈T
|Sn(t)| > ε} 6 1

U
(

ε
B(t0,θ)

) , (4.14)

äå t � äîâiëüíà òî÷êà ç T , 0 < θ < 1,

B(t0, θ) = ‖X(t0)‖U +
1

θ(1− θ)

δ0θw

0

κ(Nw(σ
(−1)
1 (u))du, (4.15)
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äå σ1(h) = CU

(
1 + dU

U(−1)(1)

)
σ(h), dU � êîíñòàíòà, ÿêà âèçíà÷åíà â

ëåìi 4.2, δ0 = σ1

(
sup
t,s∈T

w(t, s)

)
, κ(n) � ìàæîðóþ÷à õàðàêòåðèñòèêà

ïðîñòîðó LU (Ω).

Äîâåäåííÿ. Iç îçíà÷åííÿ 4.4 ìà¹ìî, ùî

‖Sn(t)− Sn(s)‖2U =

∥∥∥∥∥ 1√
n

n∑
k=1

(Xk(t)−Xk(s))

∥∥∥∥∥
2

U

6

6 CU
1

n

n∑
k=1

‖Xk(t)−Xk(s)‖2U = CU ‖X(t)−X(s)‖2U . (4.16)

Iç ëåìè 4.1 i ëåìè 4.2 îòðèìó¹ìî:

‖X(t)−X(s)‖U = ‖Y (t)− Y (s)− (m(t)−m(s))‖U 6 ‖Y (t)− Y (s)‖U +

+
1

U (−1)(1)
|m(t)−m(s)| 6 ‖Y (t)− Y (s)‖U +

+
1

U (−1)(1)
E |Y (t)− Y (s)| 6 ‖Y (t)− Y (s)‖U +

+
dU

U (−1)(1)
‖Y (t)− Y (s)‖U = ‖Y (t)− Y (s)‖U

(
1 +

dU
U (−1)(1)

)
. (4.17)

Òîìó ç (4.16) âèïëèâà¹, ùî

sup
w(t,s)6h

‖X(t)−X(s)‖U 6 σ1(h).

Òåïåð òâåðäæåííÿ òåîðåìè 4.8 âñòàíîâëþ¹òüñÿ íà îñíîâi òåîðåìè 4.7.

Çàóâàæåííÿ 4.2. Ëåãêî äîâåñòè (ÿê â (4.17)), ùî

‖X(t0)‖U 6

(
1 +

dU
U (−1)(1)

)
‖Y (t0)‖ . (4.18)

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4
Ó äàíîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòi îñíîâíi âëàñòèâîñòi ïðîñòîðiâ Îðëi÷à òà

ïðîñòîðiâ Îðëi÷à åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó. Äîñëiäæåíî çâ'ÿçîê ïðîñòî-
ðiâ Îðëi÷à ç ïðîñòîðàìè Fψ(Ω). Çíàéäåíî íåðiâíîñòi âåëèêèõ âiäõèëåíü
äëÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ iç ïðîñòîðiâ Îðëi÷à.
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Ðîçäië 5

Ïðîñòîðè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí DV,W (Ω)

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ ïåðåäáàíàõîâiKσ-ïðîñòîðèDV,W (Ω).
Âèâ÷àþòüñÿ îñíîâíi âëàñòèâîñòi öèõ ïðîñòîðiâ, à òàêîæ óìîâè çáiæíîñòi
ðÿäiâ ó DV,W (Ω).

5.1. Îçíà÷åííÿ òà îñíîâíi âëàñòèâîñòi ïðîñòîðó
DV,W (Ω).

Îçíà÷åííÿ 5.1. Íåõàé W = {W (x), x ∈ R} òà V = {V (x), x ∈ R},
W (x) > 0, V (x) > 0, x 6= 0 - äåÿêi ïàðíi ìîíîòîííî çðîñòàþ÷i ïðè
x > 0 íåïåðåðâíi ôóíêöi¨, ÿêi ìàþòü íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1. Iñíó¹ êîíñòàíòà C>0, äëÿ ÿêî¨ ïðè x > 0, y > 0 W (−1)(x + y) 6
C(W (−1)(x)+W (−1)(y)), äåW (−1)(x) - ôóíêöiÿ, îáåðíåíà ïðè x > 0

äî W (x), V (−1)(x) - ôóíêöiÿ, îáåðíåíà ïðè x > 0 äî V (x);

2. Iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ Z = {Z(x), x > 0}, òàêà, i 0 < Z(x) <

∞, |x| < ∞, òà äëÿ áóäü-ÿêî¨ êîíñòàíòè a > 0 âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü V (ax) 6 Z(a)V (x) ïðè x > 0;

3. W (0) = 0.

Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ íàëåæèòü ïðîñòîðó DV,W (Ω), ÿêùî

sup
x>0

V (x)W (−1)(P{|ξ| > x}) <∞. (5.1)

Ïðèêëàäàìè ôóíêöiéW òà V ìîæóòü ñëóãóâàòè òàêi ôóíêöi¨:W (x) =
|x|a, V (x) = |x|b (Z(x) = |x|b), W (x) = exp{|x|a} − 1, a > 0, b > 0.

Áóäåìî êàçàòè, ùî äëÿ ôóíêöié V òàW âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Â1, ÿêùî:

B1) W - C-ôóíêöiÿ Îðëi÷à, à V - ôóíêöiÿ, îáåðíåíà äî C-ôóíêöi¨
Îðëi÷à

Òåîðåìà 5.1. Ïðîñòið DV,W (Ω) ¹ ïðîñòîðîì ç ïåðåäíîðìîþ

||ξ||V,W = (sup
x>0

V (x)W−1(P{|ξ| > x}))1/2.
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ßêùî ξn - ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ç DV,W (Ω) òàêà, ùî
||ξn − ξm||V,W → ∞ êîëè n,m → ∞ òà supn ||ξn||V,W < ∞, òî iñíó¹
âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ∈ DV,W (Ω) òàêà, ùî ||ξn − ξ||V,W → 0, n → ∞.
Êðiì òîãî, ïåðåäíîðìà ||·||V,W ïiäïîðÿäêîâàíà ôóíêöi¨ J(λ) = (Z(λ))1/2

ßêùî äëÿ W òà V âèêîíó¹òüñÿ óìîâà B1, òî òîäi ôóíêöiîíàë || · ||
¹ êâàçiíîðìîþ, i ïðîñòið ¹ ïîâíèì âiäíîñíî öi¹¨ êâàçiíîðìè.

Òàêîæ ïðè âñiõ x > 0 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

P{|ξ| > x} 6W

(
||ξ||2V,W
V (x)

)
. (5.2)

Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî äëÿ ïðîñòîðó DV,W (Ω) âèêîíóþòüñÿ óìîâè
à1-à3 îçíà÷åííÿ 1.3, òîáòîDV,W (Ω) - ïåðåä-Kσ-ïðîñòið. Òàêîæ, ||ξ||V,W =

0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ξ = 0 ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ. Íåðiâíiñòü 5.2 î÷å-
âèäíà i âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ ïåðåäíîðìè.

Äîâåäåìî òåïåð, ùî ïðîñòið DV,W (Ω) - ëiíiéíèé. Äëÿ öüîãî äîñèòü
äîâåñòè, ùî, êîëè ξ òà η íàëåæàòü DV,W , òî a · ξ ∈ DV,W (Ω) òà ξ + η ∈
DV,W (Ω). ßêùî a 6= 0, òî

||aξ||V,W = (sup
x>0

V (x)W (−1)(P{|aξ| > x}))1/2 =

= (sup
x>0

V (x)W (−1)(P{|ξ| > x

|a|
}))1/2 =

= (sup
x>0

V (x
|a|
|a|

)W (−1)(P{|ξ| > x

|a|
}))1/2.

Ïîêëàâøè y := x/|a|, îòðèìà¹ìî:

||aξ||V,W = sup
y>0

V (|a|y)W (−1)(P{|ξ| > y}))1/2 6

6 (Z(|a|) · sup
y>0

V (y)W (−1)(P{|ξ| > y}))1/2 = Z(|a|)1/2||ξ||V,W <∞.

Òóò ìè òàêîæ ïîêàçàëè, ùî ïåðåäíîðìà ||·||V,W ïiäïîðÿäêîâàíà ôóíêöi¨
J(λ) = (Z(λ))1/2.

Äîâåäåìî òåïåð, ùî ñóìà åëåìåíòiâ ïðîñòîðó DV,W òàêîæ íàëåæèòü
öüîìó ïðîñòîðó:

||ξ + η||V,W = (sup
x>0

V (x)W (−1)(P{|ξ + η| > x}))1/2 6
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6 (sup
x>0

V (x)W (−1)(P{|ξ| > x/2}+ P{|η| > x/2}))1/2 6

6 (sup
x>0

V (x) · C · (W (−1)(P{|ξ| > x/2}) +W (−1)(P{|η| > x/2})))1/2 6

6 (C sup
x>0

V (x) · (W (−1)(P{|ξ| > x/2}))+

+ sup
x>0

V (x) · (W (−1)(P{|η| > x/2})))1/2 6

6 (CZ(2)(||ξ||V,W + ||η||V,W )) <∞. (5.3)

Íåõàé ξn ∈ DV,W (Ω) - òàêà ïîñëiäîâíiñòü, ùî ||ξn − ξm||V,W → 0 òà
supn ||ξn||V,W <∞ ïðè n,m→∞. Ç íåðiâíîñòi (5.2) âèïëèâà¹

P{|ξn − ξm| > ε} 6W

(
||ξn − ξm||2V,W

V (ε)

)
→ 0.

Îòæå, iñíó¹ âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ, òàêà, ùî ξn → ξ çà éìîâiðíiñòþ,
îòæå, P{|ξn| > x} → P{|ξ| > x} â òî÷êàõ, äå ôóíêöiÿ P{|ξ| > x} íåïå-
ðåðâíà. Òîäi â òî÷êàõ íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ P{|ξ| > x}

P{|ξ| > x} 6 sup
n>1

P{|ξn| > x} 6

6 sup
n>1

W (
||ξn||2V,W
V (x)

) = W (
supn>1 ||ξn||2V,W

V (x)
).

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ W ( a
V (x) ) íåïåðåðâíà ïî x (äå a > 0 - áóäü-ÿêà

êîíñòàíòà), à P{|ξ| > x} ìîíîòîííî íå çðîñòà¹, òî îñòàííÿ íåðiâíiñòü
âiðíà i äëÿ âñiõ x > 0. Îòæå, ξ ∈ DV,W òà ||ξ||V,W 6 supn>1 ||ξn||V,W .

Ðîçãëÿíåìî òåïåð çàìiñòü ïîñëiäîâíîñòi ξn ïîñëiäîâíiñòü ξn − ξm,
n > m. ßê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, ìà¹ìî ||ξ−ξm||V,W 6 supn>m ||ξn−
ξm||V,W , òîáòî ||ξm − ξ||V,W → 0 ïðè m→∞.

Íåõàé 0 < α < 1 i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà B1. Ç âëàñòèâîñòåé C-ôóíêöié
(V (ax) 6 aV (x), a > 1, òà W (x+ y) 6W (x) +W (y)) âèïëèâà¹, ùî

||ξ + η||2V,W = sup
x>0

V (x)W−1(P{|ξ + η| > x}) 6
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6 sup
x>0

(V (x)W−1(P{|ξ|+ |η| > x})) 6

6 sup
x>0

(V (x)W−1(P{|ξ| > αx}+ P{|η| > (1− α)x})) 6

6 sup
x>0

V
(αx
α

)
W−1(P{|ξ| > αx}) + sup

x>0
V

(
(1− α)x

(1− α)

)
×

×W−1(P{|η| > (1− α)x}) 6 1

α
||ξ||2V,W +

1

1− α
||η||2V,W .

Íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà âèïëèâà¹ ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi, ÿêùî ïîêëà-
ñòè

α =
||ξ||V,W

(||ξ||V,W + ||η||V,W )
.

Äîâåäåìî, ùî çà óìîâè (Â1) ïðîñòið DV,W (Ω) - ïîâíèé.
Îñêiëüêè | ||ξn||V,W − ||ξm||V,W | 6 ||ξn − ξm||V,W → 0 ïðè n,m→∞,

òî iñíó¹ ãðàíèöÿ σ = lim
n→∞

||ξn||V,W .

ßêùî â íåðiâíîñòi

P{|ξn| > x} 6W

(
||ξn||2V,W
V (x)

)
.

ïåðåéòè äî ãðàíèöi ïðè n → ∞ (äîñèòü ðîçãëÿíóòè òî÷êè x, ùî ¹
òî÷êàìè íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ), òî
îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü

P{|ξ| > x} 6W

(
σ2

V (x)

)
.

Îòæå, âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ íàëåæèòü ïðîñòîðóDV,W (Ω) òà ||ξ||V,W 6
σ.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð çàìiñòü ïîñëiäîâíîñòi ξn ïîñëiäîâíiñòü ξm − ξn,
m→∞. ßê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, îòðèìó¹ìî ||ξ−ξn||V,W 6 lim

m→∞
||ξm−

ξn||V,W . Îòæå, ||ξ − ξn||V,W → 0 ïðè n→∞, òîáòî ïðîñòið DV,W - ïîâ-
íèé. ♦

Çíàéäåìî òåïåð ìàæîðóþ÷ó õàðàêòåðèñòèêó ïðîñòîðó DV,W (Ω).

Òåîðåìà 5.2. Ïîñëiäîâíiñòü

κ(n) = sup
0<t<1/n

(
W (−1)(tn)

W (−1)(t)

)1/2
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¹ ìàæîðóþ÷îþ õàðàêòåðèñòèêîþ ïðîñòîðó DV,W (Ω).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ξi, i = 1, . . . , n - âèïàäêîâi âåëè÷èíè ç ïðîñòîðóDV,W (Ω),
a = max

16i6n
||ξi||V,W . Ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

|| max
16i6n

|ξi|||2V,W = sup
x>0

(V (x)W (−1)(P{ max
16i6n

|ξi| > x})) 6

6 sup
x>0

(V (x)W (−1)(min{1,
n∑
i=1

P{|ξi| > x}})) 6

6 sup
x>0

(
V (x)W (−1)

(
min

{
1,

n∑
i=1

W

(
||ξi||2V,W
V (x)

)}))
6

6 sup
x>0

(
V (x)W (−1)

(
min

{
1, nW

(
a2

V (x)

)}))
. (5.4)

♦
Ïîêëàäåìî t = W ( a2

V (x) ). Òîäi V (x) = a2

W (−1)(t)
. Îòæå, ç (5.4) îòðèìà-

¹ìî, ùî

|| max
16i6n

|ξi|||2V,W 6 sup
t>0

(
a2

W (−1)(t)
W (−1)(min{1, nt})

)
=

= a2 sup
0<t6 1

n

(
W (−1)(nt)

W (−1)(t)

)
.

Äàëi ó öüîìó ðîçäiëi ïåðåäíîðìó || · ||V,W áóäåìî ïîçíà÷àòè || · ||.

5.2. Çáiæíiñòü ðÿäiâ ó ïðîñòîðàõ DV,W

Òåîðåìà 5.3. Íåõàé ξk - âèïàäêîâi âåëè÷èíè ç ïðîñòîðó DV,W (Ω), ||ξk||
- ïåðåäíîðìà, ||ξk|| > 0, f(x) = xV (W (x)), x > 0, f (−1)(x) - ôóíêöiÿ,
îáåðíåíà äî f(x). Äëÿ òîãî, ùîá ðÿä

∞∑
k=1

ξk (5.5)

çáiãàâñÿ çà éìîâiðíiñòþ, äîñèòü, ùîá çáiãàâñÿ ðÿä

∞∑
k=1

α∗k, (5.6)
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äå α∗k = V (−1)
(

||ξk||2
f(−1)(||ξk||2)

)
. Ïðè öüîìó, äëÿ

x > µ =
∞∑
k=1

V (−1)

(
||ξk||2

f (−1)(||ξk||2)

)
ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

P

{∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

ξk

∣∣∣∣∣ > x

}
6
∞∑
k=1

W

(
||ξk||2

V (
α∗kx

µ )

)
<∞. (5.7)

Çàóâàæåííÿ 5.1. Ôóíêöiÿ x/f (−1)(x) ìîíîòîííî çðîñòà¹. Öå âèïëèâà¹
ç òîãî, ùî ìîíîòîííî çðîñòà¹ ôóíêöiÿ f(x)/x = V (W (x)).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî, ùî iç çáiæíîñòi ðÿäó (5.6) âèïëèâà¹ çáiæíiñòü
ðÿäó â ïðàâié ÷àñòèíi (5.7). Î÷åâèäíî, ùî ïðè x > µ ðÿä (5.7) çáiãà¹òüñÿ,
êîëè çáiãà¹òüñÿ ðÿä

∞∑
k=1

W

(
||ξk||2

V (α∗k)

)
, (5.8)

àäæå ôóíêöi¨ W òà V ìîíîòîííî çðîñòàþ÷i.
Äîâåäåìî òåïåð íàñòóïíó ðiâíiñòü. Çà óìîâè ||ξk||2 6= 0

W

(
||ξk||2

V (α∗k)

)
= V (−1)

(
||ξk||2

f (−1)(||ξk||2)

)
. (5.9)

Äiéñíî,

||ξk||2

f (−1)(||ξk||2)
=
f(f (−1)(||ξk||2))

f (−1)(||ξk||2)
=

=
f (−1)(||ξk||2)V (W (f (−1)(||ξk||2)))

f (−1)(||ξk||2)
=

= V

(
W

(
||ξk||2f (−1)(||ξk||2)

||ξk||2

))
=

= V

(
W

(
||ξk||2

V (V (−1)(||ξk||2/f (−1)(||ξk||2)))

))
=

= V

(
W

(
||ξk||2

V (α∗k)

))
.

Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi îòðèìó¹ìî 5.9.
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð éìîâiðíiñòü P{|
∑m
k=l ξk| > x}. Çàôiêñó¹ìî x > 0.

Òîäi

P

{∣∣∣∣∣
m∑
k=l

ξk

∣∣∣∣∣ > x

}
6

m∑
k=l

P {|ξk| > αkx} ,

äå
∑m
k=l αk = 1, αk > 0. Òàê ÿê, çãiäíî ç òåîðåìîþ 5.1, äëÿ âñiõ ξ ∈

DV,W (Ω) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü P{|ξ| > x} 6W ( ||ξ||
2

V (x) ), òî

m∑
k=l

P{|ξk| > αkx} 6
m∑
k=l

W

(
||ξk||2

V (αkx)

)
. (5.10)

Ïîêëàâøè αk = α∗k/µlm, äå µlm =
∑m
k=l V

(−1)(||ξk||2/f (−1)(||ξk||2)), îòðè-
ìà¹ìî

m∑
k=l

W

(
||ξk||2

V (αkx)

)
=

m∑
k=l

W

(
||ξk||2

V (α∗kx/µlm)

)
. (5.11)

♦
Îñêiëüêè ðÿä (5.8) çáiãà¹òüñÿ, òî ç (5.9) âèäíî, ùî µlm < x äëÿ äîñèòü

âåëèêèõ l,m. Òîäi P{|
∑m
k=l ξk| > x} 6

∑m
k=lW (||ξk||2/V (α∗kx)).

Òàêîæ, çi çáiæíîñòi ðÿäó (5.8) âèïëèâà¹, ùî P{|
∑m
k=l ξk| > x} → 0

ïðè l,m→∞, òîáòî ðÿä (5.5) çáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíiñòþ.
Íåðiâíiñòü (5.7) âèïëèâà¹ ç (5.10) òà (5.11), êîëè ïîêëàñòè l := 1 òà

ñïðÿìóâàòè m äî íåñêií÷åíííîñòi.

Çíàéäåìî óìîâè çáiæíîñòi ðÿäiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí iç ïðîñòîðiâ
DV,W (Ω), êîëè V (x) = |x|b, W (x) = |x|a, 0 < b < 1, a > 1. Ìà¹ ìiñöå
íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.4. Íåõàé W (x) = |x|a òà V (x) = |x|b, a > 0, b > 0. Òîäi ðÿä
(5.5) çáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíiñòþ, êîëè çáiãà¹òüñÿ ðÿä

µ =

∞∑
k=1

||ξk||
2a
ab+1 ,

i ïðè x > µ ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

P{|
∞∑
k=1

ξk| > x} 6 1

xab

( ∞∑
k=1

||ξk||
2a
ab+1

)ab+1

,

òîáòî
∑∞
k=1 ξk íàëåæèòü ïðîñòîðó DV,W òà
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||
∞∑
k=1

ξk|| 6

( ∞∑
k=1

||ξk||
2a
ab+1

) ab+1
2a

.

Äîâåäåííÿ.

P{|
∞∑
k=1

ξk| > x} 6
∞∑
k=1

P{|ξk| > αkx},

äå
∑∞
k=1 αk = 1. Òàê ÿê, çãiäíî ç òåîðåìîþ 5.3, äëÿ âñiõ ξ ∈ DV,W (Ω)

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü P{|ξ| > x} 6W ( ||ξ||
2

V (x) ), òî

∞∑
k=1

P{|ξk| > αkx} 6
∞∑
k=1

W

(
||ξk||2

V (αkx)

)
.

Ïiäñòàâèâøè ÿâíèé âèãëÿä W òà V , îòðèìà¹ìî

∞∑
k=1

W

(
||ξk||2

V (αkx)

)
=

1

xab

∞∑
k=1

||ξk||2a

αabk
.

Ìiíiìóì îñòàííüîãî âèðàçó äîñÿãà¹òüñÿ ïðè íàñòóïíèõ αk:

αk =
||ξk||

2a
ab+1∑∞

i=1 ||ξi||
2a
ab+1

.

Ïðè òàêèõ çíà÷åííÿõ αk

1

xab

∞∑
k=1

||ξk||2a

αabk
=

1

xab

∞∑
k=1

||ξk||2a

||ξk||
2a2b
ab+1

(
∑∞
i=1 ||ξi||

2a
ab+1 )ab

=

=
1

xab

( ∞∑
k=1

||ξk||
2a
ab+1

)ab ∞∑
i=1

||ξi||
2a
ab+1 =

1

xab

( ∞∑
k=1

||ξk||
2a
ab+1

)ab+1

,

òîáòî

P

{∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

ξk

∣∣∣∣∣ > x

}
6

1

xab

( ∞∑
k=1

||ξk||
2a
ab+1

)ab+1

.

Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi.

Ïiäñòàâèìî òåïåð ó (5.6) âèðàçè äëÿ ôóíêöié W òà V:
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∞∑
k=1

V (−1)

(
||ξk||2

f (−1)(||ξk||2)

)
=

∞∑
k=1

||ξk||2/b

||ξk||2/(b(ab+1))
=

∞∑
k=1

||ξk||
2a
ab+1 <∞.

ßê âèäíî, ðåçóëüòàòè ñïiâïàäàþòü, òîáòî óìîâè òåîðåìè 5.3 ïîêðà-
ùèòè íå âäà¹òüñÿ.

Ó âèïàäêó, êîëè ïåðåäíîðìà || · || ¹ êâàçiíîðìîþ, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå
î÷åâèäíå òâåðäæåííÿ, êîòðå âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 5.1.

Òåîðåìà 5.5. Íåõàé âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξk ∈ DV,W , W i V çàäîâîëü-
íÿþòü óìîâó Â1, i çáiãà¹òüñÿ ðÿä

∞∑
k=1

||ξk||.

Òîäi ðÿä
∞∑
k=1

ξk

çáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíiñòþ, i éîãî ñóìà íàëåæèòü ïðîñòîðó DV,W .
Ïðè öüîìó ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

P{|
∞∑
k=1

ξk| > x} 6W

(
(
∑∞
k=1 ||ξk||)2

V (x)

)
.

Çàóâàæåííÿ 5.2. Ó âèïàäêó, êîëè W (x) = |x|a, a > 1, V (x) = |x|b,
0 < b 6 1, òî äëÿ ôóíêöié V òà W âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Â1, òî 2a

ab+1 > 1,
òîáòî ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà òåîðåìè 5.4, óìîâà òåîðåìè 5.5 ìîæå i
íå âèêîíóâàòèñÿ.

5.3. Óìîâè çáiæíîñòi íåñêií÷åííèõ ðÿäiâ
âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ç çàäàíèìè ðîçïîäiëàìè ó
ïðîñòîðàõ DV,W (Ω).

Íåõàé äëÿ ïðîñòîðó DV,W (Ω) V (x) = |x|b, W (x) = |x|a, a > 0, b > 0.
Íåõàé ξk - âèïàäêîâi âåëè÷èíè ç ïðîñòîðó DV,W (Ω). Òîäi, ÿê âiäîìî ç
òåîðåìè 5.4, óìîâà çáiæíîñòi ðÿäó ìà¹ âèãëÿä

∞∑
k=1

||ξk||
2a
ab+1 <∞. (5.12)

Íåõàé ξk = ak ξ̂k, äå ξ̂k - íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi ñèìåòðè÷íi
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âèïàäêîâi âåëè÷èíè.

Ïðèêëàä 5.1. Íåõàé P{|ξ̂k| > x} = 1
xc+1 , x > 0, c > 0. Òîäi

||ξk|| =
(

sup
x>0

xb

(xc/ack + 1)1/a

)1/2

i (5.12) ìîæíà ïåðåïèñàòè ÿê

∞∑
k=1

||ξk||
2a
ab+1 =

∞∑
k=1

(
sup
x>0

xb

(xc/ack + 1)1/a

) a
ab+1

<∞ (5.13)

Ïðè b > c/a ñóïðåìóì ôóíêöi¨ xb

(xc+ack)1/a íåñêií÷åííèé. Ïðè b < c/a

äàíà ôóíêöiÿ ìà¹ åêñòðåìóì ó òî÷öi

x = ak

(
ab

c− ab

)1/c

.

Ïiäñòàâèâøè öå çíà÷åííÿ ó (5.13), ïðè b < c/a ìà¹ìî

∞∑
k=1

(
a
c/a
k sup

x>0

xb

(xc + ack)1/a

) a
ab+1

=

∞∑
k=1

(
abk

(ab)b/c

c1/a
(c− ab)

c−ab
ac

) a
ab+1

<∞

ßêùî æ b = c/a, òî åêñòðåìóì áóäå äîñÿãàòèñÿ íà +∞ i áóäå ðiâíèì
abk.

Îòæå, óìîâà çáiæíîñòi ðÿäó ïðè b < c/a áóäå ìàòè âèãëÿä

∞∑
k=1

||ξk||
2a
ab+1 =

(
(ab)b/c

c1/a
(c− ab)

c−ab
ac

) a
ab+1 ∞∑

k=1

a
ab
ab+1

k <∞,

òîáòî

∞∑
k=1

a
ab
ab+1

k <∞,

Îöiíêà äëÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ñóìè ðÿäó áóäå ìàòè âèãëÿä

P{|
∞∑
k=1

ξk| > x} 6 1

xab
Rc

( ∞∑
k=1

a
ab
ab+1

k

)ab+1

,

äå Rc =
(

(ab)ab/c

c (c− ab) c−abc
)
êîëè b < c/a. Ëåãêî áà÷èòè, ùî Rc → 1,
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c → ab, àäæå (ab)ab/c

c → 1, c → ab, i (c − ab) c−abc → 1, c → ab. Îòæå,
äëÿ b = c/a îöiíêà ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ñóìè ðÿäó áóäå ìàòè âèãëÿä

P{|
∞∑
k=1

ξk| > x} 6 1

xc

( ∞∑
k=1

a
c
c+1

k

)c+1

.

Ïðèêëàä 5.2. Íåõàé ξ̂k ìàþòü íîðìàëüíèé ðîçïîäië, ξk = ak ξ̂k. Òîäi

P{|ξk| > x} = 2−
√

2

σ
√
π

xw

−∞
exp

(
− u2

2σ2a2
k

)
du.

Ïiäñòàâèâøè ó âèðàç äëÿ ïåðåäíîðìè, îòðèìà¹ìî

||ξk|| =

sup
x>0

xb

(
2−

√
2

σ
√
π

xw

−∞
exp

(
− u2

2σ2a2
k

)
du

)1/a
1/2

6

6 sup
x>0

xb(√2akσ

x
√
π
ex

2/a2
kσ

2

)1/a
1/2

Ñóïðåìóì äîñÿãà¹òüñÿ ó òî÷öi x = akσ
√

(ab− 1)/2, i øóêàíà ïåðåäíîð-
ìà íàáóâà¹ âèãëÿäó

||ξk|| = (σ2(ab− 1))b/2
(
eab−122−ab

π(ab− 1)

)
abk.

Îòæå, óìîâà çáiæíîñòi çàïèøåòüñÿ ÿê

∞∑
k=1

||ξk||
2a
ab+1 =

(
(σ2(ab− 1))ab

(
eab−122−ab

π(ab− 1)

))1/2ab+2 ∞∑
k=1

a
ab
ab+1

k <∞,

òîáòî,

∞∑
k=1

a
ab
ab+1

k <∞.

Îöiíêà äëÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ñóìè ðÿäó áóäå ìàòè âèãëÿä
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P{|
∞∑
k=1

ξk| > x} 6 1

xab
Nc

( ∞∑
k=1

a
ab
ab+1

k

)ab+1

,

äå

Nc =

(
(σ2(ab− 1))ab

(
eab−122−ab

π(ab− 1)

))1/2

.

Ïðèêëàä 5.3. Íåõàé âåëè÷èíà ξ̂k ìà¹ ðîçïîäië Êîøi, ξk = ak ξ̂k. Òîäi

P{|ξk| > x} = 1− 2

π
arctan

(
x

γak

)
=

2

π
arctan

(γak
x

)
äëÿ x > 0. Çàìiíèâøè t = x

γak
, ìà¹ìî

2

π
arctan

(γak
x

)
=

2

π
arctan

1

t
=

2

π

∞w

t

du

1 + u2
6

6
2

π

∞w

t

du

u2
=

2

πt
=

2γak
πx

,

i, îòæå,

P{|ξk| > x} 6 2γak
πx

.

Òàê ÿê P{|ξk| > x} 6 1 ∀x ∈ R, òî ïîòðiáíî ðîçãëÿíóòè äâà âè-
ïàäêè: êîëè 2γak/πx > 1 òà 2γak/πx 6 1. Ó ïåðøîìó âèïàäêó ìîæíà
ïîêëàñòè P{|ξk| > x} = 1 çà óìîâè, ùî x < 2γak/πx. Òîäi

||ξk|| =
(

sup
x>0

V (x)W (−1)(P{|ξk| > x})
)1/2

=

(
sup
x>0

xb11/a

)1/2

= sup
x>0

xb/2.

Òàê ÿê x < 2γak/πx, òî ñóïðåìóì áóäå äîñÿãàòèñÿ ñàìå â öié òî÷öi, i
òîäi

||ξk|| =
(

2γak
π

)b/2
.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äðóãèé âèïàäîê, êîëè 2γak/πx 6 1. Ó äàíîìó âè-
ïàäêó áóäåìî ìàòè, ùî çà óìîâè x > 2γak/πx

||ξk|| =

(
sup
x>0

xb
(

2γak
πx

)1/a
)1/2

.
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Òàê ÿê b/a > 0 çàâæäè, òî òàêà ôóíêöiÿ áóäå çðîñòàþ÷îþ, i ñóïðåìóì
¨¨ áóäå íåñêií÷åííèì, à, îòæå, ïåðåäíîðìà ξk áóäå íåâèçíà÷åíîþ.

Îñòàòî÷íî, áóäåìî ìàòè

||ξk|| =
(

2γak
π

)b/2
.

Âiäïîâiäíà óìîâà çáiæíîñòi çàïèøåòüñÿ ÿê

∞∑
k=1

||ξk||
2a
ab+1 =

(
2γ

π

)ab/(ab+1) ∞∑
k=1

a
ab/(ab+1)
k <∞,

òîáòî

∞∑
k=1

a
ab/(ab+1)
k <∞.

Îöiíêà äëÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ñóìè ðÿäó áóäå ìàòè âèãëÿä

P{|
∞∑
k=1

ξk| > x} 6
(

2γ

πx

) ab
ab+1

( ∞∑
k=1

a
ab
ab+1

k

)ab+1

çà óìîâè, ùî x < 2γak/π.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5
Ó ðîçäiëi 5 ââåäåíî ïðîñòîðè DV,W - ïåðåäáàíàõîâi ïðîñòîðè âèïàä-

êîâèõ âåëè÷èí iç çàäàíîþ ïåðåäíîðìîþ. Âèâ÷åíî ¨õ îñíîâíi âëàñòèâîñòi,
çíàéäåíî ìàæîðóþ÷ó õàðàêòåðèñòèêó äàíèõ ïðîñòîðiâ. Äîâåäåíî òåîðå-
ìó ïðî óìîâè çáiæíîñòi íåñêií÷åííèõ ñóì âèïàäêîâèõ âåëè÷èí iç DV,W

ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, à òàêîæ äëÿ âèïàäêiâ, êîëè V òà W ¹ ñòåïåíåâè-
ìè ôóíêöiÿìè, òà êîëè W ¹ C-ôóíêöi¹þ, à ó V ¹ ôóíêöi¹þ, îáåðíåíîþ
äî C-ôóíêöi¨. Ðîçãëÿíóòî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí iç
DV,W .
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Ðîçäië 6

Âèïàäêîâi ïðîöåñè ç ïðîñòîðiâ DV,W òà ¨õ

ìîäåëþâàííÿ

Ó äàíîìó ðîçäiëi ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó içDV,W (Ω).
Âèâ÷àþòüñÿ òàêi âëàñòèâîñòi öèõ ïðîöåñiâ, ÿê ðîçïîäië ñóïðåìóìó, âè-
áiðêîâà íåïåðåðâíiñòü, ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü. Ñïèðàþ÷èñü íà äîñëiäæåíi
âëàñòèâîñòi îöiíþ¹òüñÿ òî÷íiñòü òà íàäiéíiñòü ïîáóäîâè ìîäåëåé ïðîöå-
ñiâ iç DV,W (Ω) ó äàíîìó ïðîñòîði.

6.1. Âèïàäêîâi ïðîöåñè ç ïðîñòîðiâ DV,W

Îçíà÷åííÿ 6.1. Áóäåìî êàçàòè, ùî âèïàäêîâèé ïðîöåñ X(t) = {X(t),

t ∈ T} íàëåæèòü ïðîñòîðó DV,W , ÿêùî äëÿ êîæíîãî t X(t) ∈ DV,W .

Ïðèêëàäàìè âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ç ïðîñòîðóDV,W ¹ âèïàäêîâi ïðîöåñè,
ÿêi ìîæóòü áóòè çîáðàæåíi ó âèãëÿäi ðÿäó

X(t) =

∞∑
k=1

ξkφk(t), t ∈ T, (6.1)

êîëè ξk ∈ DV,W i öåé ðÿä çáiãà¹òüñÿ â ïðîñòîði DV,W .
Óìîâè çáiæíîñòi ðÿäó (6.1) äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.1. Íåõàé W (x) = |x|a, V (x) = |x|b, a > 1, 0 < b 6 1. Òîäi
ðÿä (6.1) çáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíiñòþ, ÿêùî çáiãà¹òüñÿ ðÿä

µ =

∞∑
k=1

φ
ab
ab+1

k (t)||ξk||
2a
ab+1

V,W .

Êðiì òîãî, äëÿ âñiõ x > µ âèêîíó¹òüñÿ

P{|
∞∑
k=1

φk(t)ξk| > x} 6 1

xab

( ∞∑
k=1

φ
ab
ab+1

k (t)||ξk||
2a
ab+1

V,W

)ab+1

,

òîáòî X(t) ∈ DV,W .
Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ iç òåîðåì 5.4 òà 5.1.

Íàäàëi ó öüîìó ðîçäiëi ïåðåäíîðìó || · ||V,W ïðîñòîðó DV,W ïîçíà÷à-
òèìåìî || · ||.

Íåõàé X = {X(t), t ∈ T} - âèïàäêîâèé ïðîöåñ ç ïðîñòîðó DV,W ,
ρX(t, s) = ||X(s)−X(t)|| - ïåðåäìåòðèêà, ïîðîäæåíà ïðîöåñîì X.

Áóäåìî êàçàòè, ùî äëÿ ïðîöåñó X(t) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà À1, ÿêùî
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A1) supt∈T ||X(t)|| <∞.
Áóäåìî êàçàòè, ùî äëÿ ïðîöåñó X(t) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà À2, ÿêùî
A2) Ïðîñòið (T, ρX) - ñåïàðàáåëüíèé òà ïðîöåñ X ñåïàðàáåëüíèé íà

(T, ρX).
Ïîçíà÷èìî ε0 = supt,s∈T ρX(t, s). Ç óìîâè (À1) òà òåîðåìè 5.1 âè-

ïëèâà¹, ùî ε0 < ∞. Ïîçíà÷èìî εk = ε0θ
k, θ ∈ (0, 1); òàêîæ ïîçíà÷èìî

N(ε) - ìåòðè÷íó ìàñèâíiñòü ïðîñòîðó (T, ρX), òîáòî ìiíiìàëüíå ÷èñëî
çàìêíåíèõ êóëü ðàäióñà ε, ÿêi ïîêðèâàþòü (T, ρX).

Ïîçíà÷èìî Sn íàéìåíøó εn-ñiòêó ìíîæèíè Ò âiäíîñíî ïñåâäîìåòðè-
êè ρX , i ïîêëàäåìî S =

⋃∞
n=0 Sn. Ìíîæèíà S0 ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíi¹¨

òî÷êè (áóäü-ÿêî¨); ïîçíà÷èìî ¨¨ t0. Ìíîæèíà S çëi÷åíà i ñêðiçü ùiëüíà
â Ò âiäíîñíî ïñåâäîìåòðèêè ρX . Òàê ÿê ïðîöåñ X íåïåðåðâíèé çà éìî-
âiðíiñòþ òà ñåïàðàáåëüíèé, áóäü-ÿêà çëi÷åíà ñêðiçü ùiëüíà ìíîæèíà â
(T, ρX) ¹ ìíîæèíîþ ñåïàðàáåëüíîñòi äëÿ ïðîöåñó X. Òîäi

sup
t∈T
|X(t)| = sup

t∈S
|X(t)|

ìàéæå íàïåâíî.

Îçíà÷åííÿ 6.2. Ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü αk(t), k = 0, 1, . . . íàçèâà¹òüñÿ α-
ïðîöåäóðîþ, ÿêùî êîæíié òî÷öi ç S ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü îäíà
òî÷êà αk ç Sk, òàêà, ùî ρX(t, αk(t)) 6 εk.

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ íàì óìîâè, ïðè ÿêèõ supt∈T X(t) ý ñêií÷åííèì
ç iìîâiðíiñòþ 1, òà îöiíêè äëÿ ðîçïîäiëó öüîãî ñóïðåìóìó.

Òåîðåìà 6.2. Íåõàé ïðîöåñ X çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè À1 òà À2. Òîäi, ÿêùî
çáiãà¹òüñÿ ðÿä

∞∑
n=1

V (−1)

(
κ(N(εn))2ε2

n−1

f (−1)(κ(N(εn))2ε2
n−1)

)
, (6.2)

äå f = xV (W (x)), òî

P{sup
t∈T
|X(t)| > x} 6

6W

(
inft∈T ||X(t)||2

V (ψ0x)

)
+

∞∑
k=1

W

(κ(N(εk))2ε2
k−1

V (ψkx)

)
, (6.3)

äå x > Ψ,

ψ0 =
1

Ψ
V (−1)

(
inft∈T ||X(t)||2

f (−1)(inft∈T ||X(t)||2)

)
,
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ψk =
1

Ψ
V (−1)

(
κ(N(εk))2ε2

k−1

f (−1)(κ(N(εk))2ε2
k−1)

)
,

Ψ = V (−1)

(
inft∈T ||X(t)||2

f (−1)(inft∈T ||X(t)||2)

)
+

∞∑
k=1

V (−1)

(
κ(N(εk))2ε2

k−1

f (−1)(κ(N(εk))2ε2
k−1)

)
.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è α-ïðîöåäóðó äëÿ âèáîðó òî÷îê ìíîæèí
Sn, îòðèìó¹ìî íàáið òî÷îê t = tm, tm−1 = αm−1(tm), ..., t1 = α1(t2), t0 =

α0(t1), òàêèõ, ùî tn ∈ Sn, n = 0, 1, . . . ,m, i S0 = t0. Òàê ÿê

X(t) = X(t0) +

m∑
n=1

(X(tn)−X(tn−1)),

òî

sup
t∈T
|X(t)| 6 |X(t0)|+

∞∑
k=1

max
s∈Sk

|X(s)−X(αk−1(s))|, (6.4)

îòæå,

P{sup
t∈T
|X(t)| > x} 6 P{|X(t0)| > ψ0x}+

+

∞∑
k=1

P{max
s∈Sk

|X(s)−X(αk−1(s))| > ψkx},

äå ψk - ÷èñëà, òàêi, ùî ψk > 0,
∑∞
k=0 ψk = 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü

ç òåîðåìè 5.1, ìà¹ìî

P{|X(t0)| > ψ0x}+

∞∑
k=1

P{max
s∈Sk

|X(s)−X(αk−1(s))| > ψkx} 6

6W

(
||X(t0)||2

V (ψ0x)

)
+

∞∑
k=1

W

(
||maxs∈Sk |X(s)−X(αk−1(s))|||2

V (ψkx)

)
. (6.5)

Ðîçãëÿíåìî îêðåìî ||maxs∈Sk |X(s)−X(αk−1(s))|||. Ìà¹ìî

||max
s∈Sk

|X(s)−X(αk−1(s))||| 6 κ(N(εk)) max
s∈Sk

||X(s)−X(αk−1(s))||,
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à, òàê ÿê ρX(s, αk−1(s)) = ||X(s)−X(αk−1(s))|| 6 εk−1, òî

κ(N(εk)) max
s∈Sk

||X(s)−X(αk−1(s))|| 6 κ(N(εk))εk−1.

Ïiäñòàâèâøè îòðèìàíó îöiíêó ó íåðiâíiñòü (6.5), îòðèìà¹ìî

P{sup
t∈T
|X(t)| > x} 6W

(
||X(t0)||2

V (ψ0x)

)
+

∞∑
k=1

W

(κ(N(εk))2ε2
k−1

V (ψkx)

)
.

Òàê ÿê t0 ìîæíà îáðàòè äîâiëüíî, òî

P{sup
t∈T
|X(t)| > x} 6W

(
inft∈T ||X(t)||2

V (ψ0x)

)
+

+

∞∑
k=1

W

(κ(N(εk))2ε2
k−1

V (ψkx)

)
. (6.6)

Òî÷íî òàê, ÿê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 5.3, ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ðÿä ó
(6.6) çáiãà¹òüñÿ, ÿêùî îáðàòè ψ0 òà ψk íàñòóïíèì ÷èíîì:

ψ0 =
1

Ψ
V (−1)

(
inft∈T ||X(t)||2

f (−1)(inft∈T ||X(t)||2)

)
,

ψk =
1

Ψ
V (−1)

(
κ(N(εk))2ε2

k−1

f (−1)(µ(N(εk))2ε2
k−1)

)
,

äå

Ψ = V (−1)

(
inft∈T ||X(t)||2

f (−1)(inft∈T ||X(t)||2)

)
+

∞∑
k=1

V (−1)

(
κ(N(εk))2ε2

k−1

f (−1)(κ(N(εk))2ε2
k−1)

)

òà f = xV (W (x)).
Îñêiëüêè â (6.6) ìàæîðóþ÷èé ðÿä çáiæíèé òà P{supt∈T |X(t)| >

x} → 0 ïðè x→∞, òî supt∈T |X(t)| îáìåæåíèé ìàéæå íàïåâíå. ♦

Òåîðåìà 6.3. Íåõàé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ T} òàêèé, ùî X ∈ DV,W ,
W = |x|a, V = |x|b, a > 0, b > 0; êðiì òîãî, X çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè À1
òà À2.

ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
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∆0pw

0

(N(u
ab+1

2a ))
1

ab+1 du <∞, (6.7)

äå p := θ
2a
ab+1 , θ � áóäü-ÿêå ÷èñëî, 0 6 θ 6 1, ∆0 := ε

2a
ab+1

0 ,
ε0 = supt,s∈T ρX(t, s), òî òîäi supt∈T |X(t)| ∈ DV,W , i, êðiì òîãî,

P{sup
t∈T
|X(t)| > x} 6 1

xab

(
inf
t∈T
||X(t)||

2a
ab+1 +

+
1

p(1− p)

∆0pw

0

(N(u
ab+1

2a ))
1

ab+1 du

)
. (6.8)

Äîâåäåííÿ. Ïðè çàäàíèõ W òà V óìîâà 6.2 áóäå ìàòè âèãëÿä

∞∑
k=1

κ(N(εk))
2a
ab+1 ε

2a
ab+1

k−1 =

= ε
2a
ab+1

0

∞∑
k=1

κ(N(ε0θ
k))

2a
ab+1 (θk−1)

2a
ab+1 <∞,

îñêiëüêè εk = θkε0. ßêùî ïîêëàñòè ∆0 = ε
2a
ab+1

0 , p = θ
2a
ab+1 , òî îòðèìà¹ìî

ε
2a
ab+1

0

∞∑
k=1

κ(N(ε0θ
k))

2a
ab+1 (θk−1)

2a
ab+1 =

=

∞∑
k=1

(κ(N((∆0p
k)

ab+1
2a )))

2a
ab+1 ∆0p

k−1.

Îòæå

∞∑
k=1

(κ(N((∆0p
k)

ab+1
2a )))

2a
ab+1 ∆0p

k−1 6

6
∞∑
k=1

∆0p
kw

∆0pk+1

(κ(N(u
ab+1

2a )))
2a
ab+1 du

1

p(1− p)
=

=
1

p(1− p)

∆0pw

0

(κ(N(u
ab+1

2a )))
2a
ab+1 du.

ßêùî öåé iíòåãðàë çáiæíèé, òî òîäi supt∈T |X(t)| ∈ DV,W . Öå âèïëèâà¹
ç (6.8).
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Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî äëÿ äàíèõ V,W

κ(n) = sup
0<t<1/n

(
W (−1)(tn)

W (−1)(t)

)1/2

= n1/2a.

Òåîðåìà 6.4. Íåõàé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ [0, T ]} òàêèé, ùî X ∈
DV,W , W (x) = |x|a, V (x) = |x|b, a > 0, b > 0, äëÿ ïðîöåñó X âèêî-
íó¹òüñÿ óìîâà (À1), òà X-ñåïàðàáåëüíèé íà [0, T ]. Íåõàé

sup
|t−s|6h

||X(t)−X(s)|| 6 Dhζ = δ(h),

D > 0, ζ > 1
2a . Òîäi supt∈[0,T ] |X(t)| ∈ DV,W , i, êðiì òîãî, äëÿ áóäü-ÿêîãî

x > 0

P{ sup
t∈[0,T ]

|X(t)| > x} 6

6
1

xab

(
inf

t∈[0,T ]
||X(t)||

2a
ab+1 +

∆0pw

0

(
TD1/ζ

2u
ab+1
2aζ

+ 1

) 1
ab+1

du

)
,

∆0 òà p çàäàíi â ïîïåðåäíié òåîðåìi.

Äîâåäåííÿ. Ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè supt∈T |X(t)| ∈ DV,W , ÿêùî iíòåãðàë
(6.7) ñêií÷åííèé. Çà óìîâ äàíî¨ òåîðåìè,

N(ε) 6
T

2δ(−1)(ε)
+ 1.

Òîäi óìîâó (6.7) ìîæíà ïåðåïèñàòè ÿê

∆0pw

0

(
T

2δ(−1)(u(ab+1)/2a)
+ 1

)1/(ab+1)

du <∞,

àáî, ïiäñòàâèâøè δ(h),

∆0pw

0

(
D1/ζT

2u(ab+1)/2aζ
+ 1

)1/(ab+1)

du <∞.

Äëÿ òîãî, ùîá öåé iíòåãðàë áóâ ñêií÷åííèì, äîñèòü, ùîá áóâ ñêií÷åííèì
iíòåãðàë

∆0pw

0

1

u1/2aζ
du.
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Öå âèêîíó¹òüñÿ êîëè ζ > 1
2a .

6.2. Íåïåðåðâíiñòü ïðîöåñiâ ç ïðîñòîðó DV,W

Íåõàé X = {X(t), t ∈ T} - âèïàäêîâèé ïðîöåñ ç ïðîñòîðó DV,W , òà-
êèé, ùî supt∈T ||X(t)|| <∞. Íåõàé ρX - êâàçiìåòðèêà, ïîðîäæåíà ïðîöå-
ñîì X, ïðîñòið (T, ρX) - ñåïàðàáåëüíèé, à ïðîöåñ X(t) ñåïàðàáåëüíèé íà
(T, ρX). Íåõàé θ ∈ (0, 1) òà εl = ε0θ

l, l > 1, ε0 = supt,s∈T ||X(t) −X(s)||.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Vεk ìíîæèíó öåíòðiâ çàìêíåíèõ êóëü ðàäióñà εk, ÿêi
óòâîðþþòü ìiíiìàëüíå ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó (T, ρX). Êiëüêiñòü òî÷îê ìíî-
æèíè Vεk äîðiâíþ¹ N(εk). Ïðèïóñòèìî, ùî N(ε) < ∞ ∀ε > 0. Íåõàé
t, s ∈ T - òàêi òî÷êè, ùî ρX(t, s) < ε, 0 < ε 6 ε0.

Âèáåðåìî k òàêèì ÷èíîì, ùîá εk < ε 6 εk−1. Ìíîæèíà Vk = ∪∞j=kVεj
¹ ìíîæèíîþ ñåïàðàáåëüíîñòi ïðîöåñó X(t), áî X(t) ¹ íåïåðåðâíèì çà
éìîâiðíiñòþ â ïðîñòîði (T, ρX).

Ïîçíà÷èìî Sn íàéìåíøó εn-ñiòêó ìíîæèíè Ò âiäíîñíî ïñåâäîìåòðè-
êè ρX , i ïîêëàäåìî S =

⋃∞
n=0 Sn.

Òåîðåìà 6.5. ßêùî ïðîöåñ X çàäîâîëüíÿ¹ âèùåíàâåäåíèì óìîâàì i
ðÿä

∞∑
l=k

V (−1)

(
(κ((N(εl))

2))2ε2
l−1

f (−1)((κ(N(εl))2)2ε2
l−1)

)
çáiãà¹òüñÿ, òà x > Ψ, äå

Ψ = V (−1)

(
(κ((N(εk))2))2ε̂2

f (−1)((κ(N2(εk))2)2ε̂2)

)
+

+2

∞∑
l=k

V (−1)

(
(κ((N(εl))

2))2ε2
l−1

f (−1)((κ(N(εl))2)2ε2
l−1

)
,

òî òîäi

P{ sup
ρX(t,s)<ε

|X(t)−X(s)| > x} 6

6W

(
(κ((N(εk))2))2ε2

k−1

V (ψ0x)

)
+ 2

∞∑
l=k

W

(
(κ((N(εl))

2))2ε̂2

V (ψlx)

)
,

äå

ψ0 =
1

Ψ
V (−1)

(
(κ((N(εk))2))2ε̂2

f (−1)((κ(N2(εk))2)2ε̂2)

)
,
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ψl =
1

Ψ
V (−1)

(
(κ((N(εl))

2))2ε2
l−1

f (−1)((κ(N(εl))2)2ε2
l−1

)
,

ε̂ = εk
5− 3θ

1− θ
.

Ïðè öüîìó ïðîöåñ X(t) âèáiðêîâî íåïåðåðâíèé ó ïðîñòîði (T, ρX).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé t òà s - äîâiëüíi òî÷êè ç Vk, òàêi, ùî ρ(t, s) 6 ε.
Çðîçóìiëî, ùî iñíóþòü òî÷êè m òà m1 òàêi, ùî t ∈ Vεm , s ∈ Vεm1

, m > k,
m1 > k. Íåõàé

tm = αm(t), tm−1 = αm−1(tm), . . . , tk = αk(tk+1),

sm1
= αm1

(t), sm1−1 = αm1−1(sm1
), . . . , sk = αk(sk+1),

äå αk(t) -àëüôà-ïðîöåäóðà. Òîäi

X(t)−X(s) =

m−1∑
l=k

(X(tl+1)−X(tl))+

+

m−1∑
l=k

(X(sl+1)−X(sl)) + (X(tk)−X(sk)). (6.9)
♦

Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî

||X(tk)−X(sk)|| 6 ||X(t)−X(αm(t))||+ ||X(s)−X(αm(s))||+

+

m−1∑
l=k

||X(tl+1)−X(tl)||+
m−1∑
l=k

||X(sl+1)−X(sl)||+ ||X(t)−X(s)|| 6

6 2

m−1∑
l=k

max
u∈Vl
||X(u)−X(αl(u))||+ ||X(t)−X(αk(t))||+

+||X(s)−X(αk(s))||+ ||X(t)−X(s)|| 6 2

m∑
l=k

εl + 2εk + ε 6

6 εk
5− 3θ

1− θ
:= ε̂.

Ç (6.9), ñïðÿìóâàâøè m äî íåñêií÷åííîñòi, îòðèìà¹ìî
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sup
ρX(t,s)6ε

|X(t)−X(s)| = sup
|t−s|6ε,t,s,∈Vk

|X(t)−X(s)| 6

6 max
u,v∈Vk

|X(u)−X(v)|+ 2

∞∑
l=k

max
u∈Vl+1

|X(u)−X(αl(u))|.

Îòæå, äëÿ ψ0 > 0, ψl > 0, òàêèõ, ùî ψ0 + 2
∑∞
l=k ψl 6 1 ìà¹ ìiñöå

íåðiâíiñòü

P{ sup
ρX(t,s)6ε

|X(t)−X(s)| > x} 6

6 P{ max
tk,sk∈Vk

|X(tk)−X(sk)| > ψ0x}+

+2

∞∑
l=k

P{ max
u∈Vl+1

|X(u)−X(αl(u))| > ψlx}.

Àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.2, îòðèìà¹ìî

P{ sup
ρX(t,s)6ε

|X(t)−X(s)| > x} 6

6W

(
(κ((N(εk))2))2ε̂2

V (ψ0x)

)
+ 2

∞∑
l=k

W

(
(κ((N(εl))

2))2ε2
l−1

V (ψlx)

)
,

äå

ψ0 =
1

Ψ
V (−1)

(
(κ((N(εk))2))2ε̂2

f (−1)((κ(N(εk))2))2ε̂2)

)
,

ψl =
1

Ψ
V (−1)

(
κ(N(εl))

2ε2
l−1

f (−1)((κ(N(εl))2)2ε2
l−1

)
,

Ψ = V (−1)

(
(κ((N(εk))2))2ε̂2

f (−1)((κ(N(εk))2))2ε̂2)

)
+

+

∞∑
l=k

V (−1)

(
(κ(N(εl))

2)2ε2
l−1

f (−1)((κ(N(εl))2)2ε2
l−1

)
.

Ïåðøå òâåðäæåííÿ òåîðåìè äîâåäåíî.
Òàê ÿê W (x) ìîíîòîííî çðîñòà¹ äëÿ âñiõ x > 0, òî ïðè ôiêñîâàíîìó

x
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W

(
(κ((N(εk))2))2ε̂2

V (ψ0x)

)
→ 0,

à, òàê ÿê ðÿä

∞∑
l=k

W

(κ(N(εl))
2ε2
l−1

V (ψlx)

)
çáiãà¹òüñÿ, òî, ÿêùî ñïðÿìóâàòè k →∞, îòðèìà¹ìî

W

(
(κ((N(εk))2))2ε̂2

V (ψ0x)

)
+

∞∑
l=k

W

(κ(N(εl))
2ε2
l−1

V (ψlx)

)
→ 0,

ùî àâòîìàòè÷íî îçíà÷à¹

P{ sup
ρX(t,s)<ε

|X(t)−X(s)| > x} → 0, k →∞.

Çâiäñè âèäíî, ùî ïðîöåñ ¹ âèáiðêîâî íåïåðåðâíèì íà (T, ρX).

Òåîðåìà 6.6. Íåõàé W (x) = xa, V (x) = xb, a > 1, 0 < b < 1. Òîäi,
ÿêùî

∆0p
kw

0

N(u
ab+1

2a )2/(ab+1)du <∞, (6.10)

òî

P{ sup
ρX(t,s)<ε

|X(s)−X(t)| > x} 6

6
1

xabp(1− p)

2

∆0p
k+1w

0

N(u
ab+1

2a )2/(ab+1)du+

+

(
5− 3θ

(1− θ)θ

) 1
ab+1

∆0p
kw

∆0pk+1

N(u
ab+1

2a )2/(ab+1)du

 , (6.11)

∆0 òà p çàäàíi ó òåîðåìi 6.2, θ ∈ (0, 1). Ïðè öüîìó ïðîöåñ X(t) ¹
âèáiðêîâî íåïåðåðâíèì íà (T, ρX).

Äîâåäåííÿ.
P{ sup

ρX(t,s)<ε

|X(s)−X(t)| > x} 6
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6
1

xabp(1− p)

(
(κ((N(εk))2)ε̂)

2a
ab+1 + 2

∞∑
l=k+1

(κ((N(εl))
2)εl−1)

2a
ab+1

)
6

6
1

xabp(1− p)

 ∆0p
kw

∆0pk+1

(
κ
((

N(u
ab+1

2a )
)2 5− 3θ

(1− θ)θ

)) 2a
ab+1

du+

+2

∆0p
k+1w

0

(κ((N(u
ab+1

2a ))2))
2a
ab+1 du

 .

Îñòàííié ðåçóëüòàò îòðèìàíî âèêîðèñòîâóþ÷è äîâåäåííÿ òåîðåìè
6.2.

Ç òåîðåìè 5.2 ìà¹ìî, ùî

κ(n) = sup
0<t<1/n

(
W (−1)(tn)

W (−1)(t)

)1/2

= n1/2a.

Âðàõóàâøè öåé âèðàç , îòðèìà¹ìî íàñòóïíå

P{ sup
ρX(t,s)<ε

|X(s)−X(t)| > x} 6

6
1

xabp(1− p)

( 5− 3θ

(1− θ)θ

) 1
ab+1

∆0p
kw

∆0pk+1

(N(u
ab+1

2a ))2/(ab+1)du+

+ 2

∆0p
k+1w

0

N(u
ab+1

2a )2/(ab+1)du

 6
1

xabp(1− p)
×

×

2

∆0p
k+1w

0

N(u
ab+1

2a )2/(ab+1)du+

+

(
5− 3θ

(1− θ)θ

) 1
ab+1

∆0p
kw

∆0pk+1

N(u
ab+1

2a )2/(ab+1)du

 .

Òåîðåìà 6.7. Íåõàé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ [0, T ]} òàêèé, ùî X ∈
DV,W , X-ñåïàðàáåëüíèé íà [0, T ], W (x) = |x|a, V (x) = |x|b, a > 1,
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0 < b 6 1. Íåõàé

sup
|t−s|6h

||X(t)−X(s)|| 6 Dhζ ,

D > 0, ζ > 1
2a . Òîäi supt∈[0,T ] |X(t)| ∈ DV,W , i, êðiì òîãî, äëÿ áóäü-ÿêîãî

x > 0

P{ sup
ρX(t,s)6ε

|X(s)−X(t)| > x} 6

6
1

xabp(1− p)

( 5− 3θ

(1− θ)θ

) 1
ab+1

∆0p
kw

∆0pk+1

(
D1/ζT

2u
ab+1
2aζ

+ 1

)2/(ab+1)

du+

+ 2

∆0p
k+1w

0

(
D1/ζT

2u
ab+1
2aζ

+ 1

)2/(ab+1)

du

 ,

∆0 òà p çàäàíi ó òåîðåìi 6.2, θ ∈ (0, 1). Ïðè öüîìó ïðîöåñ X(t) ¹
âèáiðêîâî íåïåðåðâíèì íà (T, ρX).

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâ òåîðåìè,

N(ε) 6
D1/ζT

2ε1/ζ
+ 1,

Òîäi óìîâó (6.11) ìîæíà ïåðåïèñàòè ÿê

P{ sup
ρX(t,s)<ε

|X(s)−X(t)| > x} 6

6
1

xabp(1− p)

2

∆0p
k+1w

0

N(u
ab+1

2a )2/(ab+1)du+

+

(
5− 3θ

(1− θ)θ

) 1
ab+1

∆0p
kw

∆0pk+1

N(u
ab+1

2a )2/(ab+1)du

 6

6
1

xabp(1− p)

( 5− 3θ

(1− θ)θ

) 1
ab+1

∆0p
kw

∆0pk+1

(
D1/ζT

2u
ab+1
2aζ

+ 1

)2/(ab+1)

du+
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+ 2

∆0p
k+1w

0

(
D1/ζT

2u
ab+1
2aζ

+ 1

)2/(ab+1)

du

 .

Iíòåãðàëè â îñòàííüîìó âèðàçi çáiæíi, êîëè çáiæíèé iíòåãðàë

∆0p
k+1w

0

1

u
1
aζ

du,

ùî äîñÿãà¹òüñÿ ïðè ζ > 1
a . Çíà÷åííÿ öèõ iíòåãðàëiâ ìîæíà îöiíèòè çà

äîïîìîãîþ ãiïåðãåîìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨.

6.3. Ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü ôóíêöiîíàëüíèõ ðÿäiâ ó
DV,W (Ω).

Íåõàé ïðîöåñ X(t) ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi 6.1, òîáòî

X(t) =

∞∑
k=1

ξkφk(t), t ∈ T,

êîëè ξk ∈ DV,W i öåé ðÿä çáiãà¹òüñÿ â ïðîñòîði DV,W . Ïîçíà÷èìî

XN,M (t) :=

M∑
k=N+1

ξkφk(t).

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè V (x) = |x|b,W (x) = |x|a, a > 0, b > 0, T =
[0, T ] - âiäðiçîê. Çà òàêèõ óìîâ, ìåòðè÷íà ìàñèâíiñòü íàáóäå âèãëÿäó:

N(ε) =
D1/ζT

2ε1/ζ
+ 1,

êîëè ïðè âñiõ N,M âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

sup
|t−s|<h

(||XN,M (s)−XN,M (t)||) 6 DN,M |h|ζ , (6.12)

DN,M < D.

Òåîðåìà 6.8. Íåõàé V (x) = |x|b, W (x) = |x|a, a > 0, b > 0, T =

[0, T ] - âiäðiçîê, ||XN,M (t)|| → 0, N,M → ∞ ðiâíîìiðíî ïî t ∈ [0, T ] i
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (6.12). Òîäi

P{sup
t∈T
|XN,M (t)| > x} → 0, N,M →∞,

òîáòî XN,M ðiâíîìiðíî çáiæíèé çà éìîâiðíiñòþ.

117



Äîâåäåííÿ. Ç òåîðåìè 6.4 ìà¹ìî, ùî

P{ sup
t∈[0,T ]

|XN,M (t)| > x} 6

6
1

xab

 inf
t∈[0,T ]

||XN,M (t)||
2a
ab+1 +

∆N,Mpw

0

(
D1/ζT

2u
ab+1
2aζ

+ 1

) 1
(ab+1)

du

 ,

äå ∆N,M = ε
2a
ab+1

N,M , p = θ
2a
ab+1 . Ïîçíà÷èìî ïðàâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi ÿê

Z(N,M, x). Çà óìîâ òåîðåìè, ||XN,M (t)|| → 0,N,M →∞, çâiäêè inft∈[0,T ]

||XN,M (t)|| → 0, N,M → ∞, à òàêîæ ∆N,M → 0, N,M → ∞. Çâiäñè
îòðèìó¹ìî, ùî Z(N,M, x)→ 0, N,M →∞.

Çàóâàæåííÿ 6.1. ÑïðÿìóâàâøèM →∞, îòðèìà¹ìî, ùî
∞∑

k=N+1

ξkφk(t)→

0, N →∞ çà éìîâiðíiñòþ.

6.4. Ìîäåëi âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ç ïðîñòîðiâ DV,W

Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ ìîæå áóòè çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi

X(t) =

∞∑
k=1

ξkφk(t), (6.13)

äå t ∈ [0, T ]. Íåõàé:

XN (t) =

N∑
k=1

ξkφk(t).

Âèðàç XN (t) áóäåìî íàçèâàòè ìîäåëëþ ïðîöåñó X.
Ïîçíà÷èìî

X̃N (t) :=

∞∑
k=N+1

ξkφk(t) = X(t)−XN (t). (6.14)

Òåîðåìà 6.9. Íåõàé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ [0, T ]} (äèâ (6.13)) òàêèé,
ùî ξk ∈ DV,W , X çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè À1 òà À2; êðiì òîãî, W (x) = |x|a,
V (x) = |x|b, a > 1, 0 < b 6 1.

ßêùî ïðè

sup
|t−s|<h

|φk(s)− φk(t)| 6 Ck|h|ζ
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âèêîíóþòüñÿ óìîâè

∞∑
k=1

||ξk||
2a
ab+1C

ab
ab+1

k <∞

òà

ζ >
1

ab
,

òî supt∈T |X̃N (t)| ∈ DV,W , i, êðiì òîãî,

P{ sup
t∈[0,T ]

|X̃N (t)| > x} 6 1

xab

(
inf

t∈[0,T ]
||X̃N (t)||

2a
ab+1 +

+
T 1/(ab+1)(

∑∞
k=N+1 C

ab
ab+1

k ||ξk||
2a
ab+1 )

1
abζ

p(1− p)2ab/(ab+1)

abζ(∆Np)
1− 1

abζ

abζ − 1
+

∆N

1− p

 ,

∆N = ∆N,∞, äå ∆N,M çàäàíå ó òåîðåìi 6.8, p = θ
2a
ab+1 , θ ∈ (0, 1).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè sup|t−s|<h |φk(t)− φk(s)| 6 Ck|h|ζ . Ç òåîðåì 5.1 òà
5.4 âèïëèâà¹, ùî

sup
|t−s|<h

||X̃N (t)− X̃N (s)|| = sup
|t−s|<h

||
∞∑

k=N+1

ξk(φk(t)− φk(s))|| 6

6

( ∞∑
k=N+1

||ξk||
2a
ab+1 sup

|t−s|<h
J

2a
ab+1 (φk(t)− φk(s))

) ab+1
2a

6

6

( ∞∑
k=1

||ξk||
2a
ab+1

(
C
b/2
k hbζ/2

) 2a
ab+1

) ab+1
2a

= hbζ/2

( ∞∑
k=1

||ξk||
2a
ab+1C

ab
ab+1

k

) ab+1
2a

,

òàê ÿê J(z) = zb/2 òà ||
∑∞
k=N+1 ξk|| 6 (

∑∞
k=N+1 ||ξk||

2a
ab+1 )

ab+1
2a .

Îñêiëüêè çà óìîâîþ òåîðåìè t ∈ [0, T ], òî N(ε) 6 T
2δ(−1)(h)

+1, äå δ(h)

ìîæíà ïîêëàñòè

δ(h) = hbζ/2

( ∞∑
k=1

||ξk||
2a
ab+1C

ab
ab+1

k

) ab+1
2a
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çà óìîâè, ùî ðÿä
∑∞
k=N+1 ||ξk||

2a
ab+1C

ab
ab+1

k çáiãà¹òüñÿ.
Çà òåîðåìîþ 6.3

P{ sup
t∈[0,T ]

|X̃N (t)| > x} 6 1

xab

(
inf

t∈[0,T ]
||X̃N (t)||

2a
ab+1 +

+
1

p(1− p)

∆Npw

0

(N(u
ab+1

2a ))1/(ab+1)du

)
6

1

xab

(
inf

t∈[0,T ]
||X̃N (t)||

2a
ab+1 +

+
1

p(1− p)

∆Npw

0

(
T

2δ(−1)(u
ab+1

2a )
+ 1

)1/(ab+1)
 6

6
1

xab

(
inf

t∈[0,T ]
||X̃N (t)||

2a
ab+1 +

+
1

p(1− p)

∆Npw

0

T (
∑∞
k=N+1 C

ab
ab+1

k ||ξk||
2a
ab+1 )

ab+1
abζ

2u
ab+1
abζ

+ 1

1/(ab+1)
 6

6
1

xab

 inf
t∈[0,T ]

||X̃N (t)||
2a
ab+1 +

T 1/(ab+1)(
∑∞
k=N+1 C

ab
ab+1

k ||ξk||
2a
ab+1 )

1
abζ

21/(ab+1)p(1− p)

∆Npw

0

du

u
1
abζ

+
∆N

1− p

)
6

1

xab

(
inf

t∈[0,T ]
||X̃N (t)||

2a
ab+1 +

+
T 1/(ab+1)(

∑∞
k=N+1 C

ab
ab+1

k ||ξk||
2a
ab+1 )

1
abζ

2ab/(ab+1)p(1− p)
abζ(∆Np)

1− 1
abζ

abζ − 1
+

∆N

1− p

 ,

çà óìîâè, ùî iíòåãðàë

∆Npw

0

1

u
1
abζ

du

ñêií÷åíèé, òîáòî êîëè ζ > 1
ab .

Íàñëiäîê 6.1. Íåõàé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ [0, T ]}, êîòðèé ìîæå áó-
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òè çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi (6.13), òàêèé, ùî ξk ∈ DV,W , W (x) = |x|a,
V (x) = |x|b, a > 1, 0 < b 6 1. êðiì òîãî, X çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè À1 òà
À2.

Ìîäåëü XN (t) íàáëèæà¹ ïðîöåñ X(t) ïðè t ∈ [0, T ] iç çàäàíèìè íà-
äiéíiñòþ 1 − ν, 0 < ν < 1 òà òî÷íiñòþ æ > 0 ó ïðîñòîði DV,W (Ω),
òîáòî

P{ sup
t∈[0,T ]

|X̃N (t)| > æ} 6 ν,

ïðè óìîâi, ùî sup|t−s|<h |φk(s) − φk(t)| 6 Ck|h|ζ , ÿêùî âèêîíóþòüñÿ
íàñòóïíi óìîâè:

1

æab

(
inf

t∈[0,T ]
||X̃N (t)||

2a
ab+1 +

∆N

1− p
+

+
T 1/(ab+1)(

∑∞
k=N+1 C

ab
ab+1

k ||ξk||
2a
ab+1 )

1
abζ

2ab/(ab+1)p(1− p)
abζ(∆Np)

1− 1
abζ

abζ − 1

 6 ν, (6.15)

∞∑
k=1

|Ck|
ab
ab+1 ||ξk||

2a
ab+1 <∞,

ζ >
1

ab
,

äå p = θ
2a
ab+1 , θ - áóäü-ÿêå ÷èñëî, òàêå, ùî 0 < θ < 1, ∆N =

(
supt,s∈T

||X(s)−X(t)||)
2a
ab+1 .

Çàóâàæåííÿ 6.2. Ëiâà ÷àñòèíà (6.15) äîñÿãà¹ ñâîãî ìiíiìóìà, êîëè θ ¹
ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

abζT 1/(ab+1)(
∑∞
k=N+1 C

ab
ab+1

k ||ξk||
2a
ab+1 )

1
abζ

2ab/(ab+1)(abζ − 1)
∆N ((ab+ 1)θ

2a
ab+1 − 1)−

−∆
ab+1
ab

N θ
2
b ((∆N + 1)θ

1
ab+1 −∆N − ab− 1) = 0.

6.5. Ïîáóäîâà ìîäåëåé âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ç
ïðîñòîðiâ DV,W

Ó äàíîìó ðîçäiëi ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ïðîöåñè âèãëÿäó
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X(t) =

∞∑
k=1

ξkϕk(t),

äå ξk ∈ DV,W , íà ïðîìiæêó [0, T ].

Ïðèêëàä 6.1. Óçàãàëüíåíûé áðîóíiâñüêèé ðóõ. Íåõàé V (x) = |x|b,
W (x) = |x|a, a > 1, 0 < b < 1, i íåõàé ïðîöåñ X(t) ìîæå áóòè ïðåä-
ñòàâëåíèé ó âèãëÿäi

X(t) =

∞∑
k=1

ξk

√
2

πk
sin(πkt),

ξk ∈ DV,W . Â òàêîìó âèïàäêó ϕk(t) =
√

2
πk sin(πkt). Äëÿ öüîãî ïðîöåñó

sup
|t−s|<h

|ϕk(t)− ϕk(s)| = sup
|t−s|<h

∣∣∣∣∣
√

2(sin(πkt)− sin(πks))√
πk

∣∣∣∣∣ 6
6 2/πk

∣∣∣∣sin(πkh2

)∣∣∣∣ 6 (2/πk)1/2−αhα,

àäæå | sin t| 6 tα, 0 < α < 1. Îòæå, Ck = (2/πk)1/2−α, ζ = α, i 1
ab < α.

Öå äîñÿãà¹òñüÿ äëÿ a ∈ (1/bα,+∞). Äëÿ öüîãî æ ïðîöåñó

inf
t∈[0,T ]

||X(t)||
ab
ab+1 = 0,

∆N =

(
sup

t,s∈[0,T ]

||X̃N (t)− X̃N (s)||

) 2a
ab+1

6

6

 sup
t,s∈[0,T ]

 ∞∑
k=N+1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
√

2

πk
(ξk(sin(πkt)− sin(πks)))

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

2a
ab+1


ab+1

2a


2a
ab+1

6

6 (8/πk)3ab/4ab+4
∞∑

k=N+1

||ξk||
2a
ab+1 .

Îáðàâøè íåîáõiäíi çíà÷åííÿ òî÷íîñòi æ, íàäiéíîñòi 1 − ν òà ïiä-
ðàõóâàâøè çíà÷åííÿ ñòàëî¨ θ, ïðè ÿêié ìiíiìiçó¹òüñÿ (6.15), iç íåðiâ-
íîñòi
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ν >
1

æab

abαT 1/(ab+1)
(
θ

2a
ab+1 (8/πk)3ab/4ab+4

∑∞
k=N+1 ||ξk||

2a
ab+1

)1− 1
abα

θ
2a
ab+1 (1− θ

2a
ab+1 )(abα− 1)2ab/(ab+1)

×

×

( ∞∑
k=N+1

||ξk||
2a
ab+1 (2/πk)

ab(1/2−α)
ab+1

) 1
abα

+

+
(8/πk)3ab/4ab+4

∑∞
k=N+1 ||ξk||

2a
ab+1

1− θ
2a
ab+1

)
çà óìîâè

∞∑
k=1

(2/πk)
ab(1/2−α)
ab+1 ||ξk||

2a
ab+1 <∞

çíàõîäèìî íåîáõiäíå íàì çíà÷åííÿ N .

Ïðèêëàä 6.2. Íåõàé V (x) = |x|b,W (x) = |x|a, a > 1, 0 < b < 1, i íåõàé
ïðîöåñ X(t) ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi

X(t) =

∞∑
k=1

ξkAk(sin(Bkt) + cos(Bkt)),

ξk ∈ DV,W , Ak > 0, Bk > 0. Â äàíîìó âèïàäêó

sup
|t−s|<h

|Ak(sin(Bkt) + cos(Bkt))−Ak(sin(Bks) + cos(Bks))| =

= sup
|t−s|<h

∣∣∣∣Ak (2 sin

(
Bk
2

(t− s)
)

cos

(
Bk
2

(t+ s)

)
+

+2 sin

(
Bk
2

(t+ s)

)
sin

(
Bk
2

(t− s)
))∣∣∣∣ 6 sup

|t−s|<h
4Ak

∣∣∣∣sin(Bk2 (t− s)
)∣∣∣∣ 6

6 22−αAkB
α
k h

α,

àäæå sin t 6 tα, 0 < α < 1. Óìîâà çáiæíîñòi iíòåãðàëó âèêîíó¹òüñÿ,
ÿêùî 1

ab < α, òîáòî êîëè a ∈ ( 1
bα ,+∞). Äëÿ öüîãî æ ïðîöåñó
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inf
t∈[0,T ]

|Ak(sin(Bkt) + cos(Bkt))| 6 |Ak|,

∆N = sup
t,s∈[0,T ]

( ∞∑
k=N+1

||ξk(Ak(sin(Bkt) + cos(Bkt))−Ak(sin(Bks)+

+ cos(Bks)))) 6
∞∑

k=N+1

||ξk2
√

2Ak||
2a
ab+1 = 2

3ab
4ab+4A

ab
ab+1

k

∞∑
k=N+1

||ξk||
2a
ab+1 .

Îáðàâøè íàäiéíiñòü 1 − ν, òî÷íiñòü æ òà îáðàõóâàâøè ñòàëó θ,
ìà¹ìî

ν >
1

æab

 ∞∑
k=1

||ξk||
2a
ab+1 |Ak|

ab
ab+1 +

( ∞∑
k=N+1

||ξk||
2a
ab+1 (22−αAkB

α
k )

ab
ab+1

) 1
abα

×

×
abαT 1/(ab+1)

(
θ

2a
ab+1 2

3ab
4ab+4A

ab
ab+1

k

∑∞
k=N+1 ||ξk||

2a
ab+1

)1− 1
abα

θ
2a
ab+1 (1− θ

2a
ab+1 )(abα− 1)2ab/(ab+1)

+

+
2

3ab
4ab+4A

ab
ab+1

k

∑∞
k=N+1 ||ξk||

2a
ab+1

1− θ
2a
ab+1


çà óìîâè

∞∑
k=1

||ξk||
2a
ab+1 (22−αAkB

α
k )

ab
ab+1 <∞

çíàõîäèìî âiäïîâiäíå çíà÷åííÿ N.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 6
Ó ðîçäiëi 6 ââåäåíî ïîíÿòòÿ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó â ïðîñòîðàõ DV,W ,

âèâ÷åíî ðîçïîäië ñóïðåìóìó òàêîãî ïðîöåñó, à òàêîæ óìîâè éîãî âèáið-
êîâî¨ íåïåðåðâíîñòi. Òàêîæ, âèâ÷åíî óìîâè ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ôóí-
êöiîíàëüíèõ ðÿäiâ, ùî ìiñòÿòü åëåìåíòè ç DV,W . Êðiì òîãî, ðîçãëÿíóòî
îöiíêó íàäiéíîñòi òà òî÷íîñòi ìîäåëåé ïðîöåñiâ ç ïðîñòîðiâ DV,W , à òà-
êîæ ðîçãëÿíóòî ïðèêëàäè òàêèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ.
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Ðîçäië 7

Îöiíêè íîðì â Lp(T ) âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ

iç ïðîñòîðiâ Fψ(Ω)

Ó ðîçäiëi 7 çíàõîäÿòüñÿ îöiíêè äëÿ ðîçïîäiëiâ íîðì ó Lp(T ) âèïàä-
êîâèõ ïðîöåñiâ iç ïðîñòîðiâ Fψ(Ω).

Ëåìà 7.1. Íåõàé ξ � âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà íàëåæèòü ïðîñòîðó
Fψ(Ω). Òîäi ïðè p > 1

‖ξ‖ψ 6
ψ(p)

ψ(1)
sup
u>p

(E |ξ|u)
1/u

ψ(u)
.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ç íåðiâíîñòi Ëÿïóíîâà ìà¹ìî:

sup
16u6p

(E |ξ|u)
1/u

ψ(u)
6
ψ(p)

ψ(1)

(E |ξ|p)1/p

ψ(p)
.

Îòæå,

‖ξ‖ψ = max

(
sup

16u6p

(E |ξ|u)
1/u

ψ(u)
, sup
u>p

(E |ξ|u)
1/u

ψ(u)

)
6

6 max

(
ψ(p)

ψ(1)

(E |ξ|p)1/p

ψ(p)
, sup
u>p

(E |ξ|u)
1/u

ψ(u)

)
6
ψ(p)

ψ(1)
sup
u>p

(E |ξ|u)
1/u

ψ(u)
.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹ òå, ùî òðåáà áóëî äîâåñòè.

Òåîðåìà 7.1. Íåõàé ν � σ-ñêií÷åííà ìiðà â êîìïàêòíîìó ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (T, ρ), X = {X(t), t ∈ T} � âèïàäêîâèé, âèìiðíèé ïðîöåñ iç
ïðîñòîðó Fψ(Ω). Äëÿ äåÿêîãî p > 1 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

w

T

‖X(t)‖pψ dν(t) <∞. (7.1)

Òîäi:

1) ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ iñíó¹ iíòåãðàë
r

T

|X(t)|p dν(t) òà ìà¹ ìiñöå

íåðiâíiñòü:∥∥∥∥∥∥
(

w

T

|X(t)|p dν(t)

)1/p
∥∥∥∥∥∥
ψ

6
ψ(p)

ψ(1)

(
w

T

‖X(t)‖pψ dν(t)

)1/p

; (7.2)
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2) äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü:

P


(

w

T

|X(t)|p dν(t)

)1/p

> ε

 6

6 inf
u>1

(
ψ(p)
ψ(1)

)u(r

T

‖X(t)‖pψ dν(t)

)u/p
(ψ(u))u

εu
. (7.3)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè

E
w

T

|X(t)|p dν(t) =
w

T

E |X(t)|p dν(t) 6
w

T

(ψ(p))p ‖X(t)‖pψ dν(t) <∞,

òîäi
r

T

|X(t)|p dν(t) iñíó¹ ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ. Iç óçàãàëüíåíî¨ íåðiâíî-

ñòi Ìiíêîâñüêîãî âèïëèâà¹, ùî ïðè u > p

E

(
w

T

|X(t)|p dν(t)

)u/p
=


E(w

T

|X(t)|p dν(t)

)u/pp/u

u/p

6

6

(
w

T

(E |X(t)|u)
p/u

dν(t)

)u/p
6

(
w

T

‖X(t)‖pψ (ψ(u))pdν(t)

)u/p
6

6 (ψ(u))u

(
w

T

‖X(t)‖pψ dν(t)

)u/p
. (7.4)

Ç ëåìè 7.1 òà íåðiâíîñòi (7.4) îòðèìà¹ìî, ùî

∥∥∥∥∥∥
(

w

T

|X(t)|p dν(t)

)1/p
∥∥∥∥∥∥
ψ

6
ψ(p)

ψ(1)
sup
u>p

(
E

∣∣∣∣r
T

|X(t)|p dν(t)

∣∣∣∣u/p
)1/u

ψ(u)
6

6
ψ(p)

ψ(1)
sup
u>p

ψ(u)

(
r

T

‖X(t)‖pψ dν(t)

)1/p

ψ(u)
=
ψ(p)

ψ(1)

(
w

T

‖X(t)‖pψ dν(t)

)1/p

.
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Íåðiâíiñòü (7.2) äîâåäåíà, à (7.3) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.2.

Ïðèêëàä 7.1. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Fψ(Ω), äå ψ(u) = uα, α > 0. Iç òå-

îðåì 7.1 i 2.3 ïðè ε > eα ψ(p)
ψ(1)

(
r

T

‖X(t)‖pψ dν(t)

)1/p

îòðèìà¹ìî:

P

{(
r

T

|X(t)|p dν(t)

)1/p

> ε

}
6 exp

−αe
 ε

ψ(p)
ψ(1)

(
r

T

‖X(t)‖pψdν(t)

)1/p


1/α
 .

Ïðèêëàä 7.2. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Fψ(Ω), äå ψ(u) = eau
β

, a > 0, β >

0. Iç òåîðåì 7.1 i 2.4 ïðè ε > ea(β+1) ψ(p)
ψ(1)

(
r

T

‖X(t)‖pψ dν(t)

)1/p

âèïëèâà¹,

ùî

P


(

w

T

|X(t)|p dν(t)

)1/p

> ε

 6

6 exp


− β

a1/β


ln ε

ψ(p)
ψ(1)

(
r

T

‖X(t)‖pψdν(t)

)1/p

β + 1


β+1
β


.

Ïðèêëàä 7.3. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Fψ(Ω), äå ψ(u) = (ln(u+ 1))
λ, λ >

0. Çãiäíî ç òåîðåìàìè 7.1 i 2.5 ïðè ε > 0 ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî

P


(

w

T

|X(t)|p dν(t)

)1/p

> ε

 6

6 eλ exp

−λ exp



 ε

ψ(p)
ψ(1)

(
r

T

‖X(t)‖pψ dν(t)

)1/p


1/λ

1

e



 .

Òåîðåìà 7.2. Íåõàé ν � σ-ñêií÷åííà ìiðà â êîìïàêòíîìó ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (T, ρ), Y = {Y (t), t ∈ T} � âèïàäêîâèé ïðîöåñ iç ïðîñòîðó
Fψ(Ω) i äëÿ öüîãî ïðîñòîðó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H iç êîíñòàíòîþ Cψ.
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Íåõàé EY (t) = m(t), Zn(t) = 1
n

n∑
k=1

Yk(t)−m(t) = 1
n

n∑
k=1

(Yk(t)−m(t)), äå

Yk(t) � íåçàëåæíi êîïi¨ Y (t). Òîäi äëÿ âñiõ p > 1 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü∥∥∥∥∥∥
(

w

T

|Zn(t)|p dν(t)

)1/p
∥∥∥∥∥∥
ψ

6
2
√
Cψ√
n
· ψ(p)

ψ(1)

(
w

T

‖Y (t)‖pψ dν(t)

)1/p

(7.5)

i äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 ¹ ñïðàâåäëèâîþ îöiíêà

P


(

w

T

|Zn(t)|p dν(t)

)1/p

> ε

 6

6 inf
u>1

(
2
√
Cψ√
n
· ψ(p)
ψ(1)

)u(r

T

‖Y (t)‖pψ dν(t)

)u/p
(ψ(u))u

εu
. (7.6)

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ 2.5 i ëåìè 3.2 âèïëèâà¹, ùî

‖Zn(t)‖2ψ 6
1

n2
Cψ

n∑
k=1

‖Yk(t)−m(t)‖2ψ =
1

n
Cψ ‖Y (t)−m(t)‖2ψ 6

6
1

n
Cψ

(
‖Y (t)‖ψ + ‖m(t)‖ψ

)2

6
4

n
Cψ ‖Y (t)‖2ψ .

Îñêiëüêè ç òåîðåìè 7.1 âñòàíîâëþ¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ∥∥∥∥∥∥
(

w

T

|Zn(t)|p dν(t)

)1/p
∥∥∥∥∥∥
ψ

6
ψ(p)

ψ(1)

(
w

T

‖Zn(t)‖pψ dν(t)

)1/p

6

6
ψ(p)

ψ(1)

(
w

T

(
2
√
Cψ√
n
‖Y (t)‖ψ

)p
dν(t)

)1/p

=

=
2
√
Cψ√
n
· ψ(p)

ψ(1)

(
w

T

‖Y (t)‖pψ dν(t)

)1/p

,

òîäi íåðiâíiñòü (7.5) ñïðàâäæó¹òüñÿ, à íåðiâíiñòü (7.6) âèïëèâà¹ ç òåî-
ðåìè 2.2.

Ïðèêëàä 7.4. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Fψ(Ω), äå ψ(u) = uα, α > 0, òîäi ç
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òåîðåì 7.2 i 2.3 ïðè ε > eα
2
√
Cψ√
n
· ψ(p)
ψ(1)

(
r

T

‖Y (t)‖pψ dν(t)

)1/p

îòðèìà¹ìî:

P


(

w

T

|Zn(t)|p dν(t)

)1/p

> ε

 6

6 exp

−
α

e

 ε

2
√
Cψ√
n
· ψ(p)
ψ(1)

(
r

T

‖Y (t)‖pψ dν(t)

)1/p


1/α
 .

Ïðèêëàä 7.5. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Fψ(Ω), äå ψ(u) = eau
β

, a > 0, β >

0, òîäi ç òåîðåì 7.2 i 2.4 ïðè ε > ea(β+1) 2
√
Cψ√
n
·ψ(p)
ψ(1)

(
r

T

‖Y (t)‖pψ dν(t)

)1/p

ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî

P


(

w

T

|Zn(t)|p dν(t)

)1/p

> ε

 6

6 exp


− β

a1/β


ln ε

2
√
Cψ√
n
·ψ(p)
ψ(1)

(
r

T

‖Y (t)‖pψdν(t)

)1/p

β + 1


β+1
β


.

Ïðèêëàä 7.6. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Fψ(Ω), äå ψ(u) = (ln(u+ 1))
λ, λ >

0, òîäi ç òåîðåì 7.2 i 2.5 ïðè ε > 0 ìà¹ìî òàêó îöiíêó:

P


(

w

T

|Zn(t)|p dν(t)

)1/p

> ε

 6

6 eλ exp

−λ exp



 ε

2
√
Cψ√
n
· ψ(p)
ψ(1)

(
r

T

‖Y (t)‖p dν(t)

)1/p


1/λ

1

e



 .
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 7
Çíàéäåíî îöiíêè äëÿ ðîçïîäiëiâ íîðì â Lp(T ) âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ

iç ïðîñòîðiâ Fψ(Ω), à òàêîæ îöiíêè íîðì ñóì íåçàëåæíèõ êîïié âèïàä-
êîâîãî ïðîöåñó ç öüîãî ïðîñòîðó.
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Ðîçäië 8

Òî÷íiñòü òà íàäiéíiñòü îá÷èñëåííÿ

iíòåãðàëiâ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî

Ó öüîìó ðîçäiëi ïðîâîäèòüñÿ äîñëiäæåííÿ ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî îá-
÷èñëåííÿ êðàòíèõ iíòåãðàëiâ çàäàíèõ íà Rn iç çàäàíîþ íàäiéíiñòþ òà
òî÷íiñòþ. Çàïðîïîíîâàíî äâà ïiäõîäè äî ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i. Ïåðøèé
ïiäõiä áàçó¹òüñÿ íà òåîði¨ ïðîñòîðiâ Îðëi÷à âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, à äðó-
ãèé � íà òåîði¨ Fψ(Ω) ïðîñòîðiâ. Ðîçãëÿäàþòüñÿ òàêîæ iíòåãðàëè, ÿêi
çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðó.

8.1. Îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî

Íåõàé {S,A, µ} � âèìiðíèé ïðîñòið, µ � σ-ñêií÷åííà ìiðà, p(s) >
0, s ∈ S � òàêà ôóíêöiÿ, ùî

r

S

p(s)dµ(s) = 1, P (A), A ∈ A � ìiðà, ÿêà

âèçíà÷à¹òüñÿ òàê: P (A) =
r

A

p(s)dµ(s). Îñêiëüêè P (A) ¹ éìîâiðíiñíîþ

ìiðîþ, òîäi ïðîñòið {S,A, P} ¹ éìîâiðíiñíèì ïðîñòîðîì.
Íåõàé f(s) � âèìiðíà ôóíêöiÿ íà {S,A, µ}. Ââåäåìî â ðîçãëÿä iíòå-

ãðàë:
r

S

f(s)p(s)dµ(s) = I (ââàæà¹òüñÿ, ùî öåé iíòåãðàë iñíó¹).

Çàóâàæåííÿ 8.1. Ìè ìîæåìî ðîçãëÿíóòè iíòåãðàë âèäó
r

S

ϕ(s)dµ(s).

ßêùî p(s) > 0 � ùiëüíiñòü éìîâiðíiñíîãî ðîçïîäiëó â ïðîñòîði {S,A, µ},
òîäi

w

S

ϕ(s)dµ(s) =
w

S

ϕ(s)

p(s)
p(s)dµ(s) =

w

S

f(s)p(s)dµ(s),

äå f(s) = ϕ(s)
p(s) .

Ââàæà¹ìî, ùî ôóíêöi¨ f(s) = ξ � âèïàäêîâi âåëè÷èíè ç {S,A, P} ir

S

f(s)p(s)dµ(s) =
r

S

f(s)dP (s) = Eξ.

Íåõàé ξi, i = 1, . . . , n � íåçàëåæíi êîïi¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ, Zn =

1
n

n∑
i=1

ξi, òîäi çà ïîñèëåíèì çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë Zn → Eξ1 = I ç

iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ. Ðîçãëÿíåìî Zn, ÿê îöiíêó äëÿ I.

Îçíà÷åííÿ 8.1. Ñêàæåìî, ùî Zn íàáëèæà¹ I ç íàäiéíiñòþ 1−δ (0 <

δ < 1) i òî÷íiñòþ ε > 0, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà íåðiâíiñòü:

P {|Zn − I| > ε} 6 δ. (8.1)
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8.2. Çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ ïðîñòîðiâ Îðëi÷à

8.2.1. Òî÷íiñòü òà íàäiéíiñòü îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ

Òåîðåìà 8.1. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíi, îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âè-
ïàäêîâi âåëè÷èíè, ÿêi íàëåæàòü ïðîñòîðó Îðëi÷à LU (Ω). Äëÿ ïðîñòî-

ðó Îðëi÷à LU (Ω) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H. Íåõàé Yn = 1√
n

n∑
i=1

(ξi − I), äå

I = Eξ1.
Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

P {|Yn| > ε} 6 1

U
(
ε
L

) , (8.2)

äå L = ‖ξ1 − I‖U
√
CU , CU � êîíñòàíòà ç îçíà÷åííÿ 4.4.

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ 4.4 âèïëèâà¹, ùî

‖Yn‖2U =

∥∥∥∥∥ 1√
n

n∑
i=1

(ξi − I)

∥∥∥∥∥
2

U

=
1

n

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

(ξi − I)

∥∥∥∥∥
2

U

6

6
1

n
CU

n∑
i=1

‖ξi − I‖2U = CU ‖ξ1 − I‖2U .

Íåðiâíiñòü (8.2) âñòàíîâëþ¹òüñÿ íà îñíîâi ëåìè 1.2.

Íàñëiäîê 8.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 8.1. Òîäi äëÿ áóäü-
ÿêîãî ε > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

ξi − I

∣∣∣∣∣ > ε

}
6

1

U
(√

nε
L

) . (8.3)

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíà ðiâíiñòü

1

n

n∑
i=1

ξi − I =
1

n

n∑
i=1

(ξi − I) =
1√
n
Yn,

òîìó îòðèìà¹ìî:

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

ξi − I

∣∣∣∣∣ > ε

}
= P

{
1√
n
|Yn| > ε

}
= P

{
|Yn| >

√
nε
}
6

1

U
(√

nε
L

) ,
ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.
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Òåîðåìà 8.2. Íåõàé I =
r

S

f(s)p(s)dµ(s), ξ(s) � âèïàäêîâà âåëè÷èíà,

s ∈ {S,A, P}, p(s) � ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó ξ, ξi, i = 1, 2, . . . , n � íåçàëå-

æíi êîïi¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ, Zn = 1
n

n∑
i=1

ξi. ßêùî âèïàäêîâà âåëè-

÷èíà ξ íàëåæèòü ïðîñòîðó LU (Ω), äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H ç
êîíñòàíòîþ CU , òîäi Zn íàáëèæà¹ I ç íàäiéíiñòþ 1 − δ i òî÷íiñòþ
ε (äèâ. îçíà÷åííÿ 8.1) ïðè âèêîíàííi íåðiâíîñòi:

n >

(
LU (−1)

(
1
δ

)
ε

)2

, (8.4)

äå L = ‖ξ − I‖U
√
CU .

Äîâåäåííÿ. Ç íàñëiäêà 8.1 âèïëèâà¹, ùî

P {|Zn − I| > ε} 6
(
U

(√
nε

L

))−1

.

Òâåðäæåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ñïðàâåäëèâå, ÿêùî
(
U
(√

nε
L

))−1

6 δ, òîáòî,

ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (8.4).

Çàóâàæåííÿ 8.2. Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî

‖ξ − I‖U 6

(
1 +

dU
U (−1)(1)

)
‖ξ‖U , (8.5)

äå dU � âèçíà÷åíî â ëåìi 4.2.

Îñêiëüêè
‖ξ − I‖U 6 ‖ξ‖U + ‖I‖U ,

òîäi ç ëåìè 4.1 ìà¹ìî, ùî ‖I‖U < |I|
U(−1)(1)

, à ç ëåìè 4.2 âèïëèâà¹, ùî
|I| 6 dU ‖f‖U . Òàêèì ÷èíîì, íåðiâíiñòü (8.5) ñïðàâåäëèâà. Îòæå, â íå-

ðiâíîñòi (8.4) çàìiñòü L ìîæíà ïiäñòàâèòè L̂ = ‖ξ‖U
√
CU

(
1 + dU

U(−1)(1)

)
.

Ïðèêëàä 8.1. ×àñòî ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ïiä-
ðàõóíêó êðàòíèõ iíòåãðàëiâ. Àëå äëÿ ñïðîùåííÿ ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë

âiä îäíi¹¨ çìiííî¨. Íåõàé
+∞r

−∞
f(x) exp{−x

2

2a2 −bx}dx = I, a > 0, |f(x)| < 1,

òîäi I =
√

2πa 1√
2πa

+∞r

−∞
f(x) exp{−x

2

2a2 −bx}dx. Ïîçíà÷èìî J = E exp{−ξb},

äå ξ = N(0, a2), ηi = f(ξi) exp{−ξib}, ξi � íåçàëåæíi êîïi¨ âèïàäêî-
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âî¨ âåëè÷èíè ξ. Íåõàé Jn = 1
n

n∑
i=1

ηi = 1
n

n∑
i=1

f(ξi) exp{−ξib}. Îöiíêîþ

äëÿ I áóäå In =
√

2πaJn. Íåõàé U(x) = |x|p , p > 2, òîäi âiäïîâiäíî
äî çàóâàæåííÿ 8.2 äî òåîðåìè 8.2 i çíà÷åííÿ CU äëÿ ïðîñòîðó LU (Ω)

îòðèìà¹ìî (â öüîìó âèïàäêó ‖η‖U = ‖η‖p = (E |η|p)1/p):

L = ‖η‖p 2

√√
2
(
Γ(p+ 1)/2

√
π
)1/p

,

äå ‖η‖pp = E |f(ξ)|p (exp{−ξb})p 6 E exp{−ξbp} = exp{p
2b2a2

2 }.
Çãiäíî ç íåðiâíiñòþ 8.4 iíòåãðàë I áóäå îá÷èñëåíèé iç òî÷íiñòþ ε

òà íàäiéíiñòþ 1− δ ïðè âèêîíàííi íåðiâíîñòi:

n >
a22πL2

ε2δ2/p
.

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü ïîâèííà ñïðàâäæóâàòèñü äëÿ p > 2, òîáòî
íåîáõiäíî çíàéòè íàéìåíøå n � çíàéòè ìiíiìóì ïðàâî¨ ÷àñòèíè ïî
p, òî÷íiøå çíàéòè íàáëèæåíå çíà÷åííÿ ìiíiìóìà. Çãiäíî ç ôîðìóëîþ
Ñòiðëiíãà Γ(p) ∼= exp{−p}pp−1/2(2π)1/2 ìà¹ìî, ùî

L2

δ2/p
∼=

4
√

2 exp{pb2a2}p(p/2)1/2p

δ2/p
.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî âèðàç L2

δ2/p íàáóâà¹ íàáëèæåíîãî íàéìåíøîãî çíà÷å-
ííÿ â òî÷öi

p ∼=
2(−lnδ)

1 +
√

1 + 4a2b2(−lnδ)
.

Òåîðåìà 8.3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 8.1. Òîäi ç iìîâið-
íiñòþ îäèíèöÿ ïðè äîñèòü âåëèêèõ n ¹ ñïðàâåäëèâîþ íåðiâíiñòü

|Zn − I| 6
L√
n
U (−1)

(
1

δn

)
,

äå δn > 0 áóäü-ÿêà ïîñëiäîâíiñòü, ùî
∞∑
n=1

δn <∞.

Äîâåäåííÿ. Öÿ òåîðåìà âèïëèâà¹ ç ëåìè Áîðåëÿ-Êàíòåëëi. Äiéñíî, ç
íàñëiäêà 8.1 âèïëèâà¹, ùî
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P

{
|Zn − I| >

L√
n
U (−1)

(
1

δn

)}
6

(
U

(√
n

L

L√
n
U (−1)

(
1

δn

)))−1

= δn.

Ïðèêëàä 8.2. ßêùî U(x) = |x|p, p > 2 i δn = 1
n1+κ , κ > 0, äå κ òàêå,

ùî 1+κ
p < 1

2 , òîäi ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ n ìà¹ìî:

|Zn − I| 6
L

n1/2−1/p−κ/p .

ßêùî U(x) = exp {|x|α}− 1, 1 6 α 6 2 i δn = 1
n1+κ , κ > 0, òîäi òåæ

ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ n îòðèìà¹ìî òàêó îöiíêó:

|Zn − I| 6 Ľ
1

n1/2
(lnn)

1/α
,

äå Ľ � äåÿêà êîíñòàíòà.

8.2.2. Íàäiéíiñòü òà òî÷íiñòü ó ïðîñòîði C(T ) îá÷èñëåííÿ

iíòåãðàëiâ, çàëåæíèõ âiä ïàðàìåòðó

Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë
r

S

f(s, t)p(s)dµ(s) = I(t), t ∈ T . Ââàæà¹ìî, ùî

âií iñíó¹. Íåõàé âñi ïðèïóùåííÿ â ðîçäiëi 8.1 âèêîíóþòüñÿ, àëå ôóíêöiÿ
f(s, t) çàëåæèòü âiä t ∈ T , äå (T, ρ) � êîìïàêòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið i
öÿ ôóíêöiÿ f(s, t) íåïåðåðâíà âiäíîñíî t.

Ðîçãëÿíåìî f(s, t) ÿê âèïàäêîâèé ïðîöåñ íà {S,A, P} i ïîçíà÷èìî
éîãî ξ(s, t) = ξ(t) òà I(t) =

r

S

f(s, t)p(s)dµ(s) =
r

S

f(s, t)dP (s) = Eξ(t).

Íåõàé ξi(t), i = 1, 2, . . . , n � íåçàëåæíi êîïi¨ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó ξ(t),

Zn(t) = 1
n

n∑
i=1

ξi(t). Òîäi çà ïîñèëåíèì çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë Zn(t) →

Eξ(t) = I(t) ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ T .
Îçíà÷åííÿ 8.2. Ñêàæåìî, ùî Zn(t) íàáëèæà¹òüñÿ äî I(t) â ïðîñòîði
C(T ) ç íàäiéíiñòþ 1−δ > 0 i òî÷íiñòþ ε > 0, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ òàêà
íåðiâíiñòü:

P

{
sup
t∈T
|Zn(t)− I(t)| > ε

}
6 δ.

Òåîðåìà 8.4. Íåõàé:

1. âèïàäêîâèé ïðîöåñ ξ(t) íàëåæèòü ïðîñòîðó LU (Ω), äå äëÿ ïðî-
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ñòîðó LU (Ω) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H ç êîíñòàíòîþ CU òà ôóíêöiÿ
U çàäîâiëüíÿ¹ óìîâó g;

2. iñíó¹ íåïåðåðâíà, çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ σ = (σ(h), 0 6 h 6 δ0), δ0 =

σ1

(
sup
t,s∈T

ρ(t, s)

)
, òàêà, ùî

sup
ρ(t,s)6h

∥∥ξ(t)− ξ(s)∥∥
U
6 σ(h) (8.6)

i
δ0w

0

U (−1)(N(σ(−1)(u)))du <∞; (8.7)

3. âèêîíó¹òüñÿ òàêà íåðiâíiñòü(
U

(
ε
√
n

B̌(θ)

))−1

6 δ,

òîáòî

n >
B̌2(θ)U (−1)

(
1
δ

)
ε2

, (8.8)

äå B̌(θ) = CU

(
1 + dU

U(−1)(1)

)
inf
t∈T
‖ξ(t)‖U+ 1

θ(1−θ)

δ0θr

0

κ(N(σ
(−1)
1 (u))du,

σ1(h) = CU

(
1 + dU

U−1(1)

)
σ(h), 0 < θ < 1, κ(u) ìàæîðóþ÷à õàðà-

êòåðèñòèêà ïðîñòîðó LU (Ω), N(u) � ìåòðè÷íà ìàñèâíiñòü öüîãî
ïðîñòîðó.

Òîäi Zn(t) íàáëèæà¹ I(t) ç íàäiéíiñòþ 1 − δ i òî÷íiñòþ ε â ïðîñòîði
C(T ) (äèâ. îçíà÷åííÿ 8.2).

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìà âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 4.8 òà çàóâàæåííÿ 4.2. Ôóíêöiÿ
f(t, s) � íåïåðåðâíà. Òîáòî ïðîöåñ ξ(t) � ñåïàðàáåëüíèé. Òàêèì ÷èíîì,
iç íåðiâíîñòi (4.14) òà çàóâàæåííÿ 4.2 ìà¹ìî, ùî

P{sup
t∈T

√
n |Zn(t)−m(t)| > ε} 6 1

U
(

ε
B̌(θ)

) .
Òîáòî,

P{sup
t∈T
|Zn(t)−m(t)| > ε} =
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= P{sup
t∈T

√
n |Zn(t)−m(t)| >

√
nε} 6 1

U
(
ε
√
n

B̌(θ)

) .
Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi îòðèìà¹ìó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (8.8).

Ïðèêëàä 8.3. Íåõàé I(t) =
√

2πa 1√
2πa

+∞r

−∞
f(x) exp{−x

2

2a2 − tx}dx, äå a >

0, |f(x)| < 1 i 0 6 t 6 T . Âèêîðèñòîâó¹ìî òi æ ïîçíà÷åííÿ, ùî i â ïðè-

êëàäi 8.1. Îöiíêîþ äëÿ I(t) áóäå In(t) =
√

2πaJn(t), äå Jn(t) = 1
n

n∑
i=1

ηi,

ηi = f(ξi) exp {−ξit}. Ïîêëàäåìî U(x) = |x|p , p > 2, òîäi, âiäïîâiäíî äî
òåîðåìè 8.4, ìà¹ìî, ùî

B̌(θ) = 2
∥∥η(t)

∥∥
p

+
1

θ(1− θ)

δ0θw

0

κ(Nw(σ
(−1)
1 (u))du,

äå
∥∥η(t)

∥∥
p
6 exp

{
pt2a2

2

}
, à inf

06t6T

∥∥η(t)
∥∥
p

= 1.

Îñêiëüêè ïðè u < δ0 ñïðàâåäëèâi óìîâè T

2σ
(−1)
1 (u)

> 1
2 òà σ1(h) =

2σ(h), òîäi ç òåîðåìè 8.4 âèïëèâà¹ îöiíêà:

δ0θw

0

κ(Nw(σ
(−1)
1 (u))du 6

δ0θw

0

(
T

2σ
(−1)
1 (u)

+ 1

)1/p

du 6

6
δ0θw

0

(
3

2
T

)1/p
(

1

σ
(−1)
1 (u)

)1/p

du = 2

(
3

2
T

)1/p δ0θ/2w

0

(
1

σ(−1)(v)

)1/p

dv.

Iç íåðiâíîñòi (8.6) çíàéäåìî σ(v), äå 0 6 v 6 T :

‖exp{−ξt} − exp{−ξs}‖pp 6 E |exp{−ξt} − exp{−ξs}|p =

= EI{ξ > 0} |exp{−ξt} − exp{−ξs}|p +

+ EI{ξ < 0} |exp{−ξt} − exp{−ξs}|p = ∆+ + ∆−

Íåõàé 1
α + 1

β = 1, β > 1 i s > t. Òîäi

∆− = EI{ξ < 0} |exp{−ξt} − exp{−ξs}|p =

= EI{ξ < 0} |exp{−ξt}(1− exp{−ξ(s− t)})|p 6
6 EI{ξ < 0} |exp{−ξt} |ξ| (s− t)|p 6
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6 (EI{ξ < 0} exp{−ξptβ})1/β
(EI{ξ < 0} |ξ|pα)

1/α
(s− t)p.

Òîäi ∆− 6 |t− s|p exp{a
2p2t2β

2 } (E |ξ|pα)
1/α. Çíàõîäæåííÿ îöiíêè äëÿ

∆+ àíàëîãi÷íå.

Îòæå, σ(v) = |t− s|Cp, äå Cp = 21/p exp
{
a2pβT 2

2

}
(E |ξ|pα)

1/pα. Îöi-
íèìî iíòåãðàë

E |ξ|pα =
1√
2πa

+∞w

−∞
|x|pα exp

{
−x2

2a2

}
dx =

apα√
2π

+∞w

−∞
|t|pα exp

{
−t2

2

}
dt.

Iç íåðiâíîñòi xs 6
(
s
e

)
exp{x} âèïëèâà¹, ùî

E |ξ|pα 6
apα√

2π

(pα
e

)pα +∞w

−∞
exp {|t|} exp

{
−t2

2

}
dt 6 2 exp {1/2} apα

(pα
e

)pα
.

Ìè îòðèìà¹ìî, ùî Cp = (2 exp {1/2})1/pα
apαe 21/p exp

{
a2pβT 2

2

}
. Ïiä-

ñòàâèâøè îòðèìàíi çíà÷åííÿ ìà¹ìî, ùî

B̌(θ) = 1 +
1

θ(1− θ)

δ0θ/2w

0

(
Cp
v

)1/p

dv = 1 +
C

1/p
p p

θ(1− θ)(p− 1)

(
δoθ

2

)1−1/p

.

Îñêiëüêè δ0 = σ1

(
sup
t,s∈T

ρ(t, s)

)
i sup
t,s∈T

ρ(t, s) = T , òîäi δ0 = σ1(T ) =

2σ(T ) = 2TCp i B̌(θ) = 2 exp
{
a2pT 2

2

}
+

21/p−1CppT
(1−θ)(p−1) (Tθ)

−1/p. Âiäïîâiäíî

äî íåðiâíîñòi (8.8) çàäàíèé iíòåãðàë áóäå îá÷èñëåíèé iç òî÷íiñòþ ε i
íàäiéíiñòþ 1− δ, ÿêùî ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü:

n > inf
p>2,0<θ<1

(
a22πB̌2(θ)

ε2δ2/p

)
.

8.3. Çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ ïðîñòîðiâ Fψ(Ω)

8.3.1. Òî÷íiñòü òà íàäiéíiñòü îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi çáåðiãàþòüñÿ âñi ïîçíà÷åííÿ, óìîâè òà îçíà÷åííÿ
ðîçäiëó 8.1.

Òåîðåìà 8.5. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíi, îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âè-
ïàäêîâi âåëè÷èíè, ÿêi íàëåæàòü ïðîñòîðó Fψ(Ω). Äëÿ ïðîñòîðó Fψ(Ω)
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âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H. Íåõàé Yn = 1√
n

n∑
i=1

(ξi − I), äå I = Eξ1.

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

P {|Yn| > ε} 6 inf
u>1

Lu(ψ(u))u

εu
, (8.9)

äå L = ‖ξ1 − I‖ψ
√
Cψ, Cψ � êîíñòàíòà ç îçíà÷åííÿ 2.5.

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ 2.5 âèïëèâà¹, ùî

‖Yn‖2ψ =

∥∥∥∥∥ 1√
n

n∑
i=1

(ξi − I)

∥∥∥∥∥
2

ψ

=
1

n

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

(ξi − I)

∥∥∥∥∥
2

ψ

6

6
1

n
Cψ

n∑
i=1

‖ξi − I‖2ψ = Cψ ‖ξ1 − I‖2ψ .

Íåðiâíiñòü (8.9) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.2.

Íàñëiäîê 8.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 8.5. Òîäi äëÿ áóäü-
ÿêîãî ε > 0 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

ξi − I

∣∣∣∣∣ > ε

}
6 inf
u>1

Lu(ψ(u))u

(
√
nε)

u . (8.10)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 8.2 � àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ íàñëiäêà 8.1.

Çàóâàæåííÿ 8.3. Î÷åâèäíî, ùî

‖ξ1 − I‖ψ 6 2 ‖ξ1‖ψ . (8.11)

Äiéñíî, ç ëåìè 3.2 ìà¹ìî, ùî

‖ξ1 − Eξ1‖ψ 6 ‖ξ1‖ψ + ‖|Eξ1|‖ψ 6 2 ‖ξ1‖ψ .

Íàñëiäîê 8.3. Íåõàé ¹ ñïðàâåäëèâèìè óìîâè òåîðåìè 8.5, òîäi äëÿ
áóäü-ÿêîãî ε > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

ξi − I

∣∣∣∣∣ > ε

}
6 inf
u>1

2uL̃u(ψ(u))u

(
√
nε)

u , (8.12)

äå L̃ = ‖ξ1‖ψ
√
Cψ.

Äîâåäåííÿ. Íàñëiäîê 8.3 âèïëèâà¹ ç íàñëiäêà 8.2 i çàóâàæåííÿ 8.3.
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Ïðèêëàä 8.4. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Fψ(Ω), äå ψ(u) = uα, α > 1
2 . Òîäi,

âðàõîâóþ÷è ïðèêëàä 2.4, ìà¹ìî, ùî äëÿ öüîãî ïðîñòîðó âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà H ç êîíñòàíòîþ Cψ = 4 · 9α. Òîäi ç íàñëiäêó 8.3 i òåîðåìè 2.3

ïðè ε >
4(3e)α‖ξ1‖ψ√

n
âèïëèâà¹, ùî

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

ξi − I

∣∣∣∣∣ > ε

}
6 exp

− α3e
( √

nε

4 ‖ξ1‖ψ

)1/α
 .

Ïðèêëàä 8.5. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Fψ(Ω), äå ψ(u) = eau
β

, a > 0, 0 <

β < 1. Íà ïiäñòàâi òåîðåìè 2.15 ìà¹ìî äâà âèïàäêè. Ó ïåðøîìó âè-
ïàäêó, ïðè 1

(2aβ)1/β = 1, äëÿ ïðîñòîðó Fψ(Ω) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H ç

êîíñòàíòîþ Cψ = 4e2βa. Òîäi ç íàñëiäêó 8.3 òà òåîðåìè 2.4 ìà¹ìî:

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

ξi − I

∣∣∣∣∣ > ε

}
6 exp

−
β

a1/β

 ln
√
nε

4e2
β−1a‖ξ1‖ψ
β + 1


β+1
β

 ,

ÿêùî ε >
4e
a(2β−1+β+1)‖ξ1‖ψ√

n
.

Ó äðóãîìó âèïàäêó, ïðè 1
(2aβ)1/β > 1, äëÿ ïðîñòîðó Fψ(Ω) âèêîíó¹-

òüñÿ óìîâà H ç êîíñòàíòîþ Cψ = 4e
a(2β+1)− 1

2β

(2aβ)1/2β . Òîäi ç íàñëiäêó 8.3 òà
òåîðåìè 2.4 âèïëèâà¹, ùî

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

ξi − I

∣∣∣∣∣ > ε

}
6 exp

−
β

a1/β


ln

√
nε(2aβ)1/4β

4e
a
2 (2β+1)− 1

4β ‖ξ1‖ψ
β + 1


β+1
β

 ,

ÿêùî ε >
4e
a(2β−1+β+ 3

2 )− 1
4β ‖ξ1‖ψ√

n(2aβ)1/4β .

Òåîðåìà 8.6. Íåõàé I =
r

S

f(s)p(s)dµ(s), ξ(s) � âèïàäêîâà âåëè÷èíà,

s ∈ {S,A, P}, p(s) � ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó ξ, ξi, i = 1, 2, . . . , n � íåçàëå-

æíi êîïi¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ, Zn = 1
n

n∑
i=1

ξi. ßêùî âèïàäêîâà âåëè-

÷èíà ξ íàëåæèòü ïðîñòîðó Fψ(Ω), äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H ç
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êîíñòàíòîþ Cψ i n òàêå, ùî

inf
u>1

2uL̃u(ψ(u))u

(
√
nε)

u 6 δ, (8.13)

òîäi Zn íàáëèæà¹ I ç íàäiéíiñòþ 1− δ i òî÷íiñòþ ε (äèâ. îçíà÷åííÿ
8.1). Â îöiíöi 8.13 L̃ âèçíà÷åíî â íàñëiäêó 8.3.

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìà âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 8.3 òà íåðiâíîñòi (8.1).

Ïðèêëàä 8.6. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Fψ(Ω), äå ψ(u) = uα, α > 1
2 . Íà

ïiäñòàâi ðîçãëÿíóòîãî ïðèêëàäó 8.4 òà òåîðåìè 8.6 ïðè ε >
4(3e)α‖ξ‖ψ√

n

ìà¹ìî, ùî

inf
u>1

2uL̃u(ψ(u))u

(
√
nε)

u = exp

− α3e
( √

nε

4 ‖ξ‖ψ

)1/α
 .

Îòæå, íåðiâíiñòü (8.13) âèêîíó¹òüñÿ, êîëè ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

exp

− α3e
( √

nε

4 ‖ξ‖ψ

)1/α
 6 δ.

Òîäi

n >

(
4 ‖ξ‖ψ
ε

)2(
(− ln δ)

3e

α

)2α

i

n >

(
4(3e)α ‖ξ‖ψ

ε

)2

max

(
1,

(
− ln δ

α

)2α
)
.

Çàóâàæåííÿ 8.4. ßêùî îöiíþâàòè òî÷íiñòü òà íàäiéíiñòü çà äîïîìîãîþ
íåðiâíîñòi ×åáèøåâà, òî îòðèìà¹ìî, ùî

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

ξi − I

∣∣∣∣∣ > ε

}
6
Dξ1
nε2

,

òîäi Zn íàáëèæà¹ I ç íàäiéíiñòþ 1− δ i òî÷íiñòþ ε, êîëè

n >
Dξ1
δε2

.

Îòæå, ÿêùî δ = 0, 01, òîäi n > C1
100
ε2 , à ç ïðèêëàäó 8.6 ìà¹ìî, ùî

n > C2
ln 100
ε2 ≈ C2

4,61
ε2 , äå C1, C2 � äåÿêi êîíñòàíòè.
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Ïðèêëàä 8.7. Íåõàé ìà¹ìî ïðîñòið Fψ(Ω), äå ψ(u) = eau
β

, a > 0,
0 < β < 1. Âðàõîâóþ÷è ïðèêëàä 8.5 òà òåîðåìó 8.6, ðîçãëÿíåìî äâà
âèïàäêè. Ó ïåðøîìó âèïàäêó, ïðè 1

(2aβ)1/β = 1, íåðiâíiñòü (8.13) âèêî-
íó¹òüñÿ, êîëè ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

exp

−
β

a1/β

 ln
√
nε

4e2
β−1a‖ξ‖ψ
β + 1


β+1
β

 6 δ.

Òîäi

n >

(
4e2β−1a ‖ξ‖ψ

ε

)2

exp

2(β + 1)

(
(− ln δ)

a1/β

β

) β
β+1


i

n >

(
4e2β−1a ‖ξ‖ψ

ε

)2

max

e2(β+1), exp

2(β + 1)

(
(− ln δ)

a1/β

β

) β
β+1


 .

Ó äðóãîìó âèïàäêó, ïðè 1
(2aβ)1/β > 1, íåðiâíiñòü (8.13) ñïðàâäæó¹-

òüñÿ, êîëè âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

exp

−
β

a1/β


ln

√
nε(2aβ)1/4β

4e
a
2 (2β+1)− 1

4β ‖ξ‖ψ
β + 1


β+1
β

 6 δ.

Òîäi

n >

4e
a
2 (2β+1)− 1

4β ‖ξ‖ψ
ε(2aβ)1/4β

2

exp

2(β + 1)

(
(− ln δ)

a1/β

β

) β
β+1


i

n >

4e
a
2 (2β+1)− 1

4β ‖ξ‖ψ
ε(2aβ)1/4β

2

×
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×max

e2a(β+1), exp

2(β + 1)

(
(− ln δ)

a1/β

β

) β
β+1


 .

Ïðèêëàä 8.8. Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë âèäó

+∞w

0

+∞w

0

c(x, y)(x+ y)v−1e−pxe−qydxdy,

äå |c(x, y)| 6 1, v > 3
2 . Ïîçíà÷èìî

I =
1

pq

+∞w

0

+∞w

0

c(x, y)(x+ y)v−1pe−pxqe−qydxdy.

Íåõàé ξ i η � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ÿêi ðîçïîäiëåíi çà ïîêà-
çíèêîâèì ðîçïîäiëîì

P {ξ < x} =

{
1− e−px, x>0;

0, x<0,

P {η < y} =

{
1− e−qx, y>0;

0, y<0,

äå p(x) = pe−px, p(y) = qe−qy.
Òàêèì ÷èíîì,

I =
1

pq

+∞w

0

+∞w

0

c(x, y)(x+ y)v−1pe−pxqe−qydxdy =
1

pq
Ec(ξ, η)(ξ + η)v−1.

Íåõàé ôóíêöiÿ ψ(u) = uv−1, òîäi îñêiëüêè v > 3
2 , îòðèìó¹ìî:

sup
u>1

(
E
(
c(x, y)(ξ + η)v−1

)u)1/u
uv−1

6

6 sup
u>1

(
E
(
|c(ξ, η)| (ξ + η)u(v−1)

) 1
u(v−1)

)v−1

uv−1
6

6 sup
u>1

(
E
(
(ξ + η)u(v−1)

) 1
u(v−1)

)v−1

uv−1
6
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6 sup
u>1

((
Eξu(v−1)

) 1
u(v−1) +

(
Eηu(v−1)

) 1
u(v−1)

)v−1

uv−1
.

Ðîçãëÿíåìî Eξu(v−1) =
+∞r

0

xu(v−1)pe−pxdx. Çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ

ó öüîìó iíòåãðàëi, òîáòî px = t. Òîäi

+∞w

0

xu(v−1)pe−pxdx =
1

pu(v−1)

+∞w

0

e−ttu(v−1)dt =
1

pu(v−1)
Γ(u(v − 1) + 1).

Îòæå,
(
Eξu(v−1)

) 1
u(v−1) = 1

p (Γ(u(v − 1) + 1))
1

u(v−1) . Àíàëîãi÷íî çíàéäå-

ìî
(
Eηu(v−1)

) 1
u(v−1) = 1

q (Γ(u(v − 1) + 1))
1

u(v−1) .
Òàêèì ÷èíîì,

sup
u>1

(
E
(
(ξ + η)v−1

)u)1/u
uv−1

6 sup
u>1

(Γ(u(v − 1) + 1))
1
u

(
1
p + 1

q

)v−1

uv−1
.

Îñêiëüêè Γ(z) 6 e−zzz−
1
2Cz, äå Cz =

√
2πe

1
12z , òîäi

(Γ(u(v − 1) + 1))
1
u 6 e−(v−1+ 1

u )(u(v − 1) + 1)v−1+ 1
2u (Cz)

1
u ,

äå z = u(v − 1) + 1. Çàóâàæèìî, ùî Cz 6 S =
√

2πe
1
18 . Çâiäñè ìà¹ìî,

ùî

sup
u>1

(
E
(
(ξ + η)v−1

)u)1/u
uv−1

6

6 sup
u>1

e−(v−1)e−
1
u (u(v − 1) + 1)v−1(u(v − 1) + 1)

1
2u (S)

1
u

(
1
p + 1

q

)v−1

uv−1
6

6 e−(v−1)

(
1

p
+

1

q

)v−1

sup
u>1

(
S

e

) 1
u uv−1(v − 1 + 1

u )v−1u
1

2u (v − 1 + 1
u )

1
2u

uv−1
6

6 e−(v−1)

(
1

p
+

1

q

)v−1

sup
u>1

(
S

e

) 1
u

u
1

2u (v − 1 +
1

u
)v−1+ 1

2u 6

6 e−(v−1)+ 1
2e vv−

1
2

(
1

p
+

1

q

)v−1

.
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Òîáòî
∥∥∥c(ξ, η) 1

pq (ξ + η)v−1
∥∥∥
ψ
6 1

pq e
−(v−1)+ 1

2e vv−
1
2

(
1
p + 1

q

)v−1

.

Çãiäíî ç ïðèêëàäîì 8.6 ìîæåìî îòðèìàòè òàêó íåðiâíiñòü:

n >

4(3)v−1e
1
2e vv−

1
2

(
1
p + 1

q

)v−1

pqε


2

max

(
1,

(
− ln δ

v − 1

)2(v−1)
)
.

8.3.2. Íàäiéíiñòü òà òî÷íiñòü ó ïðîñòîði C(T ) îá÷èñëåííÿ

iíòåãðàëiâ, çàëåæíèõ âiä ïàðàìåòðó

Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë
r

S

f(s, t)p(s)dµ(s) = I(t) ïðè óìîâi, ùî âií iñíó¹.

Âèêîðèñòîâó¹ìî âñi óìîâè òà ïîçíà÷åííÿ ïiäðîçäiëó 8.2.2.

Òåîðåìà 8.7. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ ξ(t) íàëåæèòü ïðîñòîðó Fψ(Ω)

i äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H ç êîíñòàíòîþ Cψ,

Z̃n(t) = 1
n

n∑
i=1

(ξi(t)− I(t)), ξi(t) � íåçàëåæíi êîïi¨ âèïàäêîâîãî ïðîöå-

ñó ξ(t). Ïðè÷îìó iñíó¹ íåïåðåðâíà ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ σ(h),
σ(0) = 0 òàêà, ùî

sup
ρ(t,s)6h

∥∥ξ(t)− ξ(s)∥∥
ψ
6 σ(h).

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî z > 0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

zw

0

κ
(
N
(
σ(−1)(u)

))
du <∞,

äå κ(u) � ìàæîðóþ÷à õàðàêòåðèñòèêà, N(u) � ìåòðè÷íà ìàñèâíiñòü
ïðîñòîðó Fψ(Ω), òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî 0 < p < 1 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòü ∥∥∥∥sup

t∈T

∣∣∣Z̃n(t)
∣∣∣∥∥∥∥
ψ

6 B̂(p),

äå B̂(p) = 2
√
Cψ inf

t∈T
‖ξ(t)‖ψ + 1

p(1−p)

γpr

0

κ
(
N
(
σ

(−1)
1 (u)

))
du, σ(−1)

1 (u) �

îáåðíåíà ôóíêöiÿ äî σ1(u), σ1(h) = 2
√
Cψσ(h), γ = 2

√
Cψσ

(
sup
t,s∈T

ρ(t, s)

)
.

Ïðè öüîìó Zn(t) íàáëèæà¹ I(t) ç íàäiéíiñòþ 1 − δ i òî÷íiñòþ ε â
ïðîñòîði C(T ) (äèâ. îçíà÷åííÿ 8.2), ÿêùî ÷èñëî n òàêå, ùî ñïðàâäæó-
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¹òüñÿ óìîâà

inf
u>1

B̂u(p)(ψ(u))u

(ε
√
n)u

6 δ. (8.14)

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìà âèïëèâà¹ ç òåîðåì 3.2 òà 8.4 òà íàñëiäêó 3.4.

Ïðèêëàä 8.9. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Fψ(Ω), äå ψ(u) = uα, α > 1
2 . Ç

ïðèêëàäó 3.4 òà òåîðåìè 2.8 ïðè ε > eαB̂(p)√
n

âèïëèâà¹, ùî

inf
u>1

B̂u(p)(ψ(u))u

(ε
√
n)u

= exp

−αe
(√

nε

B̂(p)

)1/α
 ,

äå B̂(p) = 4 ·3α inf
t∈T
‖ξ(t)‖ψ+ 1

p(1−p)
(
e
α

)α γpr

0

(
ln
(
N
(
σ

(−1)
1 (u)

)))α
du. Îò-

æå, íåðiâíiñòü (8.14) âèêîíó¹òüñÿ, êîëè ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

exp

−αe
(√

nε

B̂(p)

)1/α
 6 δ,

ïðè óìîâi

n >

(
B̂(p)

ε

)2 (
(− ln δ)

e

α

)2α

i

n >

(
e2αB̂(p)

ε

)2

max

(
1,

(
− ln δ

α

)2α
)
.

Ïðèêëàä 8.10. Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë âèäó

+∞w

0

+∞w

0

c(t, x, y)(x+ y)v−1e−pxe−qydxdy,

äå 0 6 t 6 1, |c(t, x, y)| 6 1. ßêùî t1, t2 ∈ [0, 1], òîäi
|c(t1, x, y)− c(t2, x, y)| 6 γ̃ (t1 − t2)R, äå R > 0, γ̃(h), 0 6 h 6 1 ìîíî-
òîííî çðîñòàþ÷à, íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ òàêà, ùî γ̃(0) = 0. Ç ïðèêëàäó

8.8 âèïëèâà¹, ùî ‖I(t)‖ψ 6 1
pq e
−vvv−

1
2S
(

1
p + 1

q

)v−1

, äå S =
√

2πe
1
18 ,
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òîäi

‖I(t1)− I(t2)‖ψ =

∥∥∥∥(c(t1, ξ, η)− c(t2, ξ, η))
1

pq
(ξ + η)v−1

∥∥∥∥
ψ

6

6 γ̃ (t1 − t2)R
1

pq
e−vvv−

1
2S

(
1

p
+

1

q

)v−1

.

Òîáòî â òåðìiíàõ òåîðåìè 8.7 òà ïðèêëàäó 8.9 ìà¹ìî, ùî

σ(h) = γ̃(h)R
1

pq
e−vvv−

1
2S

(
1

p
+

1

q

)v−1

,

à

σ1(h) = 4 · 3v−1R
1

pq
e−vvv−

1
2S

(
1

p
+

1

q

)v−1

γ̃(h) = D(v)γ̃(h),

òîäi σ(−1)
1 (h) = γ̃(−1) h

D(v) . Êðiì òîãî, N(u) 6 1
2u + 1, òîäi ç ïðèêëàäó

8.9 âèïëèâà¹, ùî Zn(t) = 1
n

n∑
i=1

In(t) íàáëèæà¹ I(t) â ïðîñòîði C([0, 1])

ç íàäiéíiñòþ 1− δ i òî÷íiñòþ ε, ÿêùî ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

n >

(
B̂(r)

ε

)2(
(− ln δ)

e

v − 1

)2(v−1)

,

äå B̂(r) = 4 · 3v−1 1
pq e
−vvv−

1
2S
(

1
p + 1

q

)v−1

+

+ 1
r(1−r)

(
e

v−1

)v−1 γrr

0

(
ln

(
1

2γ̃(−1) x
D(v)

+ 1

))v−1

dx, γ = D(v)γ̃(1).

Ïðèêëàäîì ôóíêöi¨ c(t, x, y) ìîæå áóòè ôóíêöiÿ

c(t, x, y) = 2θ
sin(t(x+ 1)(y + 1))

((x+ 1)(y + 1))θ
,

äå 0 < θ 6 1. Äiéñíî,

|c(t1, x, y)− c(t2, x, y)| =
∣∣∣∣ 2θ·2 sin

(
(t1−t2)(x+1)(y+1)

2

)
cos
(

(t1+t2)(x+1)(y+1)
2

)
(x+1)θ(y+1)θ

∣∣∣∣ .
Îñêiëüêè |sinx| 6 |x|θ, äå 0 < θ 6 1, òîäi

|c(t1, x, y)− c(t2, x, y)| 6 2 |t1 − t2|θ .

Ïðèêëàä 8.11. Íåõàé ó ïðèêëàäi 8.10 γ̃(h) = Lhβ, òîäi γ̃(−1)
(

x
D(v)

)
=
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(
x

LD(v)

)1/β

. Òàêèì ÷èíîì,

γrw

0

(
ln

(
1

2γ̃(−1) x
D(v)

+ 1

))v−1

dx =

γrw

0

(
ln

(
(L ·D(v))1/β

2x1/β
+ 1

))v−1

dx.

Iç íåðiâíîñòi ln(1 + x) 6 xτ

τ , äå x > 0, 0 6 τ 6 1, âèïëèâà¹, ùî(
ln

(
(L ·D(v))1/β

2x1/β
+ 1

))v−1

6
1

2τ(v−1)

(
L ·D(v)

x

) τ(v−1)
β 1

τv−1
.

Òîäi iíòåãðàë
γrr

0

1
2τ(v−1)

(
L·D(v)
x

) τ(v−1)
β 1

τv−1 dx áóäå çáiãàòèñÿ, êîëè
τ(v−1)
β <

1.

Ïðèêëàä 8.12. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Fψ(Ω), äå ψ(u) = eau
β

, äå a > 0,

0 < β < 1. Ç ïðèêëàäó 3.5 òà òåîðåìè 2.7 ïðè ε > ea(β+1)B̂(p)√
n

âèïëèâà¹,
ùî

inf
u>1

B̂u(p)(ψ(u))u

(ε
√
n)u

= exp

− β

a1/β

 ln
√
nε

B̂(p)

β + 1


β+1
β

 .

ßêùî 1
(2aβ)1/β = 1, òîäi ìà¹ìî:

B̂(p) = 4e2β−1a inf
t∈T
‖ξ(t)‖ψ +

+
1

p(1− p)

γpw

0

1

ea
exp

{
S(a, β)

(
ln
(
N
(
σ

(−1)
1 (u)

))) β
β+1

}
,

äå S(a, β) = (βa)
1

β+1 (β−1 + 1). Êîëè 1
(2aβ)1/β > 1, òîäi àíàëîãi÷íî

B̂(p) =
4e

a
2 (2β+1)− 1

4β

(2aβ)1/4β
inf
t∈T
‖ξ(t)‖ψ +

+
1

p(1− p)

γpw

0

1

ea
exp

{
S(a, β)

(
ln
(
N
(
σ

(−1)
1 (u)

))) β
β+1

}
.

Îòæå, íåðiâíiñòü (8.14) âèêîíó¹òüñÿ, êîëè ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòü
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exp

− β

a1/β

 ln
√
nε

B̂(p)

β + 1


β+1
β

 6 δ

ïðè óìîâi

n >

(
B̂(p)

ε

)2

exp

2(β + 1)

(
(− ln δ)

a1/β

β

) β
β+1


i

n >

(
B̂(p)

ε

)2

max

ea(β+1), exp

2(β + 1)

(
(− ln δ)

a1/β

β

) β
β+1


 .

8.3.3. Íàäiéíiñòü òà òî÷íiñòü ó ïðîñòîði Lp(T ) îá÷èñëåííÿ

iíòåãðàëiâ, çàëåæíèõ âiä ïàðàìåòðó

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi çáåðiãàþòüñÿ ïîçíà÷åííÿ ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäi-
ëó.

Îçíà÷åííÿ 8.3. Ñêàæåìî, ùî Zn(t) íàáëèæà¹òüñÿ äî I(t) â ïðîñòîði
Lp(T ) ç íàäiéíiñòþ 1−δ > 0 i òî÷íiñòþ ε > 0, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ òàêà
íåðiâíiñòü:

P


(

w

T

|Zn(t)− I(t)|p dµ(t)

)1/p

> ε

 6 δ.

Òåîðåìà 8.8. Íåõàé I(t) = Eξ(t) =
r

S

f(s, t)p(s)dµ(s), ξ(t) � âèïàäêîâèé

ïðîöåñ, ÿêèé íàëåæèòü ïðîñòîðó Fψ(Ω), äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

H ç êîíñòàíòîþ Cψ, Z̃n(t) = 1
n

n∑
i=1

(ξi(t)− I(t)), ξi(t) � íåçàëåæíi êîïi¨

âèïàäêîâîãî ïðîöåñó ξ(t).
Òîäi äëÿ âñiõ p > 1 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü∥∥∥∥∥∥
(

w

T

∣∣∣Ẑn(t)
∣∣∣p dµ(t)

)1/p
∥∥∥∥∥∥ 6

2
√
Cψ√
n
· ψ(p)

ψ(1)

(
w

T

‖ξ(t)‖pψ dµ(t)

)1/p

,
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ïðè÷îìó Zn(t) íàáëèæà¹ I(t) ç íàäiéíiñòþ 1 − δ i òî÷íiñòþ ε â ïðî-
ñòîði Lp(T ) ïðè n òàêîìó, ùî

inf
u>1

(
2
√
Cψ√
n
· ψ(p)
ψ(1)

)u(r

T

‖ξ(t)‖p dµ(t)

)u/p
(ψ(u))u

εu
6 δ. (8.15)

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìà âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 7.2, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòü (8.15).

Ïðèêëàä 8.13. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Fψ(Ω), äå ψ(u) = uα, α > 1
2 . Òîäi

ç ïðèêëàäó 2.4 âèïëèâà¹, ùî äëÿ öüîãî ïðîñòîðó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
H ç êîíñòàíòîþ Cψ = 4 · 9α, à ç ïðèêëàäó 7.4 òà òåîðåìè 8.8 ïðè

ε >
4(3pe)α

(
r

T

‖ξ(t)‖pψdµ(t)

)1/p

√
n

âèïëèâà¹, ùî

inf
u>1

(
2
√
Cψ√
n
· ψ(p)
ψ(1)

)u(r

T

‖ξ(t)‖p dµ(t)

)u/p
(ψ(u))u

εu
6

6 exp

−
α

e


√
nε

4(3pe)α
(

r

T

‖ξ(t)‖pψ dµ(t)

)1/p


1/α
 .

Îòæå, íåðiâíiñòü (8.15) âèêîíó¹òüñÿ, êîëè ñïðàâåäëèâî

exp

−
α

e


√
nε

4(3pe)α
(

r

T

‖ξ(t)‖pψ dµ(t)

)1/p


1/α
 6 δ,

ïðè

n >


4(3pe)α

(
r

T

‖ξ(t)‖pψ dµ(t)

)1/p

ε


2 (

(− ln δ)
e

α

)2α

.

Òîäi
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n >


4(3p)α

(
r

T

‖ξ(t)‖pψ dµ(t)

)1/p

ε


2

max

(
1,

(
− ln δ

α

)2α
)
.

Ïðèêëàä 8.14. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Fψ(Ω), äå ψ(u) = eau
β

, äå a > 0,
0 < β < 1. Òîäi ç òåîðåìè 2.15 âèïëèâà¹, ùî ìîæëèâèìè ¹ äâà âèïàäêè.
Ó ïåðøîìó âèïàäêó ïðè 1

(2aβ)1/β = 1 äëÿ ïðîñòîðó Fψ(Ω) âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà H ç êîíñòàíòîþ Cψ = 4e2βa. Òîäi ç ïðèêëàäó 7.5 òà òåîðåìè
8.8 âèïëèâà¹, ùî

inf
u>1

(
2
√
Cψ√
n
· ψ(p)
ψ(1)

)u(r

T

‖ξ(t)‖p dµ(t)

)u/p
(ψ(u))u

εu
6

6 exp


− β

a1/β


ln

√
nε

4ea(2β−1+pβ−1)

(
r

T

‖ξ(t)‖pψdµ(t)

)1/p

β + 1


β+1
β


.

Îòæå, íåðiâíiñòü (8.15) âèêîíó¹òüñÿ, êîëè ñïðàâåäëèâî

exp


− β

a1/β


ln

√
nε

4ea(2β−1+pβ−1)

(
r

T

‖ξ(t)‖pψdµ(t)

)1/p

β + 1


β+1
β


6 δ.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

n >


4ea(2β−1+pβ−1)

(
r

T

‖ξ(t)‖pψ dµ(t)

)1/p

ε


2

×
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× exp

2(β + 1)

(
(− ln δ)

a1/β

β

) β
β+1

 .

Òîäi

n >


4ea(2β−1+pβ−1)

(
r

T

‖ξ(t)‖pψ dµ(t)

)1/p

ε


2

×

×max

ea(β+1), exp

2(β + 1)

(
(− ln δ)

a1/β

β

) β
β+1


 .

Ó äðóãîìó âèïàäêó ïðè 1
(2aβ)1/β > 1 ìà¹ìî

inf
u>1

(
2
√
Cψ√
n
· ψ(p)
ψ(1)

)u(r

T

‖ξ(t)‖p dµ(t)

)u/p
(ψ(u))u

εu
6

6 exp


− β

a1/β


ln

√
nε(2aβ)

1
4β

4e
a(2β−1+pβ− 1

2 )− 1
4β
−1

(2aβ)1/4β

(
r

T

‖ξ(t)‖pψdµ(t)

)1/p

β + 1



β+1
β


i íåðiâíiñòü (8.15) âèêîíó¹òüñÿ, êîëè ¹ ñïðàâåäëèâîþ òàêà îöiíêà

exp


− β

a1/β


ln

√
nε(2aβ)

1
4β

4e
a(2β−1+pβ− 1

2 )− 1
4β

(2aβ)1/4β

(
r

T

‖ξ(t)‖pψdµ(t)

)1/p

β + 1



β+1
β


6 δ
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ïðè

n >


4e
a(2β−1+pβ− 1

2 )− 1
4β

(2aβ)1/4β

(
r

T

‖ξ(t)‖pψ dµ(t)

)1/p

(2aβ)
1

4β ε


2

×

× exp

2(β + 1)

(
(− ln δ)

a1/β

β

) β
β+1

 .

Òîäi

n >


4e
a(2β−1+pβ− 1

2 )− 1
4β

(2aβ)1/4β

(
r

T

‖ξ(t)‖pψ dµ(t)

)1/p

(2aβ)
1

4β ε


2

×

×max

ea(β+1), exp

2(β + 1)

(
(− ln δ)

a1/β

β

) β
β+1


 .

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 8
Ó ðîçäiëi 8 çíàéäåíi òî÷íiñòü i íàäiéíiñòü îá÷èñëåííÿ êðàòíèõ iíòå-

ãðàëiâ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. Ðîçãëÿíóòi iíòåãðàëè, ÿêi çàëåæàòü âiä
ïàðàìåòðó. Çíàéäåíi íàäiéíiñòü òà òî÷íiñòü îá÷èñëåííÿ öèõ iíòåãðàëiâ
ó C(T ) òà Lp(T ).
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Ðîçäië 9

Òî÷íiñòü òà íàäiéíiñòü ìîäåëþâàííÿ ó

Lp(T ) âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, ùî äîïóñêàþòü

ðîçêëàäè â ðÿä ç íåçàëåæíèìè ÷ëåíàìè.

Ó äàíîìó ðîçäiëi ïðîâåäåíî îöiíêó ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöå-
ñiâ ç ïðîñòîðiâ Subϕ(Ω), êîòði ¹ ïiäêëàñîì Kσ-ïðîñòîðiâ, iç çàäàíèìè
íàäiéíiñòþ òà òî÷íiñòþ ó ïðîñòîðàõ Lp(T ).

9.1. Òî÷íiñòü òà íàäiéíiñòü ìîäåëþâàííÿ
âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ó Lp(0, T )

Íåõàé (Ω,F, p) - ñòàíäàðòíié éìîâiðíiñíèé ïðîñòið, Lo2(Ω) - ïðîñòið
öåíòðîâàíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí çi ñêií÷åííèì äðóãèì ìîìåíòîì, Eξ2 <
∞, {Λ,U, µ} - âèìiðíèé ïðîñòið, ìiðà µ - σ-ñêií÷åííà. Íåõàé Lp(Λ, µ) -
ïðîñòið Áàíàõà iíòåãðîâíèõ â ñòåïåíi p ôóíêöié ç ìiðîþ ν.

Îçíà÷åííÿ 9.1. Íåõàé X = {X(t), t ∈ T} - âèïàäêîâèé ïðîöåñ ç Subϕ(Ω).
Âèïàäêîâèé ïðîöåñ XN = {XN (t), t ∈ T} ç Subϕ(Ω) áóäåìî íàçèâàòè
ìîäåëëþ, ùî íàáëèæà¹ âèïàäêîâèõ ïðîöåñ X iç çàäàíèìè íàäiéíiñòþ
1− α òà òî÷íiñòþ δ â ïðîñòîði Lp(0, T ), ÿêùî

P

{
Tw

0

(X(t)−XN (t))pdt)1/p > δ

}
6 α.

Ó [57] áóëî äîâåäåíî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 9.1. [57] Íåõàé {T,Λ,M} - âèìiðíèé ïðîñòið, X = {X(t), t ∈
T} ⊂ Subϕ(Ω), τϕ(t) = τϕ(X(t)). Íåõàé iñíó¹

r T
0

(τϕ(t))pdµ(t), p > 1.

Òîäi ç éìîâiðíiñòþ 1 iñíó¹
r T
0
|X(t)|pdµ(t) òà ∀δ : δ > c(f( c

1/pp
δ1/p ))p, äå

c =
r T
0

(τϕ(t))pdµ(t), f - ôóíêöiÿ, òàêà, ùî ∀u > 0 : ϕ(u) =
r u
0
f(v)dv.

Òîäi

P

{
w

T

|X(T )|pdµ(t) > δ

}
6 2 exp

{
−ϕ∗

((
δ

c

)1/p
)}

,

äå ϕ∗ - ïåðåòâîðåííÿ Þíãà-Ôåíõåëÿ ϕ.

Äàíó òåîðåìó ìîæíà ïåðåòâîðèòè äî íàñòóïíîãî âèãëÿäó.

Òåîðåìà 9.2. Íåõàé {T,Λ,M} - âèìiðíèé ïðîñòið, X = {X(t), t ∈
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T} ⊂ Subϕ(Ω), XN - ìîäåëü ïðîöåñó X. Íåõàé f - ôóíêöiÿ, òàêà, ùî
∀u > 0 : ϕ(u) =

r u
0
f(v)dv. Íåõàé

cN =

Tw

0

(τϕ(X(t)−XN (t)))pdµ(t) <∞.

Ìîäåëü XN (t) íàáëèæà¹ âèïàäêîâèé ïðîöåñ X(t) ç íàäiéíiñòþ 1−α òà
òî÷íiñòþ δ ó ïðîñòîði Lp(T ), êîëè

cN 6
δ

(ϕ∗(−1)(ln 2
α ))p

(9.1)

òà

δ > cN

(
f

(
c
1/p
N p

δ1/p

))p
, (9.2)

äå ϕ∗ - ïåðåòâîðåííÿ Þíãà-Ôåíõåëÿ ϕ.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè |X(t)−XN (t)| ∈ Subϕ(Ω), òà çà òåîðåìîþ 9.1

P

{
w

T

|X(t)|pdµ(t) > δ

}
6 2 exp

{
−ϕ∗

((
δ

c

)1/p
)}

,

òî

P

{
w

T

|X(t)−XN (t)|pdµ(t) > δ

}
6 2 exp

{
−ϕ∗

((
δ

cN

)1/p
)}

,

òîìó ïîâèííà âèêîíóâàòèñÿ íåðiâíiñòü (9.2) òà

2 exp

{
−ϕ∗

((
δ

cN

)1/p
)}

6 α,

çâiäêè

ϕ∗

((
δ

cN

)1/p
)

> ln
2

α
,

i, îñòàòî÷íî,

c
1/p
N 6

δ1/p

ϕ∗(−1)(ln 2
α )
.
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Ñïèðàþ÷èñü íà äàíó òåîðåìó, ìîæíà äîâåñòè íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 9.3. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ [0, T ]} íàëå-
æèòü Subϕ(Ω),

ϕ(t) =
tγ

γ
,

êîëè 1 < γ 6 2. Íåõàé

cN =

Tw

0

(τϕ(X(t)−XN (t)))pdµ(t) <∞.

Ìîäåëü XN (t) íàáëèæà¹ âèïàäêîâèé ïðîöåñ X(t) ç íàäiéíiñòþ 1−α òà
òî÷íiñòþ δ ó ïðîñòîði Lp(T ), êîëè{

cN 6 δ/(βln 2
α )p/β

cN < δ/pp(1−1/γ) ,

β -÷èñëî, òàêå, ùî 1
β + 1

γ = 1.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøà íåðiâíiñòü âiäðàçó âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 9.2. Äiéñíî,
îñêiëüêè ϕ(t) = tγ/γ, òî ϕ∗(t) = tβ/β, çâiäêè i âèïëèâà¹ ïîòðiáíèé ðå-
çóëüòàò.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äðóãó íåðiâíiñòü. Çíîâó, òàê ÿê ϕ(t) = tγ

γ , òî f(t) =

tγ−1, t > 0, i

δ > cN

(c1/pN p

δ1/p

)γ−1
p

=
cγNp

p(γ−1)

δγ−1
,

çâiäêè

cγN <
δγ

pp(γ−1)
.

Òåîðåìà 9.4. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ [0, T ]} íàëå-
æèòü Subϕ(Ω),

ϕ(t) =

{
t2

γ , t < 1
tγ

γ , t > 1
,
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äå γ > 2. Íåõàé

cN =

Tw

0

(τϕ(X(t)−XN (t)))pdµ(t) <∞.

Ìîäåëü XN (t) íàáëèæà¹ âèïàäêîâèé ïðîöåñ X(t) ç íàäiéíiñòþ 1−α òà
òî÷íiñòþ δ ó ïðîñòîði Lp(T ), êîëè{

cN 6 δ/(βln 2
α )p/β

cN < δ/pp(1−1/γ) ,

äå
êîëè 1

β + 1
γ = 1.

Äîâåäåííÿ. Çíàéäåìî âèãëÿä ôóíêöi¨ f (−1)(t). Òàê ÿê

ϕ(t) =

{
t2

γ , t < 1
tγ

γ , t > 1
,

òî

f(t) =

{
2
γ t, t < 1

tγ−1, t > 1
,

çâiäêè

f (−1)(t) =

{
γ
2 t, t <

2
γ

t
1

γ−1 , t > 1
.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ϕ∗(t). Êîëè t > 1,

ϕ∗(t) =

2/γw

0

γ

2
udu+

1w

2/γ

du+

tw

1

u
1

γ−1 du =
γ

2

u2

2

∣∣∣∣γ/2
0

+ (1− 2

γ
) + u

1
γ−1 +1

∣∣∣t
1

=

=
γ

2

1

2

(
2

γ

)2

+ 1− 2

γ
+
tβ

β
− 1

β
=
tβ

β
.

Çâiäñè òà ç òåîðåìè 9.2 âèïëèâà¹ ïåðøà íåðiâíiñòü òåîðåìè.
Ðîçãëÿíåìî òåïåð äðóãó íåðiâíiñòü. Ïðîàíàëiçó¹ìî ñïî÷àòêó âèïà-

äîê, êîëè (c
1/p
N p)/(δ1/p) > 1. Â òàêîìó ðàçi f(x) = xγ−1, i
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δ > cN

(c1/pN p

δ1/p

)γ−1
p

,

òîáòî

cN <
δ

pp(1−1/γ)
,

çâiäêè

δ

pp
< cN <

δ

pp(1−1/γ)
.

Äëÿ âèïàäêó (c
1/p
N p)/(δ1/p) < 1 ìà¹ìî f(x) = x 2

γ , i{
cN < δ

pp

cN < δ
pp/2

(
γ
2

)p/2
.

òàê ÿê γ > 2 òà p > 1, òî îòðèìà¹ìî

cN <
δ

pp
.

Îñòàòî÷íî ìà¹ìî, ùî

cN <
δ

pp(1−1/γ)
.

9.2. Òî÷íiñòü òà íàäiéíiñòü ó Lp(T ) ìîäåëþâàííÿ
âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, ÿêi äîïóñêàþòü ðîçêëàä â
ðÿä ç íåçàëåæíèìè ÷ëåíàìè

Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ [0, T ]} ìîæå áóòè çîáðàæå-
íèé ó âèãëÿäi ðÿäó

X(t) =

∞∑
k=1

ξkak(t), (9.3)

äå ξk ∈ Subϕ(Ω), ξk - íåçàëåæíi, i äëÿ äàíîãî ðÿäó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

∞∑
k=1

τ2
ϕ(ξk)a2

k(t) <∞.

Çàçâè÷àé ó ÿêîñòi ìîäåëi òàêîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó âèêîðèñòîâó-
þòü ñóìó ïåðøèõ N äîäàíêiâ òàêîãî ðîçêëàäó. Ïðîòå, ÷àñòî áóâà¹ òàê,
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ùî ôóíêöi¨ ak(t) íå ìîæóòü áóòè çíàéäåíi ó ÿâíîìó âèãëÿäi. Â òàêîìó
âèïàäêó, â ÿêîñòi åëåìåíòiâ ìîäåëi âèïàäêîâîãî ïðîöåñó ìîæíà âèêîðè-
ñòîâóâàòè âk(t) - íàáëèæåíi çíà÷åííÿ ôóíêöié ak(t), âðàõóâàâøè âïëèâ
ïîõèáêè òàêîãî íàáëèæåííÿ íà òî÷íiñòü òà íàäiéíiñòü, ç ÿêèìè ìîäåëü
íàáëèæà¹ ïðîöåñ.

Îçíà÷åííÿ 9.2. Ìîäåëëþ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó X(t) áóäåìî íàçèâàòè
âèðàç

XN (t) =

N∑
k=1

ξkâk(t),

äå âk(t) - íàáëèæåíi çíà÷åííÿ ôóíêöié ak(t), ξk ∈ Subϕ(Ω), ξk - íåçà-
ëåæíi.

Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

δk(t) = |ak(t)− âk(t)|;

∆N (t) = |X(t)−XN (t)| =

∣∣∣∣∣
N∑
k=1

ξkδk(t) +

∞∑
k=N+1

ξkak(t)

∣∣∣∣∣ .
Áóäåìî êàçàòè, ùî ìîäåëü XN íàáëèæà¹ âèïàäêîâèé ïðîöåñ X iç

çàäàíèìè íàäiéíiñòþ òà òî÷íiñòþ ó ïðîñòîði Lp[0, T ], ÿêùî

P


(
Tw

0

(∆N (t))pdt

) 1
p

> δ

 6 α.

Ñôîðìóëþ¹ìî çàãàëüíó òåîðåìó äëÿ îöiíêè íàäiéíîñòi òà òî÷íîñòi
ìîäåëþâàííÿ òàêèõ ïðîöåñiâ ó Lp(T ).

Òåîðåìà 9.5. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ [0, T ]} íàëå-
æèòü Subϕ(Ω), XN - ìîäåëü ïðîöåñó X. Íåõàé

cN =

Tw

0

(
τϕ

(
N∑
k=1

ξkδk(t) +

∞∑
k=N+1

ξkak(t)

))p
dt <∞.

Ìîäåëü XN (t) íàáëèæà¹ âèïàäêîâèé ïðîöåñ X(t) ç íàäiéíiñòþ 1−α òà
òî÷íiñòþ δ ó ïðîñòîði Lp(T ), êîëè{

cN 6 δ/(ϕ∗(−1)(ln 2
α ))p

δ > cN (f(
c
1/p
N p

δ1/p ))p
,

f çàäàíå ó òåîðåìi 9.1, ϕ∗ - ïåðåòâîðåííÿ Þíãà-Ôåíõåëÿ ϕ.
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Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ äàíî¨ òåîðåìè àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ òåîðåìè 9.2.♦
Äëÿ ïîäàëüøèõ òåîðåì íàì áóäå ïîòðiáíå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 9.6. [16] Íåõàé ξ1, ξ1, . . . , ξn ∈ Subϕ(Ω) - íåçàëåæíi âèïàä-
êîâi âåëè÷èíè. ßêùî ôóíêöiÿ ϕ(|x|1/s), x ∈ R îïóêëà äëÿ s ∈ (0, 2],
òî

τsϕ

(
n∑
k=1

ξk

)
6

n∑
k=1

τsϕ(ξk).

Òåîðåìà 9.7. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ [0, T ]} íàëå-
æèòü Subϕ(Ω),

ϕ(t) =

{
t2

γ , t < 1
tγ

γ , t > 1
,

äå γ > 2. Íåõàé

cN =

Tw

0

(
N∑
k=1

τ2
ϕ(ξk)δ2

k(t) +

∞∑
k=N+1

τ2
ϕ(ξk)a2

k(t)

)p/2
dt <∞.

Âèïàäêîâèé ïðîöåñ XN íàáëèæà¹ âèïàäêîâèé ïðîöåñ X ç íàäiéíiñòþ
1− α òà òî÷íiñòþ δ â ïðîñòîði Lp(0, T ), êîëè{

cN 6 δ/(βln 2
α )p/β

cN < δ/pp(1−1/γ) ,

äå β òàêå, ùî 1/β + 1/γ = 1.

Äîâåäåííÿ. Ç òåîðåìè 9.6 äëÿ s = 2 âèïëèâàþòü íàñòóïíi íåðiâíîñòi:

cN =

Tw

0

(τϕ(∆N (t)))pdµ(t) =

Tw

0

(
τϕ

(
N∑
k=1

ξkδk(t)+

+

∞∑
k=N+1

ξkak(t)

))p
dt 6

Tw

0

(
N∑
k=1

τ2
ϕ(ξk)δ2

k(t) +

∞∑
k=N+1

τ2
ϕ(ξk)a2

k(t)

)p/2
dt.

Òåîðåìà 9.8. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ [0, T ]} íàëå-
æèòü Subϕ(Ω),

ϕ(t) =
tγ

γ
,
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äå 1 < γ < 2. Íåõàé

cN =

Tw

0

(
N∑
k=1

τγϕ(ξk)δγk (t) +

∞∑
k=N+1

τγϕ(ξk)aγk(t)

)p/γ
dt <∞.

Ìîäåëü XN íàáëèæà¹ âèïàäêîâèé ïðîöåñ X ç íàäiéíiñòþ 1 − α òà
òî÷íiñòþ δ â ïðîñòîði Lp(0, T ), êîëè{

cN 6 δ/(βln 2
α )p/β

cN < δ/pp(1−1/γ) ,

äå β òàêå, ùî 1/β + 1/γ = 1.

Äîâåäåííÿ. Ç òåîðåìè 9.6 äëÿ s = γ âèïëèâàþòü íàñòóïíi íåðiâíîñòi:

cN =

Tw

0

(τϕ(∆N (t)))pdµ(t) =

Tw

0

(
τϕ

(
N∑
k=1

ξkδk(t)+

+

∞∑
k=N+1

ξkak(t)

))p
dt 6

Tw

0

(
N∑
k=1

τγϕ(ξk)δγk (t) +

∞∑
k=N+1

τγϕ(ξk)aγk(t)

)p/γ
dt.

9.2.1. Ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ çà äîïîìîãîþ

ðîçêëàäó Êàðóíåíà-Ëîåâà ó Lp(0, T )

Òåîðåìà 9.9. [62] (Ïðî ðîçêëàä Êàðóíåíà-Ëîåâà) Íåõàé X(t), t ∈ D -
âèïàäêîâèé ïðîöåñ äðóãîãî ïîðÿäêó, EX(t) = 0 ∀t ∈ D, ç êîðåëÿöiéíîþ
ôóíêöi¹þ B(t, s) = EX(t)X(s), f(t, λ) ∈ L2(Λ, µ). Êîðåëÿöiéíà ôóíêöiÿ
B(t, s) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

B(t, s) =
w

Λ

f(t, λ)f(s, λ)dµ(λ)

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

X(t) =

∞∑
k=1

ak(t)√
λk

ξk, (9.4)

äå ak(t), k = 1, 2, . . . - âëàñíi ôóíêöi¨ îäíîðiäíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿí-
íÿ Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó
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a(t) = λ
w

D

B(t, s)a(s)dµ(s), (9.5)

ξk - öåíòðîâàíi íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, òàêi, ùî Eξk = 0,
Eξnξm = δnmλ

−1
n , λn - âëàñíi ÷èñëà äàíîãî ðiâíÿííÿ, çàíóìåðîâàíi â

ïîðÿäêó çðîñòàííÿ.

Îçíà÷åííÿ 9.3. Íåõàé X = {X(t), t ∈ [0, T ]} ∈ Subϕ(Ω) âèïàäêîâèé
ïðîöåñ ç êîðåëÿöiéíîþ ôóíêöi¹þ B(t, s) = EX(t)X(s), ùî ìîæå áóòè
çîáðàæåíèé çà äîïîìîãîþ ðîçêëàäó Êàðóíåíà-Ëîåâà. Ìîäåëëþ Êàðóíåíà-
Ëîåâà òàêîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó áóäåìî íàçèâàòè ïðîöåñ
XN = {XN (t), t ∈ B} ∈ Subϕ(Ω), òàêèé, ùî

XN (t) =

N∑
k=1

âk(t)√
λ̂k
ξk,

äå âk(t) - íàáëèæåííÿ âëàñíèõ ôóíêöié îäíîðiäíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâ-
íÿííÿ Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó (9.5), λ̂k - íàáëèæåííÿ âëàñíèõ ÷èñåë
öüîãî æ ðiâíÿííÿ.

Ñôîðìóëþ¹ìî òåîðåìè, ùî äîçâîëÿòü áóäóâàòè ìîäåëi âèïàäêîâèõ
ïðîöåñiâ ç òàêèì ðîçêëàäîì ó Lp(T ).

Òåîðåìà 9.10. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ [0, T ]} íàëå-
æèòü Subϕ(Ω),

ϕ(t) =

{
t2

γ , t < 1
tγ

γ , t > 1

ïðè γ > 2, òà äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi (9.4). Íåõàé

cN =

Tw

0

 N∑
k=1

τ2
ϕ(ξk)

 δ2
k(t)

λ̂k − ηk
+ â2

k(t)
(
√
λ̂k −

√
λ̂k − ηk)2

λ̂k(λ̂k − ηk)

+

+

∞∑
k=N+1

τ2
ϕ(ξk)a2

k(t)

λk

)p/2
dt <∞,

äå δk(t) = |ϕk(t) − ϕ̂k(t)| - ïîõèáêà çíàõîäæåííÿ k-¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨
ðiâíÿííÿ (9.5), λ̂k - íàáëèæåíå çíà÷åííÿ k-ãî âëàñíîãî ÷èñëà, ηk = |λk−
λ̂k| - ïîõèáêà íàáëèæåííÿ k-ãî âëàñíîãî ÷èñëà. Ìîäåëü XN íàáëèæà¹
âèïàäêîâèé ïðîöåñ X ç íàäiéíiñòþ 1 − α òà òî÷íiñòþ δ â ïðîñòîði
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Lp(0, T ), ÿêùî âèêîíàíi íàñòóïíi óìîâè:{
cN 6 δ/(βln 2

α )p/β

cN < δ/pp(1−1/γ) .

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ iç òåîðåì 9.7 òà 9.9. Äiéñíî,

cN =

Tw

0

(
τϕ

(
N∑
k=1

ξk

(
ak(t)√
λk
− âk(t)√

λ̂k

)
+

∞∑
k=N+1

ξk
ak(t)√
λk

))p
dt =

=

Tw

0

(
τϕ

(
N∑
k=1

ξk

(
ak(t)√
λk
− âk(t)√

λk
+
âk(t)√
λk
− âk(t)√

λ̂k

)
+

+

∞∑
k=N+1

ξk
ak(t)√
λk

))p
dt =

Tw

0

(
τϕ

(
N∑
k=1

ξk
1√
λk
δk(t)+

+

N∑
k=1

ξkâk(t)

(
1√
λk
− 1√

λ̂k

)
+

∞∑
k=N+1

τϕ(ξk)
ak(t)√
λk

))p
dt 6

6
Tw

0

 N∑
k=1

τ2
ϕ(ξk)

 δ2
k(t)

λ̂k − ηk
+ â2

k(t)
(
√
λ̂k −

√
λ̂k − ηk)2

λ̂k(λ̂k − ηk)

+

+

∞∑
k=N+1

τ2
ϕ(ξk)a2

k(t)

λk

)p/2
dt.

Ó âèïàäêó, êîëè τϕ(ξk) 6 τ ∀k, îòðèìà¹ìî íàñòóïíå òâåðæäåííÿ.
Òåîðåìà 9.11. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ [0, T ]} íàëå-
æèòü Subϕ(Ω),

ϕ(t) =

{
t2

γ , t < 1
tγ

γ , t > 1

ïðè γ > 2, i íåõàé ∀k : τϕ(ξk) = τ . Íåõàé ïðîöåñ X äîïóñêà¹ çîáðàæå-
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ííÿ ó âèãëÿäi (9.4), i íåõàé

cN = τp/2
Tw

0

((
B(t, t)−

N∑
k=1

(âk(t)− δk(t))2

λ̂k + ηk

)
+

N∑
k=1

(
δ2
k(t)

λ̂k − ηk
+

+â2
k(t)

(
√
λ̂k −

√
λ̂k − ηk)2

λ̂k(λ̂k − ηk)

p/2

dt <∞,

äå δk(t) = |ϕk(t) − ϕ̂k(t)| - ïîõèáêà çíàõîäæåííÿ k-¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨
ðiâíÿííÿ (9.5), λ̂k - íàáëèæåíå çíà÷åííÿ k-ãî âëàñíîãî ÷èñëà, ηk = |λk−
λ̂k| - ïîõèáêà íàáëèæåííÿ k-ãî âëàñíîãî ÷èñëà. Ìîäåëü XN íàáëèæà¹
âèïàäêîâèé ïðîöåñ X ç íàäiéíiñòþ 1 − α òà òî÷íiñòþ δ â ïðîñòîði
Lp(0, T ), ÿêùî âèêîíàíi íàñòóïíi óìîâè:{

cN 6 δ/(βln 2
α )p/β

cN < δ/pp(1−1/γ) .

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Ìåðñåðà [106] òà
ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè. Äiéñíî, çãiäíî ç Òåîðåìîþ Ìåðñåðà

B(t, t) =

∞∑
k=1

a2
k(t)

λk
,

òîìó

cN =

Tw

0

 N∑
k=1

τ2

 δ2
k(t)

λ̂k − ηk
+ â2

k(t)
(
√
λ̂k −

√
λ̂k − ηk)2

λ̂k(λ̂k − ηk)

+

+

∞∑
k=N+1

τ2a2
k(t)

λk

)p/2
dt = τp/2

Tw

0

(
N∑
k=1

τ2

(
δ2
k(t)

λ̂k − ηk
+

+â2
k(t)

(√
λ̂k −

√
λ̂k − ηk

)2

λ̂k(λ̂k − ηk)

+B(t, t)−
N∑
k=1

a2
k(t)

λk


p/2

dt 6
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6 τp/2
Tw

0

((
B(t, t)−

N∑
k=1

(âk(t)− δk(t))2

λ̂k + ηk

)
+

N∑
k=1

(
δ2
k(t)

λ̂k − ηk
+

+â2
k(t)

(
√
λ̂k −

√
λ̂k − ηk)2

λ̂k(λ̂k − ηk)

p/2

dt.

Òåîðåìà 9.12. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ [0, T ]} íàëå-
æèòü Subϕ(Ω),

ϕ(t) =
tγ

γ
ïðè 1 < γ < 2. Íåõàé

cN =

Tw

0

 N∑
k=1

τγϕ(ξk)

 δγk (t)

(λk − ηk)γ
+ âγk(t)

(
√
λ̂k −

√
λ̂k − ηk)γ

(λ̂k(λ̂k − ηk))γ

+

+

∞∑
k=N+1

τγϕ(ξk)a2γ
k (t)

λγk

)p/γ
dt,

äå δk(t) = |ϕk(t) − ϕ̂k(t)| - ïîõèáêà çíàõîäæåííÿ k-¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨
ðiâíÿííÿ (9.5), λ̂k - íàáëèæåíå çíà÷åííÿ k-ãî âëàñíîãî ÷èñëà, ηk = |λk−
λ̂k| - ïîõèáêà íàáëèæåííÿ k-ãî âëàñíîãî ÷èñëà. Ìîäåëü XN íàáëèæà¹
âèïàäêîâèé ïðîöåñ X ç íàäiéíiñòþ 1 − α òà òî÷íiñòþ δ â ïðîñòîði
Lp(0, T ) ÿêùî âèêîíàíi íàñòóïíi óìîâè:{

cN 6 δ/(βln 2
α )p/β

cN < δ/pp(1−1/γ)

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òåîðåì 9.8, 9.9 òà äîâåäå-
ííÿ òåîðåìè 9.10. ♦

9.2.2. Ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ çà äîïîìîãîþ

ðîçêëàäó ¨õ ïî ïåâíèì áàçèñàì ó Lp(0, T )

Òåîðåìà 9.13. [143] (Ïðî ðîñêëàä ïðîöåñó çà áàçèñîì) Íåõàé X(t),
t ∈ T - âèïàäêîâèé ïðîöåñ äðóãîãî ïîðÿäêó, EX(t) = 0 ∀t ∈ T , ç êîðåëÿ-
öiéíîþ ôóíêöi¹þ B(t, s) = EX(t)X(s), f(t, λ) ∈ L2(Λ, µ), {gk(λ), k ∈ Z}
- îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â L2(Λ, µ). Êîðåëÿöiéíà ôóíêöiÿ B(t, s) äîïó-
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ñêà¹ çîáðàæåííÿ

B(t, s) =
w

Λ

f(t, λ)f(s, λ)dµ(λ)

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

X(t) =

∞∑
k=1

ak(t)ξk, (9.6)

äå

ak(t) =
w

Λ

f(t, λ)gk(λ)dµ(λ), (9.7)

ξk - öåíòðîâàíi íåêîðåëüîâàíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, òàêi, ùî Eξk = 0,
Eξkξl = δkl, Eξ2

k = 1.

Îçíà÷åííÿ 9.4. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ T} ìîæå
áóòè çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi (9.6). Ìîäåëëþ òàêîãî ïðîöåñó áóäåìî íà-
çèâàòè òàêèé ïðîöåñ XN = {XN (t), t ∈ T}, ùî

XN (t) =

N∑
k=1

ξkâk(t), (9.8)

äå âk(t) - íàáëèæåííÿ ôóíêöié ak(t), çàäàíèõ ó âèãëÿäi (9.7), ξk - öåí-
òðîâàíi íåêîðåëüîâàíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, òàêi, ùî Eξk = 0, Eξkξl =

δkl, Eξ2
k = 1.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä ðîçêëàä ïðîöåñó çà áàçèñîì íà ñêií÷åíîìó ií-
òåðâàëi:

X(t) =

∞∑
k=1

ξkak(t),

ak(t) =

Tw

0

f(t, λ) cosπkλdλ.

Òåîðåìà 9.14. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ [0, T ]} íàëå-
æèòü ïðîñòîðó Subϕ(Ω),

ϕ(t) =

{
t2

γ , t < 1
tγ

γ , t > 1

ïðè γ > 2. Íåõàé f(t, s) äèôåðåíöiéîâíà ïî s, à ïðîöåc X(t) ìîæå áóòè
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ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi (9.6) ïðè gk(t) = cos(πkt). Íåõàé êðiì òîãî

cN =

Tw

0

(
δ2
f (t)

∞∑
k=N+1

4τ2
ϕ(ξk)

π2k2
+

N∑
k=1

τ2
ϕ(ξk)δ2

k(t)

)p/2
dt <∞,

δf (t) = f(t, T )−f(t, 0).Ìîäåëü XN (t) íàáëèæà¹ ïðîöåñ X(t) iç çàäàíèìè
íàäiéíiñòþ 1− α òà òî÷íiñòþ δ ó ïðîñòîðàõ Lp(0, T ), êîëè{

cN 6 δ/(βln 2
α )p/β

cN < δ/pp(1−1/γ)

äëÿ òàêèõ β, ùî 1/γ + 1/β = 1.

Äîâåäåííÿ. Ç òåîðåìè 9.7 ìà¹ìî, ùî

cN =

Tw

0

(τϕ(∆N (t)))
p
dt =

Tw

0

(
τϕ

(
N∑
k=1

ξkδk(t) +

∞∑
k=N+1

ξkak(t)

))p
dt 6

6
Tw

0

(
N∑
k=1

τ2
ϕ(ξk)δ2

k(t) +

∞∑
k=N+1

τ2
ϕ(ξk)a2

k(t)

)p/2
dt.

Òåïåð òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî:

ak(t) =

Tw

0

f(t, λ) cos(πkλ)dλ =
1

πk
f(t, λ) sin(πkλ)

∣∣∣∣T
0

−

−
Tw

0

∂f(t, λ)

∂λ

sin(πkλ)

πk
dλ 6 (f(t, T )− f(t, 0))

2

πk
= δf (t)

2

πk
.

Òåîðåìà 9.15. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ [0, T ]} íàëå-
æèòü ïðîñòîðó Subϕ(Ω),

ϕ(t) =
tγ

γ
,

ïðè 1 < γ < 2. Íåõàé f(t, s) äèôåðåíöiéîâíà ïî s, gk(t) = cos(πkt),
à ïðîöåc X(t) ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi (9.6). Íåõàé êðiì
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òîãî

cN =

Tw

0

(
δγf (t)

∞∑
k=N+1

4τγϕ(ξk)

πγkγ
+

N∑
k=1

τγϕ(ξk)δγk (t)

)p/γ
dt <∞,

δf (t) çàäàíå òåîðåìi 9.14. Ìîäåëü XN (t) íàáëèæà¹ ïðîöåñ X(t) iç çà-
äàíèìè íàäiéíiñòþ 1− α òà òî÷íiñòþ δ ó ïðîñòîðàõ Lp(0, T ), êîëè{

cN 6 δ/(βln 2
α )p/β

cN < δ/pp(1−1/γ)

äëÿ òàêèõ β, ùî 1/γ + 1/β = 1.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 9.14 òà 9.8 ♦

9.2.3. Ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ çà äîïîìîãîþ

ðîçêëàäó ¨õ ïî áàçèñó Åðìiòà ó Lp(0, T )

Íåõàé X = {X(t), t ∈ [0, T ]} ∈ Subϕ(Ω) - âèïàäêîâèé ïðîöåñ äðóãî-
ãî ïîðÿäêó, EX(t) = 0. Íåõàé êîâàðiàöiéíà ôóíêöiÿ ïðîöåñó B(t, s) =

EX(t)X(s) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

B(t, s) =

∞w

−∞
f(t, λ)f(s, λ)dλ,

äå f(t, λ), t ∈ [0, T ], λ ∈ R - ñiì'ÿ ôóíêöié ç L2(R). Îñêiëüêè ôóíêöi¨
Åðìiòà [108] óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, òî, çãiäíî ç òåîðåìîþ
9.13, ïðîöåñ X ìîæå áóòè çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi

X(t) =

∞∑
k=0

ξk

∞w

−∞
f(t, λ)gk(λ)dλ,

äå ξk - ϕ-ñóáãàóññîâi íåçàëåæíi íåêîðåëüîâàíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, òàêi,
ùî Eξ2

k = 1; gk(λ) - ôóíêöi¨ Åðìiòà:

gk(λ) =
Hk(λ)√

k!

1
4
√

2π
exp{−λ

2

2
}, (9.9)

Hk(λ) - ïîëiíîìè Åðìiòà, òîáòî ôóíêöi¨ âèãëÿäó

Hk(λ) = (−1)keλ
2/2 d

n

dλn
e−λ

2/2.

Òåîðåìà 9.16. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ [0, T ]} íàëå-
æèòü ïðîñòîðó Subϕ(Ω),
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ϕ(t) =

{
t2

γ , t < 1
tγ

γ , t > 1

ïðè γ > 2, i íåõàé ïðîöåc X(t) ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi
(9.6), äå gk(t) - ôóíêöi¨ Åðìiòà.Íåõàé

cN =

Tw

0

(
K2

∞w

−∞
Z2
f (t, λ)dλ

∞∑
k=N+1

τ2
ϕ(ξk)

k2 + 3k + 2
+

N∑
k=1

τ2
ϕ(ξk)δ2

k(t)

)p/2
dt <∞,

Zf (t, λ) =
∂2f(t, λ)

∂λ2
− λ∂f(t, λ)

∂λ
+
λ2 − 2

4
f(t, λ),

äå K ≈ 1.086435, f(t, s) äâi÷i äèôåðåíöiéîâíà ïî s òà çðîñòà¹ ïî s íå
øâèäøå, íiæ exps

2/4, Zf (λ) - iíòåãðîâíà íà R. Ìîäåëü XN (t), çàäàíà ó
(9.8), íàáëèæà¹ ïðîöåñ X(t) iç çàäàíèìè íàäiéíiñòþ 1−α òà òî÷íiñòþ
δ ó ïðîñòîðàõ Lp(0, T ), êîëè{

cN 6 δ/(βln 2
α )p/β

cN < δ/pp(1−1/γ) ,

äå 1/γ + 1/β = 1.

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâ òåîðåìè

ak(t) =

∞w

−∞
f(t, λ)gk(λ)dλ =

1
4
√

2π

∞w

−∞
f(t, λ)

Hk(λ)e−λ
2/4

√
k!

dλ.

Iç âëàñòèâîñòåé ìíîãî÷ëåíiâ Åðìiòà [108] âèïëèâà¹, ùî

∂Hk(t)

∂t
= kHk−1(t).

Çàñòîñóâàâøè iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, îòðèìà¹ìî:

φk(t) =
1

4
√

2π

∞w

−∞
f(t, λ)

Hk(λ)e−λ
2/4

√
k!

dλ =

=
1

4
√

2π

∞w

−∞
f(t, λ)

e−λ
2/4

√
k + 1

√
(k + 1)!

∂Hk+1(λ)

∂λ
dλ =
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=
1

4
√

2π
f(t, λ)

e−λ
2/4

√
k + 1

√
(k + 1)!

Hk+1(λ)

∣∣∣∣∣
λ=∞

λ=−∞

−

− 1
4
√

2π

∞w

−∞

∂f(t, λ)e−λ
2/4

∂λ

Hk+1(λ)
√
k + 1

√
(k + 1)!

dλ.

Òàê ÿê Hk(λ) exp{−λ2/4} ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè λ → ±∞, à f(t, λ)

çðîñòà¹ ïî λ íå øâèäøå, íiæ expλ2/4, òî

φk(t) = − 1
4
√

2π

∞w

−∞

∂f(t, λ)e−λ
2/4

∂λ

Hk+1(λ)
√
k + 1

√
(k + 1)!

dλ.

Çàñòîñó¹ìî iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè iùå ðàç:

φk(t) = − 1
4
√

2π

∞w

−∞

∂f(t, λ)e−λ
2/4

∂λ

Hk+1(λ)
√
k + 1

√
(k + 1)!

dλ =

= − 1
4
√

2π

∞w

−∞

∂f(t, λ)e−λ
2/4

∂λ

1√
(k + 1)(k + 2)

√
(k + 2)!

∂Hk+2(λ)

∂λ
dλ =

= − 1
4
√

2π

∂f(t, λ)e−λ
2/4

∂λ

1√
(k + 1)(k + 2)

√
(k + 2)!

Hk+1(λ)

∣∣∣∣∣
λ=∞

λ=−∞

+

+
1

4
√

2π

∞w

−∞

∂2f(t, λ)e−λ
2/4

∂λ2

Hk+2(λ)√
(k + 1)(k + 2)

√
(k + 2)!

dλ =

=
1

4
√

2π

∞w

−∞

∂2f(t, λ)e−λ
2/4

∂λ2

Hk+2(λ)√
(k + 1)(k + 2)

√
(k + 2)!

dλ.

Iç íåðiâíîñòi Êðàìåðà [129] äëÿ ôóíêöié Åéëåðà âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ
λ |gk(λ)| 6 K, äå K ≈ 1.086435. Íàðåøòi, îòðèìà¹ìî

ak(t) 6
K√

(k + 1)(k + 2)

∞w

−∞
Z(t, λ)dλ,

äå

Zf (t, λ) =
∂2f(t, λ)

∂λ2
− λ∂f(t, λ)

∂λ
+
λ2 − 2

4
f(t, λ).
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Îòæå,

cN =

Tw

0

(
N∑
k=1

τ2
ϕ(ξk)δ2

k(t) +

∞∑
k=N+1

τ2
ϕ(ξk)a2

k(t)

)p/2
dt 6

6
Tw

0

(
K2

∞w

−∞
Z2
f (t, λ)dλ

∞∑
k=N+1

τ2
ϕ(ξk)

k2 + 3k + 2
+

N∑
k=1

τ2
ϕ(ξk)δ2

k(t)

)p/2
dt.

Îñòàòî÷íî, òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 9.7.

Òåîðåìà 9.17. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ [0, T ]} íàëå-
æèòü ïðîñòîðó Subϕ(Ω),

ϕ(t) =

{
t2

γ , t < 1
tγ

γ , t > 1

ïðè γ > 2, i íåõàé ïðîöåc X(t) ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi
(9.6), äå gk(t) - ôóíêöi¨ Åðìiòà.Íåõàé

cN =

Tw

0

(
Kγ

∞w

−∞
Zγf (t, λ)dλ

∞∑
k=N+1

τγϕ(ξk)

(k2 + 3k + 2)2/γ
+

+

N∑
k=1

τγϕ(ξk)δγk (t)

)p/γ
dt <∞,

Zf (t, λ) =
∂2f(t, λ)

∂λ2
− λ∂f(t, λ)

∂λ
+
λ2 − 2

4
f(t, λ),

äå K ≈ 1.086435, f(t, s) äâi÷i äèôåðåíöiéîâíà ïî s òà çðîñòà¹ ïî s íå
øâèäøå, íiæ exps

2/4, Zf (λ) - iíòåãðîâíà íà R. Ìîäåëü XN (t), çàäàíà ó
(9.8), íàáëèæà¹ ïðîöåñ X(t) iç çàäàíèìè íàäiéíiñòþ 1−α òà òî÷íiñòþ
δ ó ïðîñòîðàõ Lp(0, T ), êîëè{

cN 6 δ/(βln 2
α )p/β

cN < δ/pp(1−1/γ) ,

äå 1/γ + 1/β = 1.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òåîðåì 9.8 òà 9.16. ♦
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 9
Ó ðîçäiëi 9 ðîçãëÿíóòî âèïàäêîâi ïðîöåñè iç ïðîñòîðiâ Subϕ(Ω), ùî

äîïóñêàþòü ðîçêëàä ó ðÿä, åëåìåíòè ÿêîãî íå ìîæóòü áóòè çíàéäåíi ó
ÿâíîìó âèãëÿäi. Ðîçðîáëåíî ìåõàíiçì îöiíêè òî÷íîñòi òà íàäiéíîñòi ïî-
áóäîâè ìîäåëåé òàêèõ ïðîöåñiâ ó ïðîñòîðàõ Lp(T ). Ðîçãëÿíóòî âèïàäêè
ϕ(t) = |t|γ/γ, 1 < γ < 2, òà ϕ(t) = |t|γ/γ, êîëè |t| > 1, òà ϕ(t) = |t|2/γ,
|t| < 1, ïðè γ > 2. Íàâåäåíi âèêëàäêè çàñòîñîâàíî äëÿ îöiíêè òî÷íîñòi
òà íàäiéíîñòi ìîäåëþâàííÿ ó C(T ) âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ çà äîïîìîãîþ
ðîçêëàäó Êàðóíåíà-Ëîåâà ó âèïàäêó, êîëè âëàñíi ÷èñëà òà âëàñíi âå-
êòîðè íå ìîæóòü áóòè çíàéäåíi ÿâíî.
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Ðîçäië 10

Òî÷íiñòü òà íàäiéíiñòü ìîäåëþâàííÿ ó

C(T ) âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, ùî äîïóñêàþòü

ðîçêëàäè â ðÿä ç íåçàëåæíèìè ÷ëåíàìè.

Ó äàíîìó ðîçäiëi ïðîâåäåíî îöiíêó ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöå-
ñiâ ç ïðîñòîðiâ Subϕ(Ω), êîòði ¹ ïiäêëàñîì Kσ-ïðîñòîðiâ, iç çàäàíèìè
íàäiéíiñòþ òà òî÷íiñòþ ó ïðîñòîðàõ C(T ).

10.1. Îöiíêà òî÷íîñòi òà íàäiéíîñòi ìîäåëþâàííÿ
âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ó ïðîñòîðàõ C(T )

Íåõàé X = {X(t), t ∈ B} - âèïàäêîâèé ïðîöåñ ç Subϕ(Ω). Íåõàé
(B, ρ) - ñåïàðàáåëüíèé êîìïàêò òà ïðîöåñ X ñåïàðàáåëüíèé íà (B, ρ).
Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíî ìîíîòîííà çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ
σ = {σ(h), h > 0}, ùî σ(h)→ 0, h→ 0, òà ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü:

sup
ρ(t,s)6h

τϕ(X(t)−X(s)) 6 σ(h), (10.1)

ïðè÷îìó ïðîöåñ X íåïåðåðâíèé. Íåõàé äî òîãî æ β > 0 òàêå, ùî

β = σ

(
inf
s∈B

sup
t∈B

ρ(t, s)

)
,

i íåõàé NB(u) - ìiíiìàëüíå ÷èñëî çàìêíåíèõ êóëü ðàäióñà u, ÿêi ïîêðè-
âàþòü (B, ρ).

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ ìîäèôiêàöi¹þ òåîðåìè ç [19].

Òåîðåìà 10.1. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ B} íàëåæèòü
Subϕ(Ω), (B, ρ) - ñåïàðàáåëüíèé êîìïàêò òà X ñåïàðàáåëüíèé íà (B, ρ).
Íåõàé äëÿ ïðîöåñó X âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 10.1, i íåõàé r1 = {r1(u) : u >
1} - òàêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, ùî r1(u) > 0 ïðè u > 1, à ôóíêöiÿ
s(t) = r1(exp{t}), t > 0 - îïóêëà. Òîäi ïðè âèêîíàííi óìîâè

βw

0

r1(NB(σ(−1)(u)))du <∞,

ïðîöåñ X(t) ¹ îáìåæåíèì ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ, òà äëÿ âñiõ p ∈ (0, 1)

i x > 0 ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi:
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P{ sup
t∈(0,T )

X(t) > x} 6 Zr1(p, β, x),

P{ inf
t∈(0,T )

X(t) < −x} 6 Zr1(p, β, x),

P{ sup
t∈(0,T )

|X(t)| > x} 6 2Zr1(p, β, x),

Zr1(p, β, x) = inf
λ>0

exp

{
θϕ(λ, p) + pϕ(

λβ

1− p
)− λx

}
×

×r(−1)
1

 1

βp

βpw

0

r1(NB(σ(−1)(u)))du

 ,

äå θϕ(λ, p) = supu∈B

(
(1− p)ϕ(γ(u)λ

1−p )
)
, γ(u) = τϕ(X(u)).

Òåîðåìà 10.2. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ B} íàëåæèòü
Subϕ(Ω), (B, ρ) - ñåïàðàáåëüíèé êîìïàêò òà X ñåïàðàáåëüíèé íà (B, ρ).
Íåõàé ϕ(t) = tζ

ζ , ζ > 2, t > 1, òà äëÿ ïðîöåñó X âèêîíóþüñÿ óìîâè
ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè. Òîäi ïðîöåñ X(t) ¹ îáìåæåíèì ç éìîâiðíiñòþ
îäèíèöÿ, òà äëÿ âñiõ p ∈ (0, 1) ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi:

P{ sup
t∈(0,T )

X(t) > x} 6 Zr1(p, β, x),

P{ inf
t∈(0,T )

X(t) < −x} 6 Zr1(p, β, x),

P{ sup
t∈(0,T )

|X(t)| > x} 6 2Zr1(p, β, x),

êîëè

Zr1(p, β, x) = exp

{
(1− ζ)(x(1− p))

ζ
ζ−1

ζ(γζ(1− p) + pβζ)
1
ζ−1

}
×

×r(−1)
1

 1

βp

βpw

0

r1(NB(σ(−1)(u)))du

 ,

x >
γζ(1− p) + pβζ

(1− p)vζ−1
,

äå v = min{β, γ}, γζ = supu∈B τ
ζ
ϕ(X(u)).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé
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(1− p) 6 γλ òà (1− p) 6 βλ. (10.2)

Ðîçãëÿíåìî ñòåïiíü åêñïîíåíòè ó âèðàçi äëÿ Zr1(p, x, β) ç ïîïåðåäíüî¨
òåîðåìè. Ïiäñòàâèìî çíà÷åííÿ äëÿ ϕ(t) òà θϕ(λ, p) :

sup
u∈(0,T )

(
(1− p)ϕ

(
γ(u)λ

1− p

))
+ pϕ

(
λβ

1− p

)
− λx = (10.3)

♦

= sup
u∈B

(
γζ(u)λζ

ζ(1− p)ζ−1

)
+ p

λζβζ

ζ(1− p)ζ
− λx =

=
λζ

ζ

(
supu∈B γ

ζ(u)(1− p) + pβζ

(1− p)ζ

)
− λx.

Ïîçíà÷èìî γζ := supu∈B γ
ζ(u) = supu∈B τ

ζ
ϕ(X(u)). Òîäi ìiíiìóì âèðàçó

(10.3) äîñÿãà¹òüñÿ ó òî÷öi

λ =

(
x(1− p)ζ

γζ(1− p) + pβζ

) 1
ζ−1

.

Ïiäñòàâèâøè äàíå çíà÷åííÿ ó (10.3), îòðèìà¹ìî, ùî ìiíiìóì äàíîãî âè-
ðàçó ðiâíèé

(1− ζ)(x(1− p))
ζ
ζ−1

ζ(γζ(1− p) + pβζ)
1
ζ−1

.

Ïðè öüîìó äëÿ

λ =

(
x(1− p)ζ

γζ(1− p) + pβζ

) 1
ζ−1

íåðiâíîñòi (10.2) âèêîíóþòüñÿ, êîëè âèðàç (10.3) äîñÿãà¹ ìiíiìóìà, òîáòî
êîëè

x >
γζ(1− p) + pβζ

(1− p)vζ−1
,

äå v = min{β, γ}.
Îçíà÷åííÿ 10.1. Ìîäåëü XN (t) íàáëèæà¹ ïðîöåñ X(t) iç çàäàíèìè
íàäiéíiñòþ 1− ν òà òî÷íiñòþ δ ó ïðîñòîði C(B), ÿêùî

P{ sup
t∈(B)

|∆N (t)| > δ} 6 ν,

äå
∆N (t) = X(t)−XN (t).
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Íåõàé iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíî ìîíîòîííà çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ σN =
{σN (h), h > 0}, ùî σN (h)→ 0, h→ 0, òà ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü:

sup
ρ(t,s)6h

τϕ(XN (t)−XN (s)) 6 σN (h). (10.4)

Íàñëiäîê 10.1. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ B} íàëå-
æèòü Subϕ(Ω), (B, ρ) - ñåïàðàáåëüíèé êîìïàêò òà X ñåïàðàáåëüíèé
íà (B, ρ). Íåõàé ϕ(t) = tζ

ζ , ζ > 2, t > 1, òà äëÿ ïðîöåñó X âèêîíóþüñÿ
óìîâè òåîðåìè 10.1. Ìîäåëü XN (t) íàáëèæà¹ ïðîöåñ X(t) iç çàäàíèìè
íàäiéíiñòþ 1− ν òà òî÷íiñòþ δ ó ïðîñòîði C(B), êîëè

ν 6 2 exp

{
− (ζ − 1)(δ(1− p))

ζ
ζ−1

ζ(γζN (1− p) + pβζ)
1
ζ−1

}
r

(−1)
1

 1

βp

βpw

0

r1(NB(σ
(−1)
N (u)))du

 ,

δ >
γζN (1− p) + pβζ

(1− p)vζ−1
,

äå v = min{β, γN}, γζN = supu∈[0,T ] τ
ζ
ϕ(∆N (u)).

Òåîðåìà 10.3. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ B} íàëåæèòü
Subϕ(Ω), (B, ρ) - ñåïàðàáåëüíèé êîìïàêò òà X ñåïàðàáåëüíèé íà (B, ρ).
Íåõàé ϕ(t) = tζ

ζ , 1 < ζ 6 2, òà äëÿ ïðîöåñó X âèêîíóþüñÿ óìîâè òåîðå-
ìè 10.1. Ìîäåëü XN (t) íàáëèæà¹ ïðîöåñ X(t) iç çàäàíèìè íàäiéíiñòþ
1− ν òà òî÷íiñòþ δ ó ïðîñòîði C(B), êîëè

ν 6 2 exp

{
− (ζ − 1)(δ(1− p))

ζ
ζ−1

ζ(γζN (1− p) + pβζ)
1
ζ−1

}
r

(−1)
1

 1

βp

βpw

0

r1(NB(σ
(−1)
N (u)))du

 ,

äå γζN = supu∈[0,T ] τ
ζ
ϕ(∆N (u)).

Äîâåäåííÿ. Äàíà òåîðåìà âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 10.2, ïðîòå â äàíîìó âè-
ïàäêó íå ïîòðiáíå îáìåæåííÿ íà δ. ♦

Òåîðåìà 10.4. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ [0, T ]} íàëå-
æèòü ïðîñòîðó Subϕ(Ω), ϕ(t) = tζ

ζ , ζ > 2, t > 1. Íåõàé X ñåïàðà-
áåëüíèé, i äëÿ íüîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (10.1), äå σ(h) = Chæ. Òîäi
ïðîöåñ X(t) ¹ îáìåæåíèì ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ, òà ñïðàâäæóþòüñÿ
íåðiâíîñòi:
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P{ sup
t∈(0,T )

X(t) > x} 6 Zr1(x),

P{ inf
t∈(0,T )

X(t) < −x} 6 Zr1(x),

P{ sup
t∈(0,T )

|X(t)| > x} 6 2Zr1(x),

äå

Zr1(x) = exp

{
−(x− γ)

ζ
ζ−1

(ζ − 1)x
1
ζ−1

ζ(γζ(x− γ) + βζγ)
1
ζ−1

}
2 (ex)

1/æ
,

ïðè÷îìó

x >
γ(vζ−1 + 1) +

√
γ2(vζ−1 + 1)2 + 4vζ−1(Cζ(T/2)æζ − γ2)

2vζ−1
,

êîëè v = min{C(T/2)æ, γ}, γζ = supu∈[0,T ] τ
ζ
ϕ(X(u)).

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìà âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 10.2. Â ÿêîñòi r1 âèáåðåìî ôóí-
êöiþ r1(t) = tα, 0 < α < æ. Çà óìîâ òåîðåìè, äðóãó ñêëàäîâó ôóíêöi¨
Zr1(p, β, x) òåîðåìè 10.2 ìîæíà ïåðåòâîðèòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

r
(−1)
1

 1

βp

βpw

0

r1(NB(σ(−1)(u)))du

 6

6 r
(−1)
1

 1

βp

βpw

0

r1

(
T

2σ(−1)(u)
+ 1

)
du

 ,

àäæå ìåòðè÷íà ìàñèâíiñòü NB(u) 6 T
2u + 1 íà âiäðiçêó [0, T ]. Îñêiëüêè

u 6 βp 6 β = σ(T/2), òî σ(−1)(u) 6 T/2 ïðè òàêèõ u. Îòæå, T/2σ(−1) >
1, òîìó

r
(−1)
1

 1

βp

βpw

0

r1

(
T

2σ(−1)(u)
+ 1

)
du

 6

 1

βp

βpw

0

(
T

σ(−1)(u)

)α
du

1/α

.

Ïiäñòàâëÿþ÷è â äàíèé âèðàç σ(u), îòðèìà¹ìî
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 1

βp

βpw

0

(
T

σ(−1)(u)

)α
du

1/α

=

 1

βp

βpw

0

TαCα/æ

uα/æ
du

1/α

=

=

(
1

βp

TαCα/æ(βp)1−αæ

1− α/æ

)1/α

6
TC1/æ

(βp)1/æ(1− α
æ )1/α

.

Ñïðÿìóâàâøè α→ 0, îòðèìà¹ìî, ùî

TC1/æ

(βp)1/æ(1− α
æ )1/α

→ TC1/æ

(βp)1/æ
e1/æ,

à, òàê ÿê β = σ(inft∈(0,T ) supt∈(0,T ) ρ(t, s)) = C(T/2)æ, îòðèìà¹ìî

TC1/æ

(βp)1/æ
e1/æ = 2

(
e

p

)1/æ

.

Îòæå,

Zr1(p, β, x) = exp

{
(1− ζ)(x(1− p))

ζ
ζ−1

ζ(γζ(1− p) + pβζ)
1
ζ−1

}
2

(
e

p

)1/æ

.

Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi, ÿêùî ïîêëàñòè
p = γ/x. Ïðè öüîìó óìîâà äëÿ x ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè ïåðåòâîðþ¹òüñÿ
â óìîâó âèãëÿäó

x >
γ(1− 1/x) + (1/x)Cζ(T/2)æζ

(1− 1/x)vζ−1
,

çâiäêè

x >
γ(vζ−1 + 1) +

√
γ2(vζ−1 + 1)2 + 4vζ−1(Cζ(T/2)æζ − γ2)

2vζ−1
,

äå v = min{β, γ}.

Íàñëiäîê 10.2. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ [0, T ]} íàëå-
æèòü ïðîñòîðó Subϕ(Ω), ϕ(t) = tζ

ζ , ζ > 2, t > 1. Íåõàé X ñåïàðà-
áåëüíèé, i äëÿ íüîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (10.1), äå σ(h) = Chæ. Ìîäåëü
XN (t) íàáëèæà¹ ïðîöåñ X(t) iç çàäàíèìè íàäiéíiñòþ 1− ν òà òî÷íi-
ñòþ δ ó ïðîñòîði C(0, T ), êîëè
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ν 6 2 exp

{
− (ζ − 1)δ

1
ζ−1 (δ − γN )

ζ
ζ−1

ζ(γζN (δ − γN ) + βζγN )
1
ζ−1

}
2 (eδ)

1/æ
,

ïðè÷îìó

δ >
γN (vζ−1 + 1) +

√
γ2
N (vζ−1 + 1)2 + 4vζ−1(Cζ(T/2)æζ − γ2

N )

2vζ−1
,

äå v = min{β, γN}, γζN = supu∈[0,T ] τ
ζ
ϕ(∆N (u)).

Òåîðåìà 10.5. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ [0, T ]} íàëå-
æèòü ïðîñòîðó Subϕ(Ω), ϕ(t) = tζ

ζ , 1 < ζ 6 2. Íåõàé X ñåïàðàáåëüíèé,
i äëÿ íüîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (10.1), äå σ(h) = Chæ. Ìîäåëü XN (t)

íàáëèæà¹ ïðîöåñ X(t) iç çàäàíèìè íàäiéíiñòþ 1− ν òà òî÷íiñòþ δ ó
ïðîñòîði C(0, T ), êîëè

ν 6 2 exp

{
− (ζ − 1)δ

1
ζ−1 (δ − γN )

ζ
ζ−1

ζ(γζN (δ − γN ) + βζγN )
1
ζ−1

}
2 (eδ)

1/æ
,

äå γζN = supu∈[0,T ] τ
ζ
ϕ(∆N (u)).

Äîâåäåííÿ. Äàíà òåîðåìà âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 10.4, ïðîòå â äàíîìó âè-
ïàäêó íå ïîòðiáíå îáìåæåííÿ íà δ. ♦

10.2. Ïîáóäîâà ó C(T ) ìîäåëåé âèïàäêîâèõ
ïðîöåñiâ ç Subϕ(Ω) ùî äîïóñêàþòü ðîçêëàäè â
ðÿäè ç íåçàëåæíèìè ÷ëåíàìè

Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ B} äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

X(t) =

N∑
k=1

ak(t)ξk, (10.5)

äå ξk ∈ Subϕ(Ω). Íåõàé δk(t) = |ak(t)− âk(t)|, âk(t) - íàáëèæåííÿ ak(t),
σN çàäàíi â îçíà÷(10.4). Ìîäåëëþ òàêîãî ïðîöåñó áóäåìî ââàæàòè XN ,
çàäàíå â îçíà÷åííi 9.2. Â òàêîìó âèïàäêó ìîæíà äîâåñòè íàñòóïíi òåî-
ðåìè.

Òåîðåìà 10.6. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ B} íàëåæèòü
Subϕ(Ω), (B, ρ) - ñåïàðàáåëüíèé êîìïàêò òà X ñåïàðàáåëüíèé íà (B, ρ).
Íåõàé ϕ(t) = tζ

ζ , ζ > 2, t > 1, òà äëÿ ïðîöåñó X âèêîíóþüñÿ óìîâè òåî-
ðåìè 10.1. Ìîäåëü XN (t) íàáëèæà¹ ïðîöåñ X(t) iç çàäàíèìè íàäiéíiñòþ
1− ν òà òî÷íiñòþ δ ó ïðîñòîði C(B), êîëè
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ν 6 2 exp

{
− (ζ − 1)(δ(1− p))

ζ
ζ−1

ζ(γζN (1− p) + pβζ)
1
ζ−1

}
r

(−1)
1

 1

βp

βpw

0

r1(NB(σ
(−1)
N (u)))du

 ,

δ >
γζN (1− p) + pβζ

(1− p)vζ−1
,

äå v = min{β, γN}, γζN = supu∈B τ
ζ
ϕ(∆N (u)),

γζN 6

(
N∑
k=1

τ2
ϕ(ξk) sup

u∈B
δ2
k(u) +

∞∑
k=N+1

τ2
ϕ(ξk) sup

u∈B
a2
k(u)

)ζ/2
.

Äîâåäåííÿ.

γζN = sup
u∈B

τ ζϕ(∆N (u)) = sup
u∈B

τ ζϕ

(
N∑
k=1

ξkδk(u) +

∞∑
k=N+1

ξkak(u)

)
6

6

(
N∑
k=1

τ2
ϕ(ξk) sup

u∈B
δ2
k(u) +

∞∑
k=N+1

τ2
ϕ(ξk) sup

u∈B
a2
k(u)

)ζ/2
.

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ τϕ òà òåîðåìè 9.6.♦

Òåîðåìà 10.7. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ B} íàëåæèòü
Subϕ(Ω), (B, ρ) - ñåïàðàáåëüíèé êîìïàêò òà X ñåïàðàáåëüíèé íà (B, ρ).
Íåõàé ϕ(t) = tζ

ζ , 1 < ζ 6 2, òà äëÿ ïðîöåñó X âèêîíóþüñÿ óìîâè òåîðå-
ìè 10.1. Ìîäåëü XN (t) íàáëèæà¹ ïðîöåñ X(t) iç çàäàíèìè íàäiéíiñòþ
1− ν òà òî÷íiñòþ δ ó ïðîñòîði C(B), êîëè

ν 6 2 exp

{
− (ζ − 1)(δ(1− p))

ζ
ζ−1

ζ(γζN (1− p) + pβζ)
1
ζ−1

}
r

(−1)
1

 1

βp

βpw

0

r1(NB(σ
(−1)
N (u)))du

 ,

äå v = min{β, γN},

γζN 6
N∑
k=1

τ ζϕ(ξk) sup
u∈B

δζk(u) +

∞∑
k=N+1

τ ζϕ(ξk) sup
u∈B

aζk(u).
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Äîâåäåííÿ.

γζN = sup
u∈B

τ ζϕ(∆N (u)) = sup
u∈B

τ ζϕ

(
N∑
k=1

ξkδk(u) +

∞∑
k=N+1

ξkak(u)

)
6

6
N∑
k=1

τ ζϕ(ξk) sup
u∈B

δζk(u) +

∞∑
k=N+1

τ ζϕ(ξk) sup
u∈B

aζk(u).

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ τϕ òà òåîðåìè 9.6.♦
Íåõàé ïðîöåñ X = çàäàíèé íà [0, T ], i äëÿ íüîãî âèêîíó¹òüñÿ íàñòó-

ïíà óìîâà:

(C1) σ(h) = Chæ, δk(t)− δk(s) 6 Ĉkh
æ, ak(t)− ak(s) 6 C̃kh

æ.

Òîäi ìîæíà äîâåñòè íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 10.8. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ [0, T ]} íàëå-
æèòü ïðîñòîðó Subϕ(Ω), ϕ(t) = tζ

ζ , ζ > 2, t > 1. Íåõàé X ñåïàðàáåëü-
íèé, i äëÿ íüîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâèà (10.1) òà (C1). Ìîäåëü XN (t)

íàáëèæà¹ ïðîöåñ X(t) iç çàäàíèìè íàäiéíiñòþ 1− ν òà òî÷íiñòþ δ ó
ïðîñòîði C(0, T ), êîëè

ν 6 2 exp

{
− (ζ − 1)δ

1
ζ−1 (δ − γN )

ζ
ζ−1

ζ(γζN (δ − γN ) + βζγN )
1
ζ−1

}
2 (eδ)

1/æ
,

ïðè÷îìó

δ >
γN (vζ−1 + 1) +

√
γ2
N (vζ−1 + 1)2 + 4vζ−1(Cζ(T/2)æζ − γ2

N )

2vζ−1
,

äå v = min{β, γN},

γζN 6

(
N∑
k=1

τ2
ϕ(ξk) sup

u∈[0,T ]

δ2
k(u) +

∞∑
k=N+1

τ2
ϕ(ξk) sup

u∈[0,T ]

a2
k(u)

)ζ/2
.

Äîâåäåííÿ. Äàíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåì 10.4 òà 10.6. ♦
Òåîðåìà 10.9. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ [0, T ]} íàëå-
æèòü ïðîñòîðó Subϕ(Ω), ϕ(t) = tζ

ζ , 1 < ζ 6 2. Íåõàé X ñåïàðàáåëü-
íèé, i äëÿ íüîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâèà (10.1) òà (C1). Ìîäåëü XN (t)

íàáëèæà¹ ïðîöåñ X(t) iç çàäàíèìè íàäiéíiñòþ 1− ν òà òî÷íiñòþ δ ó
ïðîñòîði C(0, T ), êîëè
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ν 6 2 exp

{
− (ζ − 1)δ

1
ζ−1 (δ − γN )

ζ
ζ−1

ζ(γζ(δ − γ) + βζγ)
1
ζ−1

}
2 (eδ)

1/æ
,

äå

γζ 6
N∑
k=1

τ ζϕ(ξk) sup
u∈[0,T ]

δζk(u) +

∞∑
k=N+1

τ ζϕ(ξk) sup
u∈[0,T ]

aζk(u).

Äîâåäåííÿ. Äàíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè òà òåîðå-
ìè 10.7. ♦

10.2.1. Ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ çà äîïîìîãîþ

ðîçêëàäó Êàðóíåíà-Ëîåâà ó C(B)

Íåõàé X = {X(t), t ∈ B} - öåíòðîâàíèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ äðóãî-
ãî ïîðÿäêó ç êîðåëÿöiéíîþ ôóíêöi¹þ K(t, s) = EX(t)X(s), f(t, λ) ∈
L2(Λ, µ), i íåõàé K(t, s) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ K(t, s) =

r
Λ
f(t, λ)f(s, λ)

dµ(λ). Òîäi ïðîöåñ X äîïóñêà¹ ïðåäñòàâëåííÿ ó âèãëÿäi ðîçêëàäó Êàðó-
íåíà-Ëîåâà, çàäàíîãî ó òåîðåìi 9.9. Â ÿêîñòi ìîäåëi òàêîãî ïðîöåñó áó-
äåìî âèêîðèñòîâóâàòè XN , çàäàíå â îçíà÷åííi 9.3.

Ñôîðìóëþ¹ìî òåîðåìè, ùî äîçâîëÿòü áóäóâàòè ìîäåëi âèïàäêîâèõ
ïðîöåñiâ ç ðîçêëàäîì Êàðóíåíà-Ëîåâà ó C(B).

Òåîðåìà 10.10. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ B} íàëå-
æèòü Subϕ(Ω), (B, ρ) - ñåïàðàáåëüíèé êîìïàêò òà X ñåïàðàáåëüíèé
íà (B, ρ), i X äîïóñêà¹ ïðåäñòàâëåííÿ ó âèãëÿäi ðîçêëàäó Êàðóíåíà-
Ëîåâà. Íåõàé ϕ(t) = tζ

ζ , ζ > 2, t > 1, òà äëÿ ïðîöåñó X âèêîíóþüñÿ
óìîâè òåîðåìè 10.1. Ìîäåëü XN (t) íàáëèæà¹ ïðîöåñ X(t) iç çàäàíèìè
íàäiéíiñòþ 1− ν òà òî÷íiñòþ δ ó ïðîñòîði C(B), êîëè

ν 6 2 exp

{
− (ζ − 1)(δ(1− p))

ζ
ζ−1

ζ(γζN (1− p) + pβζ)
1
ζ−1

}
r

(−1)
1

 1

βp

βpw

0

r1(NB(σ
(−1)
N (u)))du

 ,

δ >
γζN (1− p) + pβζ

(1− p)vζ−1
,

äå v = min{β, γN},

γζN 6

 N∑
k=1

τ2
ϕ(ξk)

 supu∈B δ
2
k(u)

λ̂k − ηk
+ sup
u∈B

â2
k(u)

(
√
λ̂k −

√
λ̂k − ηk)2

λ̂k(λ̂k − ηk)

+
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+

∞∑
k=N+1

τ2
ϕ(ξk) supu∈B a

2
k(u)

λk

)ζ/2
,

äå δk(t) - ïîõèáêà çíàõîäæåííÿ k-¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨, λ̂k - íàáëèæåíå
çíà÷åííÿ k-ãî âëàñíîãî ÷èñëà, ηk - ïîõèáêà íàáëèæåííÿ k-ãî âëàñíîãî
÷èñëà.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òåîðåì 9.10 òà 10.6. ♦
Ó âèïàäêó, êîëè ∀k : τϕ(ξk) = τ , îòðèìà¹ìî íàñòóïíå òâåðæäåííÿ.

Òåîðåìà 10.11. Íåõàé äëÿ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó X = {X(t), t ∈ B} ç
Subϕ(Ω), ϕ(t) = tζ

ζ , ζ > 2, t > 1 âèêîíó¹þüñÿ óìîâè òåîðåìè 10.1.
Ìîäåëü XN (t) íàáëèæà¹ ïðîöåñ X(t) iç çàäàíèìè íàäiéíiñòþ 1− ν òà
òî÷íiñòþ δ ó ïðîñòîði C(B), êîëè

ν 6 2 exp

{
− (ζ − 1)(δ(1− p))

ζ
ζ−1

ζ(γζN (1− p) + pβζ)
1
ζ−1

}
r

(−1)
1

 1

βp

βpw

0

r1(NB(σ
(−1)
N (u)))du

 ,

δ >
γζN (1− p) + pβζ

(1− p)vζ−1
,

äå v = min{β, γN},

γζN 6

(
sup
u∈B

K(u, u) +

N∑
k=1

(
supu∈B δ

2
k(u)

λ̂k − ηk
+

+ sup
u∈B

â2
k(u)

(
√
λ̂k −

√
λ̂k − ηk)2

λ̂k(λ̂k − ηk)
−

supu∈B(âk(u)− δk(u))2

λ̂k + ηk

ζ/2

,

δk(t) - ïîõèáêà çíàõîäæåííÿ k-¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨, λk - íàáëèæåíå
çíà÷åííÿ k-ãî âëàñíîãî ÷èñëà, ηk - ïîõèáêà íàáëèæåííÿ k-ãî âëàñíîãî
÷èñëà.

Òåîðåìà 10.12. Íåõàé äëÿ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó X = {X(t), t ∈ B} ç
Subϕ(Ω), ϕ(t) = tζ

ζ , 1 < ζ 6 2 âèêîíó¹þüñÿ óìîâè òåîðåìè 10.1. Ìî-
äåëü XN (t) íàáëèæà¹ ïðîöåñ X(t) iç çàäàíèìè íàäiéíiñòþ 1 − ν òà
òî÷íiñòþ δ ó ïðîñòîði C(B), êîëè
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ν 6 2 exp

{
− (ζ − 1)(δ(1− p))

ζ
ζ−1

ζ(γζN (1− p) + pβζ)
1
ζ−1

}
r

(−1)
1

 1

βp

βpw

0

r1(NB(σ
(−1)
N (u)))du

 ,

äå

γζN 6
N∑
k=1

τγϕ(ξk)

 supu∈B δ
γ
k (u)

(λk − ηk)γ
+ sup
u∈B

âγk(u)
(
√
λ̂k −

√
λ̂k − ηk)γ

(λ̂k(λ̂k − ηk))γ

+

+

∞∑
k=N+1

τγϕ(ξk) supu∈B a
2γ
k (u)

λγk

δk(t) - ïîõèáêà çíàõîäæåííÿ k-¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨, λk - íàáëèæåíå çíà÷å-
ííÿ k-ãî âëàñíîãî ÷èñëà, ηk - ïîõèáêà íàáëèæåííÿ k-ãî âëàñíîãî ÷èñëà.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåì 9.11 òà 10.7. ♦

Ïîêëàäåìî òåïåð B = [0, T ]. Òîäi ìîæíà äîâåñòè íàñòóïíi òåîðåìè.

Òåîðåìà 10.13. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X = {X(t), t ∈ [0, T ]} íàëå-
æèòü ïðîñòîðó Subϕ(Ω), ϕ(t) = tζ

ζ , ζ > 2, t > 1. Íåõàé X äîïóñêà¹
ïðåäñòàâëåííÿ ó âèãëÿäi ðîçêëàäó Êàðóíåíà-Ëîåâà (9.4), i äëÿ íüîãî âè-
êîíóþòüñÿ óìîâè (10.1) òà (C1). Ìîäåëü XN (t) íàáëèæà¹ ïðîöåñ X(t)

iç çàäàíèìè íàäiéíiñòþ 1− ν òà òî÷íiñòþ δ ó ïðîñòîði C(0, T ), êîëè

ν 6 2 exp

{
− (ζ − 1)δ

1
ζ−1 (δ − γN )

ζ
ζ−1

ζ(γζN (δ − γN ) + βζγN )
1
ζ−1

}
2 (eδ)

1/æ
,

ïðè÷îìó

δ >
γN (vζ−1 + 1) +

√
γ2
N (vζ−1 + 1)2 + 4vζ−1(Cζ(T/2)æζ − γ2

N )

2vζ−1
,

äå v = min{β, γN},

γζN 6

 N∑
k=1

τ2
ϕ(ξk)

 supu∈[0,T ] δ
2
k(u)

λ̂k − ηk
+ sup
u∈[0,T ]

â2
k(u)

(
√
λ̂k −

√
λ̂k − ηk)2

λ̂k(λ̂k − ηk)

+
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+

∞∑
k=N+1

τ2
ϕ(ξk) supu∈[0,T ] a

2
k(u)

λk

)ζ/2
,

C =

√√√√√ N∑
k=1

τ2
ϕ(ξk)

 λ̂kĈk + (
√
λ̂k −

√
λ̂k − ηk)C̃k

λ̂k(λ̂k − ηk)

2

+

∞∑
k=N+1

τ2
ϕ(ξk)

C̃2
k

λ2
k

,

δk(t) - ïîõèáêà çíàõîäæåííÿ k-¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨, λk - íàáëèæåíå çíà÷å-
ííÿ k-ãî âëàñíîãî ÷èñëà, ηk - ïîõèáêà íàáëèæåííÿ k-ãî âëàñíîãî ÷èñëà.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî σ(h) äëÿ äàíîãî âèïàäêó. Äiéñíî,

sup
|t−s|<h

τϕ(∆N (t)−∆N (s)) = sup
|t−s|<h

τϕ

(
N∑
k=1

ξk

(
ak(t)− ak(s)

λk
−

− âk(t)− âk(s)

λ̂k

)
+

∞∑
k=N+1

ξk

(
ak(t)− ak(s)

λk

))
6

6 hæ

 N∑
k=1

τ2
ϕ(ξk)

λ̂kĈk + (
√
λ̂k −

√
λ̂k − ηk)C̃k

λ̂k(λ̂k − ηk)
+

+

∞∑
k=N+1

τ2
ϕ(ξk)

C̃k
λk

)1/2

= Chæ = σ(h).

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèêîðèñòîâó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 9.10. Òåïåð òâåð-
äæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òåîðåì 9.10 òà 10.8. ♦

Òåîðåìà 10.14. Íåõàé äëÿ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó X = {X(t), t ∈ (0, T )}
ç Subϕ(Ω), ϕ(t) = tζ

ζ , ζ > 2, t > 1 âèêîíó¹þüñÿ óìîâè òåîðåìè 10.1, i
öåé ïðîöåñ ìîæå áóòè çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi (9.4). Íåõàé äëÿ ∆N öüîãî
ïðîöåñó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (Ñ1), à òàêîæ τϕ(ξk) = τ . Ìîäåëü XN (t)

íàáëèæà¹ ïðîöåñ X(t) iç çàäàíèìè íàäiéíiñòþ 1− ν òà òî÷íiñòþ δ ó
ïðîñòîði C(0, T ), êîëè

ν 6 2 exp

{
− (ζ − 1)δ

1
ζ−1 (δ − γN )

ζ
ζ−1

ζ(γζN (δ − γN ) + βζγN )
1
ζ−1

}
2 (eδ)

1/æ
,
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ïðè÷îìó

δ >
γN (vζ−1 + 1) +

√
γ2
N (vζ−1 + 1)2 + 4vζ−1(Cζ(T/2)æζ − γ2

N )

2vζ−1
,

äå v = min{β, γN},

γζN 6 τ ζ

(
sup

u∈[0,T ]

K(u, u) +

N∑
k=1

(
supu∈[0,T ] δ

2
k(u)

λ̂k − ηk
+

+ sup
u∈[0,T ]

â2
k(u)

(
√
λ̂k −

√
λ̂k − ηk)2

λ̂k(λ̂k − ηk)
−

supu∈[0,T ](âk(u)− δk(u))2

λ̂k + ηk

ζ/2

,

C = τ

 N∑
k=1

 λ̂kĈk + (
√
λ̂k −

√
λ̂k − ηk)C̃k

λ̂k(λ̂k − ηk)

2

+ CB −
N∑
k=1

C̃k
2

λ̂k + ηk


1/2

,

sup
|t−s|<h

|K(t, u)−K(s, u)| 6 hæK̃(u),

sup
|t−s|<h

|K̃(t)− K̃(s)| 6 hæCK ,

K(t, s) - êîðåëÿöiéíà ôóíêöiÿ ïðîöåñó, δk(t) - ïîõèáêà çíàõîäæåííÿ k-
¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨, λk - íàáëèæåíå çíà÷åííÿ k-ãî âëàñíîãî ÷èñëà, ηk -
ïîõèáêà íàáëèæåííÿ k-ãî âëàñíîãî ÷èñëà.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî σ(h) äëÿ äàíîãî âèïàäêó. Äiéñíî,

sup
|t−s|<h

τϕ(∆N (t)−∆N (s)) = sup
|t−s|<h

τϕ

(
N∑
k=1

ξk

(
ak(t)− ak(s)

λk
−

− âk(t)− âk(s)

λ̂k

)
+

∞∑
k=N+1

ξk

(
ak(t)− ak(s)

λk

))
6

6 hæτ

 N∑
k=1

 λ̂kĈk + (
√
λ̂k −

√
λ̂k − ηk)C̃k

λ̂k(λ̂k − ηk)

2

+
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+

∞∑
k=N+1

(ak(t)− ak(s))2

λk

)1/2

= hæτ

(
N∑
k=1

(
Ĉk

(λ̂k − ηk)
+

+
(
√
λ̂k −

√
λ̂k − ηk)C̃k

λ̂k(λ̂k − ηk)

2

+

∞∑
k=N+1

1

λk
(a2
k(t)− 2ak(t)ak(s) + a2

k(s))


1/2

=

= hæτ

 N∑
k=1

 λ̂kĈk + (
√
λ̂k −

√
λ̂k − ηk)C̃k

λ̂k(λ̂k − ηk)

2

+

+ K(t, t) +K(s, s)− 2K(t, s)−
N∑
k=1

1

λk
(a2
k(t)− 2ak(t)ak(s) + a2

k(s))

)1/2

6

6 hæτ

 N∑
k=1

 λ̂kĈk + (
√
λ̂k −

√
λ̂k − ηk)C̃k

λ̂k(λ̂k − ηk)

2

+ CK −
N∑
k=1

C̃k
2

λ̂k + ηk


1/2

=

= Chæ = σ(h).

Òåïåð òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òåîðåì 9.10 òà 10.8. ♦

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ ìîäèôiêàöi¹þ òåîðåìè iç [88].

Òåîðåìà 10.15. Íåõàé ϕk(t) - âëàñíi ôóêíöi¨ îäíîðiäíîãî iíòåãðàëü-
íîãî ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó

φ(t) = λ

Tw

0

K(t, s)φ(s)ds,

λk - çàíóìåðîâàíi â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ âëàñíi ÷èñëà äàíîãî ðiâíÿííÿ.
Òîäi ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

sup
|t−s|<h

|φk(t)− φk(s)| 6 λkωK(h),
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ωK(h) = sup
|t−s|<h

(
Tw

0

(K(t, u)−K(s, u))2du

)1/2

Äîâåäåííÿ. Íåõàé |t− s| < h. Òîäi ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

|φk(s)− φk(t)| =

∣∣∣∣∣
Tw

0

λkφk(u)(K(t, u)−K(s, u))du

∣∣∣∣∣ 6
6

(
Tw

0

λ2
kφ

2
k(u)du

)1/2

×

(
Tw

0

(K(t, u)−K(s, u))2du

)1/2

6 λkωK(h).

Ñïèðàþ÷èñü íà äàíå òâåðäæåííÿ, ìîæíà äåùî çìiíèòè óìîâè òåîðå-
ìè 10.14.

Òåîðåìà 10.16. Íåõàé äëÿ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó X = {X(t), t ∈ (0, T )}
ç Subϕ(Ω), ϕ(t) = tζ

ζ , ζ > 2, t > 1 âèêîíó¹þüñÿ óìîâè òåîðåìè 10.1, i
öåé ïðîöåñ ìîæå áóòè çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi (9.4). Íåõàé äëÿ ∆N öüîãî
ïðîöåñó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (Ñ1), à òàêîæ τϕ(ξk) = τ . Ìîäåëü XN (t)

íàáëèæà¹ ïðîöåñ X(t) iç çàäàíèìè íàäiéíiñòþ 1− ν òà òî÷íiñòþ δ ó
ïðîñòîði C(0, T ), êîëè

ν 6 2 exp

{
− (ζ − 1)δ

1
ζ−1 (δ − γN )

ζ
ζ−1

ζ(γζN (δ − γN ) + βζγN )
1
ζ−1

}
2 (eδ)

1/æ
,

ïðè÷îìó

δ >
γN (vζ−1 + 1) +

√
γ2
N (vζ−1 + 1)2 + 4vζ−1(Cζ(T/2)æζ − γ2

N )

2vζ−1
,

äå v = min{β, γN},

γζN 6 τ ζ

(
sup

u∈[0,T ]

K(u, u) +

N∑
k=1

(
supu∈[0,T ] δ

2
k(u)

λ̂k − ηk
+

+ sup
u∈[0,T ]

â2
k(u)

(
√
λ̂k −

√
λ̂k − ηk)2

λ̂k(λ̂k − ηk)
−

supu∈[0,T ](âk(u)− δk(u))2

λ̂k + ηk

ζ/2

,
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C = τ

 N∑
k=1

 Ĉk

λ̂k − ηk
+

(
√
λ̂k −

√
λ̂k − ηk)

λ̂k
C̃K

2

+ CK−

−C̃K
N∑
k=1

(λ̂k − ηk)

)1/2

,

sup
|t−s|<h

|K(t, u)−K(s, u)| 6 hæK̃(u),

sup
|t−s|<h

|K̃(t)− K̃(s)| 6 hæCK ,

(
Tw

0

K̃2(u)du

)1/2

= C̃K ,

K(t, s) - êîðåëÿöiéíà ôóíêöiÿ ïðîöåñó, δk(t) - ïîõèáêà çíàõîäæåííÿ k-
¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨, λk - íàáëèæåíå çíà÷åííÿ k-ãî âëàñíîãî ÷èñëà, ηk -
ïîõèáêà íàáëèæåííÿ k-ãî âëàñíîãî ÷èñëà.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî σ(h) äëÿ äàíîãî âèïàäêó. Ç òåîðåìè 10.14 ìà¹-
ìî, ùî

C = τ

 N∑
k=1

 λ̂kĈk + (
√
λ̂k −

√
λ̂k − ηk)C̃k

λ̂k(λ̂k − ηk)

2

+ CK −
N∑
k=1

C̃k
2

λ̂k + ηk


1/2

.

Çàñòîñóâàâøè òåîðåìó 10.15, îòðèìà¹ìî

sup
|t−s|<h

|ak(t)− ak(s)| 6 λk

(
Tw

0

(K(t, u)−K(s, u))2du

)1/2

6

6 λkh
æ

(
Tw

0

(K(u))2du

)1/2

,

òîáòî C̃k = λkC̃B . Ïiäñòàâèâøè öå çíà÷åííÿ â óìîâè òåîðåìè 10.14,
îòðèìà¹ìî
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C = τ

 N∑
k=1

 λ̂kĈk + (
√
λ̂k −

√
λ̂k − ηk)(λ̂k + ηk)C̃K

λ̂k(λ̂k − ηk)

2

+ CK−

−C̃K
N∑
k=1

(λ̂k − ηk)

)1/2

.

Òåîðåìà 10.17. Íåõàé äëÿ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó X = {X(t), t ∈ (0, T )}
ç Subϕ(Ω), ϕ(t) = tζ

ζ , 1 < ζ 6 2 âèêîíó¹þüñÿ óìîâè òåîðåìè 10.1, i öåé
ïðîöåñ ìîæå áóòè çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi (9.4). Íåõàé äëÿ ∆N öüîãî
ïðîöåñó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (Ñ1). Ìîäåëü XN (t) íàáëèæà¹ ïðîöåñ X(t)

iç çàäàíèìè íàäiéíiñòþ 1− ν òà òî÷íiñòþ δ ó ïðîñòîði C(0, T ), êîëè

ν 6 2 exp

{
− (ζ − 1)δ

1
ζ−1 (δ − γ)

ζ
ζ−1

ζ(γζ(δ − γ) + βζγ)
1
ζ−1

}
2 (eδ)

1/æ
,

äå

γζ 6
N∑
k=1

τγϕ(ξk)

 supu∈[0,T ] δ
γ
k (u)

(λk − ηk)γ
+ sup
u∈[0,T ]

âγk(u)
(
√
λ̂k −

√
λ̂k − ηk)γ

(λ̂k(λ̂k − ηk))γ

+

+

∞∑
k=N+1

τγϕ(ξk) supu∈[0,T ] a
γ
k(u)

λγk
,

C =

√√√√√ N∑
k=1

τ2
ϕ(ξk)

 λ̂kĈk + (
√
λ̂k −

√
λ̂k − ηk)C̃k

λ̂k(λ̂k − ηk)

2

+

∞∑
k=N+1

τ2
ϕ(ξk)

C̃2
k

λ2
k

.

Äîâåäåííÿ. Äàíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè òà òåîðå-
ìè 10.9. ♦

10.2.2. Ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ çà äîïîìîãîþ

ðîçêëàäó ¨õ ïî ïåâíèì áàçèñàì ó C(0, T )

Íåõàé X = {X(t), t ∈ [0, T ]} ∈ Subϕ(Ω) - âèïàäêîâèé ïðîöåñ äðóãî-
ãî ïîðÿäêó, EX(t) = 0. Íåõàé êîâàðiàöiéíà ôóíêöiÿ ïðîöåñó B(t, s) =
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EX(t)X(s) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

B(t, s) =

∞w

−∞
f(t, λ)f(s, λ)dλ,

äå f(t, λ), t ∈ [0, T ], λ ∈ R - ñiì'ÿ ôóíêöié ç L2(R). Çãiäíî ç òåîðåìîþ
9.13, ïðîöåñ X ìîæå áóòè çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi

X(t) =

∞∑
k=0

ξkak(t),

ak(t) =

Tw

0

f(t, λ) cosπkλdλ,

äå ξk - ϕ-ñóáãàóññîâi íåçàëåæíi íåêîðåëüîâàíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, òàêi,
ùî Eξ2

k = 1. Â ÿêîñòi ìîäåëi òàêîãî ïðîöåñó âèêîðèñòà¹ìî XN , çàäàíå
â îçíà÷åííi 9.4.

Òåîðåìà 10.18. Íåõàé äëÿ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó X = {X(t), t ∈ (0, T )}
ç Subϕ(Ω), ϕ(t) = tζ

ζ , ζ > 2, t > 1 âèêîíó¹þüñÿ óìîâè òåîðåìè 10.1,
i öåé ïðîöåñ ìîæå áóòè çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi (9.6), gk(s) = cosπks,
f(t, s) äèôåðåíöiéîâíà ïî s. Íåõàé äëÿ ∆N öüîãî ïðîöåñó âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà (Ñ1). Ìîäåëü XN (t) íàáëèæà¹ ïðîöåñ X(t) iç çàäàíèìè íàäiéíi-
ñòþ 1− ν òà òî÷íiñòþ δ ó ïðîñòîði C(0, T ), êîëè

ν 6 2 exp

{
− (ζ − 1)δ

1
ζ−1 (δ − γ)

ζ
ζ−1

ζ(γζ(δ − γ) + βζγ)
1
ζ−1

}
2 (eδ)

1/æ
,

ïðè÷îìó

δ >
γ(vζ−1 + 1) +

√
γ2(vζ−1 + 1)2 + 4vζ−1(Cζ(T/2)æζ − γ2)

2vζ−1
,

äå v = min{β, γ},

γζ 6

(
δ2
f (t)

∞∑
k=N+1

4τ2
ϕ(ξk)

π2k2
+

N∑
k=1

τ2
ϕ(ξk)δ2

k(t)

)ζ/2
,

δf (t) = f(t, T )− f(t, 0),

C =

√√√√ N∑
k=1

τ2
ϕ(ξk)Ĉ2

k + C2
f

∞∑
k=N+1

4τ2
ϕ(ξk)

π2k2
,
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sup
|t−s|<h

|f(s, u)− f(t, u)| 6 hæf̃(u),

Cf = f̃(T )− f̃(0).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî σ(h) äëÿ äàíîãî âèïàäêó. Äiéñíî,

sup
|t−s|<h

τϕ(∆N (t)−∆N (s)) = sup
|t−s|<h

τϕ

(
N∑
k=1

ξk(δk(t)− δk(s))+

+

∞∑
K=N+1

ξk(ak(t)− ak(s))

)
6

6 hæ

(
N∑
k=1

τ2
ϕ(ξk)Ĉ2

k + Cf

∞∑
k=N+1

4τ2
ϕ(ξk)

π2k2

)1/2

= Chæ = σ(h).

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèêîðèñòîâó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 9.14. Òåïåð íå-
îáõiäíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåì 9.14 òà 10.8. ♦

Òåîðåìà 10.19. Íåõàé äëÿ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó X = {X(t), t ∈ (0, T )}
ç Subϕ(Ω), ϕ(t) = tζ

ζ , 1 < ζ 6 2 âèêîíó¹þüñÿ óìîâè òåîðåìè 10.1, i öåé
ïðîöåñ ìîæå áóòè çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi (9.6), gk(s) = cosπks, f(t, s)

äèôåðåíöiéîâíà ïî s. Íåõàé äëÿ ∆N öüîãî ïðîöåñó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
(Ñ1). Ìîäåëü XN (t) íàáëèæà¹ ïðîöåñ X(t) iç çàäàíèìè íàäiéíiñòþ
1− ν òà òî÷íiñòþ δ ó ïðîñòîði C(0, T ), êîëè

ν 6 2 exp

{
− (ζ − 1)δ

1
ζ−1 (δ − γ)

ζ
ζ−1

ζ(γζ(δ − γ) + βζγ)
1
ζ−1

}
2 (eδ)

1/æ
,

äå

γζ 6

(
δ2
f (t)

∞∑
k=N+1

4τ2
ϕ(ξk)

π2k2
+

N∑
k=1

τ2
ϕ(ξk)δ2

k(t)

)ζ/2
,

δf (t) = f(t, T )− f(t, 0).

Äîâåäåííÿ. Äàíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè òà òåîðå-
ìè 10.9 ♦
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10.2.3. Ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ çà äîïîìîãîþ

ðîçêëàäó ¨õ ïî áàçèñó Åðìiòà ó C(0, T )

Íåõàé X = {X(t), t ∈ [0, T ]} ∈ Subϕ(Ω) - âèïàäêîâèé ïðîöåñ äðóãî-
ãî ïîðÿäêó, EX(t) = 0. Íåõàé êîâàðiàöiéíà ôóíêöiÿ ïðîöåñó B(t, s) =

EX(t)X(s) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

B(t, s) =

∞w

−∞
f(t, λ)f(s, λ)dλ,

äå f(t, λ), t ∈ [0, T ], λ ∈ R - ñiì'ÿ ôóíêöié ç L2(R). Çãiäíî ç òåîðåìîþ
9.13, ïðîöåñ X ìîæå áóòè çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi

X(t) =

∞∑
k=0

ξkak(t),

ak(t) =

∞w

−∞
f(t, λ)gk(λ)dλ,

äå ξk - ϕ-ñóáãàóññîâi íåçàëåæíi íåêîðåëüîâàíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, òàêi,
ùî Eξ2

k = 1, gk(λ) - ôóíêöi¨ Åðìiòà, çàäàíi ó (9.9). Â ÿêîñòi ìîäåëi òàêîãî
ïðîöåñó âèêîðèñòà¹ìî XN , çàäàíå â îçíà÷åííi 9.4.

Òåîðåìà 10.20. Íåõàé äëÿ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó X = {X(t), t ∈ (0, T )}
ç Subϕ(Ω), ϕ(t) = tζ

ζ , ζ > 2, t > 1 âèêîíó¹þüñÿ óìîâè òåîðåìè 10.1, i
öåé ïðîöåñ ìîæå áóòè çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi (9.6). Íåõàé äëÿ ∆N öüîãî
ïðîöåñó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (Ñ1). Ìîäåëü XN (t) íàáëèæà¹ ïðîöåñ X(t)

iç çàäàíèìè íàäiéíiñòþ 1− ν òà òî÷íiñòþ δ ó ïðîñòîði C(0, T ), êîëè

ν 6 2 exp

{
− (ζ − 1)δ

1
ζ−1 (δ − γ)

ζ
ζ−1

ζ(γζ(δ − γ) + βζγ)
1
ζ−1

}
2 (eδ)

1/æ
,

ïðè÷îìó

δ >
γ(vζ−1 + 1) +

√
γ2(vζ−1 + 1)2 + 4vζ−1(Cζ(T/2)æζ − γ2)

2vζ−1
,

äå v = max{β, γ},

γζ 6

(
K2 sup

u∈[0,T ]

∞w

−∞
Z2
f (u, λ)dλ

∞∑
k=N+1

τ2
ϕ(ξk)

k2 + 3k + 2
+
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+

N∑
k=1

τ2
ϕ(ξk) sup

u∈[0,T ]

δ2
k(u)

)ζ/2
,

Zf (t, λ) =
∂2f(t, λ)

∂λ2
− λ∂f(t, λ)

∂λ
+
λ2 − 2

4
f(t, λ),

C =

√√√√K2C̃2

∞∑
k=N+1

τ2
ϕ(ξk)

k2 + 3k + 2
+

N∑
k=1

τ2
ϕ(ξk)Ĉ2

k ,

C̃ =

∞w

−∞
(Zf (λ)) dλ,

sup
|t−s|<h

|f(t, u)− f(s, u)| 6 hæf̃(u),

êîëè K ≈ 1.086435, f(t, s) äâi÷i äèôåðåíöiéîâíà ïî s òà çðîñòà¹ ïî s íå
øâèäøå, íiæ exps

2/4, Zf (λ) - iíòåãðîâíà íà R.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî σ(h) äëÿ äàíîãî âèïàäêó. Äiéñíî,

sup
|t−s|<h

τϕ(∆N (t)−∆N (s)) = sup
|t−s|<h

τϕ

(
N∑
k=1

ξk(δk(t)− δk(s))+

+

∞∑
K=N+1

ξk(ak(t)− ak(s))

)
6 hæ

(
N∑
k=1

τ2
ϕ(ξk)Ĉ2

k+

+K2
∞w

−∞

(
∂2f̃(λ)

∂λ2
− λ∂f̃(λ)

∂λ
+
λ2 − 2

4
f̃(λ)

)2

dλ

∞∑
k=N+1

4τ2
ϕ(ξk)

π2k2

1/2

=

= Chæ = σ(h).

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèêîðèñòîâó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 9.16. Òåïåð íå-
îáõiäíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåì 9.16 òà 10.8.

Òåîðåìà 10.21. Íåõàé äëÿ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó X = {X(t), t ∈ (0, T )}
ç Subϕ(Ω), ϕ(t) = tζ

ζ , 1 < ζ 6 2 âèêîíó¹þüñÿ óìîâè òåîðåìè 10.1, i öåé
ïðîöåñ ìîæå áóòè çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi (9.6). Íåõàé äëÿ ∆N öüîãî
ïðîöåñó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (Ñ1). Ìîäåëü XN (t) íàáëèæà¹ ïðîöåñ X(t)

iç çàäàíèìè íàäiéíiñòþ 1− ν òà òî÷íiñòþ δ ó ïðîñòîði C(0, T ), êîëè

194



ν 6 2 exp

{
− (ζ − 1)δ

1
ζ−1 (δ − γ)

ζ
ζ−1

ζ(γζ(δ − γ) + βζγ)
1
ζ−1

}
2 (eδ)

1/æ
,

äå

γζ 6 Kζ sup
u∈[0,T ]

∞w

−∞
Zζf (u, λ)dλ

∞∑
k=N+1

τ ζϕ(ξk)

(k2 + 3k + 2)ζ/2
+

+

N∑
k=1

τ ζϕ(ξk) sup
u∈[0,T ]

δζk(u),

Zf (t, λ) =
∂2f(t, λ)

∂λ2
− λ∂f(t, λ)

∂λ
+
λ2 − 2

4
f(t, λ),

êîëè K ≈ 1.086435, f(t, s) äâi÷i äèôåðåíöiéîâíà ïî s òà çðîñòà¹ ïî s íå
øâèäøå, íiæ exp{s2/4}, Zf (λ) - iíòåãðîâíà íà R.

Äîâåäåííÿ. Äàíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè òà òåîðå-
ìè 10.9. ♦

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 10
Ó ðîçäiëi 10 ðîçãëÿíóòî âèïàäêîâi ïðîöåñè iç ïðîñòîðiâ Subϕ(Ω), ÿêi

äîïóñêàþòü ðîçêëàä ó ðÿä, åëåìåíòè êîòðîãî íå ìîæóòü áóòè çíàéäåíi
ó ÿâíîìó âèãëÿäi. Ïðîâåäåíî îöiíêó ïîáóäîâè ìîäåëåé òàêèõ ïðîöåñiâ iç
çàäàíèìè òî÷íiñòþ òà íàäiéíiñòþ ó ïðîñòîðàõ C(T ). Äîâåäåíî òåîðåìè,
ÿêi äîçâîëÿþòü îöiíþâàòè òî÷íiñòü òà íàäiéíiñòü ïîáóäîâàíî¨ ìîäåëi ó
âèïàäêàõ, êîëè ϕ(t) = |t|γ/γ, 1 < γ < 2, òà ϕ(t) = |t|γ/γ, êîëè |t| > 1, òà
ϕ(t) = |t|2/γ, |t| < 1, ïðè γ > 2. Ðîçðîáëåíi ìåõàíiçìè çàñòîñîâàíî äëÿ
îöiíêè òî÷íîñòi òà íàäiéíîñòi ìîäåëþâàííÿ ó C(T ) âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ
çà äîïîìîãîþ ðîçêëàäó Êàðóíåíà-Ëîåâà ó âèïàäêó, êîëè âëàñíi ÷èñëà
òà âëàñíi âåêòîðè íå ìîæóòü áóòè çíàéäåíi ÿâíî.
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