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ДОСТАТНI УМОВИ ЗВIДНОСТI В КАТЕГОРIЇ
МОНОМIАЛЬНИХ МАТРИЦЬ НАД КОМУТАТИВНИМ
ЛОКАЛЬНИМ КIЛЬЦЕМ

It is proved the reducibility of cyclic monomial matrices over a commutative local ring in the case
when their defining sequences contain subsequences of a fixed form.

Доведена звiднiсть циклiчних мономiальних матриць над комутативним локальним кiльцем
у випадку, коли їх визначальнi послiдовностi мiстять в собi пiдпослiдовностi фiксованого
вигляду.

1. Вступ. НехайK — комутативне кiльце з одиницею. Пiд мономiальною мат-
рицею M = (mij) над K будемо розумiти матрицю порядку n (тобто, розмiру
n×n), в кожному рядку i в кожному стовпцi якої стоїть не бiльше одного нену-
льового елемента Такiй матрицi можна природнiм чином зiставити орiнтований
граф Γ(M) з вершинами 1, . . . , n, i стрiлками i→ j для всiх mij 6= 0. Очевидно,
що Γ(M) є неперетинним об’єднанням ланцюгiв i циклiв (кожний з яких має
однаковий напрямок стрiлок). До того ж така матриця перестановочно подiбна
прямiй сумi мономiальних матриць, яким вiдповiдають ланцюги i цикли графа
Γ(M). Якщо ланцюг (вiдповiдно цикл) лише один, то мономiальну матрицю
будемо називати ланцюговою (вiдповiдно циклiчною).

Мономiальнi матрицi над K утворюють категорiю, якщо морфiзмом iз A в
B вважати довiльну матрицю X таку, що AX = XB. Називатимемо її катего-
рiєю мономiальних матриць над K. Iзоморфiзми цiєї категорiї — це, на матри-
чнiй мовi, матрицi, що здiйснюють подiбнiсть. Матрицю A над кiльцем K (як
об’єкт цiєї категорiї) називається звiдною, якщо вона подiбна матрицi вигляду(
A11 A12

0 A22

)
, де A11 i A22 — матрицi порядку p ≥ 1 i q ≥ 1 вiдповiдно. Та-

ку матрицю A називатимемо також (p, q)-звiдною або (∗, q)-звiдною, якщо нас
не цiкавить число. p. Очевидно, що при n > 1 незвiдними можуть бути лише
циклiчнi матрицi. У цiй статтi вивчаються незвiднi об’єкти вказаної категорiї.

Будь-яка циклiчна матриця порядку n перестановочно подiбна матрицi виг-
ляду

A = Mt(a) =


0 . . . 0 an
a1 . . . 0 0
... . . . ...

...
0 . . . an−1 0

 ,

де a = (a1, . . . , an−1, an). Така матриця A називається канонiчно циклiчною, а
послiдовнiсть a — її визначальною послiдовнiстю. У випадку, коли всi ненульо-
вi елементи ai мають вигляд tsi , де t — зафiксований елемент iз K (si ≥ 0),
матриця A називається канонiчно t-циклiчною. В цьому випадку пишуть та-
кож A = Mt(a). Число si називається вагою елемента tsi , а послiдовнiсть w =
(s1, . . . , sn−1, sn) — ваговою послiдовнiстю матрицi A.

Канонiчно t-циклiчнi матрицi вивчалися в багатьох роботах (див., наприк-
лад, [1]– [4]. Вiдносно вищеприведених означень i позначень див., наприклад, [4].
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2. Теореми про (∗, 3)(∗, 3)(∗, 3)-звiднiсть. Нехай K — комутативне локальне кiльце
з радикалом R 6= 0 i t — ненульовий елемент iз R такий, що t2 = 0.

Теорема 1. Канонiчно t-циклiчна матриця порядку n ≥ 9 з ваговою послi-
довнiстю (0, 1, 0, 1, 0, p1, . . . , ps, 1, 1, 1, 1) є (n− 3, 3) звiдною.

Теорема 2. Канонiчно t-циклiчна матриця порядку n ≥ 9 з ваговою послi-
довнiстю (0, 0, 0, 0, 0, p1, . . . , ps, 1, 1, 0, 1) є (n− 3, 3) звiдною.

Теорема 3. Канонiчно t-циклiчна матриця порядку n ≥ 12 з ваговою по-
слiдовнiстю (0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, p1, . . . , ps, 1, 1, 1, 1) є (n− 3, 3) звiдною.

В умовах усiх теорем s ≥ 0.
3. Доведення теореми 1. Спочатку введемо деякi позначення для перет-

ворень довiльної квадратної матрицi над кiльцем K. Pij(a) позначає додавання
i-го рядка, помноженого на елемент a ∈ K, до j-го рядка. Qij(a) позначає анало-
гiчне перетворення для стовпцiв. Через [m

a→ s]+ позначимо перетворення по-
дiбностi, яке полягає в тому, що спочатку застосовується перетворення Pms(a),
а потiм обернене до нього перетворення Qsm(−a), а через [m

a→ s]− — перетво-
рення подiбностi, яке полягає в тому, що спочатку застосовується перетворення
Qms(a), а потiм обернене до нього перетворення Psm(−a).

Завжди вважаємо, що αi позначає елемент tpi ∈ R.
Маємо Mt(1, t, 1, t, 1, α1, . . . , αs, t, t, t, t) =

=



0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t
1 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0
0 t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0
0 0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0
0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0
0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 t 0



.

Розглянемо (n− 3, 3)-звiдну матрицю

N =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 −t 1 0 0
t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.
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Покажемо, що N подiбна матрицi Mt(1, t, 1, t, 1, α1, . . . , αs, t, t, t, t).
На 1-му кроцi застосуємо до матрицi N перетворення [n− 2

t→ n− 3]−:

N1 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t
0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 1 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.

На 2-му кроцi застосуємо до матрицi N1 перетворення [1
−1→ n− 1]+:

N2 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t
0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0
t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.

На 3-му кроцi застосуємо до матрицi N2 перетворення [2
−1→ n]+:

N3 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 t 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t
0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.
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На 4-му кроцi застосуємо до матрицi N3 перетворення [3
−t→ n− 2]+:

N4 =



0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t
0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.

На 5-му кроцi застосуємо до матрицi N4 перетворення [4
−1→ 1]+:

N5 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
t 0 0 t 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t
0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.

На 6-му кроцi застосуємо до матрицi N5 перетворення [5
−t→ 2]+:

N6 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t
0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.

МатрицяN6 однаковою перестановкою (чи, iншими словами, перестановкою)
рядкiв i стовпцiв приводиться до матрицi Mt(1, t, 1, t, 1, α1, . . . , αs, t, t, t, t).
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4. Доведення теореми 2. Доведення проводимо по тiй же схемi, що i
доведення теореми 1.

Маємо Mt(1, 1, 1, 1, 1, α1, . . . , αs, t, t, 1, t) =

=



0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t
1 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0
0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0
0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0



.

Розглянемо (n− 3, 3)-звiдну матрицю

N =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 −t 1 0 0
1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0



.

Покажемо, що N подiбна матрицi Mt(1, 1, 1, 1, 1, α1, . . . , αs, t, t, 1, t).
На 1-му кроцi застосуємо до матрицi N перетворення [n− 2

t→ n− 3]−:

N1 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t
0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 1 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0



.
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На 2-му кроцi застосуємо до матрицi N1 перетворення [1
−1→ n− 1]+:

N2 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t
0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0
1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0



.

На 3-му кроцi застосуємо до матрицi N2 перетворення [2
−1→ n]+:

N3 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 t 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t
0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0



.

На 4-му кроцi застосуємо до матрицi N3 перетворення [3
−t→ n− 2]+:

N4 =



0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t
0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0



.
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На 5-му кроцi застосуємо до матрицi N4 перетворення [4
−t→ 1]+:

N5 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
1 0 0 t 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t
0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0



.

На 6-му кроцi застосуємо до матрицi N5 перетворення [5
−t→ 2]+:

N6 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t
0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0



.

МатрицяN6 однаковою перестановкою рядкiв i стовпцiв приводиться до мат-
рицi Mt(1, 1, 1, 1, 1, α1, . . . , αs, t, t, 1, t).

5. Доведення теореми 3. Доведення проводимо по тiй же схемi, що i
доведення теореми 1.
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Маємо Mt(1, t, t, 1, t, 1, t, 1, α1, . . . , αs, t, t, t, t) =

=



0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t
1 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0
0 t 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0
0 0 t 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0
0 0 0 0 t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 t 0



.

Розглянемо (n− 3, 3)-звiдну матрицю

N =



0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 −t 1 0 0
t 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 t 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 −t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.

Покажемо, що N подiбна Mt(1, t, t, 1, t, 1, t, 1, α1, . . . , αs, t, t, t, t).
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На 1-му кроцi застосуємо до матрицi N перетворення [n− 2
t→ n− 3]−:

N1 =



0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
t 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 t 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 −t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.

На 2-му кроцi застосуємо до матрицi N1 перетворення [1
−1→ n− 1]+:

N2 =



0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
t 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 t 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 −t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0
t 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.

На 3-му кроцi застосуємо до матрицi N2 перетворення [2
−1→ n]+:
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N3 =



0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
t 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 t 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 −t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 t 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.

На 4-му кроцi застосуємо до матрицi N3 перетворення [3
−1→ n− 2]+:

N4 =



0 0 1 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
t 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 t 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 −t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.

На 5-му кроцi застосуємо до матрицi N4 перетворення [4
−1→ 1]+:
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N5 =



0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
t 0 0 t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 t 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 −t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.

На 6-му кроцi застосуємо до матрицi N5 перетворення [5
−1→ 2]+:

N6 =



0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
t 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 t 0 0 t 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 −t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.

На 7-му кроцi застосуємо до матрицi N6 перетворення [6
−t→ 3]+:
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N7 =



0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
t 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 t 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.

МатрицяN7 однаковою перестановкою рядкiв i стовпцiв приводиться до мат-
рицi Mt(1, t, t, 1, t, 1, t, 1, α1, . . . , αs, t, t, t, t).

6. Теореми про 2-спадкову звiднiсть (формулювання i доведення).
Канонiчно циклiчну матрицю A назвемо 2-спадково звiдною або спадково звiд-
ною довжини 2, якщо у приведеному вище означеннi звiдної матрицi дiагональ-
нi блоки A11 i A22 є також канонiчно циклiчними.

Як i для попереднiх теорем, вважаємо, щоK — комутативне локальне кiльце
з радикалом R 6= 0 i t — ненульовий елемент iз R такий, що t2 = 0.

Пiд пiдпослiдовнiстю послiдовностi завжди розумiємо зв’язну (з точнiстю
до циклiчної перестановки послiдовностi) пiдпослiдовнiсть.

Теорема 4. Канонiчно t-циклiчна матриця 2-спадково звiдна, якщо її ва-
гова послiдовнiсть мiстить пiдпослiдовностi (0, 0) i (1, 1, 1, 1).

Доведення проводиться за тiєю ж схемою, що i доведення теорем 1–3. Засто-
сувавши до звiдної матрицi (з канонiчно циклiчними дiагональними блоками)

N =



0 0 . . . 0 0 0 −1 1 0 0 0 . . . 0 0
α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

...
... . . . ...

...
0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 t 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 t 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 0 0 0 0 t 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 0 t 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

...
... . . . ...

...
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0
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перетворення [r + 4
1→ r + 3]−, [1

−t→ r + 5]+, [n
t→ r + 2]−, маємо матрицю

N3 =



0 0 . . . 0 0 0 0 1 0 0 0 . . . 0 0
α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

...
... . . . ...

...
0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 t 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 t 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 0 0 0 t 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 0 t 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

...
... . . . ...

...
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0



,

яка однаковою перестановкою рядкiв i стовпцiв може бути приведена до вигляду
M(1, 1, α1, α2, . . . , αr, t, t, t, t, αr+1, αr+2, . . . , αs).

Теорема 5. Канонiчно t-циклiчна матриця 2-спадково звiдна, якщо її ва-
гова послiдовнiсть мiстить пiдпослiдовностi (0, 0, 0) i (1, 1, 0, 1, 1).

Доведення проводиться за тiєю ж схемою, що i доведення теорем 1–3. Засто-
сувавши до звiдної матрицi (з канонiчно циклiчними дiагональними блоками)

N =



0 0 0 . . . 0 0 0 −1 1 0 0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 t 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0



перетворення [r + 5
1→ r + 4]−, [1

−1→ r + 6]+, [2
−t→ r + 7]+, [n

t→ r + 3]−, маємо
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матрицю

N4 =



0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0 0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 t 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0



,

яка однаковою перестановкою рядкiв i стовпцiв може бути приведена до вигляду
M(1, 1, 1, α1, α2, . . . , αr, t, t, 1, t, t, αr+1, αr+2, . . . , αs).
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