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ПЕРЕДМОВА 

 

У граничних теоремах для випадкових процесів і полів можна виділити 

окремим рядком теореми бакстерівського типу. Бакстерівськими сумами 

називають послідовності сум нелінійних функцій від приростів випадкових 

процесів або полів. За певних умов послідовності бакстерівських сум 

збігаються у тому чи іншому сенсі до невипадкової сталої. Теореми, в яких 

встановлюється така збіжність, називаються теоремами Леві-Бакстера або 

теоремами бакстерівського типу.  

Ця монографія присвячена граничним теоремам бакстерівського типу для 

випадкових процесів і полів та застосуванню методу бакстерівських сум у 

статистиці випадкових процесів та полів. 

Коротко зупинимося на історії розглядуваних питань. 

Теорії оцінок параметрів у статистиці випадкових процесів присвячені 

роботи І. А. Ібрагімова та Р. З. Хасьмінського [15], І. Ш. Ібрамхалілова та 

А. В. Скорохода [16], А. Я. Дороговцева [13] та інших. У монографії 

О. В. Іванова та М. М. Леоненка [17] досліджені питання параметричного 

оцінювання у статистиці випадкових полів 

 Вперше теорему бакстерівського типу встановив П. Леві [104], який у 

1940 р. отримав результат такого типу для стандартного броунівського руху. 

Наступний крок у розвитку цього напрямку зробив Г. Бакстер [62], який 

узагальнив результат П. Леві на більш широкий клас випадкових процесів. 

Після роботи Г. Бакстера збіжність бакстерівських сум для випадкових 

процесів і полів досліджувалася багатьма авторами. У припущеннях гауссовості 

випадкових процесів теореми бакстерівського типу отримали Є. Г. Гладишев 

[12], І. А. Ібрагімов та Ю. А. Розанов [14], Ю. М. Рижов [47-49], А. Вробель 

[117], Е. Гіне та Р. Клейн [83], Г. А. Шкляр [58]. Для гауссових випадкових 

полів та випадкових полів з гауссовими приростами збіжність послідовності 

бакстерівських сум досліджували С. М. Краснитський [21-22], С. Берман [64], 

Т. В. Арак [1], П. Стрейт [111], Т. Кавада [93], К. Део та С. Уонг [73], К. Гійон 
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[85-86], К. Ксіонг, П. Ксіа [118], О. О. Курченко [24, 25, 27-29]. Проводилися 

також дослідження умов збіжності бакстерівських сум для окремих класів 

випадкових функцій. Так теореми типу Леві-Бакстера для строго 

передгауссових випадкових процесів отримали О. П. Бесклінська та 

Ю. В. Козаченко [3], а для псевдогауссових випадкових процесів – Л. Б. Вовк та 

Ю. В. Козаченко [11]. В. В. Булдигін, В. М. Мельник, В. Г. Шпортюк [6-8] 

встановили необхідні й достатні умови, за яких дробові поля мають властивість 

Леві-Бакстера на фіксованій та зростаючій параметричних множинах. 

В. В. Булдигін та Ю. В. Козаченко [10] отримали умови збіжності послідовності 

бакстерівських сум до детермінованої сталої для сумісно строго субгауссових  

та сумісно псевдогауссових випадкових  процесів. С. М. Краснитський та 

О. О. Курченко отримали теорему бакстерівського типу для узагальнених 

гауссових випадкових процесів [98]. 

 Ю. М. Рижов [48] отримав функціональну граничну теорему для 

послідовності випадкових процесів, побудованих за бакстерівськими сумами 

квадратів приростів гауссових випадкових процесів. Функціональну центральну 

граничну теорему для послідовності випадкових полів, побудованих за сумами 

квадратів приростів гауссових випадкових полів певного класу довів С. Део 

[74]. Асимптотичні розподіли, у тому числі функціональні граничні теореми, 

для нелінійних функціоналів від гауссових випадкових процесів та полів 

досліджували Р. Л. Добрушин та П. Майор [76],  М. Розенблат [110], 

М. С. Такку [115], П. Бреуер та П. Майор [67].  

 М. Арато, А. М. Колмогоров, Я. Г. Сінай [2] вперше застосували 

статистики бакстерівського типу для оцінювання параметрів випадкових 

процесів. О. П. Бесклінська та Р. Є. Майборода [4] за допомогою 

бакстерівських статистик побудували оцінки параметрів та інтервали 

надійності для деяких параметрів процесів бакстерівського типу, зокрема для 

процесу Орнштейна-Уленбека. Р. Є. Майборода [42] встановив асимптотичну 

нормальність бакстерівських оцінок параметрів для певного класу випадкових 

процесів.  
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 Найбільш яскравим прикладом випадкового процесу з неперервним 

часом та довгостроковою залежністю є дробовий броунівський рух. Вперше  

дробовий броунівський рух, як випадковий процес з стаціонарними приростами 

та властивістю самоподібності, розглянув А. М. Колмогоров [20] і назвав його 

спіраллю Вінера. Наступні кроки у вивченні дробового броунівського руху 

зробили Г. Ю. Хюрст [89], Б. Б. Мандельброт та В. Ван Несс [105], 

Ю. С. Мішура [106], Л. Декрейзефонд та А. С. Юстнел [72]. К. Джапарідзе та 

Г. ван  Цантен [77-78] отримали представлення дробового броунівського руху у 

вигляді стохастичного  ряду. Статистичному оцінюванню у моделях з дробовим 

броунівським рухом присвячена робота О. Г. Кукуша, Ю. С. Мішури, 

Е. Валкейла [99].   

 Бакстерівський підхід для оцінювання параметра Хюрста дробового 

броунівського руху застосовувався, зокрема, у статтях [61, 66, 71, 34, 103]. 

Зауважимо, що у статистиці випадкових процесів і полів існують численні 

моделі оцінювання параметрів, у яких бакстерівські статистики дозволяють 

отримати консистентні оцінки невідомих параметрів та побудувати 

неасимптотичні області надійності. Монографія Пракаса Рао [108] містить 

підрозділ, присвячений методу бакстерівських сум. Бакстерівські суми для 

оцінювання параметрів коваріаційних функцій випадкових процесів та полів 

застосовували Ю. В. Козаченко та О. О. Курченко [18, 96], О. О. Курченко та 

М. Є. Наумов [36], О. О. Синявська [112], О. О. Курченко [35, 39, 40]. 

 Останнім часом зріс інтерес до задач оцінювання невідомих параметрів у 

моделях з похибками у спостереженнях. Розв’язанню таких задач присвячені, 

наприклад, монографії Р. Дж. Керолл, Д. Руперт, Л. А. Стефанські [68], 

С. Л. Ченг та Дж. В. Ван Несс [69], С. В. Масюк, О. Г. Кукуш, С. В. Шкляр, 

М. І. Чепурний, І. А. Ліхтарьов [44], статті О. Г. Кукуш та Г. Шнейєвайс [100], 

О. Г. Кукуш та А. Л. Маленко [101], Дж. Ю та Г. Чен [119], Л. Жірайтіс та 

Г. Коул [84]. Статистичне оцінювання параметра Хюрста дробового 

броунівського руху за спостереженнями з похибками розглянуто у статтях 

С. Ахард, Дж. Ф. Коерджоллі [59], О. О. Синявська [113]. 
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 Наукові результати, що ввійшли до цієї монографії, були отримані 

авторами і опубліковані. 

 Монографія складається з семи розділів.  

 У першому розділі досліджується збіжність послідовності бакстерівських 

сум для нелінійних функцій від приростів випадкових полів. Для побудови 

бакстерівських сум використовуються досить загальні прирости функції 

кількох змінних на багатовимірному паралелепіпеді. Вони є узагальненням 

приростів для функції однієї змінної, що застосовували Ж. Істас та Г. Ленг [90]. 

Розгляд більш загальних приростів дозволяє розширити сім’ю випадкових 

процесів та полів, для яких має місце збіжність послідовності бакстерівських 

сум до детермінованої додатної сталої. Отримані теореми Леві-Бакстера для 

випадкових полів, заданих на множинах, вимірних за Жорданом.  Досліджена 

збіжність з імовірністю одиниця послідовності бакстерівських сум для векто-

рних гауссових випадкових полів. Основні результати цього розділу 

опубліковані у статтях [24, 27, 28, 32, 37]. 

У другому розділі за допомогою нерівностей для моментів четвертого 

порядку приростів визначаються випадкові процеси та випадкові поля класу К. 

Для таких випадкових функцій отримані достатні умови збіжності 

послідовності бакстерівських сум до детермінованої додатної сталої. 

Результати другого розділу опубліковані у статтях [94, 95].   

Третій розділ містить функціональну граничну теорему для послідовності 

східчастих полів, побудованих за допомогою нелінійної функції та приростів 

загального виду гауссового випадкового поля. При цьому використаний метод 

доведення функціональних граничних теорем, який полягає у доведенні слабкої 

збіжності послідовності скінченновимірних розподілів та перевірці щільності 

послідовності мір, а також прийом Крамера-Уолда, метод моментів, діаграмна 

формула. Результати цього розділу опубліковані у статтях [30-33].  

У четвертому розділі за допомогою бакстерівських статистик отримані 

консистентні оцінки коефіцієнтів лінійної комбінації випадкових полів за 

спостереженнями у присутності заважаючого випадкового поля. Для цих 
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коефіцієнтів побудовані неасимптотичні довірчі області. Ці результати 

опубліковані у статтях [38, 51]. 

У п’ятому розділі за допомогою бакстерівських статистик отримана 

сильно консистентна оцінка параметра Хюрста H дробового броунівського 

руху, а також побудована оцінка параметра коваріаційної функції випадкового 

процесу без припущення гауссовості. В обох випадках побудовані довірчі 

інтервали. До цього розділу ввійшли результати робіт [34, 53, 103]. 

У шостому розділі для певного класу гауссових однорідних полів за 

допомогою бакстерівських статистик побудовані консистентні оцінки 

параметрів коваріаційних функцій та знайдені еліпсоїди надійності. Отримані 

також консистентні оцінки параметра коваріаційної функції дробового 

анізотропного вінерівського поля. Результати шостого розділу опубліковані у 

статтях [18, 52]. 

У сьомому розділі бакстерівські статистики застосовуються  до 

інтервального оцінювання параметра Хюрста H  дробового броунівського руху 

за спостереженнями з похибками на дискретній  підмножині  одиничного 

інтервалу. До цього розділу ввійшли результати статті [113]. 
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 РОЗДІЛ 1. ТЕОРЕМИ ЛЕВІ-БАКСТЕРА ДЛЯ 

ВИПАДКОВИХ ПОЛІВ 

 

У цьому розділі знайдені достатні умови збіжності у тому чи іншому 

сенсі послідовності бакстерівських сум для випадкових полів. Описаний клас 

розглядуваних приростів та їх основні властивості. Доведений закон великих 

чисел у схемі серій для нелінійних функцій від залежних гауссових випадкових 

величин. Досліджені умови збіжності у середньому квадратичному та з 

ймовірністю одиниця послідовності бакстерівських сум для нелінійних функцій 

від приростів гауссових випадкових полів та для квадратів приростів сумісно 

строго субгауссових полів. Досліджена також збіжність послідовності 

бакстерівських сум до детермінованої сталої для випадкових полів, заданих на 

вимірних за Жорданом множинах. Отримані умови збіжності з ймовірністю 

одиниця послідовності бакстерівських сум для векторних гауссових випадкових 

полів. 

 

 

1.1. Прирости та їх властивості 

 

Нехай d  – натуральне число, dppp ,...,, 21  – невід’ємні цілі числа, 







  ddiii pipiaA

d
0,...,0: 11...21

  (1.1) 

– d - вимірна      1...11 21  dppp  матриця з дійсними елементами. 

Означення 1.1. Невід’ємне ціле число m називається порядком d -вимір-

ної матриці (1.1), якщо для довільних невід’ємних цілих чисел d ,...,, 21 , 

сума яких менша числа m , виконується рівність 
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але знайдеться хоча б один набір невід’ємних цілих чисел ,,...,, 21 d  таких, 

що md   ...21  і  
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d

d

d

p

i

iiid

p

i

aiii
0

...21

0

.0......
21

21

1

1


  (1.3) 

Тут .100   Символ   назвемо порядком d -вимірної матриці (1.1), якщо 

такого невід’ємного цілого числа m не існує. 

Приклад 1.1. d  -вимірна матриця  
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Для  вектора    1,...,1,1,...,, 21 d  маємо 
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Приклад 1.2. Нехай .1...21  dppp  Всі елементи матриці A, крім 

0...00a  та 1...11a , дорівнюють нулеві; .1,1 1...110...00  aa  Така матриця є матри-

цею першого порядку. Дійсно, для вектора    0,...,0,0,...,, 21 d  маємо  
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При 1d  матриця A  є вектором і ми будемо говорити про вектор порядку m. 

Приклад 1.3.  )1( p  вимірний вектор  

 

є вектором - го порядку, оскільки внаслідок формул О.154.3 та О.154.4 [46] 

  

Зауваження 1.1. Відмінний від нульового - вимірний вектор має 

порядок, який не перевищує    

Доведення. Застосуємо метод доведення від супротивного. Нехай від-

мінний від нульового - вимірний вектор  має порядок 

 Тоді його координати задовольняють наступній лінійній однорідній 

системі рівнянь 

 (1.5) 

Визначник матриці лінійної однорідної системи рівнянь (1.5) дорівнює 

. 

Визначник у останньому виразі є визначником Вандермонда [23, c. 52] і від-

мінний від нуля. Таким чином, матриця лінійної однорідної системи рівнянь 

(1.5) не вироджена. Тому тільки нульовий вектор задовольняє цій системі рів-
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нянь. Отримали суперечність з припущенням, що вектор a відмінний від ну-

льового. □ 

Зауваження 1.2. Нехай  невід’ємні цілі числа,  

  

– -вимірний вектор з дійсними координатами, який має порядок 

. Тоді -вимірна матриця  

  (1.6)  

має порядок   

Доведення. Для невід’ємних цілих чисел  маємо 

  (1.7) 

Якщо 

 

то хоча б для одного індексу  виконується нерівність  

Тоді  

 

і тому вираз у правій частині рівності (1.7) дорівнює нулю. Оскільки 

, 

то при   вираз у правій частині рівності (1.7) відмінний від 

нуля. □ 

За допомогою -вимірної матриці  визначимо приріст функції  змін-

них на -вимірному паралелепіпеді.  
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Нехай , ,  

 – -вимірний паралелепіпед; 

 – дійсна функція  змінних; -вимірна матриця  визначена у 

рівності (1.1).  

Означення 1.2. Приростом функції  на паралелепіпеді , побудова-

ним за допомогою матриці , називається число  

 , 

де  

. 

Порядком приросту  функції  на паралелепіпеді , побудованим за допомо-

гою матриці , називається порядок матриці .  

Приклад 1.4. Нехай А – -вимірна матриця, визначена у прикладі 1.1 рі-

вністю (1.4). Тоді 

  (1.8) 

Цей приріст можна зобразити у вигляді суперпозиції приростів наступ-

ним чином: 

  (1.9) 

де для   

 (1.10)  

Прирости, розглянуті у прикладі 1.4, називають повними приростами або 

-приростами. Бакстерівські суми для випадкових полів за допомогою таких 

приростів будувалися, наприклад, у роботах [1, 21, 92].   
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Приклад 1.5. Нехай матриця  визначена рівністю (1.6) у зауваженні 1.2, 

де 

 

З прикладу 1.3 та зауваження 1.2 випливає, що матриця  має порядок 

 Прирости, побудовані за допомогою такої матриці, застосову-

валися у роботах [6, 7], в яких досліджувалися умови збіжності бакстерівських 

сум для дробових полів. 

У наступному прикладі будується -вимірна матриця, за допомогою якої 

можна побудувати прирости, використані у роботі [29].    

Приклад 1.6. Спочатку побудуємо допоміжну зліченну сім’ю векторів, в 

якому вектор під номером  має розмірність  де  

Елементи цієї сім’ї ми позначимо 

 

і задамо рекурентно наступними рівностями: 

 

 

Вектор  має порядок . Для доведення цього твердження застосуємо метод 

математичної індукції.   

Для  вектор  має порядок один. Припустимо, що твер-

дження виконується для  і доведемо його для  Нехай  

і вектор  має порядок  Це означає, що для всіх чисел 
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, 

але 

 

Розглянемо вектор  

 

Доведемо, що порядок цього вектора дорівнює  Очевидно, сума коорди-

нат вектора  дорівнює нулю. Для  маємо: 

 

 (1.11) 

Оскільки вектор  має порядок , то для всіх значень  маємо 

, так як значення індексу  не буде перевищувати . Тому 

права частина рівності (1.11) дорівнює нулеві для . Для  

права частина рівності (1.11) матиме вигляд 
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Матриця  задається наступним чином: 

 

За допомогою цієї -вимірної матриці будуються прирости, використані у 

роботі [24]. 

Лема 1.1. Нехай , ,  – вектор -

го порядку, . Тоді приріст функції  на відрізку , побудований за 

допомогою вектора , має наступне інтегральне зображення: 

,  (1.12) 

де , вектор  визначається однозначно через коор-

динати вектора a і має порядок . 

Доведення. Запишемо рівність (1.12) у розгорнутому вигляді: 

 

. 

У правій частині останньої рівності застосуємо формулу Ньютона-Лейбніца: 

 

 

.  (1.13) 

Ця рівність має виконуватися для всіх неперервно диференційованих на від-

різку  функцій. Тому коефіцієнти у лівій і правій частинах рівності 

(1.13) рівні. Враховуючи, що порядок вектора  не менший за одиницю, 

отримуємо: 
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, . (1.14) 

Далі, вираз 

 

дорівнює нулеві, якщо , і відмінний від нуля при . Для  симво-

лом  позначимо суму -тих степенів натуральних чисел від 1 до n. 

Відомо, що  – многочлен -го степеня відносно n. Нехай 

,  (1.15) 

для , де . При  з рівності (1.15) отримуємо, що 

.  (1.16)  

Для  з урахуванням рівностей (1.14), маємо: 

 

 

 

.  (1.17) 

Якщо , то 

,  (1.18)  
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звідки, враховуючи рівності (1.17),  (1.18) отримаємо, що 

. 

Таким чином, вектор  має порядок . □ 

Лема 1.2. Нехай функція , вектор  має 

порядок . Тоді приріст функції  на відрізку , побудований за 

допомогою вектора , допускає наступне інтегральне зображення: 

, 

де , вектор  визначається однозначно через 

координати вектора  і має нульовий порядок, тобто  

. 

Для доведення достатньо m раз послідовно застосувати лему 1.1. 

Зокрема, при  отримуємо наступне твердження. 

Наслідок 1.1. Нехай функція , вектор  

має порядок . Тоді приріст функції  на відрізку , побудований за 

допомогою вектора , допускає наступне інтегральне зображення: 

, 

де , стала  визначається однозначно через координати вектора . 

Лема 1.3. Нехай -вимірна матриця  задана набором векторів 

 де вектор  має порядок ,  

Нехай, далі, , . Тоді приріст  

допускає зображення у вигляді  добутку сталої, яка залежить тільки від 
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матриці , і -кратного інтеграла від мішаної похідної  по 

деякій вимірній підмножині -вимірного паралелепіпеда 

.   

Твердження цієї леми випливає з наслідку 1.1. 

Наслідок 1.2. Нехай виконуються умови леми 1.3. Тоді 

, 

де стала  залежить лише від матриці ,  – евклідова норма вектора  

. 

Лема 1.4. Нехай функція  набуває значення нуль на гіперп-

лощинах  матриця  задана рівністю (1.4). Тоді довільну 

лінійну комбінацію значень функції  у точках   можна 

подати у вигляді лінійної комбінації приростів функції , побудованих за 

допомогою матриці , на паралелепіпедах, які є підмножинами , не 

мають спільних внутрішніх точок, причому точки  лежать у верши-

нах цих паралелепіпедів, а коефіцієнти лінійної комбінації не залежать від 

функції  . 

Доведення. Для  твердження леми очевидне. Нехай  Через ко-

жну з точок  проведемо  гіперплощин паралельно гіперплощинам 

  Ці гіперплощини разом з гіперплощинами  

утворять сім’ю  паралелепіпедів без спільних 

внутрішніх точок (деякі паралелепіпеди можуть мати -вимірну міру Лебега 

нуль). Нехай  – сукупність вершин 
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паралелепіпеда  Тоді   – множина всіх 

вершин паралелепіпедів сім’ї  Відмітимо, що .   

Нехай    

  

– довільна лінійна комбінація з коефіцієнтами   

значень функції  у точках множини  Символом  позначимо приріст, 

породжений матрицею , функції  на паралелепіпеді . 

 Покажемо, що існують коефіцієнти    такі, 

що 

  (1.19) 

Зауважимо, що  

, (1.20) 

де  . Відмітимо також, що   

 

якщо хоча б один з індексів  дорівнює нулеві. 

Підставимо (1.20) у (1.19) і отримаємо рівність  

 (1.21)  

яка має виконуватися для всіх функцій  рівних нулю на коорди-

натних гіперплощинах  Прирівняємо коефіцієнти при  

....1 diiB


  ,0|...1

rjj jtV
d 


 dr1

.B     V ,...,1

  ,...
0

......

0
11

1






d

dd

j

jjjj

j

tfu

Rdrju rjj d
 }1,0|{ ...1



f .V  f

A f 

Rdriv rii d
 }1,1|{ ...1



   .......
0

......

01

......

1
11

1

11

1











d

dd

d

dd

j

jjjj

ji

iiii

i

tfuBfv

     ))...((

1

0

||
1

0

... 11

1

1
1...

dd

d

d ti

d

ii tfBf 















  

  dd   ...||,,..., 11

,0))...(( 11









 ddiitf 

)(,...),(),( 2211 ddiii  

     ,...1......
0

......

0

1

0

))...((

||

0

1

0

...

1
11

1

11

1

1

1

 






 















d

dd

d

dd

d

d

j

jjjj

j

ii

d

i

ii

i

tfutfv

,]1,0[: Rf d 

.1,0 drtr 



 

22 

 

 

 правої та лівої частин рівності (1.21) і отримаємо 

лінійну систему рівнянь для визначення коефіцієнтів   . 

Покладемо  

 

де  Розташуємо коефіцієнти   

у порядку, при якому індекси цих змінних утворюють набір послідовних цілих 

чисел від 0 до  у системі числення з основою  Тоді система 

лінійних рівнянь для визначення коефіцієнтів  матиме такий вигляд: 

     

Матриця цієї системи трикутна з ненульовими елементами на головній діаго-

налі.  

 

 

1.2. Закон великих чисел у схемі серій для нелінійних 

функцій від гауссових випадкових величин 

 

Нехай  – імовірнісний простір,  – центрована гауссова випад-

кова величина з одиничною дисперсією,  

   

– гільбертовий простір класів еквівалентності вимірних за Лебегом функцій 

 для яких 
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 Послідовність многочленів Чебишова-Ерміта  утво-

рює повну ортогональну систему функцій у просторі   

 

де  – символ Кронекера, рівний одиниці при  та нулю при . 

Многочлени Чебишова-Ерміта можна виразити за допомогою формули  
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Перші чотири многочлени Чебишова-Ерміта мають такий вигляд: 

 

Функція  допускає розвинення у ряд за многочленами Чебишова-Ерміта, 

який збігається за нормою простору   

 

де  – коефіцієнти 

Чебишова-Ерміта функції  Внаслідок рівності Парсеваля, 

 

Означення 1.3. Нехай функція  відмінна від нульової функції.  Ран-

гом Ерміта функції  називається невід’ємне ціле число rang  
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Поняття рангу Ерміта функції  було введено у статті [114]. Зрозу-

міло, що многочлен Чебишова-Ерміта  має ранг Ерміта m. 

Приклад 1.7. Нехай  Функція  

 

належить простору   оскільки невласний інтеграл  

 

збігається при  Знайдемо ранг Ерміта функції , 

 у залежності від значень параметра . Маємо:  

 Далі, 

 

 

Отже, для всіх  функція  має ранг Ерміта, рів-

ний 2. 

Нехай  – гауссовий випадковий вектор з нульовим математичним 

сподіванням та кореляційною матрицею 

. 

Відомо [14, лема 2.1.1], що 

  (1.22) 

де  – символ Кронекера.  

Лема 1.5. Нехай функція  має ранг Ерміта рівний m Тоді 
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, (1.23)  

  (1.24) 

Доведення. Оскільки функція  має ранг Ерміта m, то випадкова вели-

чина  має наступне розвинення у ряд, збіжний у просторі   

 

Тому у просторі    

    і 

 

З останньої рівності та рівності (1.22) випливає рівність (1.23). Далі, 

 

оскільки  □ 

Нехай  –послідовність серій випадкових величин, 

які у кожній серії мають сумісний гауссовий розподіл з нульовим мате-

матичним сподіванням та коваріаційною матрицею 

 

з одиничними елементами на головній діагоналі. Тут   

при  Нехай, далі, функція  має ранг Ерміта   

Розглянемо послідовність випадкових величин 
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Математичне сподівання  випадкової величини  дорівнює нулеві, а 

дисперсія обчислюється за формулою 

 

Покладемо 

  (1.25) 

  (1.26) 

З урахуванням цих позначень, 

  (1.27) 

Оскільки  то  при   

Теорема 1.1. Нехай функція   Для 

збіжності у середньому квадратичному послідовності випадкових величин 

 до сталої  необхідно і достатньо щоб для кожного  

 при   

Доведення. Зауважимо, що  у середньому квадратичному тоді й 

тільки тоді, коли  у середньому квадратичному. 

Необхідність. Нехай  у середньому квадратичному при  

Це означає, що 
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 при  Оскільки доданки під знаком суми невід’ємні, то для кожного 

  при  

Достатність. Нехай для кожного   при  Доданки 

під знаком суми у рівності (1.25) за абсолютною величиною не перевищують 

одиниці. Тому, враховуючи невід’ємність чисел  отримуємо, що для всіх 

натуральних чисел :  Ряд із загальним членом  збігається. 

Тому для довільного  існує таке натуральне число  що 

 

Оскільки для всіх  натуральних чисел :  то для всіх  

 

Нехай  – число елементів скінченної множини  

 Якщо  то для всіх  виконується нерівність  При-

пустимо далі, що множина  непорожня. 

Оскільки для всіх : при  , то існує таке натуральне число 

 що для всіх   та всіх  виконується нерівність   

 

Тоді  

 

Таким чином, для всіх  маємо: 
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Отже,  у середньому квадратичному при  □ 

Зауваження 1.3. Нехай функції  такі ж як у теоремі 1.1 і 

  (1.28) 

 Тоді  у середньому квадратичному при   

Доведення. Дійсно, для довільного  маємо: 

 при  

Тому з теореми 1.1 випливає твердження. □ 

Теорема 1.2. Нехай функція   і  

  (1.29) 

де  визначені у рівності (1.25). Тоді  з ймовірністю одиниця при  

 

Доведення. Спочатку доведемо збіжність ряду із загальним членом 

  Маємо:  

 

причому останній повторний ряд з невід’ємними членами збіжний.  

Оскільки ряд з дисперсій  збігається, то  

 з ймовірністю одиниця при  [41, с. 24]. Але  □ 
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Теорема 1.3. Нехай функція  . Фу-

нкція  має ранг Ерміта  де m – парне число. Для збіжності у 

середньому квадратичному послідовності випадкових величин  до 

сталої  при  необхідно й достатньо, щоб  при  Якщо 

ряд  збігається, то  з ймовірністю одиниця при   

Доведення. Оскільки елементи коваріаційної матриці  за абсолютною 

величиною не перевищують одиниці, то для довільного  виконується 

нерівність 

 

Тому для кожного  при  Якщо ряд із загальним членом 

  збігається, то і  Тепер твердження теореми 1.3 

випливають з теореми 1.1 та теореми 1.2. □ 

Зауваження 1.4. Якщо ранг Ерміта функції  в умовах теореми 1.3 – не-

парне натуральне число, то твердження теореми 1.3 у частині достатності, 

взагалі кажучи, не виконується. Наприклад, для послідовності серій випадкових 

величин 

 

де  – стандартна гауссова випадкова величина з математичним сподіванням 

нуль та дисперсією одиниця, і функції   маємо 

 Але  і тому послідовність  не збігається 

до нуля у середньому квадратичному при . 

Приклад 1.8. Нехай  – стаціонарний гауссовий процес з нульо-

вим середнім значенням,  і коваріаційною функцією 

. Припустимо, що для деякого показника   
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  ,,~)(  nnLnnr   

де  – неперервна на промені  функція повільної зміни на не-

скінченності [50]. Розглянемо наступну послідовність серій  

 

Нехай функція  ; функція  має ранг 

Ерміта  де m –  парне натуральне число. Маємо: 

 

 

При  ряд із загальним членом  збіжний і тому 

 Якщо  то  

 

а при   

  при   

Таким чином, для всіх значень показника  має місце збіжність до нуля 

послідовності  при , і, внаслідок теореми 1.3,  у 

середньому квадратичному при . Якщо послідовність  зростає 

достатньо швидко для збіжності ряду із загальним членом , 

(наприклад, при ), то  з ймовірністю одиниця при 

. 

Зауваження 1.5. Нехай 
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– послідовність серій невід’ємних дійсних чисел, які задовольняють наступні 

умови : 

1)  

2)  

Для функції  покладемо 

  

Нехай функція . Для послідовності випадкових величин 

 мають місце твердження, аналогічні теоремам 1.1, 1.2, 1.3, в 

яких замість чисел  фігурують числа . 

 

 

1.3. Збіжність бакстерівських сум для нелінійних функцій від 

приростів гауссових випадкових полів 

 

Нехай  – відкрита множина в    

 – гауссове випадкове поле з нульовим математичним сподіванням та 

коваріаційною функцією  Символом  поз-

начимо приріст випадкового поля  на паралелепіпеді  

, 
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де   побудований за допомогою 

матриці  Нехай, далі,  – розбиття -вимірного паралелепіпеда  

на паралелепіпеди з ребрами, паралельними координатним осям, 

  

– дрібність розбиття , де  – евклідова норма у просторі . Для довіль-

ного паралелепіпеда  покладемо  

 

Ця випадкова величина є гауссовою з нульовим математичним сподіванням та 

одиничною дисперсією. Для функції  та довільного розбиття  одини-

чного паралелепіпеда  покладемо 

 

де символом mes позначена міра Лебега у просторі . 

Нехай -вимірна матриця   визначена рівністю (1.1). Зазначимо, що 

для паралелепіпедів   

 

де   

Теорема 1.4. Нехай функція .  Для 

того, щоб  

 

у середньому квадратичному при  необхідно й достатньо, щоб для кож-

ного   
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при   

Доведення. Оскільки  – гауссове випадкове поле з нульовим 

середнім значенням, то сім’я випадкових величин  має сумісний 

гауссовий розподіл з нульовим середнім та коваріаційною матрицею 

. 

Набір чисел  відіграє роль детермінованих невід’ємних сталих 

 із зауваження 1.5. Таким чином, з теореми 1.1 і зауваження 

1.5 випливає твердження теореми 1.4. □ 

У наступній теоремі наведені достатні умови збіжності послідовності 

випадкових величин  до сталої c з імовірністю одиниця. 

Теорема 1.5. Нехай функція  ; 

 – послідовність розбиттів,  при  Якщо  

, 

то  з імовірністю одиниця при   

Доведення випливає з теореми 1.2 та зауваження 1.5. 

У випадку, коли ранг Ерміта функції  – парне натуральне число, має мі-

сце наступний наслідок. 

Наслідок 1.3. Нехай функція   і 

ранг Ерміта m функції  – парне  натуральне число. Тоді: 

1)  для збіжності  у середньому квадратичному при  

необхідно й достатньо, щоб  
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 при  

2)  якщо ряд із загальним членом  збігається, де  

послідовність розбиттів,  при , то  з імовірністю 

одиниця при   

Цей наслідок випливає з теореми 1.3 та зауваження 1.5. 

Зауваження 1.6. Нехай  – многочлен Ерміта степеня m, де m – парне 

натуральне число. Враховуючи, що  в умовах теореми 1.4 

, 

отримуємо еквівалентність наступних чотирьох умов: 

1)   у середньому квадратичному при  ; 

2)   у середньому квадратичному при  ; 

3)  у середньому квадратичному при  ; 

4)  при  . 

Нехай  – стандартний базис в ,  – підпростір в , по-

роджений вектором ,  – проектор на підпростір  Нехай, 

далі, 

 – 

відстань між множинами  на прямій. Для множин , 

 покладемо 

. 

Теорема 1.6. Нехай функція   і ви-

конуються наступні умови:  
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1) існують додатні сталі , функція  неперервна і 

монотонна на ,  такі, що для довільних -вимірних 

паралелепіпедів ,   виконується нерівність 

 

2) існують додатні сталі  такі, що для довільного -вимірного 

паралелепіпеда  виконується нерівність 

 

3)  

 Тоді  у середньому квадратичному при  . 

Доведення. Покладемо 

 

Нехай m – ранг Ерміта функції . Зауважимо, що для всіх , 

Тому із збіжності  

  при     (1.30) 

випливає, що  при  і, внаслідок теореми 1.4,  у 

середньому квадратичному при . 

Доведемо збіжність (1.30). Нехай  Для розбиття  покладемо  

  

Оскільки  то, не втрачаючи загальності, можна вважати, що  Для 

 декартовий добуток  включається хоча б до однієї з на-

ступних множин: 
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…           …              … 

 

Тоді 

, 

і тому  

 

де   – міра Лебега в    – додатна стала, яка не залежить від  

Розіб’ємо суму  на дві суми:  та  Оцінимо кожну з цих 

сум. Для першої суми маємо: 

 

 

Далі,  Для таких 

розбиттів   

 

Внаслідок нерівності Коші-Буняковського, 
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і тому 

 

 

Таким чином,  при  □ 

Приклад 1.9. Гауссове випадкове поле   з 

нульовим математичним сподіванням і коваріаційною функцією 

 

називають вінеровським полем або полем Ченцова  [56].  

Нехай матриця , де вектор  має порядок 

 Доведемо, що прирости поля Ченцова, породжені матрицею  на 

паралелепіпедах без спільних внутрішніх точок, незалежні. Нехай паралеле-

піпед  та  не мають спільних 

внутрішніх точок. Тоді хоча б при одному значенні індексу  відрі-

зки  та  не мають спільних внутрішніх точок і тому 

випадкові величини  та , де w – стандартний 

вінерівський процес, незалежні. Покладемо  Знайдемо 

кореляцію випадкових величин  та  : 
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оскільки -тий множник у цьому добутку дорівнює нулеві.  

Підрахуємо дисперсію випадкової величини : 

, 

де  …,  

. 

Таким чином, перша умова теореми 1.6 виконується для  та сталої 

. (1.31) 

Друга умова теореми виконується для довільних додатних значень показника 

, оскільки  для паралелепіпедів  без спільних 

внутрішніх точок. Отже, внаслідок теореми 1.6,  у середньому 

квадратичному при . Зокрема, для  

 

у середньому квадратичному при , де стала C визначена рівністю (1.31). 

Дослідимо збіжність бакстерівських сум для послідовності рівномірних 

розбиттів бруса . Нехай  – послідовність, яка приймає натура-

льні значення і прямує до  Для кожного натурального числа  

символом   позначимо рівномірне розбиття одиничного -вимірного 

паралелепіпеда  на  конгруентних -вимірних прямокутних пара-

лелепіпедів;  – послідовність рівномірних розбиттів одиничного -

вимірного паралелепіпеда .  

З теорем 1.1, 1.2 та зауваження 1.3 випливає наступна теорема. 

i

 AqW ,

             
 


d

i

p

k

i
k

i

d

i

iii
i

j

i

k

i

ii
qmesb

p
jkaaAqEW

1 1

2

1

2 1
,min, 

       
,...211

i

p

iii

i
aaab 

       
,...322

i
p

iii

i
aaab 

   
,

i
p

i
p ii

ab 

di 1

1

  



ip

k

i

k

d

i i

b
p

C
1

2

1

1

   0;  AAqqr qq ,

  cFv ,

0   RxxxF  ,2

 



q

CAqW ,2

0

 d1,0   1: nnb

. 1n

 n d

 d1,0  nbd d

  1: nn d

 d1,0



 

39 

 

Теорема 1.7. Нехай функція  , ранг 

Ерміта функції  дорівнює m;  – послідовність рівномірних 

розбиттів бруса . Тоді: 

1) якщо  то  у серед-

ньому квадратичному при  

2) якщо ряд із загальним членом  збігається, 

то  з імовірністю одиниця при  

Теорема 1.8. Нехай функція  , ранг 

Ерміта функції  дорівнює m;  – послідовність рівномірних 

розбиттів ;  – порядок матриці  і виконуються наступні умови: 

1)  існують невід’ємні сталі , такі, що для довільного  

при  виконується нерівність 

 

де   

2) існують додатні сталі  такі, що для всіх   

; 

3) нехай серед чисел  рівно  менші одиниці і 

. 

 Тоді  у середньому квадратичному при . При 

,  з імовірністю одиниця при . 
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Доведення. Перенумеруємо паралелепіпеди розбиття  за допомогою 

мультиіндексу 

 

 поклавши 

 

Тоді . Внаслідок теореми 1.7, для доведення першого твер-

дження достатньо перевірити, що  

  при   (1.32) 

Покладемо   

 

 

Розіб’ємо суму  на дві суми: 

 

Число доданків другої суми дорівнює  при  а кожний дода-

нок, внаслідок нерівності Коші–Буняковського, не перевищує одиницю. Тому  

  при  .  (1.33) 

Для першої суми маємо наступну оцінку: 
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При  ряд із загальним членом  збігається. При  

 а при :  З 

урахуванням цих співвідношень отримуємо, що 

 (1.34) 

Із відношень підпорядкованості (1.33), (1.34) та умови 3) випливає (1.32) і 

перше твердження теореми доведено. Далі, внаслідок відношень підпорядкова-

ності (1.33), (1.34) та умови 3), при  ряд із загальним членом 

 – збігається, звідки випливає друге твердження 

теореми. □ 

Наслідок 1.4. Нехай функція   ; 

 – послідовність рівномірних розбиттів ;  – порядок мат-

риці  і виконуються наступні умови: 

1) існують невід’ємні сталі , такі, що для довільного  при 

  виконується нерівність 

 

де    

2) існують додатні сталі  такі, що для всіх    

 ; 

3)  і  . 

 Тоді  у середньому квадратичному при . При  

   з імовірністю одиниця при . 
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Доведення. Внаслідок нерівності між середнім арифметичним та середнім 

квадратичним,  

 

звідки 

 

Тому при  виконується перша умова теореми 1.8. 

Перевіримо третю умову теореми 1.8 при . Якщо  то  і 

третя умова теореми 1.8 виконується, оскільки  Якщо  то  

і третя умова теореми 1.8 виконується, оскільки  З доведення 

теореми 1.8 випливає, що  

  при  . 

При  ряд із загальним членом  

 

збіжний. Враховуючи, що кожний доданок під знаком суми не перевищує 

одиницю, отримуємо, що 

 при  

і при  ряд із загальним членом  
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збіжний, де  – ранг Ерміта функції  □ 

Наслідок 1.5. Нехай . Нехай, далі, існує додатна 

функція   така, що для деякого  

 (1.35) 

рівномірно на  при , де , і виконані умови 1), 

3) наслідку 1.2 або умови 1), 3) теореми 1.8 при  . Тоді 

 

у середньому квадратичному при . 

Доведення.  Для випадкової величини  із стандартним гауссовим розпо-

ділом . Завдяки рівномірній збіжності в (1.35) та 

неперервності в середньому квадратичному випадкового поля , функція  

неперервна на  паралелепіпеді  і  

  

Збіжність до нуля дисперсії  при  доводиться так само як 

у теоремі 1.8. □ 

Зауваження 1.7. Нехай -вимірна матриця  задана набором векторів 

 де вектор   має порядок ,  

Нехай, далі,  де  
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З леми 1.3 та означення приросту, побудованого за допомогою матриці , 

випливає, що приріст  допускає зображення у вигляді  крат-

ного інтеграла від мішаної похідної -го порядку 

 

по деякій вимірній підмножині -вимірного паралелепіпеда    

. 

Із зауваження 1.7, наслідку 1.3 та теореми 1.8 випливає наступний на-

слідок. 

Наслідок 1.6. Нехай   – послідовність 

рівномірних розбиттів бруса ; матриця  така, як у зауваженні 1.7 і 

виконуються наступні умови :  

1) коваріаційна функція  –  раз неперервно диференційована на мно-

жині  і для деяких невід’ємних сталих  

 для  виконується нерівність 

 

2) існує додатна функція   така, що для деякого  

 

рівномірно на  при , де ; 

3) нехай серед чисел   рівно  менші одиниці і 
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 Тоді 

 

у середньому квадратичному при . При    

 

з імовірністю одиниця при . 

Нерівність (1.35) між середнім геометричним та середнім квадратичним 

чисел  дозволяє отримати з попереднього наслідку 

Наслідок 1.7. Нехай   – послідовність 

рівномірних розбиттів бруса ; матриця  така, як у зауваженні 1.7 і 

виконуються наступні умови :  

1) коваріаційна функція  –  раз неперервно диференційована на мно-

жині  і для деяких невід’ємних сталих 

 для   виконується нерівність 

 

2) існує додатна функція  така, що для деякого  

 

рівномірно на  при , де ; 

3)  і  .   

 Тоді   
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у середньому квадратичному при . При   

 

з імовірністю одиниця при . 

Приклад 1.10. Нехай  – випадкове поле Ченцова (приклад 

1.9), матриця  задана рівністю (1.4). Тоді умови наслідку 1.5 виконуються 

при  . Внаслідок наслідку 1.5,  

 

у середньому квадратичному при    При цьому 

 

Приклад 1.11. Нехай   – гауссове випадкове поле з нульовим 

математичним сподіванням і коваріаційною функцією  

 , (1.36) 

де  –  евклідова норма в   Таке випадкове поле назива-

ють багатопараметричним дробовим  броунівським рухом. Його, зокрема, 

застосовують у моделях статистичної гідродинаміки [45]. Приклад застосу-

вання теореми бакстерівського типу для такого поля розглядали 

С.М. Краснитський [22] та Т.Кавада [93].  
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Нехай - вимірна матриця задана рівністю (1.1) і має порядок  По-

кажемо, що прирости багатопараметричного броунівського руху  побудовані 

за допомогою матриці , однорідні. Нехай 

 

Тоді для   

 

 

 

де   Таким чином, приро-

сти однорідні.  

Нехай, далі, -вимірна матриця  – така, як у зауваженні 1.7. Переві-

римо умови наслідку 1.5. 

Нехай  Неважко бачити, що похідна -го 

порядку функції  є лінійною комбінацією функцій  

. 

Тому для   
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де  – деякі дійсні коефіцієнти. Але для  

має місце нерівність  Тому існує така стала 

 що 

, 

де  Ясно, що тоді  

 

при  Таким чином, умова 1) наслідку 1.5 виконується для  

Далі, 

 

де    

Отже, друга умова  наслідку 1.5 виконується для  та функції 

 

Символом   позначимо сталу у правій частині останньої рівності. При 

 і  третя умова наслідку 1.5 виконується. За наслідком 1.5, для 

довільного   
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у середньому квадратичному при  Зокрема, при  нормуючий 

множник перед знаком суми дорівнює одиниці і ми отримуємо, що 

 

у середньому квадратичному при   

При  багатопараметричний дробовий броунівський рух називають 

багатопараметричним броунівським рухом. Для цього випадкового поля  

 

у середньому квадратичному при    

Для  у цьому прикладі поряд із збіжністю у середньому 

квадратичному має місце збіжність з імовірністю одиниця. Вперше результат 

про збіжність майже напевно до детермінованої сталої послідовності баксте-

рівських сум   

  

для багатопараметричного броунівського руху, матриці A  з прикладу 1.1 при 

 отримав С. М. Берман [64] . П. Т. Стрейт [111] знайшов зна-

чення цієї сталої.  

Зауваження 1.8. Для матриці  з прикладу 1.1  

 

де   

Приклад 1.12. Нехай випадкове поле  таке ж, як і у прикладі 1.11. Для 

матриці A  з прикладу 1.2  приріст 
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має порядок  Перевіримо виконання умов наслідку 1.5.  

 

де  Нехай  Застосу-

ємо формулу Тейлора із залишковим членом у формі Лагранжа для функції  у 

точці  

 

Тут ,  

  

Оскільки 

 

 

то для деякої сталої  і   

 

Таким чином, перша умова наслідку 1.5 виконується при  Далі, 

 де  Тому друга умова 

наслідку 1.5 виконується для  та  Третя умова нас-

лідку 1.5 також справджується. За наслідком 1.5,  
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у середньому квадратичному при    

  Приклад 1.13. Дробовим броунівським рухом з параметром Хюрста  

 називається гауссовий випадковий процес  з нульовим 

математичним сподіванням та коваріаційною функцією  

 

Випадкове гауссове поле з попереднього прикладу можна розглядати як 

узагальнення дробового броунівського руху на багатовимірний випадок. 

Вивченням питання розширення дробового броунівського руху на 

багатопараметричний простір займались А. С. Монін та А. М. Яглом [45], 

З. Чісельський та А. Камонт [70], називаючи цей об’єкт дробовим броунівським 

випадковим полем Леві.  

Ще одне узагальнення можна отримати наступним чином. Нехай 

. Функція 

 (1.37) 

де  додатньо визначена і тому існує гауссове 

випадкове поле з нульовим середнім значенням і такою коваріаційною функ-

цією. Будемо називати це поле дробовим вінеровським полем 

 з -вимірним параметром Хюрста  

. У статті А. Камонт [91] це випадкове поле називається дробовим 

анізотропним вінеровським полем. Зауважимо, що для   

воно є випадковим полем Ченцова.  
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Нехай -вимірна матриця   така, як у зауваженні 1.7, вектор  має 

порядок  – порядок матриці  Перевіримо 

умови наслідку 1.4. Коваріаційна функція (1.37)  раз неперервно диференці-

йована при  та існує стала  така, що 

. 

Таким чином, перша умова  наслідку 1.8 виконується при 

 

Далі, 

 

 

 

де  , 

. Отже, друга умова наслідку 1.4 справджується при  та 

 

 

Третя  умова також виконана, оскільки 
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Таким чином, із наслідку 1.7 випливає, що 

 

 

у середньому квадратичному при  

Зокрема, для приросту, побудованого за допомогою матриці (1.4), 

 

Для приросту вздовж першої координатної вісі 

   ,   

Отже, 

 

=  

у середньому квадратичному при      

Наступний приклад показує, що в деяких випадках шляхом підвищення 

порядку приростів можна досягти збіжності бакстерівських сум до 

детермінованої сталої.  

Приклад 1.14. Спектральній щільності  відповідає [54, c. 

18] коваріаційна функція  . Нехай  – 
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стаціонарний гауссовий процес із нульовим математичним сподіванням та 

коваріаційною функцією . Для цього процесу виконуються умови 

наслідку 1.4 при , ,  , і 

тому  

 

у середньому квадратичному при . 

Однак, для приростів першого порядку послідовність бакстерівських сум 

 

не збігається  до детермінованої сталої у середньому квадратичному. Дійсно,  

 

 

 

 

1.4. Збіжність бакстерівських сум для сумісно строго 

субгауссових випадкових полів 

 

Строго субгауссові випадкові вектори та сумісно строго субгауссові 

випадкові процеси описані у главі 7 монографії В. В. Булдигіна і 

Ю. В.Козаченка [10]. Там же отримані теореми Леві-Бакстера для сумісно 

строго субгауссових випадкових процесів.  

Означення 1.4. Випадковий вектор  називається строго суб-

гауссовим, якщо для всіх  виконується нерівність 
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 , 

де  – коваріаційна матриця випадкового вектора – стовпця  (верх-

ній індекс  означає транспонування). 

Сукупність строго субгауссових n-вимірних векторів позначають симво-

лом . Відмітимо, що строго субгауссовий випадковий вектор є 

субгауссовим. Центрований гауссовий випадковий вектор є строго суб-

гауссовим.   

Означення 1.5. Випадкове поле  називається сумісно строго 

субгауссовим, якщо для довільного натурального числа  та довільних 

 випадковий вектор  є строго субгауссовим.  

Сумісно строго субгауссове поле є центрованим [10]. Довільне гауссове 

випадкове поле з нульовим середнім значенням є строго субгауссовим. З леми 

1.7 глави 7 [10] випливає, що сумісно строго субгауссове випадкове поле має 

строго субгауссові прирости, побудовані за допомогою матриці A з означення 

1.1. 

Нехай   

  (1.38) 

– послідовність серій випадкових величин, які у кожній серії мають сумісний  

строго субгауссовий розподіл;  – коваріаційна матриця випадко-

вого вектора ; 

, ,   

Дослідження збіжності до детермінованої сталої послідовності випад-

кових величин  грунтується на такій теоремі. 

Теорема 1.9. [10, с. 223] Нехай для послідовності серій (1.38) вико-

нуються наступні умови: 
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1)  при , де символ tr означає слід матриці 

2)  при . 

 Тоді  при  . 

Нехай  – сумісно строго субгауссове випадкове поле, 

,  – відкрита множина в  – 

коваріаційна функція цього випадкового поля. Нехай, далі  – 

послідовність рівномірних розбиттів одиничного -вимірного паралелепіпеда 

; розбиття  складається з  конгруентних -вимірних 

паралелепіпедів,  – натуральне число,  Нагадаємо, що символом 

 ми позначаємо приріст випадкового поля , побудований за 

допомогою матриці A. 

Теорема 1.10. Нехай  – сумісно строго субгауссове випадкове 

поле і для деякого показника   і матриці  з означення 1.1 виконуються 

наступні умови: 

1)  при   

2)  при    

3)  при   

 Тоді  

 

у середньому квадратичному при  Якщо ряд із загальним членом  

 збіжний, , то  з імовірністю одиниця при  

Доведення. Розглянемо послідовність серій випадкових величин 

02 nBtr n
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. 

Внаслідок леми 1.5 [10, Гл. 7], у кожній серії сім’я випадкових величин має 

строго субгауссовий  розподіл. З нерівності (3) леми 2.1 [10, с. 222] випливає  

оцінка  

  (1.39) 

Умова 1) означає, що  З нерівності (1.39) та умов 2), 3) 

випливає, що  і перше твердження теореми доведено. 

Якщо ряд із загальним членом  збіжний, , то і ряд із за-

гальним членом  збіжний, звідки випливає [41, с. 24], що 

 з імовірністю одиниця при . Враховуючи, що   

, отримуємо друге твердження теореми. □ 

Теорема 1.11. Нехай  – сумісно строго субгауссове непере-

рвне у середньому квадратичному випадкове поле; А – матриця, яка задає 

приріст -го порядку і виконуються наступні умови: 

1) існує додатна функція  така, що для деякого  

 

рівномірно на  при , де ; 

2) існують невід’ємні сталі  , такі, що для довільного  

при  виконується нерівність 

 

де   

3) нехай серед чисел  рівно  менші одиниці  і 
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 ; 

 

рівномірно відносно . Тоді 

 

у середньому квадратичному при   

Доведення. Як і у доведенні наслідку 1.3 переконуємося, що 

.  (1.40) 

З нерівності (3) леми 2.1 [10, с.222] випливає нерівність 

 

де  

, 

. 

Збіжність до нуля послідовності  доводиться так само, як збіжність 

до нуля послідовності дисперсій у теоремі 1.8 при  для гауссо-

вого випадкового поля. Нескінченна малість послідовності  випливає 

з умови 4): 

 . 

Отже, . Враховуючи співвідношення (1.40), отримуємо твер-

дження теореми. □ 
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1.5. Збіжність бакстерівських сум для випадкових полів на 

жорданових множинах 

 

 Для випадкового процесу відрізок є основною природною параметрич-

ною множиною. При переході до випадкових полів ситуація істотно зміню-

ється. Наприклад, для двопараметричного випадкового поля множиною зміни 

параметра може бути не тільки прямокутник, але й такі множини як еліпс, 

трапеція та інші. Кільце підмножин простору , вимірних у розумінні 

Жордана, виявляється достатньо широкою сім’єю множин для застосувань.  

 Нехай  – відкрита підмножина евклідового простору ;  

– неперервне в середньому квадратичному випадкове поле з нульовим 

математичним сподіванням та коваріаційною функцією  

. 

Надалі припускаємо, що це випадкове поле має скінченний момент четвертого 

порядку на множині . Для  покладемо 

. 

Для невід’ємного числа  розглянемо розбиття n-го порядку 
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евклідового простору . Для замкненої вимірної за Жорданом підмножини 

 покладемо  

. 

 Теорема 1.12. Нехай  – неперервне в середньому квадратич-

ному випадкове поле з нульовим математичним сподіванням і для деякого 

додатного числа  існує рівномірна відносно  границя 
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.  (1.41) 

Тоді умова 

  (1.42) 

при  є необхідною й достатньою для збіжності 

  (1.43) 

у середньому квадратичному при  .  

 Доведення. З умови (1.41) випливає, що  при . 

Оскільки , то твердження (1.42) та (1.43) рівносильні. □ 

 Зауваження 1.9. Якщо виконується умова (1.41) і ряд із загальним чле-

ном   збіжний, то  

 

з імовірністю одиниця при . Це випливає з твердження на с. 24 моногра-

фії [41]. 

 Приклад 1.15. Нехай ,  – незалежні випадкові 

процеси стандартного броунівського руху,  

, 
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де вектори  мають порядки  та  

відповідно. Нехай, далі  – компактна, вимірна у розумінні Жордана підмно-

жина першого квадранта  з додатною мірою Жордана. 

 Для перевірки умов теореми 1.11 застосуємо формулу Ісерліса для мате-

матичного сподівання добутку випадкових величин , які мають 

сумісний гауссовий розподіл з нульовим середнім значенням [14, с. 29]:  

 

.  (1.44) 

 Неважко переконатися, що для цього прикладу  та 

, . 

 За допомогою формули (1.44) для ,  

 отримуємо:  

 

 

 

 

 

З цієї формули видно, що для паралелепіпедів , проекції яких на кожну 

координатну вісь не співпадають, справедлива рівність 

. 

Тому число доданків, відмінних від нуля, у сумі  підпорядковане  при 

. При цьому кожний відмінний від нуля доданок є  при . 
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Таким чином, . Ряд із загальним членом  збігається,  

і, внаслідок теореми 1.11 та зауваження 1.9, 

 

у середньому квадратичному та з імовірністю одиниця . Тут  – 

міра Жордана множини .  

 Для гауссового випадкового поля  з нульовим математичним 

сподіванням функція  за допомогою формули (1.44) 

виражається через коваріаційну функцію цього поля: 

 

Тому з теореми 1.1 та зауваження 1.9 випливає 

 Теорема 1.13. Нехай для неперервного в середньому квадратичному гаус-

сового випадкового поля  з нульовим математичним сподіванням   

виконується співвідношення (1.41). Тоді умова 

 

при  є необхідною й достатньою для збіжності  

  (1.45) 

у середньому квадратичному при . Якщо ряд із загальним членом 

 збігається, то збіжність у співвідношенні (1.45) має місце з імовірні-

стю одиниця. 

 Приклад 1.16. Нехай у прикладі 1.13   . Мат-

риця  така ж як і у прикладі 1.15. Тоді умова (1.41) виконується для 
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.  (1.46) 

Не втрачаючи загальності, достатньо перевірити виконання умов теореми 1.12 

для  Але це зроблено у прикладі 1.13. Причому, оскільки  

, то ряд із загальним членом  збігається. Тому, внаслідок 

теореми 1.12, для довільної жорданової підмножини  двовимірного евклідо-

вого  простору   

 

у середньому квадратичному та з імовірністю одиниця при , де стала 

 визначена у рівності (1.46). За допомогою вибору матриці , яка задає 

приріст, можна досягти входження до сталої  параметрів  розгля-

дуваного випадкового поля. Так, якщо  

 

то  Для векторів  та  матриця 

, 

. Для векторів  та  матриця 

 

. Таким чином, 
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з імовірністю одиниця при . Ці співвідношення дають можливість побу-

дувати сильно консзистентну оцінку векторного параметра  за 

спостереженнями гауссового випадкового поля  на дискретній підмножині 

точок довільної вимірної за Жорданом множини  з додатною мірою.  

 

1.6. Теорема Леві-Бакстера для векторного гауссового 

випадкового поля 

 

 Доведення основного результату цього підрозділу базується на такій лемі. 

 Лема 1.6. Нехай   

 

– послідовність серій випадкових величин, які у кожній серії мають сумісний 

гауссовий розподіл з нульовим математичним сподіванням та коваріаційною 

матрицею 

, 

 при . Нехай, далі, 

 

– послідовність дійсних симетричних матриць і виконані наступні відношення 

підпорядкованості: 

  (1.47) 
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,  (1.48) 

де  – власні числа матриці , символ  означає слід мат-

риці. Тоді 

 

з імовірністю одиниця при , де , верхній індекс  

означає транспонування. 

 Доведення. Зауважимо, що  

. 

 Нехай  – ортогональна матриця, яка зводить матрицю  до діагона-

льної форми:  

, 

де  – діагональна матриця. Покладемо 

. 

Знайдемо коваріаційну матрицю гауссового вектора  : 

. 

 Отже,  –  гауссовий вектор з незалежними компонентами. Перейдемо 

до вектора 

 

з нульовим математичним сподіванням та одиничною коваріаційною матрицею. 

Далі, 

. 
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Матриця 

 

симетрична і подібна матриці . Внаслідок експоненціальної оцінки для 

інтеграла імовірностей квадратичної форми від незалежних гауссових випад-

кових величин [88], для довільного   

, 

де  позначає норму матриці  як оператора ;  – дода-

тні сталі. Така ж оцінка має місце для імовірності 

. 

Отже, 

. 

Матриця  симетрична і 

, 

де  – множина власних чисел матриці  . Оскільки матриця 

 подібна матриці , то їх власні числа співпадають. З умов (1.47) та 

(1.48) леми випливає, що 

    і     

при . Покладемо 
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де ,  – збіжні до нуля послідовності додатних чисел. Тоді, 

для достатньо великих , виконується нерівність 

. 

Отже, ряд із загальним членом 

 

збіжний для довільного . Розглянемо збіжну до нуля послідовність додат-

них чисел . Для кожного натурального числа  ряд із загальним 

членом 

 

збігається. Внаслідок леми Бореля-Кантеллі, існує множина імовірності нуль 

 така, що для всіх  існує таке натуральне число , що для 

всіх натуральних чисел  виконується нерівність  

. 

Таким чином, на множині  повної імовірності 

 

при . □  

 Приклад 1.17. Нехай  і  при . Внаслідок 

леми 1.6, 
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з імовірністю одиниця при  . 

 Нехай  –  векторне гауссове випадкове поле з 

нульовим математичним сподіванням та коваріаційною матрицею 

. 

Нехай, далі,  – розбиття 

відрізка [0,1] k-тої координатної вісі простору ;  – розбиття одиничного 

бруса  породжене розбиттями . Розбиття  

складається з  паралелепіпедів: 

. 

Покладемо 

, 

. 

 Через  позначимо лебегову міру в  паралелепіпеда .  

 Нехай -вимірна матриця  задана набором векторів 

, в якому вектор  має порядок , 

 . 

 Покладемо 

. 
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 Теорема 1.14. Нехай  неперервне у 

середньому квадратичному векторне гауссове випадкове поле з нульовим 

математичним сподіванням і виконуються наступні умови: 

 1) коваріаційні функції  –  раз неперервно 

диференційовані на множині  і для деяких 

невід’ємних сталих , для  виконується нерівність 

, 

(1.48) 

де  – евклідова норма в ; 

 2) для деяких додатних сталих , для довільного паралелепі-

педа  виконуються нерівності  

, (1.50) 

; (1.51) 

3) ; 

 4)  і при  виконується співвідно-

шення  

; 

при  виконується співвідношення  

; 

при  виконується співвідношення  
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. 

Тоді  з імовірністю одиниця при . 

 Доведення. Розбиття  бруса  запишемо у вигляді 

. 

Впорядкуємо паралелепіпеди  так, щоб індекси 

цих паралелепіпедів утворювали набір послідовних цілих чисел від 0 до 

 у системі числення з основою . Покладемо 

 

. 

Компоненти випадкового вектора  мають сумісний гауссовий розподіл з 

нульовим математичним сподіванням. Коваріаційна матриця цього вектора має 

вигляд 

, 

де   

. 

 Випадкову величину  можна подати у вигляді 

, 

де ,  – діагональна матриця,  

 . 
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З доведення леми 1.6 випливає, що матриця  подібна симетричній мат-

риці. Нехай 1  – сукупність власних чисел матриці . Тоді 

. 

Застосуємо наслідок теореми Гершгоріна [43, гл. 3, п. 2.2.1], у якому вста-

новлюються межі для абсолютної величини власного значення матриці. 

 Лема 2.7. Абсолютна величина власного значення комплексної квадрат-

ної матриці  не перевищує , де 

, ;  та  позначають відповідно 

суми абсолютних величин елементів -го рядка та -го стовпчика матриці 

. 

 Продовжимо доведення теореми. Внаслідок леми 1.7, 

. 

У просторі  розглянемо норму 

. 

Ця норма еквівалентна евклідовій нормі  у . Тому в умовах теореми 

можна замінити евклідову норму  нормою . Для фіксованого мультиі-

ндексу ,    у сумі  

 

 (1.52) 

виділимо доданки, для яких 

. (1.53) 

Число мультиіндексів , які при фіксованому мультиіндексу  задовольняють 

умову (1.53), не перевищує . Внаслідок нерівності Коші-Буняковського,  
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. 

З умови (1.51) отримуємо наступне відношення підпорядкованості: 

 

  (1.54) 

де . 

 Для натурального числа  кількість розв’язків рівняння  у прос-

торі  не перевищує . З умови 1) випливає, що при 

 виконується нерівність 

. 

Тому 

 

. 

Враховуючи умову 3), отримуємо: 

 

Таким чином, із співвідношення (1.54) випливає, що 
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 (1.55) 

Неважко бачити, що 

 (1.56) 

Далі, 

 . 

Із останньої нерівності та співвідношень (1.55), (1.56) отримуємо, що 

 

 З умови 4) та рівності  випливає, що виконуються умови леми 

1.6, внаслідок якої  з імовірністю одиниця при  □ 

 Приклад 2.18. Нехай  – незалежні гаус-

сові випадкові поля з нульовим математичним сподіванням та коваріаційною 

функцією  

 

Покладемо . Тоді 
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Для приросту, заданого матрицею з прикладу 1.1, . З прикладу 1.11 ви-

пливає, що . Неважко бачити, що . Таким чином, при 

, 

внаслідок теореми 1.14,  з імовірністю одиниця при  

 Для скалярного гауссового процесу  із теореми 1.14 випли-

ває наступний наслідок. 

 Наслідок 1.8. Нехай  – неперервний у середньому квадрати-

чному гауссовий випадковий процес з нульовим математичним сподіванням і 

виконуються наступні умови: 

 1) коваріаційна функція  цього процесу  раз неперервно 

диференційована на множині  і для деяких невід’ємних 

сталих  для   виконується нерівність 

 ; 

 2) для деяких додатних сталих  для довільного відрізка  

 виконуються нерівності  

; 

3) ; 

 4)  і при  виконується співвідно-

шення  при  виконується співвід-

ношення   
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при  виконується співвідношення 

 

 Тоді 

 

з імовірністю одиниця при  . 

 Для доведення достатньо покласти у теоремі 1.14   і  
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РОЗДІЛ 2. БАКСТЕРІВСЬКІ ТЕОРЕМИ ДЛЯ 

ВИПАДКОВИХ ПРОЦЕСІВ КЛАСУ K 

 

У цьому розділі умова гауссовості у теоремах бакстерівського типу для 

випадкових функцій замінена певними нерівностями для моментів четвертого 

порядку приростів. Для цього попередньо за допомогою нерівностей для 

моментів четвертого порядку визначається певна сім’я двовимірних випадкових 

векторів (сім’я ). Визначаються також випадкові процеси та поля класу  і 

для них встановлюються граничні теореми бакстерівського типу. 

 

 

2.1. Двовимірні випадкові вектори сім’ї K  

 

 Нехай  – імовірнісний простір.  

 Означення 2.1. Кажуть, що двовимірний випадковий вектор 

 має властивість , якщо 

1) ; 

2) ; 

3) . 

Сім’ю всіх двовимірних векторів із властивістю  позначимо літерою . 

Через  позначимо множину всіх тих векторів сім’ї , для яких у вимогах 2), 

3) означення 2.1 справджуються рівності. Сім’я двовимірних випадкових 

векторів  є підсім’єю сім’ї . 

 Приклад 2.1. Гауссовий двовимірний випадковий вектор з нульовим 

середнім належить сім’ї . 
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 Лема 2.1. Нехай  – незалежні центровані випадкові величини 

такі, що 

.  (2.1) 

 Тоді випадковий вектор  належить сім’ї . 

 Доведення. Використовуючи незалежність та центрованість випадкових 

величин , маємо: 

, 

. 

Тоді 

. 

Отже, випадковий вектор  належить сім’ї . □ 

 Зауваження 2.1. Нехай виконуються умови леми 1.6 та 

. Тоді випадковий вектор  належить сім’ї .  

 Приклад 2.2. Нехай випадкові величини  – незалежні та рівномірно 

розподілені на відрізку . Тоді випадковий вектор . Дійсно, 

;  

  

. 

 Отже, внаслідок леми 2.1, .  
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Лема 2.2. Нехай  і  – незалежні випадкові вектори, 

які належать до сім’ї . Тоді випадковий вектор  належить до сім’ї . 

Доведення. Із незалежності та центрованості випадкових величин  та  

випливає, що: 

 

 

та 

. 

Оскільки випадкові вектори  належать сім’ї , то 

, 

звідки 

. 

Отже, випадковий вектор  належить сім’ї векторів . □ 

Зауваження 2.2. Лема 2.2 залишається правильною при заміні сім’ї  на 

сім’ю . 

 Лема 2.3. Нехай  – випадкова величина така, що    .3
224  EE   

Тоді для довільних дійсних чисел  вектор  належить сім’ї . 

 Доведення. Маємо  

 .   □ 
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Зауваження 2.3. Нехай  – випадкова величина така, що  

. Тоді для довільних дійсних чисел  вектор  

належить сім’ї . 

 Наслідок 2.1. Нехай  – незалежні випадкові вектори. Тоді 

для довільних  випадковий вектор  належить сім’ї . 

Зауваження 2.4. Твердження наслідку 2.1 залишиться правильним при 

заміні сім’ї  на сім’ю . 

Приклад 2.3. Симетрична строго субгауссова випадкова величина [9]  

задовольняє нерівність . Дійсно, за означенням строго 

субгауссової випадкової величини, для довільного  виконується 

нерівність  

, де . 

З цієї нерівності випливає, що 

 

 

звідки 

.  (2.2) 

Нехай  – симетричні, строго субгауссові незалежні випадкові 

величини. Внаслідок нерівності (2.2) та леми 2.1, вектор  належить 

сім’ї . 
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Наступний приклад показує, що компоненти випадкового вектора сім’ї 

 необов’язково мають експоненційні моменти. 

Приклад 2.4. Нехай  – випадкова величина з щільністю 

 (2.3) 

де . Випадкова величина  має нульове середнє та задовольняє 

нерівність 

. (2.4) 

Справді,  

, . 

Якщо , то нерівність (2.4) виконується. Нехай  –незалежні 

однаково розподілені випадкові величини із щільністю (2.3). Тоді, за лемою 2.1, 

випадковий вектор  належить сім’ї . 

 

 

2.2. Бакстерівські теореми для випадкових процесів класу K  

 

 Означення 2.3. Випадковий процес  називається випадковим 

процесом класу K , якщо для довільних , випадковий вектор 

, де , , належить сім’ї . 

 Якщо випадковий вектор  належить сім’ї , то випадковий процес 

 називається процесом класу . 

 Приклад 2.5. Гауссовий випадковий процес з нульовим середнім є при-

кладом випадкового процесу класу . 
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 Лема 2.4. Нехай випадковий вектор  належить сім’ї . Тоді 

виконується наступна нерівність: 

.

 (2.5) 

 Доведення. З означення 2.1 випливають такі нерівності: 

, 

. 

Помножимо обидві нерівності на  та додамо: 

. 

Отримана нерівність еквівалентна нерівності (2.5). □ 

Нехай 

 

– розбиття відрізку , а  – кількість проміжків цього розбиття. По-

кладемо 

 

та  
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Теорема 2.1. Нехай  – випадковий процес класу K  та 

виконуються наступні умови: 

, 

. 

 Тоді 

 

у середньому квадратичному при . 

Доведення. Обчислимо 

 

 

. 

Внаслідок леми 2.4,  
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Із умов теореми випливає, що . □ 

Теорема 2.2. Нехай виконуються умови теореми 2.1 та існує така стала 

c, така що 

. 

 Тоді  у середньому квадратичному при . 

Ця теорема випливає з теореми 2.1 та властивостей збіжності у серед-

ньому квадратичному. 

Нехай ;  і  

, , 

– розбиття відрізку , 

. 

Теорема 2.3. Нехай  – випадковий процес з приростами 

класу K  та  – послідовність додатних чисел, . Нехай виконуються 

наступні умови: 

1) , 

2) . 

 Тоді  
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у середньому квадратичному при . Якщо ряд , то  з 

ймовірністю одиниця при . 

Доведення. Внаслідок теореми 2.1,  у середньому квадратичному 

при . З доведення теореми 2.1 випливає, що 

. 

Внаслідок збіжності ряду із загальним членом , ряд  збігається, 

тому  з ймовірністю одиниця при . Зауважимо, що 

. □ 

Теорема 2.4. Нехай  – випадковий процес з приростами 

класу K  та  – послідовність додатних чисел, . Нехай виконуються 

наступні умови: 

1) , 

2) : . 

 Тоді 

 

 у середньому квадратичному при . Якщо ряд , то  з 

ймовірністю одиниця при . 

Доведення. Із умови 2) теореми 2.4 випливає, що 
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Тоді умова 2) теореми 2.3 виконується. Отже, ця теорема є наслідком теореми 

2.3. □ 

Теорема 2.5. Нехай виконуються умови теореми 2.4 та існує стала с, 

така що 

. 

 Тоді  у середньому квадратичному при . Якщо ряд 

, то  з ймовірністю одиниця при . 

Доведення аналогічне доведенню теореми 2.3. 

Приклад 2.6. Нехай  – послідовність незалежних та однаково 

розподілених випадкових величин з щільністю (2.2) і . У цьому 

випадку 

. 

Функції , є власними функціями ядра 

 з власними значеннями 

. 

 Нехай 

. (2.6) 

Для всіх  цей ряд збігається у середньому порядку 4. 

 Із наслідку 2.1 та зауваження 2.4 випливає, що випадковий процес  
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належить класу . Після граничного переходу у відповідних нерівностях 

отримаємо, що й випадковий процес (2.6) належить класу . Перевіримо 

виконання умов теореми 2.4. 

 Випадковий процес (2.6) має нульове математичне сподівання та 

коваріаційну функцію 

. 

Таким чином, для всіх  

, 

. 

Отже, 

. 

Для  покладемо . Оскільки, 

, то  

, 

звідки отримаємо 

. 
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Далі, , а з теореми 2.5 випливає, що  у серед-

ньому квадратичному при . Якщо ряд  – збігається, то  з 

ймовірністю одиниця при . 

 

 

2.3. Одна умова сингулярності мір для випадкових процесів 

класу K  

 

Нехай  та  – випадкові процеси класу K ,  – 

деякий простір дійснозначних функцій, визначених на відрізку  з -

алгеброю циліндричних множин . Реалізації випадкових процесів  та  

належать до цього простору з ймовірністю одиниця. Нехай  та  – міри на 

-алгебрі , що породжені випадковими процесами  та  відповідно. 

Теорема 2.6. Нехай  та – випадкові процеси з 

приростами класу K  задовольняють умови теореми 2.5. Крім того, нехай  

, 

 та ряд  – збіжний. Тоді міри  та  – сингулярні. 

Доведення. Внаслідок теореми 2.5, маємо 

 

з ймовірністю одиниця. Покладемо для  
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Оскільки , то . Але . Це доводить 

сингулярність мір  та . □ 

 

 

2.4. Теореми бакстерівського типу для випадкових полів 

класу K  

 

Означення 2.4. Нехай  – випадкове поле,  

, , . Приро-

стом випадкового поля  на паралелепіпеді  називається випад-

кова величина  

. 

Означення 2.5. Випадкове поле  з нульовим середнім зна-

ченням називається випадковим полем класу  (відповідно ), якщо для 

довільних паралелепіпедів  без спільних внутрішніх точок, 

випадковий вектор  належить сім’ї векторів  (відповідно ). 

Приклад 2.7. Нехай  – послідовність борелівських 

функцій та  – послідовність незалежних однаково розподілених випад-

кових величин, що 

1) ; 

2) . 

 Припустимо, що для всіх  ряд  збіжний у просторі 

. Тоді випадкове поле 

21 cc   21 AA     1,1 21  AmAm YX
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  (2.7) 

є випадковим полем з приростами класу . Справді, для приростів 

, де паралелепіпеди  не мають спільних внутрішніх точок, 

випадкова величина  є рядом виду 

, де , 

який збігається в середньому порядку 4. Для довільного натурального n із 

умови незалежності випадкових величин  та наслідку 2.1 маємо 

. 

Перейдемо в цій нерівності до границі при  і отримаємо: 

, 

звідки випливає, що випадкове поле (2.7) є полем класу . Якщо випадкові 

величини  задовольняють умову , тоді поле (2.7) є 

випадковим полем класу . 

Нехай  – випадкове поле,  – зростаюча послі-

довність,  – розбиття  на  конгруентних паралелепіпедів, 

, 

 

– послідовність бакстерівських сум. 
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Теорема 2.7. Нехай  – центроване випадкове поле з прирос-

тами класу  та виконуються наступні умови: 

1) ; 

2) . 

 Тоді  в середньому квадратичному при . 

Доведення. Обчислимо дисперсію випадкової величини : 

 

. 

Внаслідок леми 2.4 та умов теореми одержимо, що 

 

. 

Звідки випливає збіжність  у середньому квадратичному при 

. □ 

Теорема 2.8. Нехай виконуються умови теореми 2.7 та ряд 

 – збігається. Тоді  з ймовірністю одиниця при 
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Доведення. З доведення теореми 2.7 одержимо, що , 

. Тому із збіжності ряду  випливає, що ряд  

збіжний. Тоді  [41, с. 24] з ймовірністю одиниця при .□ 

Теорема 2.9. Нехай виконуються умови теореми 2.7 та  

при . Тоді  з ймовірністю одиниця при . 
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РОЗДІЛ 3. ФУНКЦІОНАЛЬНА ЦЕНТРАЛЬНА 

ГРАНИЧНА ТЕОРЕМА ДЛЯ БАКСТЕРІВСЬКИХ 

СУМ ГАУССОВИХ ВИПАДКОВИХ ФУНКЦІЙ 

 

 У цьому розділі розглядаються послідовності східчастих випадкових 

функцій, побудованих за допомогою бакстерівських сум гауссових випадкових 

полів. Знайдені умови слабкої збіжності у просторі Скорохода  цієї 

послідовності випадкових функцій до багатопараметричного броунівського 

руху – поля Ченцова. Доведено функціональну центральну граничну теорему 

для послідовності випадкових полів, побудованих за допомогою нормованих 

сум нелінійних функцій для  послідовності мультиіндексних серій випадкових 

величин, які у кожній серії мають сумісний гауссовий розподіл з нульовим 

математичним сподіванням. Доводиться слабка збіжність скінченновимірних 

розподілів цієї послідовності випадкових полів до скінченновимірних 

розподілів випадкового поля Ченцова. Також встановлюється функціональна 

гранична теорема у просторі Скорохода  для послідовності східчастих 

випадкових процесів, побудованих за допомогою нелінійних функцій та a-

приростів випадкового процесу дробового броунівського руху. Доводиться 

центральна гранична теорему для послідовності сум, побудованих за 

допомогою нелінійної функції та -приростів гауссового поля для матриці .  

 

3.1. Слабка збіжність скінченновимірних розподілів 

 

Нехай  

 

– послідовність серій випадкових величин, які у кожній серії мають сумісний 

гауссовий розподіл з нульовим математичним сподіванням та - вимірною 

кореляційною матрицею 

  dD 1,0

  d
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A A
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 nAjiXXEjirB njninn   ,1,,1),(  nnAiiirn  

де .  

Нехай, далі, функція  має ранг Ерміта 

 Для точки  покладемо   

, 

де  – ціла частина дійсного числа x – найбільше ціле число, що не переви-

щує ; 

Var ; ,  . 

В останній формулі сума по порожній множині індексів дорівнює нулеві.  

У просторі Скорохода  (означення і властивості цього простору 

при  наведені, наприклад, у статті [65]) розглянемо послідовність 

випадкових функцій 

. 

Нехай  – гауссове випадкове поле Ченцова (приклад 1.9),  – 

міра, породжена цим полем у просторі Скорохода . Виявляється, що за 

деяких умов , тобто послідовність розподілів випадкових функцій 

 слабко збігається у просторі Скорохода  до міри  

у цьому просторі. 

Нехай  – -вимірна матриця з прикладу 1.1,  – довіль-

ний набір -вимірних паралелепіпедів без спільних внутрішніх точок. 

Зазначимо, що прирости поля Ченцова   є неза-

лежними випадковими гауссовими величинами з нульовими математичними 
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сподіваннями та дисперсіями , де  – лебе-

гова міра у просторі . 

У наступній теоремі наведені умови слабкої збіжності скінченновимірних 

розподілів випадкових функцій  до скінченновимірних  

розподілів поля Ченцова. 

Теорема 3.1. Нехай функція  належить простору Гільберта 

, має ранг Ерміта  і виконуються наступні 

умови:  

1)    

2) для кожного   

 

3) для довільних паралелепіпедів  без спільних внутрішніх то-

чок, для довільних  та натурального числа  існує скінченна 

границя  

, 

де ,  – символ Кронекера, рівний 

одиниці при  та нулю при ; 

4) . 

Тоді існує скінченна границя  

  (3.1)  

     kddd qmesqmesqmes ,...,, 21 dmes

dR

  1,,  nQttVn

G






















 dx

x
RL

2
exp

2

1
,

2

2


2m

 
 

 

  ;,1,sup 


nOjvr
nAj

m
n

nAv

 1,...,1  mk

 
 

 

   ;,,sup /  


 nnojvr mkmd

nAj

k
n

nAv

QBB 21,

 2,1, ki ml

   
  

 
 




ibu kBv

kilid
l
ndn

Bmesvur
n

,
1

lim

 








 i
d B

n

j
ZjiB | kil Ri  ,,2,1 

ik  ik 

 
0

!
inf

2





l

N

ml
mN l

lJ


 







ml

lndn l

lJ
d

n


!

1
lim

2
2



 

95 

 

і скінченновимірні розподіли випадкових полів  слабко збіга-

ються до скінченновимірних розподілів поля Ченцова . 

Доведення. Спочатку доведемо твердження теореми для функції  

  (3.2) 

– проекції функції  на підпростір, породжений многочленами Ерміта 

. Покладемо 

Var  , ;  (3.3) 

, , ; (3.4) 

.  (3.5) 

Для доведення співвідношення (3.1) застосуємо наступну формулу: для 

випадкового гауссового вектора  з нульовим математичним сподіванням, 

 

,  (3.6) 

де  – символ Кронекера, . 

З формули (3.6) випливає, що 

Var  

. 

Внаслідок умови 3), існує скінченна границя 

. (3.7) 
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Лема 3.1. Нехай  –послідовності 

дійсних чисел,  – дійсне число і виконуються наступні умови:      

1) ;  

2) , ; 

3)  при . 

Тоді  при . 

Доведення леми. З умови 3) леми випливає, що 

. 

Внаслідок умови 2) леми,  

. 

Покладемо  і використаємо умову 1) леми: 

. 

Нарешті,  маємо: 

. 

Тому  . □ 

Застосуємо лему 3.1 для 

. 

З умови 1) теореми випливає обмеженість послідовності 

. 

Оскільки для довільного натурального числа    
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, 

то, внаслідок умови 1) теореми, 

.  (3.8) 

Отже,  і ряд  збіжний. Умови 1) і 3) леми 3.1, очеви-

дно, виконані. Умова 2) цієї леми також виконується, оскільки 

 

  при  

внаслідок збіжності ряду  та співвідношення (3.8). Отже, рівність (3.1) 

справджується. 

Для доведення слабкої збіжності скінченновимірних розподілів послі-

довності випадкових функцій  до відповідних скінченнови-

мірних розподілів випадкового поля Ченцова  застосуємо прийом 

Крамера-Уолда [5, c. 75] і встановимо збіжність моментів. З леми 1.4 випливає, 

що замість лінійної комбінації значень випадкових полів  у точках -

вимірного паралелепіпеда  можна розглянути лінійну комбінацію -

приростів цих полів на -вимірних паралелепіпедах, підмножинах 

паралелепіпеда , без спільних внутрішніх точок, де матриця  визначена 

рівністю (1.4).  
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Нехай  – довільний набір -вимірних паралелепіпедів без 

спільних внутрішніх точок, що є підмножинами паралелепіпеда , 

. Покладемо 

,  (3.9) 

.  (3.10) 

Для незалежних нормально розподілених випадкових величин 

 з нульовими математичними сподіваннями та одиничними диспер-

сіями 

, 

якщо  – непарне натуральне число і 

 

для парного натурального числа . Тому  для непарних натуральних 

 та 

 

для парних натуральних . 

Покажемо, що 

  (3.11) 

для всіх натуральних . Маємо:   
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Зафіксуємо мультиіндекс  і ро-

зглянемо математичне сподівання 

 

, 

де . 

Для математичного сподівання добутку многочленів Ерміта від гауссових 

випадкових величин застосуємо  діаграмну формулу [67, 115]. 

Означення 3.1. Діаграмою порядку  називається неорієн-

тований граф  з  вершинами, якщо: 

1) множина  вершин графа  має вигляд 

 

де  (  – порожня множина при ; 

2) кожна вершина має порядок, що дорівнює 1; 

3) ребра з’єднують тільки вершини різних рівнів, тобто для довільного 

ребра  графа  виконується нерівність .  

Символом  позначимо множину всіх діаграм порядку 

, а через  – множину всіх ребер діаграми . 

Лема 3.2 (діаграмна формула). Нехай  – гауссовий вектор з 

нульовим математичним сподіванням,  . 

Тоді для многочленів Ерміта   має місце формула 

,  (3.12) 
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де  – номери рівнів, на яких знаходяться вершини, що з’єднуються 

ребром , . 

Доведення цього твердження можна знайти, наприклад у статті [115], 

лема 3.2. 

Діаграма  називається регулярною, якщо множину рів-

нів цієї діаграми можна розбити на пари таким чином, щоб ребра діаграми  

не з’єднували вершини рівнів різних пар. Діаграма , яка не є 

регулярною, називається нерегулярною. 

Продовжимо доведення співвідношення (3.11). Маємо: 

 

. 

Для фіксованих значень мультиіндексів ,  та 

фіксованої діаграми  розглянемо вираз 

.  (3.13) 

Лема 3.3. Нехай виконуються умови теореми 3.1 і  – 

нерегулярна діаграма. Тоді для всіх мультиіндексів  

  при  . 

Доведення цієї леми проведемо аналогічно доведенню твердження про 

границю для нерегулярних діаграм у статті [67], c. 435, 436. У статті [67] 

обґрунтовано, що для доведення леми достатньо розглянути випадок нерегу-

лярної діаграми  з упорядкованим набором рівнів: 

. Для зручності вважатимемо, що рівень  знаходиться 

над рівнем ,  Для діаграми   визначимо функ-

цію 
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наступним чином:  – число ребер діаграми , таких що , тобто 

кількість усіх тих ребер діаграми , нижня вершина яких належить рівню . 

Для фіксованих мультиіндексів  та 

 фіксованої діаграми D  

    pllGr ,...,1   виконується нерівність 

 

де добуток по порожній множині приймається рівним одиниці. Для рівня , 

такого що , має місце нерівність 

 

Нехай . Тоді 

, . 

Для оцінки величини виразу  при  засто-

суємо нерівність Гельдера: 

. 

Зауважимо, що остання нерівність залишається правильною і при 

. Покладемо  Оскільки  

, то, внаслідок умови 1) теореми, виконується відношення підпорядкованості 
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Тому 

. 

Якщо ж для деякого , , то має місце відно-

шення нехтування: 

. 

Дійсно, якщо , то 

. 

При , внаслідок умови 2) теореми,  

 

. 

Таким чином, виконується співвідношення (2.19) статті [67]. Далі по-

вторюються міркування, викладені  на с. 436 роботи [67]. □  

Продовжимо доведення теореми. Внаслідок леми 3.3, ненульовий внесок 

до границі  можуть зробити лише регулярні діаграми. Для непарного 

числа рівнів  всі діаграми є нерегулярними і тому в цьому випадку 

 

Нехай   – множина всіх регулярних діаграм з  

рівнями,  – число вершин на -тому рівні, . Знайдемо границю 

. 
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Для фіксованої діаграми   визначимо пари рівнів 

, де  – перестановка 

набору чисел  така, що ребра регулярної діаграми  проходять лише 

між рівнями   та  , . Число вершин кожного з рівнів 

,  (вони мають однакове число вершин) позначимо через 

. Тоді 

. 

Для діаграми  визначимо два класи мультиіндексів: 

 

 

Оскільки , то, внаслідок умови 3) теореми та 

співвідношення (3.7), для довільного  виконується рівність 

 (3.14) 

і для довільного  має місце співвідношення 

, (3.15) 

де . 

Тому для фіксованого мультиіндексу  та фіксованої діаг-

рами  маємо: 
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. 

Комбінаторний підрахунок числа регулярних діаграм, проведений у 

статті [67, с. 434], та застосування поліноміальної формули приводять до рі-

вності  

, 

де  – множина всіх тих мультиіндексів  таких, що 

, а множина  непорожня.  

Отже, для парного натурального числа  виконується рівність 

. 

Таким чином,  при  і слабка збіжність скінченновимі-

рних розподілів послідовності випадкових полів   до 

скінченновимірних розподілів поля Ченцова  доведена. 

Покладемо . Із теореми 4.2 книги [5] випливає 

Лема 3.4. Нехай для кожного   при  і для 

довільного   

. 

Тоді  

 при  . (3.16) 
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Внаслідок нерівності Чебишова, 

, (3.17) 

де . 

Тому для доведення збіжності (3.16) достатньо переконатися, що 

. (3.18) 

Маємо: 

 

. 

Для суми під знаком математичного сподівання застосуємо нерівність 

Коші-Буняковського: 

. 

Для кожного  існує границя 
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. 

Із рівності  

 

випливає співвідношення (3.18) та твердження теореми. □ 

Приклад 3.1.  Нехай  – стаціонарна гауссова послідовність з 

нульовим середнім значенням і кореляційною функцією . 

Припустимо, що для деяких сталих  і  виконується співвідно-

шення 

. (3.19) 

Припущенню (3.19) задовольняє, наприклад, кореляційна функція 

, 

де , при . Покладемо  

, 

де , і розглянемо послідовність серій  

 (3.20) 

випадкових величин, які у кожній серії мають сумісний гауссовий розподіл з 

нульовим математичним сподіванням та кореляційною матрицею 

, де  
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. (3.21)  

Нехай, далі  

, 

де  –  многочлен Ерміта степеня 2. Тоді 

Var  

. 

Перевіримо умови теореми 3.1 для послідовності серій (3.20), 

. 

Перевірка умови 1).  

 

. 

З умови (1.19), шляхом застосування формули Маклорена для функції 

 та ознаки порівняння збіжності рядів, отримуємо збіжність ряду 

із загальним членом 

.  (3.22) 
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Тому при . Виконання умови 1) теореми 3.1 

перевірено. 

Для перевірки виконання умови 2) теореми 4.1 достатньо довести, що 

. (3.23) 

Як і при перевірці умови 1), 

. 

Покажемо, що 

.  (3.24) 

Очевидно, з рівності (3.24) випливає рівність (3.23). Для доведення рів-

ності (3.24) застосуємо теорему Штольца: 

 

Остання рівність випливає з припущення (3.19) та формули Маклорена 

для функції . Виконання умови 2) теореми 3.1 перевірено. 

Перевірка умови 3). Нехай відрізки  без спільних внутрішніх 

точок,  Знайдемо . 

Нехай  Зрозуміло, 

що 

, 

де  – міра Лебега на прямій. Далі, 
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. 

Лема 3.5. Нехай  – абсолютно збіжний ряд. Тоді 

. (3.25) 

Доведення. Покладемо 

 

Тоді для кожного   при . Далі,  

  і  . 

Отже, має місце рівність (3.25). □ 

Внаслідок леми 3.5 та збіжності ряду із загальним членом (3.22),  
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. 

Отже, 

. 

Аналогічно доводиться, що для   

, 

де . 

Для перевірки умови 3) залишилося довести, що для довільного   

. (3.26) 

Нехай відрізок  лежить правіше відрізка . Тоді 

. 

 (3.27) 

Для доведення збіжності в (3.27) застосуємо теорему Штольца: 

 

внаслідок припущення (3.19). Отже, має місце рівність (3.26). Умову 3) теореми 

3.1 перевірено. Умова 4) теореми 3.1, очевидно, виконується.  

Із теореми 3.1 випливає, зокрема, що послідовність випадкових величин 

 

асимптотично нормальна з середнім нуль і дисперсією одиниця. 
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3.2. Щільність послідовності мір та збіжність у просторі 

Скорохода   d
D 1,0  

 

Нехай для довільного натурального числа  – імовірнісна міра у про-

сторі Скорохода , породжена випадковим полем ,  – 

імовірнісна міра, породжена у цьому просторі полем Ченцова . 

Теорема 3.2, у якій стверджується слабка збіжність послідовності ймовірнісних 

мір  до імовірнісної міри , містить додаткові умови на нелінійну 

функцію . Для формулювання цих умов нам знадобиться означення 3.2 статті 

[115] для .  

Означення 3.2 [115, с. 209 ] Нехай  – гауссова стандартна ви-

падкова величина, функції  такі, що  

. Кажуть, що набір функцій  

належить класу  ,  якщо: 

1) для довільного гауссового вектора  виконується 

рівність 
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де ; 
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Запис  означає, що , де  . 

Зауваження 3.1. Достатні умови належності класу знаходимо у твер-

дженні 3.1 статті [115]: якщо збігається ряд 

, (3.28) 

де  – коефіцієнти Ерміта функції , то  . Умова (3.28) викону-

ється, наприклад, для многочлена. У статті [115] можна знайти  інші приклади 

функцій, для яких виконується умова (3.28). 

Теорема 3.2. Нехай виконані умови теореми 3.1, функція 

.Тоді  тобто послідовність 

розподілів випадкових полів   у просторі Скорохода  

слабко збіжна до розподілу , породженого полем Ченцова   . 

Доведення. У теоремі 3.1 доведена слабка збіжність скінченновимірних 

розподілів послідовності випадкових полів  до відповідних 

скінченновимірних розподілів поля Ченцова . Таким чином, для 

доведення твердження теореми 3.2 достатньо встановити щільність послідо-

вності імовірнісних мір  у просторі Скорохода . 

Лема 3.6. Нехай існує стала  така, що для довільного -вимірного 

паралелепіпеда , для всіх натуральних чисел  виконується нерівність  

. (3.29) 

Тоді послідовність мір  у  щільна. 

Доведення леми 3.6. З теореми 3 статті [65] випливає наступна ознака 

щільності: якщо існує стала  така, що для довільних суміжних -

вимірних паралелепіпедів  виконується нерівність 

, (3.30) 
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то послідовність мір  у  щільна. До лівої частини нерівності 

(3.30) застосуємо нерівність Коші-Буняковського: 

. (3.31) 

З нерівностей (3.31) та (3.29) випливає нерівність (3.30) при . □ 

Лема 3.7. Нехай виконуються умови теореми 3.2. Тоді існує стала  

така, що для всіх натуральних чисел n, для довільного -вимірного 

паралелепіпеда  виконується нерівність (3.29). 

Для доведення цієї леми застосуємо метод, розвинутий у статті [115] для 

випадку стаціонарного гауссового процесу. Введемо необхідні для дальшого 

викладу поняття.  

Для  символом  позначимо множину всіх мультиграфів з  

вершинами без петель. Множину ребер мультиграфа  будемо також задавати 

набором пар , де  

Пара  відповідає  інцидентному з вершинами  ребру. Функцію 

 визначимо наступним чином. Для мультиграфа   покладемо 

, 

де  – сукупність всіх двоелементних підмножин набору ;  – 

число всіх тих ребер, що з’єднують вершини з пари u. 

Через  позначимо степінь вершини , , а через 

 – сукупність всіх тих мультиграфів із , вершини яких 

мають степені .   

Гауссовий вектор  такий, що , 

назвемо  1-стандартним. 
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Лема 3.8 (твердження 4.1 [115]  для  ). Нехай  – стан-

дартна гауссова випадкова величина,    

. Тоді  в тому і 

тільки в тому випадку, коли: 

 1) для довільного 1-стандартного гауссового вектора     

,  (3.32) 

де  

; 

,  

; 

 

– набір пар вершин мультиграфа  ( , якщо мультиграф  не має ре-

бер). 

2) . 

Для мультиграфа  символами   та  відповідно позначимо 

множину вершин і множину ребер мультиграфа . Через  позначимо 

кількість всіх зв’язних складових мультиграфа . Рангом мультиграфа  

називається число . Циклічним числом  графа  

називається . Граф  називається лісом, якщо 

. Зв’язний ліс називається деревом.  
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Лема 3.9. [115, c. 217 ] Нехай мультиграф   вершин 

якого мають порядок не менше  Тоді існують  лісів  

попарно без спільних ребер, ,  таких  що   

 

де  означає цілу частину дійсного числа x – найбільше ціле число серед 

всіх тих цілих чисел, що не перевищують числа x.  

Зауваження 4.2. [115, c. 217] Має місце рівність  

. (3.33) 

Для -вимірного паралелепіпеда  покладемо  

. 

Нехай  – натуральні числа, мультиіндекси . 

Для кожного мультиграфа  з  ребрами і набором пар 

 покладемо 

.  (3.34) 

Якщо мультиграф  не має ребер, то покладемо . 

Через  позначимо множину всіх дерев в . Наступна лема 

аналогічна лемі 4.3 статті [115].  

Лема 3.10. Для всіх натуральних чисел  виконується нерівність 
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. (3.35) 

Доведення. Нехай  – дерево. Міркування, викладені у доведенні 

леми 4.3 [115] приводять до рівності 

 

, 

де ,  – кінці -го ребра, .   

Для довільного  

. 

Отже, 

 

 

□ 

Символом   позначимо множину всіх тих мультиграфів із 

, що мають  ребер і  вершин, , з порядком не меншим нату-

рального числа .  

Наступна лема аналогічна лемі 4.4 статті [115].  

Лема 3.11. Нехай   . Тоді 
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. 

Доведення леми 3.11 аналогічне доведенню леми 4.4 [115]. Нехай муль-

тиграф . Із леми 3.9 випливає, що існують 

 лісів   таких, що множини ребер  

попарно не перетинаються, . Внаслідок рівності (3.33), 

. Нехай  число компонент . Оскільки 

 та , (  за означенням 

лісу), то 

. 

Розглянемо мультиграф  , . Далі,  

 

і тому 

 

,  (3.36) 
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для всіх . Зауважимо, що . Внаслідок 

узагальненої нерівності Гельдера,  

 

.  (3.37) 

Кожний з лісів  має  вершин і  зв’язних складових 

. Нехай  – число вершин графа . Зрозуміло, що  для 

всіх . Зв’язні складові  мають множини вершин і мно-

жини ребер, що попарно не перетинаються. Отже,  

 

. 

Відмітимо, що  і застосуємо лему 3.10: 

 

. 

Таким чином, 
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□ 

Лема 3.12. Нехай   – стандартна гауссова випадкова ве-

личина, функції  такі, що  та 

. Нехай, далі, для деякого  функції   

мають ранг Ерміта не менший m. Тоді існує стала , яка залежить лише від 

 та функцій , така, що  

 

 

.  (3.38) 
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Ця лема аналогічна лемі 4.5 статті [115]. 

Доведення. Нехай  . Внаслідок 

леми 3.8, враховуючи, що функції  мають ранг Ерміта не менший m, 

маємо 

 

 

,  (3.39) 

де   

. 

Далі, внаслідок леми 3.11, отримуємо нерівність (3.38), в якій можна пок-

ласти 

, 

причому  завдяки твердженню 2) леми 4.8. □ 

 Лема 3.13. Нехай виконуються умови теореми 3.2. Тоді існує стала 

 така, що для всіх натуральних чисел  n  виконується нерівність 

. 

Доведення. Впорядкуємо довільним чином множину . 

Не втрачаючи загальності, можна вважати, що , де 

 Якщо мультиіндекс  має номер s то покладемо 
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. Ясно, що . Внаслідок поліноміальної формули 

маємо: 

 

 

 

 

 

 

. (3.40) 

Для оцінки  застосуємо нерівність Гельдера з пока-

зниками 4/3, 4: 

.  (3.41)  

З нерівності Коші-Буняковського випливає, що 

. (3.42) 

У співвідношеннях (3.41),  (3.42)  – стандартна гауссова випадкова ве-

личина, . Кількість доданків у сумах  та 

nins XX   
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 підпорядковане   при  . Враховуючи нерівності (3.41) і 

(3.42), отримуємо, що   

 

. (3.43) 

Далі, 

  (3.44)  

внаслідок леми 3.12 для функцій  та умови 1) теореми 3.1 . 

Для  лема 3.12 для функцій  та умова 1) теореми 3.1 до-

зволяють отримати співвідношення 

. (3.45) 

Із співвідношень (3.43) – (3.45)  та рівності (3.40) випливає твердження 

леми 3.13. □ 

Оскільки 

 

і 

, 

то, враховуючи рівність (3.1), отримуємо твердження леми 3.7. Лему 3.7, а отже 

й теорему 3.2, доведено. □ 
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3.3. Функціональна гранична теорема для бакстерівських 

сум дробового броунівського руху 

 

Нехай  – випадковий процес дробового броунівського руху з 

нульовим математичним сподіванням та коваріаційною функцією 

 

де . 

Збіжність за розподілом нормованих бакстерівських сум для стаціонар-

ного гауссового випадкового процесу досліджувалась у роботі [87]. У статті  

[107] отримана функціональна центральна гранична теорема для бакстерівських 

сум гауссового випадкового процесу, кореляційна функція якого  

має обмежену мішану похідну другого порядку на множині . 

Зауважимо, що дробовий броунівський рух при  не задовольняє цю 

умову.  

Нехай для кожного натурального числа   

 

– рівномірне розбиття відрізка  з кроком  ;  – вектор 

го порядку;   -приріст випадкового процесу  на 

відрізку . Зауважимо, що 
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У просторі Скорохода  функцій без розривів другого роду розгля-

немо послідовність випадкових процесів 

 

де , . 

Теорема 3.3. Нехай функція  має ранг Ер-

міта , задовольняє умовам теореми 3.2 і виконуються наступні умови:  

1) ; 

2)  де  – коефіцієнти Чебишова-Ерміта фу-

нкції , 

, 

, (3.46) 

. (3.47) 

Тоді послідовність розподілів випадкових процесів  

слабко збіжна у просторі Скорохода  функцій без розривів другого роду 

до розподілу , породженого стандартним броунівським рухом . 

Доведення полягає у перевірці умов теореми 3.1 для послідовності серій 

випадкових величин  
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. 

У цьому випадку  

 

Зауважимо, що  

 

Таким чином, 

 

де стала   визначена в рівності (3.46). Для перевірки умови 1) теореми 3.1 

достатньо довести обмеженість послідовності  

 (3.48) 

За означенням приросту, 

 

 

де . В силу наслідку 3.2, існує така стала  що для всіх 

 виконуються співвідношення 
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де . Таким чином, збіжність ряду 

 (3.49) 

є достатньою умовою обмеженості послідовності (3.48). В свою чергу, уза-

гальнений гармонічний ряд (3.49) збігається тоді й тільки тоді, коли 

.  Отже, внаслідок першої умови теореми 3.1, умова 1) теореми 

3.1 виконується. 

Перевірка виконання другої умови теореми 3.1 зводиться до перевірки 

співвідношення  

 (3.50) 

для  Якщо  то ряд у лівій частині рівності (3.50) 

збігається і тому співвідношення (3.50) виконується. При  

відношення нехтування (3.50) також виконується, оскільки для довільного 

додатного  має місце наступне відношення о-маленьке: 

. Нехай тепер . У цьому випадку відно-

шення нехтування (3.50) виконується тоді й тільки тоді, коли 

. Остання нерівність справедлива при . 

Отже, умова 2) теореми 3.1 виконується.  
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Перейдемо до перевірки третьої умови теореми 3.1. Спочатку дослідимо 

випадок, коли множини  і  співпадають. Не втрачаючи загальності, можна 

вважати, що  для деякого фіксованого числа . Доведемо 

існування скінченної границі 

 

Маємо: 

 

 

. 

Зауважимо, що  і переконаємося, що існує скінченна гра-

ниця 

. 

За означенням -приросту,  

, 

де  визначені в рівностях (3.46), (3.47). Доведемо, що з умов теореми 

3.3 випливає абсолютна збіжність ряду із загальним членом  для довіль-

ного . Дійсно, 

. 
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Враховуючи, що величина 

 

є приростом -го порядку функції  на відрізку , 

отримуємо співвідношення підпорядкованості 

 . 

При виконанні умов теореми 3.3, при   ряд із загальним членом 

 абсолютно збіжний. Отже, існує скінченна границя 

 

Нехай тепер множини  не перетинаються. Доведемо, що для дові-

льного   

. (3.51) 

Із цього співвідношення випливає, що 

 

Збіжність до нуля у (3.51) має місце внаслідок нерівності 

 

та абсолютної збіжності ряду із загальним членом  Таким чином, умова 3) 

теореми 3.3 виконується при 
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Четверта умова теореми 3.1 випливає з умови 2) теореми 3.3. Отже, 

внаслідок теореми 3.2, твердження теореми 3.3 виконується. □ 

При  із теореми 3.3 випливає наступний наслідок. 

Наслідок 3.1. Нехай  

 

де  . 

Тоді , де  , 

, 

і послідовність розподілів випадкових процесів  слабко збі-

жна у просторі Скорохода  функцій без розривів другого роду до роз-

поділу , породженого стандартним броунівським рухом . 

Зокрема, при  отримуємо наступне твердження. 

Наслідок 3.2. Послідовність випадкових величин 

 

асимптотично нормальна із середнім нуль і дисперсією . 

 

 

3.4. Функціональна центральна гранична теорема для 

бакстерівських сум гауссових  випадкових полів 

 

Нехай  – гауссове випадкове поле з нульовим матема-

тичним сподіванням та кореляційною функцією – -вимірна матриця 
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з прикладу 1.1, яка задає приріст  порядку  випадкового поля  на 

-вимірному паралелепіпеді . Функція . 

Через  позначимо рівномірне розбиття одиничного -вимірного 

паралелепіпеда  

, 

де .   

Розглянемо послідовність східчастих випадкових полів 

 

де . 

Нехай, далі, ,  

. 

Зауважимо, що в правій частині рівності (3.52)  доданків. 

Означення 3.3. Неперервне в середньому квадратичному випадкове поле 

 називається випадковим полем з однорідними -приростами, якщо 

для довільних  з додатними координатами існує функція  

така, що 

. 

Наприклад, випадкове поле з нульовим математичним сподіванням і 

кореляційною функцією (1.36) є випадковим полем з однорідними -прирос-

тами, де  – -вимірна матриця, визначена рівністю (1.4). 
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Теорема 3.4. Нехай  – гауссове випадкове поле з однорі-

дними -приростами, нульовим математичним сподіванням, кореляційною 

функцією , функція  має ранг Ерміта m  і виконуються наступні умови: 

1) кореляційна функція  –  раз неперервно диференційовна при 

 і для деякого показника , сталої  має місце нерівність 

, 

де    – евклідова норма в ; 

2) для деяких показника  і додатної сталої , для довільного пара-

лелепіпеда  виконується нерівність 

; 

3)   і  ; 

4) для довільних   існує скінченна границя 

 , 

де   ; 

 5)  , 

де ;   – стандартна гауссова випадкова величина; 

. 

Тоді скінченновимірні розподіли випадкових полів  

слабко збігаються до скінченновимірних розподілів поля Ченцова 
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Доведення. Покладемо 

, 

де ; , 

. 

Покажемо, що 

,  (3.53) 

і зауважимо, що із цього співвідношення випливає умова 1) теореми 3.1. Для 

фіксованого мультиіндексу   покладемо  

. 

Оскільки для довільного мультиіндексу  число елементів мно-

жини  не перевищує , то для доведення відношення підпорядко-

ваності  (3.53) достатньо переконатися, що 

. (3.54) 

Скористаємося рівністю   

. 

В силу наслідку 1.2 та умови 1), існує додатна стала , така, що для до-

вільних  мультиіндексів ,  виконується нерівність 

. 

Враховуючи умову 2), для цих же мультиіндексів  отримуємо нерів-

ність  
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. 3(.55) 

Тому 

. 

При   кратний ряд   збігається. Тому з умови  

випливає відношення підпорядкованості (3.54). Перейдемо до перевірки умови 

3) теореми 3.1. Нехай  - вимірні паралелепіпеди   не мають 

спільних внутрішніх точок. Покажемо, що для   

 , (3.56) 

де .  

Оскільки   - вимірні паралелепіпеди  не мають спільних 

внутрішніх точок, то існує послідовність , така, щодля 

 виконується нерівність . Покладемо 

 . Внаслідок нерівності  (3.55), маємо :  

, 

оскільки кратний ряд  збігається. Нехай тепер . 

Не втрачаючи загальності, можна вважати, що . 

Оскільки випадкове поле X  має однорідні A-прирости, то можна покласти  
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Покладемо . Далі, при   

 

, 

де  . 

Із нерівності (3.55) випливає, що існує додатна стала , така, що для 

всіх   має місце нерівність 

. 

Оскільки для довільного , внаслідок умови 3), , то кратний 

ряд  збігається. Далі, внаслідок умови 4), для довільного  існує 

скінченна границя 

 , 

де  – натуральне число, . Таким чином, існує скінченна границя 

 

і  умова 3) теореми 3.1 виконується при  . З умови 5) теореми 

3.4 випливає умова 4) теореми 3.3. Отже, умови теореми 3.1 виконані, і, 

внаслідок теореми 3.1 має місце твердження теореми 3.4. □ 
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Наслідок 4.3. Нехай виконуються умови теореми 3.4. Тоді послідовність 

випадкових величин  асимптотично нормальна із середнім нуль та 

дисперсією одиниця. 

Теорема 3.5. Нехай випадкове поле  і функція  

 задовольняють умовам теореми 3.4 і, крім того, 

функція   задовольняє умовам теореми 3.2. Тоді послідовність розподілів у 

просторі Скорохода  випадкових полів  слабко 

збігається  до розподілу випадкового поля Ченцова   . 

Це твердження  випливає з теорем 3.1 і 3.2 та теореми 3.4. 

Приклад 4.4. Нехай  – багатопараметричний дробовий броу-

нівський рух – гауссове випадкове поле з нульовим математичним сподіванням 

і кореляційною функцією (1.36) (приклад 1.11),  Це 

випадкове поле задовольняє умовам теореми 3.4 при . 

Дійсно, багатопараметричний дробовий броунівський рух – випадкове поле з 

однорідними A-приростами, умова 1) теореми 3.4 перевірена у прикладі 2.11. 

Там же знаходимо, що для , де 

 справджується рівність  

, де стала  визначена у зауваженні 1.8. Таким чи-

ном, друга умова теореми 3.4 виконується при . Умова 3) теореми 3.4 

також виконується, оскільки  при  і  та . 

Перейдемо до перевірки умови 4) теореми 3.4. Нехай 

. Тоді  
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де  ; . 

Отже, умова  4) теореми 3.4 виконується  для 

. 

Далі,  і умова 5) теореми 3.4, очевидно, виконується. За-

уважимо, що, внаслідок теореми 3.1, ~ . 

В силу наслідку 3.3, послідовність випадкових величин 

 

асимптотично нормальна із середнім нуль і дисперсією одиниця. 
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РОЗДІЛ 4. ОЦІНЮВАННЯ КОЕФІЦІЄНТІВ 

ЛІНІЙНИХ ТРЕНДІВ ВИПАДКОВИХ ПОЛІВ 

 

У цьому розділі досліджується задача оцінювання за допомогою бакс-

терівських статистик коефіцієнтів лінійного тренда (під лінійним трендом ми 

розуміємо лінійну комбінацію) випадкових полів за спостереженнями у при-

сутності заважаючого випадкового поля. Будуються неасимптотичні довірчі 

області для коефіцієнтів тренда. Наводяться приклади застосування одержаних 

результатів.  

 

 

4.1. Постановка задачі оцінювання та припущення 

 

Нехай , де  – незалежні 

однорідні гауссові випадкові поля з нульовими середніми та коваріаційними 

функціями  відповідно. Розглянемо випадкове 

поле  

  (4.1) 

що є сумою  лінійного тренда  з коефіцієнтами 

 та заважаючого  випадкового  поля  За спостереженнями 

випадкового поля  у точках  

, 

де , ;  при  потрібно оцінити невідомі коефіцієнти 

тренда  де  – фіксована відома стала. Вектор 

 назвемо параметром тренда. Надалі припустимо, що 
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для довільного  ряд  збігається, а коваріаційні функції 

 задовольняють наступні умови: 

(A1) існують сталі , , , , ; 

, , такі, що для всіх  

 

(A2) існують сталі  такі, що: 

; 

(A3) існують сталі  та  такі, що для всіх  

. 

 

 

4.2. Консистентна оцінка коефіцієнтів лінійного тренда 

 

Для випадкового поля  розглянемо такі послідовності бакс-

терівських сум : 
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Покладемо: 

, 

, 

. 

Теорема 4.1. Нехай виконуються припущення (A1)-(A3). Тоді статистика 

 

є сильно консистентною оцінкою параметра тренда  за спо-

стереженнями випадкового поля (4.1). 

Доведення. Обчислимо математичне сподівання бакстерівських сум 
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. 

Далі, внаслідок умов (A1), (A3), одержимо: 

 

; 

 

, 

 

 

Отже, . 

 За допомогою формули Ісерліса (1.44) для обчислення математичного 

сподівання добутку випадкових величин, які мають сумісний гауссовий 

розподіл з нульовим середнім значенням для отримаємо, що 
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; 

 

 

 

. (4.2) 

Оцінимо зверху вирази для  та , . 

Для цього зробимо наступні перетворення: 

 

. 

З умов (A1), (A3) випливає, що для  
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. 

Нижче застосуємо нерівність , яка має місце для 

довільних дійсних : 

 

 

 

   

.  (4.3) 

При  отримаємо 
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. (4.4) 

Вираз  оцінимо за допомогою нерівності 

Коші-Буняковського та припущення (A3): 

. 

Тоді відповідні складові дисперсії  оцінюються так: 

 

. (4.5) 

Внаслідок однорідності гауссових випадкових полів  

одержимо: 
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. 

Введемо заміну: . Вираз  

 

 

є приростом другого порядку функції  на відрізку 

. Тому  існує : 

. 

При цьому одержимо: 
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. (4.6) 

Оцінимо зверху величину , використовуючи припущення 

(А1) та нерівність : 
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. (4.7) 

Далі, з припущення (А2) маємо для : 

 

 

. (4.8) 

Для  одержимо, що , де 

. При  маємо , а при 

: . Отже, для оцінки сум, 

що входять в нерівність (4.8) маємо: 

, , 

де 
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 (4.9) 

Тоді, з останньої рівності випливає, що 

 

.  (4.10) 

Отже, з нерівностей (4.6)-(4.10) випливає, що 

 

 

 

 

.  (4.11) 

Враховуючи співвідношення (4.2)-(4.3), (4.5)-(4.6), (4.10) та те, що 

, одержимо наступну оцінку зверху для 
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. (4.12) 

Таким чином, .  

Праву частину нерівності (4.12) позначимо через . 

З припущення про збіжність ряду  для будь-якого  випливає, 

що ряд ,  збігається. Тому  з ймові-

рністю одиниця при  [41, с. 24]. Звідси випливає, що для  з 

ймовірністю одиниця 

. 

Тоді, статистика  є сильно консистентною оцінкою параметра 

 а статистика  є сильно консистентною оцін-

кою параметра . □ 

З теореми 4.1 для випадку  випливає такий наслідок. 

Наслідок 4.1. Нехай в точках  спостерігається випад-

ковий процес 

, (4.13) 
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де  – незалежні стаціонарні гауссові випадкові процеси з нульо-

вим середнім та коваріаційними функціями ,   і 

виконуються наступні припущення: 

(I) існують сталі  такі, що  

; 

(II)  та існує : 

; 

(III) існують сталі  та  такі, що 

. 

 Тоді статистика , де 

 

є сильно консистентною оцінкою параметра тренда  за спостереженням 

випадкового процесу (4.13).  

 

 

4.3. Побудова довірчих областей 

 

Знайдемо тепер довірчі області для параметра тренда  з рів-

нем довіри . Для цього будемо використовувати наступну лему.  

Лема 4.1. Нехай  – випадкові події та , 

. Тоді справедлива нерівність: 
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. 

Доведення. Розглянемо наступну ймовірність скінченного перетину подій: 

. 

З властивостей ймовірностей отримаємо 

. 

Тоді . □ 

Теорема 4.2. Нехай виконуються припущення (А1)-(А3). Тоді для кожного 

 виконується нерівність: 

, 

де 

, , 

  

, , 

 дорівнює правій частині нерівності (4.12). 

Доведення. Спочатку за допомогою припущень (А1) та (А3) оцінимо різ-

ницю : 
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, . 

Для заданого рівня довіри  за допомогою леми 4.1 визначимо 

додатне число  так, щоб виконувалась нерівність 

. Тоді має місце нерівність 

, 

де  

 

Внаслідок нерівності Чебишова, одержимо, що  
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. 

З нерівності  випливає, що . Отже, 

можна покласти 

. 

Отже, нерівності 

 

виконуються з ймовірністю, не меншою рівня довіри . □ 

Зауваження 4.1. Нехай виконуються умови теореми 4.2. Тоді довжина 

довірчого інтервалу  не перевищує . 

Доведення. Якщо  маємо: 

 

. 

Якщо , то тоді: 

. 

Наслідок 4.2. Нехай виконуються умови теореми 4.2. Тоді має місце не-

рівність: 
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. 

Доведення. Твердження наслідку 4.2 випливає з леми 4.1 та теореми 4.2.□ 

З теореми 4.2 у випадку  випливає наступний наслідок. 

Наслідок 4.3. Нехай виконуються умови наслідку 4.1. Тоді інтервал 

, де  

, 

, 

 

 (4.14) 

є довірчим інтервалом для параметра тренда θ з рівнем довіри . 

За допомогою наслідків 4.1 та 4.3 розглянемо приклади знаходження до-

вірчих інтервалів у випадку оцінювання параметра тренда θ в моделі спосте-

реження (4.13) для деяких випадкових процесів. 

Приклад 4.1. Розглянемо модель спостереження (4.13), де  – ви-

падковий процес Орнштейна-Уленбека, тобто випадковий гауссовий процес з 

нульовим середнім значенням та коваріаційною функцією , де 

. Далі, нехай, . 
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Припущення (I) наслідку 4.1 виконується для , 

оскільки 

. 

Для доведення останньої нерівності  введемо допоміжну функцію 

 і покажемо, що вона є зростаючою. 

Маємо  та , звідки випливає, що функція 

 є зростаючою. Тому , . 

 Припущення (II) виконується для : 

. 

Нехай  – стаціонарний гауссовий випадковий процес з нульо-

вим середнім значенням, коваріаційна функція якого задовольняє умову 

, де . 

Далі, покладемо, що  та . Тоді для , 

 одержимо з наслідку 4.3, що  і при : 
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При  маємо  

. 

Як випливає із зауваження 4.2, довжина довірчого інтервалу не перевищує 

. Тоді для  одержимо  та 

, де  

, 

. 

1.0p

  nnnnnn

2

2.45

2

5102

2

510
,

2

2

2

1
max2

1



















c

n 20n 21.0
2

2.45
1020 

  9.0)()(  nrnlP 

 
 










 


2
,0max 20XS

nl n


 










 

2

044.0
,0max

XSn



 
 










 
 1,

2
min 20XS

nr n


 










 
 1,

2

044.0
min

XSn





 

156 

 

 

РОЗДІЛ 5. ОЦІНЮВАННЯ ПАРАМЕТРА ХЮРСТА 

ДРОБОВОГО БРОУНІВСЬКОГО РУХУ  

 

 У цьому розділі побудована сильно консистентна оцінка параметра Хюр-

ста  дробового броунівського руху  за спостереженнями 

випадкового процесу  на дискретній підмножині одиничного проміжку. 

Побудовані інтервали надійності, отримані твердження про швидкість збіж-

ності з імовірністю одиниця. У підрозділі 5.2 за допомогою бакстерівських 

статистик побудована оцінка параметра коваріаційної функції у негауссовому 

випадку. Для  негауссових випадкових процесів з нульовим середнім значенням 

коваріаційна функція, на відміну від гауссових випадкових процесів, взагалі 

кажучи,  однозначно не визначає випадковий процес. Наведений приклад 

негауссового випадкового процесу класу  коваріаційна функція якого 

співпадає з коваріаційною  функцією дробового броунівського руху. 

 

 

5.1. Бакстерівська оцінка параметра Хюрста дробового 

броунівського руху  

 

 Гауссовий випадковий процес  з нульовим середнім значен-

ням та коваріаційною функцією 

, 

де , називається дробовим броунівським рухом з параметром Хюрста H.   
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 Нехай для натурального числа  – -вимірний вектор з прикладу 

1.3,  –приріст дробового броунівського руху   на 

відрізку  , . Нехай  

  (5.1) 

– послідовність бакстерівських сум дробового броунівського руху . Покла-

демо  

  (5.2) 

Зокрема, 

 (5.3) 

.  (5.4) 

Безпосередній підрахунок дозволяє отримати наступні формули для матема-

тичного сподівання та дисперсії випадкової величини : 

  (5.5) 

. (5.6) 

 Лема 5.1. Для довільних  викону-

ється нерівність 

  (5.7) 

де 
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  (5.8) 

 – дзета-функція Рімана. 

 Доведення. Зауважимо, що для  виконується рівність 

 

де    . 

 Далі, існує число  [57], таке, що   

 

. 

Оскільки для довільного числа   має місце нерівність 

, 

а число   то  

. 

Враховуючи рівність (5.6), отримуємо твердження леми. □ 

 Лема 5.2. Для всіх значень параметра , для всіх  

 (5.9) 

з імовірністю одиниця при . 

 Доведення. Для випадкового процесу  вико-

нуються умови теореми 1.14 при    

. Тому, внаслідок  цієї теореми, виконується  твердження леми 

5.2. □ 
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 Лема 5.2 дозволяє будувати сильно консистентні оцінки параметра Хюр-

ста . Нижче  ми розглянемо дві з таких оцінок параметра Хюрста  за 

спостереженнями дробового броунівського руху  на дискретній підмножині   

 

відрізка   і  побудуємо інтервали надійності. 

 Теорема 5.1. Статистика 

   (5.10) 

є сильно консистентною оцінкою параметра Хюрста . 

 Доведення випливає з леми 5.2 при .  

 Ще одну оцінку параметра Хюрста  отримаємо із збіжності з імовірні-

стю одиниця бакстерівських сум у (5.9) при  і . Дійсно, внаслідок 

леми 5.2, для довільного  має місце збіжність 

 

з імовірністю одиниця при . Функція  

 (5.11) 

неперервна і спадна на інтервалі , ,  

. Нехай  – функція, обернена до функції 

. Покладемо 

.  (5.12) 
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Тоді  з імовірністю одиниця при . З наведених міркувань 

випливає 

 Теорема 5.2. Статистика  

  (5.13) 

є сильно консистентною оцінкою параметра Хюрста . 

  Перейдемо до побудови інтервалів надійності. 

 Лема 5.3. (лема 3.1, [10]) Нехай випадкова величина  належить про-

стору Орліча , що породжений c-функцією . Тоді 

для всіх  виконується нерівність  

, 

де  – норма Люксембурга випадкової величини  у просторі Орліча . 

 Нехай  – заданий коефіцієнт довіри. Знайдемо відповідні 

додатні числа  та , такі, що 

   та   . 

Тоді матимемо нерівність 

,  (5.14) 

яка означає, що інтервал  є інтервалом 

надійності для параметра Хюрста  з коефіцієнтом довіри . Внаслідок 

леми 5.3, 
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. 

Далі, застосуємо нерівність між нормою Люксембурга і середньоквадратичною 

нормою, для випадкової величини : 

, 

де . Маємо: 

. 

Аналогічно, 

. 

Для дисперсії випадкової величини  має місце нерівність 

 

де  Таким чином, 

. 

Покладемо 
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Із нерівності 

 

випливає наступна оцінка знизу для   

.  (5.15) 

Аналогічно, 

. 

Відмітимо, що мають місце наступні відношення підпорядкованості для 

послідовності   при  : 

 

де . 

 Із леми 5.3 та наведених вище міркувань випливає  

 Теорема 5.3. Нехай   фіксовані, ,  

  

Тоді інтервал  є інтервалом надійності для 

параметра Хюрста  з рівнем довіри  . 

 Зауваження 5.1. Для послідовності  мають місце наступні 

відношення підпорядкованості при : 
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Такі ж відношення підпорядкованості виконуються для послідовності 

. 

 Тепер побудуємо інтервал надійності для параметра Хюрста у випадку 

статистики (5.13).  

 Лема 5.4. Нехай ,  – набори сумісно гауссових 

випадкових величин,  , 

  . 

Тоді для довільного  має місце нерівність 

, 

де  

 Доведення. Маємо: 

 

. 

Оцінимо зверху ймовірність  

. 

Аналогічно оцінюється зверху ймовірність . □ 
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 Статистика , визначена у рівності (5.12), внаслідок леми 5.2, є 

сильно консистентною оцінкою параметра . За допомогою 

леми 5.4 побудуємо інтервал надійності для параметра , а потім отримаємо 

інтервал надійності для параметра Хюрста  у випадку статистики . Не-

хай  – рівень довіри. Додатне число   визначимо так, щоб 

. (5.16) 

У нашому випадку 

   та   . 

Для математичних сподівань випадкових величин  маємо: 

. 

Для оцінки зверху дисперсій цих випадкових величин застосуємо нерівність  

  та лему 5.1: 

 

. 

Аналогічно, 

. 

Внаслідок леми 5.4, нерівність (5.16) буде справджуватися, якщо для всіх 

  

 , (5.17) 
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 , (5.18) 

де  .  

Зауважимо, що з нерівності (5.18) випливає нерівність (5.17). Нерівність (5.18) 

рівносильна нерівності  

, 

яка зводиться до квадратної нерівності відносно . Розв’язуючи цю нерів-

ність та врахувавши, що вона має виконуватися для всіх ,  

отримуємо 

,  (5.19) 

де , 

. 

Таким чином, має місце 

 Теорема 5.4. Нехай  фіксовані, , . Тоді 

інтервал  

, 

де   обчислюється за формулою (5.19),  – функція, обернена до 

функції (5.11), є інтервалом надійності для параметра Хюрста  з рівнем 

довіри . 
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 Зауваження 5.2. Для  послідовності  виконується наступне 

відношення підпорядкованості : 

, . 

 Неважко оцінити швидкість збіжності кожної із статистик  до 

істинного значення параметра Хюрста . Так, наприклад, для статистики 

 має місце  

 Теорема 5.5. Нехай  фіксовані, , . Тоді 

існує додатна стала , та множина  ймовірності нуль, такі, 

що для кожного  існує натуральне число , таке, що  для всіх 

 виконується нерівність 

. 

 Доведення. Розглянемо послідовність . Для цієї послідов-

ності 

. 

Ряд із загальним членом  збігається і тому, внаслідок леми 

Бореля-Кантеллі, співвідношення  з 

імовірністю одиниця виконується не більш ніж для  скінченного числа номерів. 

З рівності (5.19) випливає, що   

. 
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 5.2. Бакстерівська оцінка параметра коваріаційної функції одного 

випадкового процесу у негауссовому випадку  

 

  

 Нехай  – випадковий процес класу  з нульовим 

середнім значенням та коваріаційною функцією  

  (5.20) 

 Нижче наводиться приклад  негауссового випадкового процесу класу  з 

коваріаційною функцією (5.20). 

 Приклад 5.1. У роботі К. Джапарідзе та Г. ван Цантена [77] було одер-

жано наступний розклад  дробового броунівського руху  з пара-

метром Хюрста : 

, 

де  – незалежні послідовності незалежних гауссових випадкових величин 

таких, що ; ,  

, ;  – функція 

Бесселя першого роду порядку ;  – зростаюча послідовність додатних 

нулів функції Бесселя ;  – зростаюча послідовність додатних нулів 

функції Бесселя . 

 Нехай, далі  – незалежні  послідовності незалежних випадкових 

величин таких, що  

, , 

, , , . 
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 Випадковий процес 

  (5.21) 

має нульове середнє значення та коваріаційну функцію 

. 

Доведемо, що цей випадковий процес є випадковим процесом класу .  

 Покажемо, що для довільного  перший ряд в правій частині 

рівності (5.21) збігається в просторі . Нехай . Із нерівності 

Гельдера для  отримаємо: 

. 

Так як для довільного  ряд  збіжний [77], а , то ряд 

 збіжний для . Далі, розглянемо нерівність 

. 

Так як для послідовності випадкових величин  виконується рівність 

, то  

. 
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Оскільки, при  нулі  функції Бесселя  такі, що  [лема 

4.1, 77], то із асимптотичного співвідношення для функцій Бесселя  першого 

роду порядку   

 

[116, с. 200], випливає, що . Тоді  

. 

При  знайдеться таке , що . Враховуючи, що для 

довільного  ряд , одержимо збіжність ряду 

. Отже, , і тому, ряд 

 збігається в просторі . Аналогічно, доводиться збіжність 

ряду  в . 

 Доведемо, що випадковий процесс  є випадковим процесом 

класу . Нехай , де . Для 

довільних відрізків  без спільних внутрішніх точок покладемо  

, де , , де    uv nnn   , . 

 Покажемо, що виконується умова 

n nx 1, vJv nx

vJ

v

      x
x

xJxJ vv ,
2

~2
1

2



   n
x

xJ
n

nH ,
2

~2
1



  244

2

44

22

4
1

44

1

44
~

1






H

n
H

n

n

nH
H

n xx

x

xJx 











 1,

2

1
H

4

1
 1244  H

0p 





1
1

1

n
p

nx

 


 


1
4
1

44

1

n nH
H

n xJx 

 

















MN
x

tx
E n

M

Nn n

n ,,0
sin

4



 
n

n n

n

x

tx




1

sin
 4L

 
n

n n

n

y

ty








1

cos1
 4L

 
n

n n

n

x

tx




1

sin

K      1,0,
1






tttX
n

nn   
 

1,
sin

 n
x

tx
t

n

n
n

]1,0[],[],,[ vuts





N

n

nnNX
1

,1     st nnn   



N

n

nnNX
1

,2  1n



 

170 

 

 

.  (5.22) 

Оскільки , де , тоді з умови 

 маємо 

 

 

. 

Нехай  в просторі , де . Після переходу до границі 

при  в співвідношенні (5.22) одержимо 

. 

Таким чином, випадковий процес  є процесом класу 

.  

 Аналогічно, випадковий процес  є проце-

сом класу . Тоді, випадковий процес  є процесом 

класу . Дійсно, для  та , 

, внаслідок леми 2.2, випадковий вектор  

належить сім’ї . 

 Отже, випадковий процес  є випадковим процесом класу .  
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 Зауваження 5.2. Якщо для зазначених на початку прикладу  – 

незалежних послідовностей незалежних випадкових величин 

, , то випадковий процес  є випадковим 

процесом класу  

 За спостереженнями випадкового процесу  класу  з 

нульовим середнім значенням та коваріаційною функцією (5.20) у точках 

 

 де  при , потрібно побудувати консистентну оцінку 

параметра   Припустимо, що для довільного  ряд  – збіжний. 

 Означення 5.1. Випадковий процес  класу  називається 

процесом класу  якщо для довільних , випадковий  

вектор , де ,  

, належить сім’ї   

 Надалі припускаємо, що випадковий процес  належить 

класу . 

 Введемо такі позначення:  

,  

, . 

Розглянемо наступні послідовності бакстерівських сум: 
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. 

 Лема 5.5. Нехай  – випадковий процесс класу  з нульо-

вим середнім значенням, коваріаційною функцією (5.9). Тоді для  

справедлива наступна нерівність: 

 

де . 

 Доведення. З властивостей дисперсії випадкових величин маємо: 

 

; 

та . 

 Із леми 2.4 випливає, що для випадкового процесу  класу 

 випадкові вектори  із означення 2.1 задовольняють таку 

нерівність: 

.  (5.23) 

Внаслідок цієї нерівності отримаємо: 
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. 

Далі, обчислимо, 

 

.  (5.24) 

Покладемо  та позначимо 

.  (5.25) 

Тоді, оскільки при  маємо  та , , 

із співвідношень (5.24)-(5.25) випливає  

 

. 

 Так як,  є приростом другого порядку функції , 

 на відрізку , тоді з формули для приросту -го порядку 

функції  при  [55, с. 244] одержимо, що  

, де . 

 Оскільки, , то при  отримаємо 
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З останньої нерівності випливає, що 
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. 

та для  і  маємо 

. (5.26) 

 Для  одержимо , де  – дзета-функція 

Рімана. При  маємо , а при : 

. Отже, з нерівності (5.26) для всіх  

випливає твердження леми. □ 

 Теорема 5.6. Нехай  – випадковий процес класу  з 

нульовим середнім значенням, коваріаційною функцією (5.20). Тоді  з 

ймовірністю одиниця при . 

 Доведення. Обчислимо спочатку математичне сподівання : 

 

.  (5.27) 

 З леми 5.5 та припущення про збіжність ряду  для будь-якого 

 випливає, що для довільного  ряд  збіжний. Тоді 
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 з ймовірністю одиниця при  [41, с. 24]. Враховуючи 

співвідношення (5.26), отримаємо твердження теореми. □ 

 Лема 5.6. Нехай  – випадковий процес класу   з нульо-

вим середнім значенням, коваріаційною функцією (5.9). Тоді виконується 

нерівність: 

, 

де . 

 Доведення. Обчислимо дисперсію випадкової величини : 

 

. 

Як і у доведенні леми 5.5, з нерівності (5.23) одержимо, що  

. 

Далі, 

 

 

.  (5.28) 
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При  з попередньої рівності одержимо, що . 

Далі, у співвідношенні (5.28) введемо заміну  та покладемо 

. 

Тоді з попередньої рівності отримаємо 

 

 

. 

При  з виразу для  одержимо  

. 

Далі, для дисперсії послідовності бакстерівських сум  маємо: 

 

. 

Оскільки , то  

,  (5.29) 
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де  

 

 Так як,  – приріст четвертого порядку функції 

 на відрізку , то з формули для приросту -

го порядку функції  при  [55, с. 244] одержимо, що 

, . 

Покладемо 

 

та при  маємо 

. 

З останньої нерівності та нерівності (5.29) випливає наступна оцінка для 

дисперсії 

. 

Для  маємо , де  – дзета-функція 

Рімана. Тоді 
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де  
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 Остаточно, для випадкової величини  одержимо 

, де . 

□ 

 Теорема 5.7. Нехай  – випадковий процес класу  з 

нульовим середнім значенням, коваріаційною функцією (5.20). Тоді 

 з ймовірністю одиниця при . 

 Доведення. Знайдемо математичне сподівання випадкової величини : 

 

 

 

. (5.30) 

 З леми 5.6 та збіжності ряду  випливає, що для довільного 

 ряд  збігається. Тому  з ймовірністю оди-

ниця при  [41, с. 24]. Враховуючи рівність (5.30), отримаємо твердження 

теореми. □ 

 Із теорем 5.6 та 5.7 випливає наступний наслідок. 

 Наслідок 5.1. Нехай виконуються умови теорем 5.6 та 5.7. Тоді з 

ймовірністю одиниця  

   2122
, n

H
nin SaS 



 

 

n
n

H a
S






2

1,0

Varsup


9016

3
19

44


 









  ]1,0[, ttH
 2
1K

  12 222   H
nS


n

 2
nS


     








































 


1

0

2

12
1

0

22
,

122 1nn a

k n

H
H

n

a

k

nk
H

nn
a

k
EaaSE 










 







 















































 


n

H

n

H

n

H

n

H
a

k

a

k

a

k

a

k 5.01
4

5.0
4

22


























 















 


n

H

n

H

n

H

n

H
a

k

a

k

a

k

a

k


1
2

5.0
4

12
1

2

1
4 22

2

2

12 






















  H

H
n

H

n

n
H

n
aa

aa








1

1

n

na

 1,0H  


1

2Var
n

nS
     022  nn SES



n



 

179 

 

  (5.31) 

при . 

 Розглянемо функцію 

. (5.32) 

Функція  неперервна і спадна на  така, що . Нехай 

,  – функція, обернена до функції (5.32). 

 Теорема 5.8. Нехай виконуються умови теореми 5.7. Тоді статистика  

, де , 

є сильно консистентною оцінкою параметра . 

 Доведення. Оскільки функція  обернена до функції (5.32) і 

неперервна, то із збіжності (5.31) випливає, що  з ймовірністю одиниця 

при . □ 

 Перейдемо до побудови довірчих інтервалів. 

 Лема 5.7. Нехай ,  – набори 

випадкових величин з скінченними моментами 4-го порядку такі, що 

 

. 

Тоді для довільного  має місце нерівність: 

, 

де . 

 Доведення. Розглянемо наступну ймовірність: 
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. 

Зауважимо, що 

 

, 

а 

 

. 

Оцінимо зверху ймовірність  за допомогою нерівності Чебишова: 

. 

Аналогічно оцінюється зверху ймовірність . □ 

 За допомогою леми 5.7 побудуємо довірчий інтервал для параметра 

. Нехай  – заданий рівень довіри. Додатне 

число  визначимо так, щоб виконувалась нерівність: 

, де . 

Для цього покладемо , де 

поки що  не визначено. Для математичних сподівань випадкових величин 

 з рівностей (5.27), (5.29) та теореми 5.8 маємо: 

, 

   








 221221

2

1 SSSPSSSP
S

S
P 

     00 21221  QPQPSSSP 

       
2
0

2
0121 11 EXaEYaESESEQ nn

  2
01 EYan  

        2
0

2
0212 11 EYaEXaESESEQ nn 

  2
01 EYan  

 01 QP

     
 21

1
1111111

Var 
0

EQ

Q
EQEQQPEQEQQPQP 

 02 QP

 1,0,12 22   HH  1,0,1  pp

 pn

   ppP nn  1
  

  1,
1

2

 n
S

S

n

n
n 





             12
2

21
1 , nnnnnn SpSQSSpQ


 

 pn

21,QQ

          
 

 
 p

SE

SE
pSESESEpEQ n

n

n
nnnnn  















1

2
121

1 






 

181 

 

. 

 Для дисперсій випадкових величин  за допомогою нерівності 

 одержимо наступні оцінки зверху: 

, 

. 

Будемо підбирати  так, щоб виконувались наступні нерівності: 

, 

. (5.33) 

Для  покладемо 

 (5.34) 

де  – дзета-функція Рімана, а також 

, .  (5.35) 

 З лем 5.6 та 5.7 випливає, що . 

 При ,  нерівність (5.34) є наслідком нерівності: 
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. 

Розв’яжемо цю нерівність відносно  за умови , що 

справджується для достатньо великих : 

, 

, 

, 

за умови, що нерівність  справджується для дос-

татньо великих n,  та  – визначено формулами (5.34) та (5.35) відповідно. 

Отже, справедлива наступна теорема. 

 Теорема 5.9. Нехай  – випадковий процес класу  з 

нульовим середнім значенням, коваріаційною функцією (5.20), а також 

, де  – фіксоване, ,  – рівень 

довіри,  обчислюється за формулою (5.34). Тоді виконується нерівність: 

, 

де  
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, , , 

 визначено рівністю (5.35), , . 
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РОЗДІЛ 6. ОЦІНЮВАННЯ ПАРАМЕТРІВ 

ВИПАДКОВИХ ФУНКЦІЙ 

 

У даному розділі за допомогою бакстерівських статистик отримана 

консистентна оцінка векторного параметра гауссового випадкового поля 

певного класу. Побудовані довірчі еліпсоїди. У підрозділі 6.2 метод 

бакстерівських сум застосовується для оцінювання векторного  параметра 

коваріаційної функції дробового анізотропного вінерівського поля. Побудовані 

неасимптотичні довірчі області для цього параметра.  

 

 

6.1. Оцінювання параметрів гауссових випадкових полів  

 

6.1.1. Координатні квадратичні варіації гауссового випадкового поля 

 

Нехай  – гауссове однорідне випадкове 

поле з нульовим математичним сподіванням і коваріаційною функцією 

. Для рівномірного розбиття  

 

з кроком  відрізка  j-ї координатної осі, , розглянемо прирости 

, 

де  – вектор, який лежить на j-ій координатній осі, 

, , . Розглянемо суму квадратів приростів 

  m
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, , . (6.1) 

Нехай коваріаційна функція  гауссового однорідного випад-

кового поля  неперервна  на одиничному m- вибірному кубі , двічі 

неперервно диференційована за j-ю змінною при , причому частинні 

похідні другого порядку за j-ю змінною обмежені сталою M, . З 

формули Тейлора та критерію Коші існування границі функції в точці випливає 

існування односторонніх границь 

, .  (6.2) 

Покладемо 

,  .  (6.3) 

 Зауважимо, що  – гауссвоий стаціонарний 

випадковий процес. З наслідку 1.8 випливає наступне твердження. 

 Теорема 6.1. Нехай  – гауссове однорідне випадкове поле з 

нульовим математичним сподіванням, коваріаційною функцією  і 

виконуються наступні умови 

 1) коваріаційна функція двічі неперервно диференційовна за змінною  

при , причому , ; 

 2)  при . 

 Тоді для довільного ,  

  (6.4) 
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у середньому квадратичному при , де сталі  визначені 

співвідношеннями (6.2), (6.3). 

 Зауваження 6.1. Якщо ряд із загальним членом  збіжний, то збіжність 

у (6.4) має місце майже напевне. Це випливає із співвідношення 

 та леми Бореля-Кантеллі. 

 Нехай коваріаційна функція  гауссового однорідного випад-

кового поля  з нульовим середнім задовольняє умови теореми 6.1. 

Тоді, для довільного , виконується нерівність  

, 

де , . 

  Далі, нехай гауссове однорідне випадкове поле  

спостерігається в точках вигляду , , координатних осей оди-

ничного m- вимірного куба  застосуємо теорему 1 при .  

 Розглянемо статистику 

,  (6.5) 

де випадкові величини , , визначені рівністю (6.1). Якщо 

коваріаційна функція  гауссового однорідного випадкового поля 

задовольняє умови теореми 6.1, то , , і тому на підставі цієї 

теореми  у середньому квадратичному при . Отже,  – 

консистентна у середньому квадратичному оцінка параметра . 
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 Лема 6.1. Нехай коваріаційна функція  гауссового однорідного 

випадкового поля  задовольняє умови теореми 6.1. Тоді для 

довільного , виконуються нерівності 

,  (6.6) 

. (6.7) 

 Доведення. Позначимо вектор  

. 

Тоді, використовуючи рівність (6.5), маємо 

 

. 

Застосуємо формулу Ісерліса (1.44) для , 

, тоді: 

 

. 

Отриману суму розіб’ємо на дві суми  та . До першої суми  ввійдуть 

доданки, для яких , а до суми  – всі останні доданки. Число доданків 

першої суми  не перевищує  і тому з рівності (6.6) маємо 
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. 

Далі 

 

. 

З нерівностей для  та  випливає оцінка (6.7). □ 

 

 6.1.2. Оцінювання параметра гауссового однорідного випадкового 

поля. Довірчі еліпсоїди  

 

 Оцінка розподілу квадратичної форми від гауссових випадкових 

величин. У роботі [97] наведено наступне означення квадратично гауссового 

випадкового вектора. 

 Означення 6.1. [97] Випадковий вектор  називається 

квадратично гауссовим, якщо його компоненти , можна подати у 

вигляді 

,  (6.8) 

де  – -вимірний гауссовий випадковий вектор,  – симетрична матриця 

розміру , або компоненти вектора  є границями у середньому квад-

ратичному випадкових величин вигляду (6.8). 

 Відмітимо, що статистика  є квадратично гауссовим m-вимірним 

вектором.  
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 Лема 6.2 [97]. Нехай  – квадратично гауссовий вектор, 

 – симетрична додатно визначена матриця розміру , . Тоді 

для довільного  виконується нерівність 

, 

де  

. 

 Нехай  – деяка додатна стала,  – параметр, 

який входить до коваріаційної функції  гауссового однорідного 

випадкового поля . Оцінка  – конси-

стентна у середньому квадратичному оцінка параметра . Покладемо 

. Випадковий вектор  – квадратично гауссовий. Нехай, далі,  

– симетрична додатно визначена матриця розміру , . На 

підставі леми 6.2 при  виконується нерівність . 

 Покладемо . Ця функція є нормою у просторі . 

Символом  позначимо замкнену кулю радіуса  з центром у точці 

 у нормованому просторі .  

 Теорема 6.2. Нехай  – гауссове однорідне випадкове поле з 

нульовим середнім, яке задовольняє умови теореми 1. Тоді статистика  є 

консистентною оцінкою параметра  і для рівня довіри  виконується 

нерівність 

, 

де 
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, 

  – корінь рівняння , . 

 Доведення. З леми 6.2 випливає, що для довільного  виконується 

нерівність  

 

 

. (6.9) 

 Для оцінки величини  та  застосуємо лему 6.1 та нерівність 

, де  – евклідова норма вектора  у просторі : 

,  (6.10) 

.  (6.11) 

З ланцюжка нерівностей (6.9) та оцінок (6.10)-(6.11), випливає твердження 

теореми. □ 

 Зауважимо, що . 

 Нехай  – одинична матриця розміру . У цьому випадку 

 – звичайна евклідова норма в ,  

, . 
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 З теореми 6.2 випливає така теорема. 

 Теорема 6.3. Нехай  – гауссове однорідне випадкове поле з 

нульовим середнім, яке задовольняє умови теореми 6.1. Тоді статистика  – 

консистентна у середньому квадратичному оцінка параметра  і для рівня 

довіри  виконується нерівність 

, 

де 

, 

 – корінь рівняння ,  – куля у просторі  з евклідовою нор-

мою. 

 Зауважимо, що . 

 Теорема 6.4. Нехай виконуються умови теореми 6.3. Тоді для довільного 

 існує випадковий номер  майже напевно такий, що з 

ймовірністю одиниця при  

, 

де  

. 

 Доведення. Дійсно, 

, 

де . Оскільки числовий ряд із загальним членом  

збіжний, то твердження теореми випливає з леми Бореля-Кантеллі.□ 

 mttX R),( 

n



p1

   prBP nn  1,

n

mM

n

M

n

M
K

n

x
mr

p

n 

































2/1
222/1

2
6

px pxW )(  ,B mR








 nKmnxr pn ,/6~
2/1

0    00 nn

 0nn 

  




  nB nn ln2,

2/1


n

mM

n

M

n

M
Kmn 

























2/1
22

2
6

  )(ln2,
2/1

nnn xWnBP 













  

  nxn
22/1

ln2   nxW



 

192 

 

 

 Приклад 6.1. Нехай  – гауссове однорідне випадкове поле з 

нульовим математичним сподіванням, коваріаційною функцією 

, , 

де параметр . Це випадкове поле задовольняє умови 

теореми 6.3, де   . На підставі теореми 6.3 для рівня 

довіри  маємо 

, 

де  

. 

 

 

6.2. Бакстерівська оцінка параметра дробового 

анізотропного вінерівського поля  

 

6.2.1. Сильна консистентність оцінки 

 

Означення 6.2. [91] Дробовим анізотропним вінерівським полем з m- 

вимірним параметром , де , називається 

гауссове випадкове поле  з нульовим середнім значенням та 

коваріаційною функцією:  

 , 

де . 
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Нехай  – дробове анізотропне вінерівське поле з багато-

вимірним параметром , яке спостерігається на ребрах  

 

одиничного m-вимірного паралелепіпеда в точках 

, де ; , . Вели-

чини  вважаються відомими і належать інтервалу . Припу-

стимо, що для довільного  ряд  – збіжний.  

Позначимо через  звуження випадкового поля 

 на ребро . Цей випадковий процес має наступну коваріаційну 

функцію: 

. 

Таким чином,  є дробовим броунівським рухом з параметром Хюрста 

. 

Введемо наступне позначення: 

. 

Розглянемо послідовності бакстерівських сум для : 

. 

Теорема 6.5. Нехай  – звуження на ребро  одини-

чного m-вимірного паралелепіпеда дробового анізотропного вінерівського поля 
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 з m-вимірним параметром , 

. Тоді статистика  

 

є сильно консистентною оцінкою параметра . 

Доведення. Обчислимо : 

 

 

 

. (6.12) 

З останньої рівності випливає, що . 

Для знаходження оцінки  використаємо наступну лему. 

Лема 6.3. Нехай  – звуження на ребро  одинич-

ного m-вимірного паралелепіпеда дробового анізотропного вінерівського поля 

 з m-вимірним параметром . Тоді 

при  справедлива наступна нерівність: 

 mttB ]1,0[:)()(   
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де , . 

Доведення. Для обчислення дисперсії послідовності бакстерівських сум 

 застосуємо формулу Ісерліса (2.2) для знаходження математичного 

сподівання добутку випадкових величин, які мають сумісний гауссовий роз-

поділ з нульовим середнім значенням. Тоді  

 

 

 

 

. (6.13) 

Знайдемо спочатку  при : 
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.  (6.14) 

Далі, зробимо заміну  та покладемо  

. (6.15) 

Звідси із співвідношень (6.12)-(6.15) при  отримаємо 
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. 

Так як для  маємо, що  при , то 

. 

Оскільки,  – приріст другого порядку функції , 

 на відрізку , то з формули для приросту -го по-

рядку функції  при  [55, с. 244] одержимо, що 

, де .  

Враховуючи, що , отримаємо при 

 

. 

Тоді  

. 

Звідси для послідовності бакстерівських сум , 

 маємо 

 

та для  

. (6.16) 
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Для  одержимо , де  – дзета-функція 

Рімана. При  маємо , а при : 

, . 

Отже, для всіх  із нерівності (6.16) отримаємо 

,  (6.17) 

де 

 (6.18) 

З нерівностей (6.17)-(6.18) отримаємо твердження леми. □ 

З припущення про збіжність ряду  для будь-якого  випливає, 

що для довільних  ряд , , а тому із [41, с. 24] 

випливає збіжність  з ймовірністю одиниця. 

Звідси отримаємо: 

, 

, 
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з ймовірністю одиниця при . 

 Отже, статистика 

  (6.19) 

є сильно консистентною оцінкою параметра . □ 

Наслідок 6.1. Нехай виконуються умови теореми 6.5. Тоді статистика 

 є сильно консистентною оцінкою параметра 

. 

Доведення. Наслідок випливає безпосередньо з теореми 6.5.□ 

 

6.2.2. Неасимптотичні довірчі області  

 

Теорема 6.6. Нехай  – звуження на ребро  одини-

чного m-вимірного паралелепіпеда дробового анізотропного вінерівського поля 

 з m-вимірним параметром . Тоді 

при  виконується нерівність: 

, 

де  

 за умови, що , 
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,  

 визначено виразом (6.18),  – (6.19), , . 

Доведення. Нехай  – заданий рівень довіри. Знайдемо числа 

 такі, що інтервал  буде 

довірчим інтервалом для параметра  з рівнем довіри .  

Розглянемо спочатку нерівність  

 

Тоді з вигляду статистики (6.19), виразу (6.12) та 

 маємо 

 

 

 

 

. 

Зауважимо, що для будь-якого  вираз  при . Тоді 

з нерівності Чебишова та нерівностей (6.16)-(6.17) випливає, що 
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Далі, для  визначимо  так, щоб 

. 

Розв’яжемо останню нерівність відносно : 

; 

.  (6.20) 

Тепер розглянемо нерівність . Аналогічно до попередніх 

міркувань, отримаємо: 

 

 

 

 

. 

Зауважимо, що для будь-якого  вираз  при 

. З нерівності Чебишова та нерівностей (6.16)-(6.17) одержимо 
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. 

Розв’яжемо останню нерівність відносно  за умови, що 

: 

; 

.  (6.21) 

Нерівність  виконується для достатньо великих , оскі-

льки  при  внаслідок співвідношення (6.18). □ 

Наслідок 6.2. Нехай виконуються умови теореми 6.2. Тоді має місце не-

рівність: 

. 

Доведення. Розглянемо випадкові події 

, 

де   визначено в (6.19),  та  – в (6.20) та (6.21) відповідно. 

Внаслідок теореми 6.6 одержимо, що  

,  

де . □ 
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Означення 6.3. [79] Нехай  – деяка обмежена підмножина і для 

  – мінімальна кількість множин з діаметром, що не перевищує , 

які покривають . Кубічною розмірністю множини  називається границя  

, 

якщо вона існує та скінченна. 

Для функції  її графік позначимо через , тобто 

. 

Теорема 6.7. [91] Нехай  – дробове анізотропне віне-

рівське поле з параметром , , , 

,  – одиничний куб. Тоді  

 

де  – графік функції . 

Позначимо через  кубічну розмірність графіка реалізації дро-

бового анізотропного вінерівського поля . 

Якщо покладемо, що  

, 

де  визначено в (6.19), то з теореми 6.7 одержимо, що  

 

з ймовірністю одиниця при . Тоді з теореми 6.6 та наслідку 6.2 випливає 

сильна консистентність оцінки  кубічної розмірності графіка реалізації 

випадкового поля . 

Лема 6.4. Нехай  та  – набори дійсних чисел. Тоді 

справедлива наступна нерівність: 
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. (6.22) 

Доведення. Для доведення леми використаємо метод математичної інду-

кції. Перевіримо справедливість нерівності (6.22) для . Якщо 

 та , то твердження леми очевидне. Нехай 

тепер  (випадок  

розглядається аналогічно). Якщо , то . Якщо 

, то . Отже, нерівність (6.22) при  виконується.  

Припустимо, що для довільних наборів  та  дійс-

них чисел нерівність (6.22) справедлива при . Доведемо, що тоді 

нерівність буде виконуватись і для  та : 

 

 

 

. 

Отже, нерівність (6.22) справедлива для будь-якого . □ 

Теорема 6.8. Нехай  – звуження на ребро  одинич-

ного m-вимірного паралелепіпеда дробового анізотропного вінерівського поля 

 з m-вимірним параметром . 

Тоді інтервал 

, 

де , , ,  визначено співвідно-

шеннями (6.20) та (6.21) відповідно для рівня довіри , є довірчим 
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інтервалом для кубічної розмірності  графіка реалізації  з 

рівнем довіри . 

Доведення. Доведемо, що для додатного числа  справджується нерів-

ність: 

.  (6.23) 

Ця нерівність еквівалентна нерівності . Тоді врахо-

вуючи, що , , одержимо 

 

. 

Далі, з леми 6.4 випливає наступна нерівність: 

. 

Отже, з останньої нерівності та умови теореми 6.8 маємо 

 

. 

Звідси випливає, що виконується нерівність (6.23). □ 

Приклад 6.2. Нехай  – дробове анізотропне вінерівське поле 

з параметром , яке спостерігається в точках 
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Розглянемо послідовність бакстерівських сум для : 

. 

За теоремою 6.5 одержимо, що  

 

з ймовірністю одиниця при .  

Тоді при ,  та  з теореми 6.6 та 

співвідношень (6.18)-(6.21) отримаємо: 

, 

звідки 

, 

, . 

Отже, має місце наступна нерівність: 
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Знайдемо тепер довірчий інтервал для кубічної розмірності  графіка реа-

лізації дробового анізотропного вінерівського поля  з пара-

метром  для рівня довіри .  

З проведених вище обчислень для та теореми 6.8 при , 

 отримаємо, що  

, 

. 

Отже, має місце наступна нерівність: 

, 

де , . 

 

d

    21,0, ttB 

  2,1,7.0,,0,, 21 




  iiii   1,021  p

   prpl ii , 2m

05.0p

         045.0025.0,045.0max,max  prplpa iii

    045.0045.0maxmax
2121


 i

i
i

papa

   9.0045.0,045.0  nn dddP


i
i

i
i

md 
2121

min3min1


  i
n

i
nn md 

21

min min31







 

208 

 

 

РОЗДІЛ 7. БАКСТЕРІВСЬКІ ОЦІНКИ ПАРАМЕТРА 

ХЮРСТА У МОДЕЛІ З ПОХИБКАМИ 

 

У цьому розділі бакстерівські статистики застосовуються  до 

інтервального оцінювання параметра Хюрста  дробового броунівського руху 

за спостереженнями з похибками цього випадкового процесу на дискретній 

підмножині одиничного інтервалу. 

  

Припустимо, що спостерігаються значення величин , 

які відрізняється від справжніх значень дробового броунівського руху  

 в точках , на величину похибки вимірювання 

, яка не залежить від значень дробового броунівського руху 

, причому 

 (7.1) 

Припустимо, що  – незалежні в сукупності однаково розподілені 

гауссові випадкові величини такі, що , де  . Також, 

припустимо, що параметр Хюрста  такий, що , де величина  – 

відома. 

Введемо наступні позначення: 
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Розглянемо послідовності бакстерівських сум: 

. 

Із леми 5.2 для дробового броунівського руху  при  та 

для всіх , , , має місце збіжність у середньому 

квадратичному 

. 

 Лема 7.1. Нехай  – дробовий броунівський рух, 

 та має місце рівність (7.1). Тоді виконується нерівність: 

, (7.2) 

де 

 

 (7.3) 

 – дзета-функція Рімана. 

Доведення. Обчислимо математичне сподівання та дисперсію випадкової 

величини , . Оскільки, дробовий броунівський рух  із 

моделі (7.1) є випадковим процесом із нульовим середнім значенням та 
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однорідними приростами, то для математичного сподівання величини  

маємо: 

 

 

. 

Із стохастичної незалежності  та величин 

 із попередньої рівності випливає, що 

 

. 

Далі, перейдемо до обчислення дисперсії випадкової величини . Із 

використанням формули Ісерліса (1.44) та властивостей дисперсії, отримаємо: 

 

 

 

,  (7.4) 
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Тоді одержимо: 

 

 

. (7.5) 

 З стохастичної незалежності випадкових величин  та , 

 отримаємо, що 

 

. 

Далі, із формули (7.5) маємо 

 

.  (7.6) 

Тоді з отриманої рівності одержимо: 

, 

де  

, . 

Обчислимо математичне сподівання добутку величин  та , 

які є стохастично незалежними: 
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 (7.7) 

Таким чином, виходячи із співвідношень (7.5)-(7.7) та нерівності 

, , із рівності (7.4) ми отримаємо, що: 

 

 

 

 

. 

Позначимо  та покладемо: 

. 

Тоді з попередньої нерівності одержимо: 
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Оскільки  для , то з попередньої нерівності маємо 

. 

Так як, величина  є приростом другого порядку функції 

,  на відрізку , то з формули для 

приросту n-го порядку функції  при  [55, с. 244] одержимо, що  

. 

Отже, має місце наступна нерівність 

. 

Зауважимо, що 

,  

Тому, з наведеного вище отримаємо для випадкової величини  справед-

лива наступна оцінка зверху: 

. 

  (7.8) 

Для  одержимо , де  – дзета-функція 

Рімана. При  маємо , а при : 
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Отже, із нерівності (7.8) для всіх  випливає  тверд-

ження леми. □ 

Нехай нерівність  виконується з великою 

ймовірністю. Це означає, що тоді нерівність  

 (7.9) 

буде виконуватись з малою ймовірністю . 

При зроблених припущеннях, з нерівності (7.9) отримаємо наступну 

подвійну нерівність: 

. 

Звідси, розв'язавши цю нерівність відносно невідомого параметра , 

отримаємо оцінку для нього: 

.  (7.10) 

Знайдемо оцінку для величини . Для цього, використовуючи нерівність 

Чебишова, з нерівності (7.10) отримаємо нерівність: 

.  (7.11) 

Далі, застосуємо отриману в лемі 7.1 оцінку зверху для випадкової ве-

личини . Тоді із співвідношень (7.2), (7.3) та нерівності (7.11) маємо 

. 

Тому має місце нерівність: 
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  (7.12) 

Отже, при відповідних значеннях величин  та , а також при опти-

мальному числі спостережень n за допомогою нерівності (7.12) знайдено оцінку 

для величини . Тому справедлива наступна теорема. 

Теорема 7.1. Нехай . Тоді інтервал 

 є довірчим інтервалом для параметра Хюрста  з рівнем 

довіри , де  

, , 

 визначено нерівністю (12),  визначено нерівністю (7.3). 

Приклад 7.1. Нехай  – дробовий броунівський рух з пара-

метром Хюрста . Розглянемо наведену модель спостере-

ження (7.2) з похибками вимірювання за значеннями .  

Аналогічно, при  з леми 7.1 та нерівності (7.12) отримаємо, що 

при  та оптимальному значенні числа спостережень  довжина 

довірчого інтервалу для параметра Хюрста  рівна . А при 

 з леми 7.1 та нерівності (7.12) отримаємо, що при  та 

оптимальному значенні числа спостережень  довжина довірчого 

інтервалу для параметра Хюрста  рівна . 
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