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Âñòóï

Öåé ìåòîäè÷íèé ïîñiáíèê ïðèñâÿ÷åíèé îäíîìó iç ìåòîäiâ ðîçâ'ÿ-
çàííÿ íàñòóïíî¨ âàæëèâî¨ ïðîáëåìè â òåîði¨ ïåðåäà÷i iíôîðìàöi¨:
äâiéêîâå êîäóâàííÿ i äåêîäóâàííÿ, ùî çàáåçïå÷ó¹ íàäiéíó ïåðåäà-
÷ó ïî êàíàëàì ç "øóìîì". Òèïîâà ñèòóàöiÿ òàêà: ïîòðiáíî ïåðåäàòè
ïîâiäîìëåííÿ, ÿêå ìîæå áóòè ðÿäêîì ñèìâîëiâ äåÿêîãî ñêií÷åííîãî
àëôàâiòó, íàïðèêëàä, {0, 1} àáî óêðà¨íñüêi ÷è ëàòèíñüêi áóêâè, àáî
àðàáñüêi ÷èñëà i ò. ï. Òàê ÷è iíàêøå, ïåðåäà÷à äàíèõ çâîäèòüñÿ äî
ïåðåäà÷i ïî äåÿêîìó êàíàëó çâ'ÿçêó çíàêiâ äåÿêîãî ñêií÷åííîãî àë-
ôàâiòó. Ïðàêòè÷íî çàâæäè öåé êàíàë çâ'ÿçêó íå iäåàëüíèé ÷åðåç ði-
çíîìàíiòíi ïðè÷èíè, íàïðèêëàä, ÷åðåç çáî¨, äî ÿêèõ ñõèëüíå ÷óòëèâå
i ñêëàäíå åëåêòðîííå îáëàäíàííÿ. Íàâiòü, ÿêùî éìîâiðíiñòü íåâiðíî¨
ïåðåäà÷i îäíîãî ñèìâîëó ¹ äîñèòü ìàëîþ, ñêàæiìî 10−6, òî ïðè ïåðå-
äà÷i äîâãèõ ðÿäêiâ éìîâiðíiñòü âiðíî ïîñëàòè íåîáõiäíó iíôîðìàöiþ
ìîæå âèÿâèòèñÿ íåäîïóñòèìî ìàëîþ.

Äâiéêîâi ñèìåòðè÷íi êàíàëè. Ïðè ìàòåìàòè÷íîìó àíàëiçi ñèñòåì
çâ'ÿçêó çâè÷íî êîðèñòóþòüñÿ ñïðîùåíèìè ìîäåëÿìè. Äëÿ äâiéêîâî-
ãî àëôàâiòó {0, 1} íàéïðîñòiøà äîñòàòíüî ðåàëiñòè÷íà ìîäåëü íà-
çèâà¹òüñÿ äâiéêîâèì ñèìåòðè÷íèì êàíàëîì. Âîíà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
íàéáiëüø ÷àñòî.

Íåõàé äâiéêîâi ñèãíàëè 0, 1 ïîñëiäîâíî ïåðåäàþòüñÿ ïî êàíàëó
çâ'ÿçêó íà ïðèéìà÷. Íà ðèñ. 1 çîáðàæåíà ñèòóàöiÿ, êîëè êîæíèé ñèì-
âîë ïðèéìà¹òüñÿ âiðíî ç éìîâiðíiñòþ p i ïîìèëêîâî ç éìîâiðíiñòþ
q = 1 − p (íàñïðàâäi îäè-
íèöi ïåðåòâîðþþòüñÿ ó íó-
ëi ÷àñòiøå íiæ íóëi � â îäè-
íèöþ). Áiëüøå òîãî ïðèïó-
ñêà¹òüñÿ, ùî ïîìèëêè ïðè
ïåðåäà÷i ïîñëiäîâíèõ ñèì-
âîëiâ âiäáóâàþòüñÿ íåçàëå-
æíî ó ðîçóìiííi íàñòóïíîãî
îçíà÷åííÿ.
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Ñèãíàëè, ùî
ïåðåäàþòüñÿ

Ïðèéíÿòi
ñèãíàëè

Ðèñ. 1

Îçíà÷åííÿ. Íåõàé E1, E2, E3, . . . � äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü âèïðîáó-
âàíü, i íåõàé T � äåÿêà ïîäiÿ, ÿêà ìîæå âiäáóòèñÿ ïðè âèïðîáóâàííi
Ei (i ∈ N). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç pi éìîâiðíiñòü ïîäi¨ T , à ÷åðåç qi = 1−pi
éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âîíà íå âiäáóäåòüñÿ. Òîäi âèïðîáóâàííÿ íàçèâà-
¹òüñÿ íåçàëåæíèìè ïî âiäíîøåííþ äî ïîäi¨ T , ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ
ïiäìíîæèí I òà J âèïðîáóâàíü, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, éìîâiðíiñòü
òîãî, ùî ïðè Ei ∈ I ïîäiÿ T âiäáóäåòüñÿ, à ïðè Ej ∈ J íå âiäáóäåòüñÿ,
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äîðiâíþ¹
∏

Ei∈I

pi
∏

Ej∈J

qj .

Ïðèêëàä 1. Íåõàé éìîâiðíiñòü ïîìèëêè ïðè ïåðåäà÷i îäíîãî
äâiéêîâîãî ñèìâîëó 0 àáî 1 (îäíîãî áiòà iíôîðìàöi¨) äîðiâíþ¹ q =
= 1% = 0, 01 i, ùî ìè õî÷åìî áóòè âïåâíåíi â àáñîëþòíié òî÷íîñòi
ïåðåäà÷i ïîñëiäîâíîñòåé iç 1000 ñèìâîëiâ. Òîäi ïðè ïðÿìié ïåðåäà÷i
ïîñëiäîâíîñòi ñèìâîëà çà ñèìâîëîì âîíà áóäå âiðíî ïðèéíÿòà ç äóæå
ìàëîþ éìîâiðíiñòþ:

P0 = (1− 0, 01)1000 ≈ 10−4 · 0, 4 < 0, 004%.

Öåé ÷èñëîâèé ðåçóëüòàò ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì êëàñè÷íî¨ ôîð-
ìóëè Áåðíóëëi äëÿ íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàíü (äèâ., íàïðèêëàä, [5]).
Ïîçíà÷èìî

Ck
n =

n!

k!(n− k)!
=

(n− k + 1) · · · (n− 1)n

1 · 2 · 3 · · · k
.

Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Íåõàé ïî äâiéêîâîìó ñèìåòðè÷íîìó êàíàëó ïåðå-
äà¹òüñÿ n-áiòîâà ïîñëiäîâíiñòü. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âîíà áóäå
ïðèéíÿòà ç ðiâíî k ïîìèëêàìè, äîðiâíþ¹

Pk = Ck
np

n−kqk.

Çàãàëüíà ñõåìà ïåðåäà÷i ÷èñëîâèõ äàíèõ çîáðàæåíà íà ðèñ. 2.
Ìà¹ìî iíôîðìàöiþ, ÿêà ïiäëÿãà¹ ïåðåäà÷i ïî êàíàëó, øóì ó êàíàëi,
ïðèéîì ñèãíàëó íà ôîíi øóìó, ïåðåêîäóâàííÿ îäåðæàíèõ ñèãíàëiâ ç
øóìîì ó äâiéêîâó ïîñëiäîâíiñòü, äåÿêi çíàêè ÿêî¨ ìîæóòü âèÿâèòèñÿ
ïîìèëêîâèìè ÷åðåç øóì.

Âiäïðàâíèê
Ïðèñòðié

êîäóâàííÿ
Êàíàë

Ïðèñòðié

äåêîäóâàííÿ
Îäåðæóâà÷........................................................................ ............... ...................................... ............... ...................................... ............... ................................................................. ...............
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ØóìØóì

Ïåðåêðó÷åííÿ
............

............
............

............
............

......................................

...........
...........
...........
...........
...........
......................
...............

Ðèñ. 2

Çàãàëüíà çàäà÷à, ÿêà ïîñòà¹ ïåðåä ïðîåêòóâàëüíèêîì òàêî¨ ñèñ-
òåìè çâ'ÿçêó, ïîëÿãà¹ ó íàñòóïíîìó. ×åðåç ôiçè÷íi îáìåæåííÿ, ÿêi
íàêëàäàþòüñÿ íà ñèñòåìó (ìàêñèìàëüíà ïîòóæíiñòü ïåðåäàâà÷à, çà-
òóõàííÿ ñèãíàëó ó êàíàëi çâ'ÿçêó i íåóñóâíèé øóì), ïðîåêòóâàëüíèê
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íå ìîæå íàäiÿòèñÿ íà òî÷íå âiäòâîðåííÿ ïðèéìà÷åì ïåðåäàíîãî ñè-
ãíàëó. ßêùî ïåðåêðó÷åííÿ âåëèêi, ïðèéìà÷ áóäå ðîáèòè ïîìèëêè.
Ïðîåêòóâàëüíèê ïîâèíåí àáî ñâiäîìî ïðèéíÿòè âèçíà÷åíó äîëþ ïî-
ìèëîê, àáî ïðèäóìàòè ñïîñiá çìåíøèòè ¨¨.

�1. Êîäóâàííÿ i äåêîäóâàííÿ

Â áàãàòüîõ ñèñòåìàõ, ÿêi îáðîáëÿþòü iíôîðìàöiþ, ïîäiáíèõ ñèñòåìàì
çâ'ÿçêó ç ñóïóòíèêàìè i âåëèêèõ îá÷èñëþâàëüíèõ ñèñòåì, çà ïîìèë-
êè äîâîäèòüñÿ ïëàòèòè äîðîãîþ öiíîþ. Òîìó âàæëèâî äîìîãòèñÿ,
ùîá âîíè òðàïëÿëèñÿ âêðàé ðiäêî. Çáiëüøåííÿ íàäiéíîñòi ïåðåäà÷i
iíôîðìàöi¨ äîñÿãà¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ñèñòåìàòè÷íèõ êîäiâ ðiçíèõ
òèïiâ.

Iäåÿ, ùî ïîêëàäåíà â îñíîâó êîæíîãî ç ñèñòåìàòè÷íèõ êîäiâ, ïî-
ëÿãà¹ ó íàñòóïíîìó. Ïîñëiäîâíîñòi ñèìâîëiâ, ÿêi ïiäëÿãàþòü ïåðåäà-
÷i, êîäóþòüñÿ áiëüø äîâãèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè òèõ æå ñèìâîëiâ çà
âèçíà÷åíîþ ñõåìîþ êîäóâàííÿ. Ïðèéìà÷ çäàòíèé ðîçïiçíàòè i/àáî
âèïðàâèòè ïîìèëêè, ùî âèêëèêàíi øóìîì, àíàëiçóþ÷è äîäàòêîâó ií-
ôîðìàöiþ, ÿêà ìiñòèòüñÿ â äîäàòêîâèõ ñèìâîëàõ. Öi ñèìâîëè íàçè-
âàþòü ùå ïåðåâiðî÷íèìè ñèìâîëàìè. Ïðèéíÿòà äîâãà ïîñëiäîâíiñòü
äåêîäó¹òüñÿ çà cõåìîþ äåêîäóâàííÿ ó ïî÷àòêîâî ïåðåäàíó, òîáòî â
ïîñëiäîâíiñòü äî ñòàäi¨ êîäóâàííÿ.

Îçíà÷åííÿ.Äâiéêîâèì (m,n)-êîäîì íàçèâà¹òüñÿ ïàðà, ÿêà ñêëà-
äà¹òüñÿ iç ñõåìè êîäóâàííÿ (âiäîáðàæåííÿ) E : 2m → 2n i ñõåìè
äåêîäóâàííÿ (âiäîáðàæåííÿ) D : 2n → 2m, äå 2k � ìíîæèíà âñiõ
äâiéêîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé äîâæèíè k.

Âiäîáðàæåííÿ E i D âèáèðàþòüñÿ òàêèì ÷èíîì, ùîá äîáóòîê âiä-
îáðàæåíü DTE, äå T : 2n → 2n � "âiäîáðàæåííÿ ïîìèëîê ç éìî-
âiðíiñòþ, ùî áëèçüêà äî îäèíèöi, áóâ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì. Òà-
êèì ÷èíîì, ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ñèñòåìè çâ'ÿçêó ìîæíà çîáðàçèòè
áëîê-ñõåìîþ (ðèñ. 3), äå E, D � äåòåðìiíîâàíi âiäîáðàæåííÿ.

Ïîâiäîìëåííÿ
Êîäîâàíå

ïîâiäîìëåííÿ
Êàíàë

Ïðèéíÿòå

ïîâiäîìëåííÿ

Äåêîäîâàíå

ïîâiäîìëåííÿ
......................................... ............ .............................. ............ .............................. ............ ............................................. ............

E DT

Ðèñ. 3
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Äâiéêîâi (m,n)-êîäè äiëÿòüñÿ íà äâà âåëèêèõ êëàñè. (m,n)-êîäè
ç âèïðàâëåííÿì ïîìèëîê ìàþòü çà ìåòó âiäíîâèòè ç éìîâiðíiñòþ,
ùî áëèçüêà äî îäèíèöi, ïîñëàíå ïîâiäîìëåííÿ. (m,n)-êîäè ç âèÿâëå-
ííÿì ïîìèëîê ìàþòü çà ìåòó âèÿâèòè ç éìîâiðíiñòþ, ùî áëèçüêà äî
îäèíèöi, íàÿâíiñòü ïîìèëîê. Äëÿ iëþñòðàöi¨ íàâåäåìî äâà ïðèêëàäè.

Ïðèêëàä 2. Ïðîñòèé (m,m+1)-êîä ç âèÿâëåííÿì ïîìèëîê ãðóí-
òó¹òüÿ íà ñõåìi ïåðåâiðêè ïàðíîñòi, ùî çàñòîñîâó¹òüñÿ äî ïîâiäîì-
ëåíü a = (a1, a2, . . . , am) = a1a2 . . . am ∈ 2m äîâiëüíî¨ ôiêñîâàíî¨
äîâæèíè m ∈ N. Ñõåìà êîäóâàííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì:

E : (a1, . . . , am) = a → b = (b1, . . . , bm+1) ∈ 2m+1,

äå
bi = ai ïðè i = 1, . . . ,m; (1)

bm+1 =


0, ÿêùî

m∑
i=1

ai ÷èñëî ïàðíå;

1, ÿêùî
m∑
i=1

ai ÷èñëî íåïàðíå.
(2)

Íàïðèêëàä, ó âèïàäêó m = 2 ñõåìà êîäóâàííÿ E âèãëÿäà¹ òàê:

E : 00 → 000, 01 → 011, 10 → 101, 11 → 110.

Iç âèçíà÷åííÿ (1) i (2) âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ïîâiäîìëåííÿ
a ∈ 2m êîäîâàíå ïîâiäîìëåííÿ b = E(a) ìiñòèòü ïàðíå ÷èñëî îäè-
íèöü.

Âiäïîâiäíà ñõåìà äåêîäóâàííÿ òàêà: ÿêùî äëÿ îäåðæàíîãî ïîâi-
äîìëåííÿ b = (b1, . . . , bm+1) ñóìà

∑m+1
i=1 bi � ÷èñëî ïàðíå, òî

D : (b1, . . . , bm, bm+1) = b → c = (b1, . . . , bm);

ÿêùî æ âêàçàíà ñóìà ¹ íåïàðíèì ÷èñëîì, òî ïðèéìà÷ âêàæå íà íà-
ÿâíiñòü ïîìèëêè. Çðîçóìiëî, ÿêùî ñóìà

∑m+1
i=1 bi ¹ ïàðíèì ÷èñëîì,

ìè íå ìîæåìî áóòè âïåâíåíi, ùî ïîìèëêà íå âiäáóëàñü. Àëå, ñêàæiìî,
ïðè m = 2 i ïðè éìîâiðíîñòi q ïîìèëêîâîãî ïðèéîìó îäíîãî ñèìâîëó
äîëÿ íåâiðíî ïðèéíÿòèõ ñèìâîëiâ áóäå ñêëàäàòè q3+3q2p+3qp2 (âiä-
ïîâiäíî òðè, äâi, îäíà ïîìèëêà). Òîìó äîëÿ ïîìèëêîâèõ ïîâiäîìëåíü,
ùî çàëèøàòüñÿ íåïîìi÷åíèìè, âiäíîñíî âñiõ ïîìèëêîâèõ ïîâiäîìëåíü
áóäå ñêëàäàòè

3q2p

q3 + 3q2p+ 3qp2
<

q

q + p
= q.
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Îòæå, éìîâiðíiñòü ïðîïóñêó ïîìèëêè áóäå ìåíøîþ çà q.

Òåïåð äîêëàäíiøå ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä êîäó ç âèïðàâëåííÿì ïî-
ìèëîê. Íàéïðîñòiøèé ïðèêëàä òàêîãî êîäóâàííÿ ïîëÿãà¹ ó ïîâòî-
ðåííi ñèãíàëó äîâiëüíå ôiêñîâàíå ÷èñëî ðàçiâ.

Ïðèêëàä 3. Ðîçãëÿíåìî äâiéêîâèé ñèìåòðè÷íèé êàíàë, îïèñà-
íèé ó âñòóïi, äëÿ ïåðåäà÷i ðÿäêiâ äâiéêîâî¨ iíôîðìàöi¨ òà íàñòóïíèé
(m, 3m)-êîä ç ïîòðiéíèì ïîâòîðåííÿì. Ëþáå ïîâiäîìëåííÿ ðîçáèâà-
¹òüñÿ íà áëîêè ïî m ïîñëiäîâíèõ ñèìâîëiâ ó êîæíîìó i êîæíèé áëîê
ïåðåäà¹òüñÿ òðè÷i: öå âèçíà÷à¹ ñõåìó êîäóâàííÿ E. Ñõåìà äåêîäó-
âàííÿ D æ òàêà. Îäåðæàíèé ðÿäîê ðîçáèâà¹òüñÿ íà áëîêè äîâæèíè
3m. ßêùî ÷åðãîâèé áëîê ñêëàäà¹òüñÿ iç òðüîõ îäíàêîâèõ ðÿäêiâ ñèì-
âîëiâ äîâæèíè m, òî öåé ðÿäîê ¹ ðåçóëüòàòîì éîãî äåêîäóâàííÿ. Ó
çàãàëüíîìó âèïàäêó ïî òðiéöi ñèìâîëiâ ci, ci+m, ci+2m â öüîìó áëîöi
âiäíîâëþ¹òüñÿ ñèìâîë, ùî ÷àñòiøå çà âñå (äâà àáî òðè ðàçè) çóñòði-
÷à¹òüñÿ ó öié òðiéöi, i ñòàâèòüñÿ íà i-ìiñöå ó äåêîäîâàíîìó áëîöi.

Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñèìâîë ó äàíié ïîçèöi¨ áóäå ïðèéíÿòèé âið-
íî òðè÷i, äîðiâíþ¹ p3. Éìîâiðíiñòü ïîìèëêè òiëüêè â ïåðøèé ðàç
äîðiâíþ¹ p2q, îòæå, éìîâiðíiñòü ðiâíî îäíî¨ ïîìèëêè äîðiâíþ¹ 3p2q.
Òîìó éìîâiðíiñòü âiðíîãî ïðèéîìó ñèìâîëó â äàíié ïîçèöi¨ äîðiâíþ¹
p3+3p2q, à éìîâiðíiñòü ïîìèëêîâîãî ïðèéîìó � 3pq2+q3. Ïðèïóñòè-
ìî, ùî q = 0, 1. Òîäi â êîæíié ïîçèöi¨ ñèìâîë áóäå ïðèéíÿòèé òðè÷i
âiðíî ç éìîâiðíiñòþ 0, 729 i äâi÷i âiðíî ç éìîâiðíiñòþ 0, 243. Âií áóäå
ïðèéíÿòèé äâi÷i íåâiðíî ç éìîâiðíiñòþ 0, 027 i òðè÷i íåâiðíî ç éìî-
âiðíiñòþ 0, 001. Òàêèì ÷èíîì, íàø êîä çìåíøó¹ éìîâiðíiñòü ïîìèëêè
íà îäèí ñèìâîë ç 10% äî 2, 8%.

Àíàëîãi÷íî ï'ÿòèêðàòíà ïåðåäà÷à i äåêîäóâàííÿ ïî ïðèíöèïó
"áiëüøîñòi ãîëîñiâ" äà¹ éìîâiðíiñòü ïîìèëêè q5 + 5q4p + 10q3p2 =
= 0, 00856, òîáòî ìåíøå 1%. Â ðåçóëüòàòi éìîâiðíiñòü âiðíî¨ ïåðåäà÷i
ðÿäêó äîâæèíè 10 âèðîñòå iç (0, 9)10 ≃ 35% äî (0, 972)10 ≃ 74% ïðè
òðèêðàòíèõ ïîâòîðåííÿõ i äî (0, 99144)10 ≃ 92% ïðè ï'ÿòèêðàòíèõ
ïîâòîðåííÿõ.

Íà çàâåðøåííÿ çàçíà÷èìî, ùî òðèêðàòíå ïîâòîðåííÿ çàáåçïå÷ó¹
âèïðàâëåííÿ îäíi¹¨ ïîìèëêè â êîæíié ïîçèöi¨ çà ðàõóíîê òðèêðàòíî-
ãî ïîäîâæåííÿ ÷àñó ïåðåäà÷i. Ó íàñòóïíèõ ïàðàãðàôàõ íàâîäÿòüñÿ
ïðèêëàäè êîäiâ, ÿêi âèïðàâëÿþòüñÿ ïîìèëêè ç òàêîþ æ íàäiéíiñòþ
ç ìåíøèì ÷àñîì ïåðåäà÷i ïîâiäîìëåíü.

Â ï ð à â è

1. Íåõàé ïî äâiéêîâîìó ñèìåòðè÷íîìó êàíàëó (ðèñ. 1)ïåðåäàþòüñÿ ðÿä-
êè äîâæèíè 14.
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à) ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ðiâíî ï'ÿòü ñèìâîëiâ áóäóòü ïðèéíÿòi íå-
âiðíî?

á) Ñêiëüêè iñíó¹ ðÿäêiâ, ùî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä äàíîãî íå áiëüøå ÿê â
÷îòèðüîõ ïîçèöiÿõ?

2. Ñêiëüêè iñíó¹ äâiéêîâèõ (3, 5)-êîäiâ?

�2. Áëî÷íi êîäè

Îïèñàíi âèùå ïðèêëàäè íàëåæàòü äî êëàñó áëî÷íèõ êîäiâ. Çà îçíà-
÷åííÿì, áëî÷íèé êîä çàìiíþ¹ êîæíèé áëîê iç m ñèìâîëiâ äåÿêèì
áiëüø äîâøèì áëîêîì iç n ñèìâîëiâ, ÿêi ïiñëÿ ïåðåäà÷i ïiäëÿãàþòü
äåêîäóâàííþ. Íèæ÷å ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè òiëüêè òàêi êîäè.

Iç ìiðêóâàíü ïðîñòîòè i íàäiéíîñòi áiëüøiñòü ñèñòåì çâ'ÿçêó êîí-
ñòðóþþòü äëÿ ïåðåäà÷i äâiéêîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé. Áëî÷íèé (m,n)-êîä,
ÿê öå âæå ãîâîðèëîñü ðàíiøå, âèçíà÷à¹òüñÿ äâîìà âiäîáðàæåííÿìè:

E : 2m → 2n, D : 2n → 2m, m ≤ n

(âèïàäîê m = n âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ó øèôðóâàííi, äå ìåòà êîäóâàííÿ
ïîëÿãà¹ â çàáåçïå÷åííi ñåêðåòíîñòi ñèãíàëó). Ïîâèííî âèêîíóâàòèñü
óìîâà, ùîá äîáóòîê DE áóâ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì, äëÿ òîãî ùîá
ïîâiäîìëåííÿ áóëî ïðèéíÿòå âiðíî ïðè âiäñóòíîñòi ïåðåøêîä.

Íàäàëi áóäü-ÿêó ïîñëiäîâíiñòü iç n ñèìâîëiâ 0 àáî 1 áóäåìî íà-
çèâàòè ñëîâîì äîâæèíè n àáî äâiéêîâèì n-âèìiðíèì âåêòîðîì. Ií-
ôîðìàöiéíi ñèìâîëè çà îçíà÷åííÿì äîäàþòüñÿ ó âiäïîâiäíîñòi ç äâié-
êîâèìè ïðàâèëàìè: 0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1, 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 0.

Îçíà÷åííÿ. Ñóìîþ ñëiâ a = (a1, . . . , an) i b = (b1, . . . , bn) íàçè-
âà¹òüñÿ ñëîâî äîâæèíè n

a+ b = (a1 + b1, . . . , an + bn). (3)

Î÷åâèäíî, ìíîæèíà 2n âñiõ ñëiâ äîâæèíè n âiäíîñíî âêàçàíî¨
âèùå îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ, ÿêó ïîçíà÷àòèìåìî ÷å-
ðåç Zn

2 .
Áóäü-ÿêå ñëîâî äîâæèíè n, ÿêå ìîæå áóòè ïåðåäàíå êîäåðîì íà-

çèâà¹òüñÿ êîäîâèì ñëîâîì. Òîáòî êîäîâèìè ñëîâàìè ¹ îáðàçè ñëiâ
äîâæèíè m ïðè âiäîáðàæåííi E : 2m → 2n. Îñêiëüêè, âiäîáðàæåííÿ
E ¹ ií'¹êòèâíèì, òî iñíó¹ âñüîãî 2m ðiçíèõ êîäîâèõ ñëiâ äîâæèíè n.

Îçíà÷åííÿ. Âàãîþ Ãåììiíãà w(a) ñëîâà a = (a1, . . . , an) íàçè-
âà¹òüñÿ ÷èñëî îäèíèöü ñåðåä éîãî êîìïîíåíò a1, . . . , an. Âiäñòàíþ
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Ãåììiíãà d(a,b) ìiæ ñëîâàìè a i b îäíàêîâî¨ äîâæèíè íàçèâà¹òüñÿ
âàãà ¨õ ñóìè, òîáòî d(a,b) = w(a+ b).

Î÷åâèäíî, âiäñòàíü Ãåììiíãà ìiæ ñëîâàìè a = (a1, . . . , an) i b =
= (b1, . . . , bn) äîðiâíþ¹ ïîðÿäêó ìíîæèíè {i ∈ {1, 2, . . . , n} | ai ̸= bi}.

Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî, ùîá (m,n)-êîä äàâàâ ìîæëèâiñòü âèÿâè-
òè âñi ïîìèëêè â íåáiëüø ÿê k ïîçèöiÿõ, íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá
íàéìåíøà âiäñòàíü Ãåììiíãà ìiæ äâîìà ðiçíèìè êîäîâèìè ñëîâà-
ìè äîðiâíþâàëà k + 1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé êîäîâå ñëîâî b = E(a), äå a ∈ 2m, áóëî ïå-
ðåäàíå ÿê ñëîâî b∗ ç t ïîìèëêàìè. Òîäi âiäñòàíü Ãåììiíãà d(b,b∗)
ìiæ öèìè ñëîâàìè äîðiâíþ¹ t. Îñêiëüêè t ≤ k, òî î÷åâèäíî, ùî óìî-
âà d(E(a), E(a′)) ≥ k + 1 äëÿ äîâiëüíèõ a,a′ ∈ 2m ¹ íåîáõiäíîþ i
äîñòàòíüîþ óìîâîþ âèÿâëåííÿ ïîìèëêè ïðè ïåðåäà÷i ïîâiäîìëåííÿ.

Òåîðåìà 3. Äëÿ òîãî, ùîá (m,n)-êîä äàâàâ ìîæëèâiñòü âèïðà-
âèòè âñi ïîìèëêè â íåáiëüø ÿê k ïîçèöiÿõ, íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá
íàéìåíøà âiäñòàíü Ãåììiíãà ìiæ äâîìà ðiçíèìè êîäîâèìè ñëîâà-
ìè äîðiâíþâàëà 2k + 1.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ëèøå äîñòàòíiñòü òåîðåìè, çàëèøèâøè ií-
øå ÷èòà÷åâi. Ïðèïóñòèìî, ùî íàéìåíøà âiäñòàíü Ãåììiíãà ìiæ äâîìà
êîäîâèìè ñëîâàìè äîðiâíþâàëà 2k+1. Íåõàé b = E(a) � êîäîâå ñëî-
âî, ùî ïåðåäà¹òüñÿ (a ∈ 2m), à b∗ � îäåðæàíå ñëîâî ç t ïîìèëêàìè.
Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî êîäîâîãî ñëîâà c iç íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà (äèâ.
âïðàâó 1 �2) ñëiäó¹, ùî

d(c,b∗) ≥ d(c,b)− d(b,b∗) ≥ 2k + 1− k = k + 1 > k ≥ t = d(b,b∗).

Âèçíà÷èâøè ñõåìó äåêîäóâàííÿ D òàêèì ÷èíîì, ùî êîæíîìó ñëîâó
u ∈ 2n ó âiäïîâiäíiñòü ñòàâèòüñÿ ïðîîáðàç íàéáëèæ÷îãî êîäîâàíîãî
ñëîâà äî ñëîâà u ïðè âiäîáðàæåííi E, òî îäåðæàíå ñëîâî b∗ áóäå
âiðíî äåêîäîâàíå ó a. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ïðèêëàä 4. Äëÿ ïðîñòîãî (1, 3)-êîäó ç ñõåìîþ êîäóâàííÿ

E : 0 → 000, 1 → 111

ñõåìà äåêîäóâàííÿ D ìà¹ âèãëÿä:

000 → 0, 001 → 0, 010 → 0, 100 → 0,

111 → 1, 011 → 1, 101 → 1, 110 → 1.

Öåé (1, 3)-êîä âèïðàâëÿ¹ ïîìèëêè òiëüêè â îäíié ïîçèöi¨.
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Ç òî÷êè çîðó ãðóïîâî¨ ñòðóêòóðè çðó÷íî ðîçãëÿäàòè ñëîâà ïîìè-
ëîê ("øóìîâi ñëîâà"). Äàíå ïîâiäîìëåííÿ a = (a1, . . . , am) ïåðåêî-
äó¹òüñÿ ó êîäîâå ñëîâî b = (b1, . . . , bn). Êàíàë çâ'ÿçêó ïðè ïåðåäà÷i
äîáàâëÿ¹ äî íüîãî ñëîâî ïîìèëîê e = (e1, . . . , en), òàêèì ÷èíîì, ùî
ïðèéìà÷ îäåðæó¹ ñëîâî r = (r1, . . . , rn), äå ri = bi + ei (i = 1, . . . , n).
Ñèñòåìà, ùî âèïðàâëÿ¹ ïîìèëêè ïåðåâîäèòü ñëîâî r ó íàéáëèæ÷å êî-
äîâå ñëîâî b. Ñèñòåìà æ, ÿêà ïåðåâiðÿ¹ ÷è ¹ îäåðæàíå ñëîâî êîäîâèì,
ïîâiäîìëÿ¹ ïðî íàÿâíiñòü ïîìèëêè, ÿêùî öå íå òàê.

Â ï ð à â è

1. Äîâåñòè, ùî ó n-âèìiðíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði íàä ïîëåì Z2 ç äâîõ
åëåìåíòiâ âiäñòàíü Ãåììiíãà ¹ ìåòðèêîþ, à âàãà Ãåììiíãà ¹ íîðìîþ.

2. Çàâåðøèòè äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.
3. Ïîáóäóâàòè äâiéêîâèé (m, 7)-êîä òàêèé, ùî âiäñòàíü ìiæ äîâiëüíèìè

êîäîâèìè ñëîâàìè áóëà á íå ìåíøà 4.
4. Äîâåñòè, ùî äëÿ òîãî, ùîá äâiéêîâèé (m,n)-êîä äàâàâ ìîæëèâiñòü

âèïðàâèòè âñi êîìáiíàöi¨ âiä 1 äî t ïîìèëîê i ìàâ ìîæëèâiñòü âèÿâëÿòè
âñi êîìáiíàöi¨ âiä t+1 äî t+ s ïîìèëîê íåîáõiäíî, ùîá íàéìåíøà âiäñòàíü
Ãåììiíãà ìiæ äâîìà ðiçíèìè êîäîâèìè ñëîâàìè áóëà íå ìåíøîþ çà 2t+ s.

�3. Ëiíiéíi êîäè

Ðàíiøå ìè îïèñóâàëè êîæíó iç ñõåì êîäóâàííÿ i äåêîäóâàííÿ òà-
áëèöÿìè. Äëÿ ñëiâ âåëèêî¨ äîâæèíè öi òàáëèöi ¹ äóæå âåëèêèìè i
âèêîðèñòîâóþòü âåëèêèé îá'¹ì ïàì'ÿòi i ¹ íååêîíîìi÷íèìè. Íàáàãà-
òî ìåíøîãî îá'¹ìó ïàì'ÿòi ïîòðiáíî ïðè âèêîðèñòàííi ëiíiéíîãî êî-
äóâàííÿ. Ïî÷íåìî ðîçãëÿäóâàòè öåé ìåòîä êîäóâàííÿ iç íàñòóïíîãî
ïðèêëàäó.

Ïðèêëàä 5. Íåõàé ñõåìà êîäóâàííÿ E (3, 6)-êîäó âèçíà÷à¹òüñÿ
ïðàâèëîì: êîæíå ñëîâî a = (a1, a2, a3) ∈ 23 êîäó¹òüñÿ ñëîâîì b =
= (b1, b2, b3, b4, b5, b6), äå

b1 = a1, b4 = a1 + a3,

b2 = a2, b5 = a2 + a3,

b3 = a3, b6 = a1 + a2 + a3.

(4)

ßêùî ÷åðåç U ïîçíà÷èòè ìàòðèöþ 1 0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1
0 0 1 1 1 1

 ,
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òî ðiâíîñòi (4) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó ìàòðè÷íié ôîðìi

b = aU .

Ìàòðèöþ U áóäåìî íàçèâàòè êîäóþ÷îþ ìàòðèöåþ. Ç iíøîãî áîêó iç
ðiâíîñòåé (4) âèïëèâà¹, ùî êîäîâå ñëîâî b çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì:

b1 + b3 + b4 = 0,

b2 + b3 + b5 = 0,

b1 + b2 + b3 + b6 = 0,

(5)

òîáòî ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü. À òîìó ìíî-
æèíà âñiõ êîäîâèõ ñëiâ ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè Z6

2. Äàëi, ÿêùî ÷åðåç V ïî-
çíà÷èòè ìàòðèöþ ñèñòåìè ðiâíÿíü (5), à ÷åðåç bT � âåêòîð-ñòîâïåöü,
ÿêèé ¹ òðàíñïîíîâàíèì äî âåêòîðà-ðÿäêà (ñëîâà) b, òî ñèñòåìó ðiâ-
íÿíü (5) òàêîæ ìîæíà ïåðåïèñàòè ó ìàòðè÷íi ôîðìi

V bT = 0,

äå 0 � íóëüîâèé âåêòîð-ñòîâïåöü äîâæèíè 3.

Îçíà÷åííÿ. Äâiéêîâèé (m,n)-êîä íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì, ÿêùî
iñíó¹ òàêà s× n-ìàòðèöÿ V íàä ïîëåì Z2 ç äâîõ åëåìåíòiâ (Z2 =
{0, 1}), ùî áóäü-ÿêå êîäîâå ñëîâî b çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ V bT = 0
(0 � íóëüîâèé âåêòîð-ñòîâïåöü äîâæèíè s). Ìàòðèöÿ V íàçèâà¹òüñÿ
ïåðåâiðî÷íîþ ìàòðèöåþ.

Ïðîñòèé (m,m + 1)-êîä ç âèÿâëåííÿì ïîìèëîê òà (m, 3m)-êîä ç
ïîòðiéíèì ïîâòîðåííÿì ¹ ëiíiíiéíèìè êîäàìè âiäïîâiäíî ç ïåðåâiðî-
÷íèìè 1× (m+ 1)- òà 2m× 3m-ìàòðèöÿìè:

(
1 1 . . . 1

)
,

(
Em Em 0
Em 0 Em

)
,

äå Em i 0 � âiäïîâiäíî îäèíè÷íà i íóëüîâà ìàòðèöi ïîðÿäêó m.

Îçíà÷åííÿ. Äâiéêîâèé (m,n)-êîä íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîâèì, ÿêùî
ìíîæèíà âñiõ êîäîâèõ ñëiâ ¹ ãðóïîþ âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ
ñëiâ.

Áóäü-ÿêèé ëiíiéíèé (m,n)-êîä ç ïåðåâiðî÷íîþ ìàòðèöåþ V ¹ ãðó-
ïîâèì, îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ êîäîâèõ ñëiâ b i c öüîãî êîäó

V(b+ c)T = V bT + V cT = 0+ 0 = 0.
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Òåîðåìà 4. ßêùî (m,n)-êîä ¹ ãðóïîâèì, òî íàéìåíøà âiäñòàíü
Ãåììiíãà ìiæ äâîìà ðiçíèìè êîäîâèìè ñëîâàìè äîðiâíþ¹ íàéìåí-
øié âàçi íåíóëüîâîãî êîäîâîãî ñëîâà.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè âiäðàçó âèïëèâà¹ iç îçíà÷åííÿ âiäñòàíi Ãåì-
ìiíãà ìiæ êîäîâèìè ñëîâàìè.

Íàéìåíøà âàãà íåíóëüâîãî êîäîâîãî ñëîâà ó ïðèêëàäi 5 äîðiâíþ¹
3 (äèâ. òàáëèöþ 1). Îòæå, ìiíiìàëüíà âiäñòàíü Ãåììiíãà òàêîæ äîðiâ-
íþ¹ 3, i âêàçàíèé (3,6)-êîä çäàòåí âèïðàâëÿòè îäíîêðàòíó ïîìèëêó
i âèÿâëÿòè ïîäâiéíó.

Íåâàæêî âèçíà÷èòè, ÿêi ïîìèëêè çàëèøàòüñÿ íåïîìi÷åíèìè; äëÿ
ãðóïîâèõ êîäiâ âîíè â òî÷íîñòi âiäïîâiäàþòü òèì ñëîâàì, ÿêi ñàìi
¹ êîäîâèìè ñëîâàìè. Òàê, ó ïðèêëàäi 5 ñëîâî ïîìèëîê e = 100101
ïåðåâîäèòü äîâiëüíå êîäîâå ñëîâî ó êîäîâå ñëîâî.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïðîáëåìó äåêîäóâàííÿ ëiíiéíîãî (m,n)-êîäó ç
ñõåìîþ êîäóâàííÿ E, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ìàòðèöåþ êîäóâàííÿ U , i ç
ïåðåâiðî÷íîþ ìàòðèöåþ V. Ïîòðiáíî ïiäiáðàòè ñõåìó äåêîäóâàííÿ D
òàêèì ÷èíîì, ùîá éìîâiðíiñòü òîãî, ùî D(E(a)) ̸= a, áóëà íàéìåí-
øîþ äëÿ äîâiëüíèõ iíôîðìàöiéíèõ ïîâiäîìëåíü a ∈ 2m.

Íåõàé b � ïåðåäàíå êîäîâå ñëîâî, à c � ñëîâî, îäåðæàíå ïiñëÿ
ïåðåäà÷i b. Íàçèâàòèìåìî ñèíäðîìîì ñëîâà c ñëîâî s, ÿêå âèçíà÷à-
¹òüñÿ ðiâíiñòþ sT = V cT . Ìíîæèíà âñåìîæëèâèõ ñëiâ ïîìèëîê ïðè
îäåðæàííi ñëîâà c ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ âñiõ ñëiâ äîâæèíè n, ùî
ìàþòü òàêèé æå ñèíäðîì, ÿê i ñëîâî c. Äiéñíî, ÿêùî ñëîâî s íå ¹
ñèíäðîìîì ñëîâà e, òîáòî V cT ̸= V eT , òî V(c − e)T ̸= 0. Îòæå,
c − e íå ¹ ïåðåäàíèì êîäîâèì ñëîâîì. Íàâïàêè, ÿêùî V cT = V eT ,
òî V(c− e)T = 0, i ñëîâî ïîìèëîê ìîæå ñïiâïàäàòè ç ñëîâîì e, ÿêùî
b+ e = c.

Ïðèïóñòèìî, íàïðèêëàä, ùî ïðèéíÿòå ñëîâî c ¹ êîäîâèì, òîáòî
V cT = 0. Òîäi ñëîâî ïîìèëîê e = c − b òàêîæ ¹ êîäîâèì, îñêiëüêè
ìíîæèíà âñiõ êîäîâèõ ñëiâ ¹ ãðóïîþ âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ
ñëiâ.

Òàêèì ÷èíîì, íàìè ïîêàçàíî, ùî ìíîæèíà âñiõ ñëiâ äîâæèíè n,
ÿêi ìàþòü îäèí i òîò æå ñèíäðîì, ¹ ñóìiæíèì êëàñîì ãðóïè Zn

2 çà
ïiäãðóïîþ âñiõ êîäîâèõ ñëiâ äîâæèíè n. Îòæå, äåêîäåð ìîæå âiäðàçó
âèêëþ÷èòè ç ðîçãëÿäó âñi ñëîâà ïîìèëîê, ÿêi íå ëåæàòü â îäíîìó
ñóìiæíîìó êëàñi ç ïðèéíÿòèì ñëîâîì. Îäíàê âñi ñëîâà, ÿêi íàëåæàòü
öüîìó ñóìiæíîìó êëàñó, ìîæóòü áóòè ñëîâàìè ïîìèëîê. Íi îäíà iç
öèõ ìîæëèâîñòåé íå ìîæå áóòè ïîâíiñòþ âèêëþ÷åíà ç ðîçãëÿäàííÿ.
Àëå, îñêiëüêè ïîìèëêè â êàíàëi âiäíîñíî äîñèòü ðiäêi, òî äåÿêi iç ñëiâ
ïîìèëîê ó ìåæàõ äàíîãî ñóìiæíîãî êëàñó íàáàãàòî ìåíø éìîâiðíi
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÷èì iíøi. Çâè÷àéíî íàéáiëüø éìîâiðíî ñëîâîì ïîìèëîê áóäå ñëîâî ç
íàéìåíøîþ âàãîþ Ãåììiíãà. Ñëîâî íàéìåíøî¨ âàãè ó ìåæàõ äàíîãî
ñóìiæíîãî êëàñó íàçèâà¹òüñÿ ëiäåðîì ñóìiæíîãî êëàñó.

Ñóìiæíi êëàñè äëÿ ðîçãëÿíóòîãî âèùå ïðèêëàäó 5 âèïèñàíi ó âè-
ãëÿäi ðÿäêiâ òàáëèöi 1. Ïåðøèé ðÿäîê ¹ ñóìiæíèì êëàñîì ç íóëüîâèì
ñèíäðîìîì, òîáòî ìíîæèíîþ âñiõ êîäîâèõ ñëiâ. Ëiäåð êîæíîãî ç ñó-
ìiæíèõ êëàñiâ âèïèñàíèé ó äðóãîìó ñòîâïöi. Ñëîâî, ùî ðîçìiùåíå â
i-ìó ðÿäêó i j-ìó ñòîâïöþ, äîðiâíþ¹ ñóìi j-ãî êîäîâîãî ñëîâà i i-ãî
ëiäåðà.

Òàáëèöÿ 1.

Ñèíäðîì Ñëîâà

000 000000 100101 010011 011100 001111 101010 110110 111001
100 000100 100001 010111 011000 001011 101110 110010 111101
010 000010 100111 010001 011110 001101 101000 110100 111011
001 000001 100100 010010 011101 001110 101011 110111 111000
011 010000 110101 000011 001100 011111 111010 100110 101001
101 100000 000101 110011 111100 101111 001010 010110 011001
110 000110 100011 010101 011010 001001 101100 110000 111111
111 001000 101101 011011 010100 000111 100010 111110 110001

Ïiäñóìó¹ìî âñå âèùå ñêàçàíå ó âèãëÿäi òåîðåìè.

Òåîðåìà 5. ßêùî c � ïðèéíÿòå ñëîâî äîâæèíè n, òî ìíîæè-
íà ìîæëèâèõ ñëiâ ïîìèëîê ñïiâïàäà¹ ç ñóìiæíèì êëàñîì ãðóïè Zn

2

çà ïiäãðóïîþ âñiõ êîäîâèõ ñëiâ, ÿêèé ìiñòèòü ñëîâî c. Íàéáiëüø
éìîâiðíèì ñëîâîì ïîìèëîê ¹ ëiäåð öüîãî ñóìiæíîãî êëàñó. Ñõåìà
äåêîäóâàííÿ D ëiíiéíîãî (m,n)-êîäó ìîæå áóòè ïîáóäîâàíà íàñòó-
ïíèì ÷èíîì: îá÷èñëþ¹ìî ñèíäðîì ïðèéíÿòîãî ñëîâà, çíàõîäèìî ëi-
äåð ñóìiæíîãî êëàñó, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ öåé ñèíäðîì, i, âiäíiìàþ÷è
çíàéäåíèé ëiäåð âiä ïðèéíÿòîãî ñëîâà, îäåðæó¹ìî íàéáiëüø éìîâið-
íå ïåðåäàíå êîäîâå ñëîâî.

Â ï ð à â è

1. Íåõàé

U =

(
1 0 1 1 1
0 1 0 1 0

)
� êîäóþ÷à ìàòðèöÿ äâiéêîâîãî (2, 5)-êîäó. Çíàéòè éîãî ïåðåâiðî÷íó ìà-
òðèöþ, ìíîæèíó âñiõ êîäîâèõ ñëiâ i ëiäåðè ñóìiæíèõ êëàñiâ äëÿ öüîãî
êîäó.
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2. Ñêiëüêè êîäîâèõ ñëiâ ìiñòèòü äâiéêîâèé êîä, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ïåðå-
âiðî÷íîþ ìàòðèöåþ

V =


0 0 0 1 1 0 1 1 0
1 1 0 1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 1 1

?

3. Íåõàé V � ïåðåâiðî÷íà ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî (m,n)-êîäó. Äîâåñòè, ùî
ñóìiæíèé êëàñ ç ñèíäðîìîì s ìiñòèòü ñëîâî âàãîþ Ãåììiíãà w òîäi i òiëüêè
òîäi, êîäè äåÿêà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ w ñòîâïöiâ ìàòðèöi V äîðiâíþ¹ s.

4. Äîâåñòè, ùî êîäîâi ñëîâà äâiéêîâîãî ãðóïîâîãî êîäó àáî âñi ìàþòü
ïàðíó âàãó Ãåììiíãà, àáî ïîëîâèíà � ïàðíó, à iíøà � íåïàðíó.

�4. Êîäè Ãåììiíãà

Íåõàé x � äîâiëüíå ñëîâî ç ãðóïè ñëiâ Zn
2 äîâæèíè n i r � äîâiëüíå

íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ïiäìíîæèíó Sr(x) ⊂ Zn
2 âñiõ ñëiâ, âiäñòàíü Ãåì-

ìiíãà âiä ÿêèõ äî ñëîâà x íå ïåðåâèùó¹ r, íàçèâà¹òüñÿ êóëåþ ðàäióñà
r ç öåíòðîì â x.

Òåîðåìà 6. ßêùî (m,n)-êîä, ÿêèé ìà¹ s êîäîâèõ ñëiâ, ìîæå âè-
ïðàâëÿòè âñi êîìáiíàöi¨ t àáî ìåíøå ïîìèëîê, òî

s ≤ 2n∑t
i=0 C

i
n

.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé u1, . . . , us � âñi êîäîâi ñëîâà (m,n)-êîäó.
Äëÿ äîâiëüíîãî êîäîâîãî ñëîâà ðîçãëÿíåìî êóëþ St(ui) ðàäióñà t ç
öåíòðîì â ui (i ∈ {1, . . . , s}). Îñêiëüêè (m,n)-êîä âèïðàâëÿ¹ äî t
ïîìèëîê âêëþ÷íî, òî iç òåîðåìè 3 âèïëèâà¹, ùî êóëi St(ui), St(uj)
(i ̸= j) íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Êîæíà êóëÿ St(ui) ìiñòèòü âñi ñëîâà, ÿêi
âiäðiçíÿþòüñÿ âiä êîäîâîãî ñëîâà ui â 0, 1, . . . t ïîçèöiÿõ, à îòæå,
÷èñëî âñiõ öèõ ñëiâ äîðiâíþ¹

1 + C1
n + C2

n + · · ·+ Ct
n =

t∑
i=0

Ci
n.

Òîìó ó âñiõ s êóëÿõ ìiñòèòüñÿ s
∑t

i=0 C
i
n ñëiâ. Öå ÷èñëî íå ïåðåâè-

ùó¹ ÷èñëà âñiõ ñëiâ äîâæèíè n, òîáòî 2n. Çâiäñè âèïëèâà¹ äîâåäåííÿ
òåîðåìè.
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Îçíà÷åííÿ. ßêùî (m,n)-êîä, ùî ìîæå âèïðàâëÿòè âñi êîìáiíà-
öi¨ t àáî ìåíøå ïîìèëîê, ìà¹

2n∑t
i=0 C

i
n

êîäîâèõ ñëiâ, òî öåé (m,n)-êîä íàçèâà¹òüñÿ äîñêîíàëèì.

Òåîðåìà 7. Íàéìåíøà âiäñòàíü Ãåììiíãà ìiæ ðiçíèìè êîäî-
âèìè ñëîâàìè ëiíiéíîãî (m,n)-êîäó ç ïåðåâiðî÷íîþ ìàòðèöåþ V äî-
ðiâíþ¹ íàéáiëüøîìó ñåðåä ÷èñåë w, äëÿ ÿêèõ áóäü-ÿêi w − 1 ñòîâ-
ïöi ìàòðèöi V óòâîðþþòü ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ
m-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íàä ïîëåì ç äâîõ åëåìåíòiâ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé íàéìåíøà âiäñòàíü Ãåììiíãà ìiæ êîäîâèìè
ñëîâàìè ëiíiéíîãî (m,n)-êîäó äîðiâíþ¹ w. Òîäi iç òåîðåìè 4 ñëiäó¹,
ùî w ¹ íàéìåíøîþ âàãîþ íåíóëüîâîãî êîäîâîãî ñëîâà. Çâiäñè âiäðàçó
âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ëiíiéíî çàëåæíî¨ ñèñòåìè w ñòîâïöiâ ìàòðèöi V.
Ïîêàæåìî, ùî áóäü-ÿêi w− 1 iç ñòîâïöiâ h1, . . . , hn ìàòðèöi V óòâî-
ðþþòü ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Íåõàé
ñèñòåìà ñòîâïöiâ hi1 , . . . , hiw−1 (i1 < i2 < . . . < iw−1) ¹ ëiíiéíî çà-
ëåæíîþ, òîáòî iñíó¹ ñèñòåìà åëåìåíòiâ αi1 , . . . , αiw−1 ∈ {0, 1}, õî÷à
á îäèí ç ÿêèõ íå äîðiâíþ¹ íóëþ, ùî

αi1hi1 + · · ·+ αiw−1hiw−1 = 0.

Òîäi äëÿ ñëîâà x = (α1, . . . , αn) (αj = 0 ïðè j /∈ {i1, . . . iw−1}) ñïðà-
âåäëèâà ðiâíiñòü V xT = 0. Îòæå, ñëîâî x ¹ êîäîâèì ç âàãîþ, ùî íå
ïåðåâèùó¹ w− 1. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðå-
ìè.

Îñêiëüêè äâà m-âèìiðíi âåêòîðè âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íàä ïîëåì
Z2 ç äâîõ åëåìåíòiâ óòâîðþþòü ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè âîíè íåíóëüîâi i ðiçíi, òî iç òåîðåì 3 i 7 âèïëèâà¹
íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 8. Ëiíiéíèé (m,n)-êîä äîçâîëÿ¹ âèïðàâëÿòè âñi ïîîäè-
íîêi ïîìèëêè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âñi ñòîâïöi éîãî ïåðåâiðî÷íî¨
ìàòðèöi âiäìiííi âiä íóëüîâîãî i ïîïàðíî ðiçíi.

Îçíà÷åííÿ. Ëiíiéíèé (m,n)-êîä íàçèâà¹òüñÿ êîäîì Ãåììiíãà,
ÿêùî âñi ñòîâïöi éîãî ïåðåâiðî÷íî¨ ìàòðèöi ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ
âñi íåíóëüîâi âåêòîðè (n − m)-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íàä
ïîëåì Z2.
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Ëåãêî âèäíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà r ≥ 2 iñíó¹
(2r−r−1, 2r−1)-êîä Ãåììiíãà. Öåé êîä äîçâîëÿ¹ âèïðàâëÿòè ïîîäè-
íîêó ïîìèëêó ó êîæíié ïîçèöi¨ i ¹ äîñêîíàëèì êîäîì. Áiëüøå òîãî,
îñêiëüêè áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé ñèíäðîì äîðiâíþ¹ äåÿêîìó ñòîâïöþ
ïåðåâiðî÷íî¨ ìàòðèöi, òî íiêîëè íå âiäáóâà¹òüñÿ âiäìîâà âiä äåêîäó-
âàííÿ. Ïðîöåäóðà äåêîäóâàííÿ ïîîäèíîêèõ ïîìèëîê ¹ ïîâíîþ. Âàãà
ëiäåðà êîæíîãî êëàñó ñóìiæíîñòi ïîìèëîê äîðiâíþ¹ íóëþ àáî îäè-
íèöi. Æîäåí âåêòîð ïîìèëîê âàãè ≥ 2 íå ìîæå áóòè âèÿâëåíèì àáî
âèïðàâëåíèì. Äëÿ òîãî ùîá âèïðàâëÿòè êîíôiãóðàöi¨ òàêèõ ïîìèëîê,
ïîòðiáíî áóäóâàòè êîäè ç áiëüøèì ÷èñëîì ïåðåâiðî÷íèõ ïîçèöié, ÿêi
ïðèðîäíüî áóäóòü ìåíø øâèäêiñíèìè íiæ êîäè Ãåììiíãà.

Ïðèêëàä 6. Ðîçãëÿíåìî (4, 7)-êîä Ãåììiíãà ç ïåðåâiðî÷íîþ ìà-
òðèöåþ

V =

 1 0 0 1 1 0 1
0 1 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1 1

 .

Ïðèïóñòèìî, ùî îäåðæàíî ñëîâî b = 0110100. Îá÷èñëèìî ñèíäðîì s
öüîãî ñëîâà:

V bT =

 1 0 0 1 1 0 1
0 1 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1 1

 ·



0
1
1
0
1
0
0


=

 1
1
0

 .

Îòæå, s = 110, à òîìó ñëîâî b íå ¹ êîäîâèì. Áà÷èìî, ùî ñèíäðîì s
ñïiâïàäà¹ ç ÷åòâåðòèì ñòîâïöåì ìàòðèöi V. Ïîêëàäåìî e = 0001000.
Òîäi

V(b+ e)T = V bT + V eT = s+ s = 0.

Òîìó, ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî áóëà äîïóùåíà ëèøå îäíà ïîìèëêà ó
êàíàëi, òî ñëîâî e ¹ ñëîâîì ïîìèëîê, à ïåðåäàíèì êîäîâèì ñëîâîì ¹
ñëîâî b+ e = 0111100.

Â ï ð à â è

1. Çà äîïîìîãîþ (4, 7)-êîäó Ãåììiíãà ç ïåðåâiðî÷íîþ ìàòðèöåþ

V =

 1 0 0 1 1 0 1
0 1 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1 1
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çàêîäó¹òå ïîâiäîìëåííÿ 01101010. Êðiì öüîãî, ïðèïóñêàþ÷è, ùî òðàïèëàñü
íå áiëüøå ÿê îäíà ïîìèëêà ó çàøóìëåíîìó êàíàëi ïðè ïåðåäà÷i ñëîâà, äå-
êîäóéòå ñëîâà a = 1100000, b = 1001010, c = 1101011.

2. Ïîêàæiòü, ùî (2r − r − 1, 2r − 1)-êîä Ãåììiíãà ¹ äîñêîíàëèì.
3. Ðîçãëÿíåìî òðè (4, 7)-êîäè Ãåììiíãà âiäïîâiäíî ç ïåðåâiðî÷íèìè ìà-

òðèöÿìè

V1 =

 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1

 , V2 =

 0 1 1 1 1 0 0
1 0 1 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1



V3 =

 1 1 1 1 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0
1 0 1 0 1 0 1

 .

Ïîêàçàòè, ùî äâi iç âêàçàíèõ ìàòðèöü çàäàþòü îäíàêîâi ìíîæèíè êîäîâèõ
ñëiâ.
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