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Ïåðåäìîâà

Íàâ÷àëüíèìè ïðîãðàìàìè íàïðÿìiâ ïiäãîòîâêè 6.040203
”
ôiçè-

êà“ i 6.040204
”
ïðèêëàäíà ôiçèêà“ ïåðåäáà÷åíî âèâ÷åííÿ ñòóäåíòà-

ìè ïåðøîãî êóðñó íàâ÷àëüíî¨ äèñöèïëiíè
”
Àíàëiòè÷íà ãåîìåòðiÿ i

âèùà àëãåáðà“. Öåé íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê íàïèñàíèé äëÿ òîãî, ùîá
äîïîìîãòè ñòóäåíòàì ôiçè÷íîãî ôàêóëüòåòó îïàíóâàòè òó ÷àñòèíó
ïðîãðàìíîãî ìàòåðiàëó çãàäóâàíî¨ äèñöèïëiíè, ùî ÷èòà¹òüñÿ ó äðó-
ãîìó ñåìåñòði. Äàíèé êóðñ îõîïëþ¹ íàñòóïíi òåìè: ìàòðèöi òà äi¨
íàä íèìè, äåòåðìiíàíòè, ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ëiíiéíi ïðîñòîðè,
ðàíã ìàòðèöi, ëiíiéíi îïåðàòîðè, âëàñíi âåêòîðè òà âëàñíi çíà÷åííÿ,
åâêëiäîâi òà óíiòàðíi ïðîñòîðè, îðòîãîíàëüíi òà ñèìåòðè÷íi îïåðàòî-
ðè, áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi ôîðìè, ãðóïè é ïiäãðóïè. Âñi çãàäóâàíi
âèùå ïîíÿòòÿ ó òié ÷è iíøié ìiði çóñòði÷àþòüñÿ ó áóäü-ÿêîìó ðîçäiëi
ìàòåìàòèêè òà ôiçèêè.

Êîæåí ïàðàãðàô ïîñiáíèêà ñêëàäà¹òüñÿ iç òðüîõ ÷àñòèí. Ïåðøà
÷àñòèíà ìà¹ äîâiäêîâèé õàðàêòåð, òóò äàþòüñÿ îçíà÷åííÿ i ôîðìóëþ-
þòüñÿ îñíîâíi òâåðäæåííÿ. Äîâåäåííÿ òâåðäæåíü ÷èòà÷ çìîæå çíà-
éòè ó íàâ÷àëüíèõ ïîñiáíèêàõ ç àëãåáðè (äèâ. [1�8]), ÿêi âêëþ÷åíi ó
ñïèñîê ðåêîìåíäîâàíî¨ ëiòåðàòóðè. Ó äðóãié ÷àñòèíi ïàðàãðàôó íàâî-
äÿòüñÿ çðàçêè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïðèêëàäiâ i çàäà÷ ç íàéáiëüø âàæëèâèõ
ïèòàíü ïðîãðàìè êóðñó "Âèùà àëãåáðà". Òðåòÿ ÷àñòèíà ïàðàãðàôó
ñêëàäà¹òüñÿ ç âïðàâ, ñàìîñòiéíå ðîçâ'ÿçàííÿ ÿêèõ äàñòü ìîæëèâiñòü
÷èòà÷ó ãëèáøå çðîçóìiòè òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë ïåðøî¨ ÷àñòèíè i âè-
ðîáèòè ïåâíi íàâèêè îïåðóâàííÿ âèùå çãàäàíèìè ïîíÿòòÿìè àëãåáðè.
Äæåðåëîì ïðè ñêëàäàííi àâòîðàìè öèõ âïðàâ ïîñëóæèâ öiëèé ðÿä
ïðåêðàñíèõ çáiðíèêiâ çàäà÷, ÿêi áóëè âèäàíi, ÿê ùå â Ðàäÿíñüêîìó
Ñîþçi òàê i â ñó÷àñíèõ Ðîñiéñüêié Ôåäåðàöi¨ òà Óêðà¨íi (äèâ. [9�15]).

Ââàæà¹ìî, ùî ñèñòåìàòè÷íå îïðàöþâàííÿ ñòóäåíòîì êîæíîãî iç
ïàðàãðàôiâ ïðàêòèêóìó ñïðèÿòèìå ó âèâ÷åííi êóðñó "Âèùà àëãå-
áðà", à òàêîæ äîïîìîæå ïiäãîòóâàòèñÿ äî ñêëàäàííÿ çàëiêó i åêçà-
ìåíó ç öüîãî ïðåäìåòó.

Àâòîðè âèñëîâëþþòü ùèðó âäÿ÷íiñòü êîëåêòèâó êàôåäðè àëãå-
áðè Óæãîðîäñüêîãî óíiâåðñèòåòó çà ñëóøíi çàóâàæåííÿ òà öiííi ïî-
ðàäè, âðàõóâàííÿ ÿêèõ ñïðèÿëî ïîëiïøåííþ ÿêîñòi öüîãî ïîñiáíèêà.

Àâòîðè
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�1. Ìàòðèöi. Îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè

Ãîëîâíèì îá'¹êòîì âèâ÷åííÿ öüîãî ïàðàãðàôó ¹ ìàòðèöi, åëåìåíòà-
ìè ÿêèõ ¹ ÷èñëà ç äåÿêî¨, íàïåðåä îáóìîâëåíî¨, ìíîæèíè ÷èñåë (íà-
ïðèêëàä ìíîæèíè Q âñiõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë àáî ìíîæèíè R âñiõ
äiéñíèõ ÷èñåë, àáî ìíîæèíè C âñiõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë). Âèáið ìíî-
æèíè ÷èñåë çàëåæèòü âiä çàäà÷i, ùî ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ, òà ãàëóçi íàóêè,
â êîíòåêñòi ÿêî¨ ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïîñòàâëåíà çàäà÷à. Çîêðåìà, â ãåîìå-
òði¨ i ìåõàíiöi çâè÷íî íåîáõiäíî ðîçãëÿäàòè ìíîæèíó äiéñíèõ ÷èñåë,
à â òåîði¨ ÷èñåë � ìíîæèíó ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. Òîìó, äëÿ òîãî ùîá
óìîæëèâèòè çàñòîñóâàííÿ ðåçóëüòàòiâ öüîãî ïàðàãðàôó äî áiëüø øè-
ðîêîãî êëàñó çàäà÷, âàðòî íå ôiêñóâàòè âèáið êîíêðåòíî¨ ìíîæèíè
÷èñåë. Çà äîìîâëåíiñòþ, íàäàëi ìíîæèíè âñiõ ðàöiîíàëüíèõ, äiéñíèõ
òà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë áóäåìî âiäïîâiäíî íàçèâàòè ïîëÿìè ðàöiîíàëü-
íèõ, äiéñíèõ, òà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Ó ñâîþ ÷åðãó ôðàçà "íåõàé F ¹
ïîëåì" îçíà÷àòèìå, ùî íåõàé F = Q àáî F = R àáî F = C.

Îòæå, íåõàé íàäàëi F ¹ ïîëåì, m i n � äåÿêi íàòóðàëüíi ÷èñëà.
Ïðÿìîêóòíà òàáëèöÿ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç m · n ÷èñåë ïîëÿ F , ðîçòà-
øîâàíèõ â m ðÿäêàõ òà n ñòîâïöÿõ, íàçèâà¹òüñÿ m×n-ìàòðèöåþ
àáî ïðîñòî ìàòðèöåþ íàä ïîëåì F . Çàçâè÷àé ìàòðèöi ïîçíà÷àþòüñÿ
âåëèêèìè ëàòèíñüêèìè ëiòåðàìè A, B, C i ò. ä.

Òàêèì ÷èíîì, ìàòðèöÿ A ç åëåìåíòàìè aij (i = 1, 2, . . . ,m; j = 1,
2, . . . , n) ç ïîëÿ F ìà¹ âèãëÿä:

A =



a11 . . . a1j . . . a1n

...
. . .

...
. . .

...
ai1 . . . aij . . . ain
...

. . .
...

. . .
...

am1 . . . amj . . . amn

 . (1)

×àñòî çàìiñòü òàêîãî ðîçãîðíóòîãî çàïèñó ìàòðèöi âæèâàþòü êîðî-
òêèé: ‖aij‖m×n àáî ‖aij‖, ÿêùî çðîçóìiëî ç êîíòåêñòó, ïðî ìàòðèöþ
ÿêèõ ðîçìiðiâ éäå ìîâà. Íàäàëi ñèìâîëîì Fm×n ìè áóäåìî ïîçíà÷à-
òè ìíîæèíó âñiõ m×n-ìàòðèöü íàä ïîëåì F . Çâåðòà¹ìî óâàãó òàêîæ
íà iíäåêñàöiþ åëåìåíòiâ ìàòðèöi A, âîíà ¹ ïîäâiéíîþ. Òàê, a12 ñëiä
÷èòàòè ÿê "à-îäèí-äâà à íå "à-äâàíàäöÿòü".

Ìàòðèöi A = ‖aij‖ i B = ‖bij‖ iç Fm×n íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè,
ÿêùî aij = bij (i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n). Ó öüîìó âèïàäêó
ïèøóòü A = B.
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Ñóìà ìàòðèöü i äîáóòîê ÷èñëà íà ìàòðèöþ. Ñóìîþ ìàòðèöü
A = ‖aij‖ i B = ‖bij‖ iç Fm×n íàçèâà¹òüñÿ òàêà m×n-ìàòðèöÿ C =
= ‖cij‖ íàä F , ùî

cij = aij + bij (i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n).

Ñóìó C ìàòðèöü A i B ïîçíà÷àþòü ÷åðåç A+B.

Òåîðåìà 1. Äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöü A, B, C ∈ Fm×n ñïðàâåäëèâi
íàñòóïíi ðiâíîñòi:

1) (A+B) + C = A+ (B + C) (àñîöiàòèâíà âëàñòèâiñòü);

2) A+B = B +A (êîìóòàòèâíà âëàñòèâiñòü).

Ìàòðèöÿ 0 ∈ Fm×n íàçèâà¹òüñÿ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ, ÿêùî äëÿ
äîâiëüíî¨ ìàòðèöi A ∈ Fm×n ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü 0 +A = A.

Òåîðåìà 2. Iñíó¹ ¹äèíà íóëüîâà ìàòðèöÿ 0 ∈ Fm×n, ïðè÷îìó,
âñi åëåìåíòè ìàòðèöi 0 ¹ íóëÿìè.

Ìàòðèöÿ −A íàçèâà¹òüñÿ ïðîòèëåæíîþ äî ìàòðèöi A, ÿêùî
−A+A = 0.

Òåîðåìà 3. Äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi A ∈ Fm×n iñíó¹ ¹äèíà ïðî-
òèëåæíà ìàòðèöÿ −A, ïðè÷îìó, ÿêùî A = ‖aij‖, òî −A = ‖−aij‖.

Iç öi¹¨ òåîðåìè ñëiäó¹ ìîæëèâiñòü çàäàòè îïåðàöiþ âiäíiìàííÿ ìà-
òðèöü. Ðiçíèöÿ A−B ìàòðèöü A i B iç Fm×n âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ñóìà
A+ (−B).

Äîáóòêîì ÷èñëà γ ∈ F íà ìàòðèöþ A = ‖aij‖ ∈ Fm×n íàçèâà¹-
òüñÿ òàêà m×n-ìàòðèöÿ D = ‖dij‖ íàä F , ùî

dij = γaij (i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n).

Äîáóòîê D ÷èñëà γ íà ìàòðèöþ A ïîçíà÷àþòü ÷åðåç γA.

Òåîðåìà 4. Äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë α, β ∈ F òà ìàòðèöü A, B ∈
∈ Fm×n ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi ðiâíîñòi:

1) (α+ β)A = αA+ βA;

2) α(A+B) = αA+ αB;

3) α(βA) = (αβ)A;

4) 1 ·A = A.
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Äîáóòîê ìàòðèöü. Íåõàé A = ‖aij‖ � äîâiëüíà m×n-ìàòðèöÿ,
B = ‖bij‖ � äîâiëüíà n×r-ìàòðèöÿ (m, n, r ∈ N, aij , bij ∈ F ). Äî-
áóòêîì ìàòðèöi A íà ìàòðèöþ B íàçèâà¹òüñÿ òàêà m×r-ìàòðèöÿ
C = ‖cij‖, ùî

cij =

n∑
k=1

aikbkj (i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , r).

Äîáóòîê C ìàòðèöi A íà ìàòðèöþ B ïîçíà÷àþòü ÷åðåç AB.

Çóâàæåííÿ 1. Çâåðòà¹ìî óâàãó ÷èòà÷à, ùî äîáóòîê ìàòðèöi
A íà ìàòðèöþ B âèçíà÷åíèé ëèøå ó âèïàäêó, êîëè ÷èñëî ñòîâïöiâ
ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ÷èñëó ðÿäêiâ ìàòðèöi B. Òîìó, íàâiòü ÿêùî
äîáóòîê ìàòðèöi A íà ìàòðèöþ B âèçíà÷åíèé, äîáóòîê ìàòðèöi
B íà ìàòðèöþ A ìîæå áóòè íå âèçíà÷åíèì.

Òåîðåìà 5. Äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöü A, A′ ∈ Fm×n, B, B′ ∈
∈ Fn×r, C ∈ Fr×s òà äîâiëüíîãî ÷èñëà γ ∈ F ñïðàâåäëèâi íàñòó-
ïíi ðiâíîñòi:

1) (AB)C = A(BC);

2) A(B +B′) = AB +AB′;

3) (A+A′)B = AB +A′B;

4) (γA)B = A(γB) = γ(AB).

Çóâàæåííÿ 2. ßêùî n ≥ 2, òî iñíóþòü n×n-ìàòðèöi A, B íàä
F òàêi, ùî AB 6= BA. Íàïðèêëàä, ó âèïàäêó n = 2 ìîæíà ïîêëàñòè

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0 0
1 0

)
.

Êâàäðàòíi ìàòðèöi. ßêùî ÷èñëî ðÿäêiâ ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ÷è-
ñëó ñòîâïöiâ öi¹¨ ìàòðèöi, òî ìàòðèöþ A íàçèâàþòü êâàäðàòíîþ ìà-
òðèöåþ, à ÷èñëî ¨¨ ðÿäêiâ ÷è ñòîâïöiâ íàçèâàþòü ïîðÿäêîì ìàòðè-
öi. ßêùî A = ‖aij‖ � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, òî åëåìåíòè
a11, a22, . . . , ann íàçèâàþòü ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ ìàòðèöi A. Êâà-
äðàòíà ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ, ÿêùî âñi
¨¨ åëåìåíòè, ùî íå ëåæàòü íà ãîëîâíié äiàãîíàëi, äîðiâíþþòü íóëþ.
Äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ ñêàëÿðíîþ ìàòðèöåþ, ÿêùî âñi ¨¨
äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ïîïàðíî ðiâíi. Íàäàëi çàìiñòü ñëîâîñïîëó÷åí-
íÿ "êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n" áóäåìî âæèâàòè ïðîñòî òåðìií
"ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n".



8

Ìàòðèöÿ E ïîðÿäêó n íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íîþ ìàòðèöåþ, ÿêùî
äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi A ∈ Fn×n ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi EA = AE = A.

Òåîðåìà 6. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n iñíó¹ ¹äèíà
îäèíè÷íà ìàòðèöÿ E ïîðÿäêó n, ïðè÷îìó,

E =


1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0
0 0 . . . 0 1

 .

Òðàíñïîíîâàíà ìàòðèöÿ. Íåõàé A = ‖aij‖ � äîâiëüíàm×n-ìàò-
ðèöÿ íàä ïîëåì F âèãëÿäó (1). Ìàòðèöþ

a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2

...
...

. . .
...

a1n a2n . . . amn


íàçèâàþòü òðàíñïîíîâàíîþ äî ìàòðèöi A i ïîçíà÷àþòü ¨¨ ñèìâîëîì
AT .

Òåîðåìà 7. Äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöü A, B ∈ Fm×n, C ∈ Fn×s òà
äîâiëüíîãî ÷èñëà α ∈ F ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi ðiâíîñòi:

1) (AT )T = A;

2) (A+B)T = AT +BT ;

3) (αA)T = αAT ;

4) (AC)T = CTAT .

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. Åëåêòðîïðèëàäè A, B, C òîðãîâî¨ ìàðêèK◦ ìàþòü ïîòóæíiñòü
âiäïîâiäíî 1300 Âò, 200 Âò, 500 Âò. Àíàëîãi÷íi ïðèëàäè A, B, C òîð-
ãîâî¨ ìàðêèK∗ ìàþòü ïîòóæíiñòü âiäïîâiäíî 1200 Âò, 300 Âò, 450 Âò.
Ñêëàñòè ïîðiâíÿëüíó ìàòðèöþ ïîòóæíîñòåé åëåêòðîïðèëàäiâ A, B,
C íàçâàíèõ òîðãîâèõ ìàðîê (çíà÷åííÿ ïîòóæíîñòåé âiäïîâiäíèõ ïðè-
ëàäiâ çàïèñóâàòè ó ñòîâïöi). Îá÷èñëèòè ìàòðèöþ âèòðàò ó êÂò/ãîä
ïðîòÿãîì 10 ãîäèí áåçïåðåðâíî¨ ðîáîòè âêàçàíèõ ïðèëàäiâ.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Øóêàíà ïîðiâíÿëüíà ìàòðèöÿ ìà¹ âèãëÿä

A B C
K◦

K∗

(
1300 200 500
1200 300 450

)
.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ æ ìàòðèöi âèòðàò ó êÂò/ãîä ïðîòÿãîì 10 ãîäèí
áåçïåðåðâíî¨ ðîáîòè âêàçàíèõ ïðèëàäiâ íåîáõiäíî âèùåíàâåäåíó ìà-
òðèöþ ïîìíîæèòè íà 10, à ïîòiì íà 1/1000:

1

1000
· 10 ·

(
1300 200 500
1200 300 450

)
= 0, 01 ·

(
1300 200 500
1200 300 450

)
=

=

(
0, 01 · 1300 0, 01 · 200 0, 01 · 500
0, 01 · 1200 0, 01 · 300 0, 01 · 450

)
=

(
13 2 5
12 3 4, 5

)
.

2. Çíàéòè ìàòðèöþ X, ÿêùî 3A+X = B − 2C, äå

A =

 1 2
3 4
5 6

 , B =

 2 0
1 7
2 −1

 , C =

 −3 9
1 0
−5 2

 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè A, B, C � 3×2-ìàòðèöi, òî iç îçíà÷åíü
äîáóòêó ÷èñëà íà ìàòðèöþ òà ñóìè ìàòðèöü ñëiäó¹, ùî X ¹ òàêîæ
3×2-ìàòðèöåþ. Íåõàé

X =

 x11 x12

x21 x22

x31 x32

 .

Îá÷èñëèìî ìàòðèöi 3A+X i B − 2C:

3A+X = 3 ·

 1 2
3 4
5 6

+

 x11 x12

x21 x22

x31 x32

 =

 3 + x11 6 + x12

9 + x21 12 + x22

15 + x31 18 + x32

 ,

B − 2C =

 2 0
1 7
2 −1

− 2 ·

 −3 9
1 0
−5 2

 =

 8 −18
−1 7
12 −5


Iç îçíà÷åííÿ ðiâíîñòi ìàòðèöü 3A+X i B − 2C ñëiäó¹, ùî

3 + x11 = 8, 6 + x12 = −18, 9 + x21 = −1,
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12 + x22 = 7, 15 + x31 = 12, 18 + x32 = −5.

Çâiäñè

x11 = 5, x12 = −24, x21 = −10, x22 = −5, x31 = −3, x32 = −23.

Îòæå,

X =

 5 −24
−10 −5
−3 −23

 .

Çàïðîïîíó¹ìî, ùå îäèí ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ öi¹¨ çàäà÷i. Îñêiëü-
êè äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi iñíó¹ ïðîòèëåæíà, òî iñíó¹ ìàòðèöÿ −3A.
Äîäàìî ìàòðèöþ −3A äî ëiâî¨ i ïðàâî¨ ÷àñòèí ðiâíîñòi

3A+X = B − 2C.

Îäåðæèìî
−3A+ 3A+X = −3A+B − 2C.

Çâiäñè

X = −3A+B − 2C =

 5 −24
−10 −5
−3 −23

 .

3. Îá÷èñëèòè äîáóòîê ìàòðèöi A íà ìàòðèöþ B, ÿêùî

A =

(
a b c
3 2 1

)
, B =

 1 c
1 b
1 a

 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

AB =

(
a b c
3 2 1

)
·

 1 c
1 b
1 a

 =

=

(
a · 1 + b · 1 + c · 1 a · c+ b · b+ c · a
3 · 1 + 2 · 1 + 1 · 1 3 · c+ 2 · b+ 1 · a

)
=

=

(
a+ b+ c 2ac+ b2

6 3c+ 2b+ a

)
.
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4. Îá÷èñëèòè AB −BA, ÿêùî

A =

 1 2 1
2 1 2
1 2 3

 , B =

 4 1 1
−4 2 0

1 2 1

 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

AB −BA =

 1 2 1
2 1 2
1 2 3

 ·
 4 1 1
−4 2 0

1 2 1

−
 4 1 1
−4 2 0

1 2 1

 ·
 1 2 1

2 1 2
1 2 3

 =

=

 −3 7 2
6 8 4
−1 11 4

−
 7 11 9

0 −6 0
6 6 8

 =

 −10 −4 −7
6 14 4
−7 5 −4

 .

5. Çíàéòè âñi ìàòðèöi íàä ïîëåì R äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêi êîìóòóþòü
ç ìàòðèöåþ

A =

(
0 1
1 1

)
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîòðiáíî çíàéòè âñi òàêi ìàòðèöi X, ùî AX =
= XA. Iç îçíà÷åííÿ äîáóòêó ìàòðèöü âèïëèâà¹, ùî X ìà¹ áóòè êâà-
äðàòíîþ ìàòðèöåþ äðóãîãî ïîðÿäêó. Íåõàé

X =

(
x1 x2

x3 x4

)
.

Òîäi óìîâà AX = XA íàáóâà¹ âèãëÿäó(
0 1
1 1

)
·
(
x1 x2

x3 x4

)
=

(
x1 x2

x3 x4

)
·
(

0 1
1 1

)
.

Çâiäñè (
x3 x4

x1 + x3 x2 + x4

)
=

(
x2 x1 + x2

x4 x3 + x4

)
. (2)

Iç îçíà÷åííÿ ðiâíîñòi ìàòðèöü òà iç (2) âèïëèâà¹, ùî

x3 = x2, x4 = x1 + x2,

x1 + x3 = x4, x2 + x4 = x3 + x4.

Çâiäñè
x3 = x2, x4 = x1 + x2.
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Íàäàìî x1 òà x2 äîâiëüíi çíà÷åííÿ α i β iç ïîëÿ R. Òîäi x3 = β,
x4 = α+ β.

Îòæå, áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ X, ùî êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ A ìà¹ âèãëÿä(
α β
β α+ β

)
, (3)

äå α i β � äåÿêi äiéñíi ÷èñëà. Íàâïàêè ïðè äîâiëüíèõ äiéñíèõ çíà÷å-
ííÿõ α i β ìàòðèöÿ âèãëÿäó (3) êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ A.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Âèïèñàòè 3×2-ìàòðèöþ, â ÿêî¨ êîæåí åëåìåíò, ùî çíàõîäèòüñÿ
â i-ìó ðÿäêó òà j-ìó ñòîâïöþ äîðiâíþ¹:

a) i+ j; á) i− j; â) ij; ã) ij ; ä) cos
(
π
i

)
+ sin

(
π
j

)
;

ä) δij =

{
0, ÿêùî i 6= j,
1, ÿêùî i = j,

äå i ∈ {1, 2, 3}; j ∈ {1, 2}.

2. Îá÷èñëèòè:
a) 3A+ 2B; á) 2A− 3B; â) B + 2CT ; ã) (−A+B)T + C,

äå

A =


0 −1
4 4
−6 2

1 8

 , B =


2 1
−9 1

8 −3
7 2

 , C =

(
−3 4 0 −2

3 1 −5 4

)
.

3. Îá÷èñëèòè äîáóòêè ìàòðèöü:

à)
(

3 −2
5 −4

)
·
(

3 4
2 5

)
;

á)
(
a b
c d

)
·
(
α β
γ δ

)
;

â)
(

2 −3
4 −6

)
·
(

9 −6
6 −4

)
;
ã)
(

4 3
7 5

)
·
(
−8 13

3 −16

)
·
(

7 3
2 1

)
;

ä)
 1 −3 2

3 −4 1
2 −5 3

 ·
 2 5 6

1 2 5
1 3 2

; å)
 5 8 −4

6 9 −5
4 7 −3

·
 3 2 5

4 −1 3
9 6 5

;
¹)
(

4 −1
5 −2

)5

.
æ)
(

2 −1
3 −2

)n
;

ç)
(

cosα − sinα
sinα cosα

)n
;

è)
(

1 1
0 1

)n
;

i)
(
λ 1
0 λ

)n
.
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4. ßê çìiíèòüñÿ äîáóòîê AB ìàòðèöü A i B, ÿêùî:

à) ïîìiíÿòè ìiñöÿìè i-èé òà j-èé ðÿäêè ìàòðèöi A;

á) äî i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äîäàòè ¨¨ j-èé ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà
÷èñëî α;

â) ïîìiíÿòè ìiñöÿìè i-èé òà j-èé ñòîâïöi ìàòðèöi B;

ã) äî i-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi B äîäàòè ¨¨ j-èé ñòîâïåöü, ïîìíîæåíèé
íà ÷èñëî α.

5. Ñëiäîì êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi íàçèâà¹òüñÿ ñóìà ¨¨ åëåìåíòiâ, ùî
çíàõîäÿòüñÿ íà ãîëîâíié äiàãîíàëi. Äîâåñòè, ùî ñëiä äîáóòêó AB äî-
ðiâíþ¹ ñëiäó äîáóòêó BA.

6. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü A i B ïîðÿäêó
n, AB −BA 6= E, äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n.

7. Íåõàé A i B � ìàòðèöi îäíîãî é òîãî æ ïîðÿäêó. Äîâåñòè, ùî
AB = BA òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñïðàâåäëèâà îäíà iç íàñòóïíèõ
ðiâíîñòåé:

à) (A+B)2 = A2 + 2AB +B2; á) A2 −B2 = (A−B)(A+B).

8. Íåõàé A =

(
a b
c d

)
. Äîâåñòè, ùî

A2 − (a+ d)A+ (ad− bc)E = 0,

äå E, 0 � âiäïîâiäíî îäèíè÷íà òà íóëüîâà ìàòðèöi äðóãîãî ïîðÿäêó.

9. Çíàéòè âñi ìàòðèöi äðóãîãî ïîðÿäêó, êâàäðàòè ÿêèõ äîðiâíþ-
þòü íóëüîâié ìàòðèöi.

10. Çíàéòè âñi ìàòðèöi äðóãîãî ïîðÿäêó, êâàäðàòè ÿêèõ äîðiâíþ-
þòü îäèíè÷íié ìàòðèöi.

11. Çíàéòè âñi ìàòðèöi, ùî êîìóòóþòü ç ìàòðèöåþ A, ÿêùî:

à) A =

(
1 2
−1 −1

)
; á) A =

 3 1 0
0 3 1
0 0 3

.
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�2. Äåòåðìiíàíòè n-ãî ïîðÿäêó.
Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Íåõàé A � ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä ïîëåì F âèãëÿäó
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann

 , (1)

äå n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî âiäìiííå âiä 1. Äàëi, íåõàé j � íîìåð
äåÿêîãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi A. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Aj ìàòðèöþ, îäåðæàíó
iç ìàòðèöi A øëÿõîì âèêðåñëþâàííÿ ïåðøîãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâïöÿ
öi¹¨ ìàòðèöi, òîáòî ìàòðèöþ âèãëÿäó

a21 a22 . . . a2 j−1 a2 j+1 . . . a2n

a31 a32 . . . a3 j−1 a3 j+1 . . . a3n

...
...

. . .
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . an j−1 an j+1 . . . ann

 . (2)

Âèçíà÷èìî òåïåð iíäóêòèâíî äåòåðìiíàíò äîâiëüíî¨ êâàäðàòíî¨
ìàòðèöi. Iíàêøå êàæó÷è, ñôîðìóëþ¹ìî ñïî÷àòêó îçíà÷åííÿ äåòåðìi-
íàíòà 1-ãî ïîðÿäêó, çà éîãî äîïîìîãîþ äàìî îçíà÷åííÿ äåòåðìiíàíòà
2-ãî ïîðÿäêó, äàëi 3-ãî i ò.ä. Çà íèæ÷å íàâåäåíèì îçíà÷åííÿì äåòåð-
ìiíàíòîì ìàòðèöi A ¹ ÷èñëî ç ïîëÿ F , ÿêå îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ïåâíèì
ïðàâèëîì. Äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç |A|.

Äåòåðìiíàíòîì ìàòðèöi A = ‖a11‖ íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî a11. Íå-
õàé n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî âæå âèçíà÷åíî äåòåð-
ìiíàíò äîâiëüíî¨ ìàòðèöi n-ãî ïîðÿäêó. Äåòåðìiíàíòîì ìàòðèöi
A = ‖aij‖ ïîðÿäêó n+ 1 íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî, ùî äîðiâíþ¹

a11|A1| − a12|A2|+ a13|A3| − a14|A4|+ · · ·+ (−1)(n+2)a1n+1|An+1|.

Òàêèì ÷èíîì, ∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21,

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11

∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣ a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣ a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣ =
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= a11a22a33−a11a23a32−a12a21a33 +a12a23a31 +a13a21a32−a13a22a31.

Ðîçãëÿíåìî âñiëÿêi äîáóòêè ïî n åëåìåíòiâ ìàòðèöi A = ‖aij‖
ïîðÿäêó n âèãëÿäó (1), ðîçìiùåíèõ â ðiçíèõ ðÿäêàõ i ðiçíèõ ñòîâïöÿõ
öi¹¨ ìàòðèöi, òîáòî äîáóòêè âèãëÿäó

a1i1a2i2a3i3 · · · anin . (3)

Iíäåêñè i1, i2, i3, . . . , in ñêëàäàþòü äåÿêó òàê çâàíó ïåðåñòàíîâêó
(ðîçìiùåííÿ) iç ÷èñåë 1, 2, 3, . . . , n. Ó öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî
i1, i2, i3, . . . , in ¹ ïåðåñòàíîâêîþ ç n åëåìåíòiâ. Íàïðèêëàä, ÷èñëà 1,
2, 3, 4 ìîæíà ðîçìiñòèòè íàñòóïíèì ÷èíîì: 3, 2, 4, 1 àáî 2, 4, 1, 3.

Ïîçíà÷èìî n! = 1 · 2 · 3 · · ·n (÷èòà¹òüñÿ: "åí-ôàêòîðiàë").

Òåîðåìà 1. ×èñëî âñiõ ïåðåñòàíîâîê iç n åëåìåíòiâ äîðiâíþ¹ n!.

Êàæóòü, ùî â äàíié ïåðåñòàíîâöi ÷èñëà i òà j óòâîðþþòü iíâåðñiþ,
ÿêùî i > j, àëå i ñòî¨òü ðàíiøå j. Ïåðåñòàíîâêà íàçèâà¹òüñÿ ïàðíîþ,
ÿêùî ¨¨ åëåìåíòè óòâîðþþòü ïàðíå ÷èñëî iíâåðñié, i íåïàðíîþ � â
ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó. Î÷åâèäíî, ïåðåñòàíîâêà 1, 2, . . . , n ¹ ïàð-
íîþ äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N òîìó, ùî ÷èñëî iíâåðñié â íié äîðiâíþ¹
íóëþ. ×èñëî âñiõ iíâåðñié ó ïåðåñòàíîâöi i1, i2, i3, . . . , in áóäåìî ïî-
çíà÷àòè ÷åðåç inv(i1, i2, . . . , in). Íàïðèêëàä, inv(3, 2, 4, 1) = 4 (iíâåðñi¨
óòâîðþþòü íàñòóïíi ïàðè: 3 i 2, 3 i 1, 2 i 1, 4 i 1).

Òåîðåìà 2. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, âiäìiííîãî âiä
1, ÷èñëî ïàðíèõ ïåðåñòàíîâîê iç n åëåìåíòiâ äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåïàð-
íèõ, òîáòî äîðiâíþ¹ n!

2 .

Òåîðåìà 3. Íåõàé A = ‖aij‖ � äîâiëüíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä
ïîëåì F . Òîäi

|A| =
∑

i1,i2,...,in∈Pn

(−1)inv(i1,i2,...,in)a1i1a2i2 · · · anin , (4)

äå ñóìóâàííÿ âåäåòüñÿ ïî ìíîæèíi Pn âñiõ ïåðåñòàíîâîê iç n åëå-
ìåíòiâ.

Iíàêøå êàæó÷è, çà òåîðåìîþ 3 äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A ïîðÿäêó n
äîðiâíþ¹ ñóìi n! äîäàíêiâ, êîæåí ç ÿêèõ ¹ äîáóòêîì n åëåìåíòiâ ìà-
òðèöi A, âçÿòèõ ïî îäíîìó ç êîæíîãî ðÿäêà òà êîæíîãî ñòîâïöÿ öi¹¨
ìàòðèöi, ïðè÷îìó äîäàíîê áåðåòüñÿ iç çíàêîì +, ÿêùî âiäïîâiäíà éî-
ìó ïåðåñòàíîâêà, ñêëàäåíà ç iíäåêñiâ åëåìåíòiâ, ¹ ïàðíîþ, i çíàêîì −
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

Òåîðåìà 4. Äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ äåòåðìiíàíòó
òðàíñïîíîâàíî¨ äî íå¨ ìàòðèöi AT .
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Iç òåîðåìè 4 âèïëèâà¹, ùî âñÿêå òâåðäæåííÿ ïðî äåòåðìiíàíò ìà-
òðèöi ïîâ'ÿçàíå iç ðÿäêàìè öi¹¨ ìàòðèöi ñïðàâåäëèâå i äëÿ ¨¨ ñòîâïöiâ
i íàâïàêè. Òîìó íàñòóïíi òåîðåìè 5�12 áóäóòü ñôîðìóëüîâàíi òiëü-
êè äëÿ ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ïiä ðÿäêîì àáî
ñòîâïöåì äåòåðìiíàíòà ìè íàäàëi ðîçóìiòèìåìî âiäïîâiäíî ðÿäîê àáî
ñòîâïåöü ìàòðèöi, äåòåðìiíàíò ÿêî¨ îá÷èñëþ¹ìî.

Òåîðåìà 5. ßêùî îäèí iç ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà ñêëàäà¹òüñÿ ç
íóëiâ, òî äåòåðìiíàíò äîðiâíþ¹ íóëþ.

Òåîðåìà 6. ßêùî â äåòåðìiíàíòi ïîìiíÿòè ìiñöÿìè äâà ðÿäêè,
òî âií ïîìiíÿ¹ çíàê íà ïðîòèëåæíèé.

Òåîðåìà 7. Äåòåðìiíàíò, ùî ìiñòèòü äâà îäíàêîâi ðÿäêè, äî-
ðiâíþ¹ íóëþ.

Òåîðåìà 8. ßêùî âñi åëåìåíòè äåÿêîãî ðÿäêà äåòåðìiíàíòà ïî-
ìíîæèòè íà ÷èñëî γ, òî i ñàì äåòåðìiíàíò ïîìíîæèòüñÿ íà γ.

Òåîðåìà 9. Äåòåðìiíàíò, ùî ìiñòèòü äâà ïðîïîðöiéíi ðÿäêè,
äîðiâíþ¹ íóëþ.

Òåîðåìà 10. ßêùî âñi åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà äåòåðìiíàíòà n-ãî
ïîðÿäêó ïðåäñòàâëåíi ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ äîäàíêiâ

aij = bj + cj , j = 1, . . . , n,

òî äåòåðìiíàíò äîðiâíþ¹ ñóìi äåòåðìiíàíòiâ, ó ÿêèõ âñi ðÿäêè,
êðiì i-ãî, � òi æ ñàìi, ÿê i â äàíîìó äåòåðìiíàíòi, à i-èé ðÿäîê
â îäíîìó iç öèõ äåòåðìiíàíòiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ bj, à â ií-
øîìó � iç åëåìåíòiâ cj.

Êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ìîæíà óçàãàëüíè-
òè òåîðåìó 10 íà âèïàäîê, êîëè êîæíèé åëåìåíò i-ãî ðÿäêà ïðåäñòàâ-
ëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè k äîäàíêiâ, äå k ≥ 2.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî i-èé ðÿäîê äåòåðìiíàíòà ìàòðèöi (1) ¹ ëi-
íiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ðÿäêiâ ç íîìåðàìè k1, k2, . . . , ks, ÿêùî iñíóþòü
òàêi ÷èñëà γ1, γ2, . . . , γs, ùî

aij = γ1ak1j + γ2ak2j + · · ·+ γsaksj , j = 1, . . . , n.

Òåîðåìà 11. ßêùî îäèí iç ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà ¹ ëiíiéíîþ êîì-
áiíàöi¹þ äåÿêèõ iíøèõ ðÿäêiâ, òî äåòåðìiíàíò äîðiâíþ¹ íóëþ.

Òåîðåìà 12. ßêùî äî åëåìåíòiâ îäíîãî ç ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà
äîäàòè âiäïîâiäíi åëåìåíòè iíøîãî ðÿäêà ïîìíîæåíi íà îäíå i òå
æ ñàìå ÷èñëî, à âñi iíøi ðÿäêè çàëèøèòè áåç çìiíè, òî îäåðæàíèé
äåòåðìiíàíò áóäå ðiâíèé äàíîìó.
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. Îá÷èñëèòè äåòåðìiíàíòè:

à)
∣∣∣∣ 2 3

1 4

∣∣∣∣; á)
∣∣∣∣∣∣

1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çà îçíà÷åííÿì äåòåðìiíàíòà:
à)
∣∣∣∣ 2 3

1 4

∣∣∣∣ = 2 · 4− 3 · 1 = 8− 3 = 5;

á)
∣∣∣∣∣∣

1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣ = 1 ·
∣∣∣∣ 5 6

8 9

∣∣∣∣− 2 ·
∣∣∣∣ 4 6

7 9

∣∣∣∣+ 3 ·
∣∣∣∣ 4 5

7 8

∣∣∣∣ =

= (5 · 9− 6 · 8)− 2 · (4 · 9− 6 · 7) + 3 · (4 · 8− 5 · 7) = 0.

2. Òî÷êè A(x1, y1), B(x2, y2) i C(x3, y3) ¹ âåðøèíàìè òðèêóòíèêà
ABC. Îá÷èñëèòè ïëîùó òðèêóòíèêà ABC.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé A′, B′ i C ′ ¹ ïðîåêöiÿìè âiäïîâiäíî òî÷îê
A, B i C íà âiñü Ox. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè òî÷êè A, B, C ìàþòü
âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ, ÿê íà ðèñ. 1.
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A

A′

x1

y1

B

B′

x2

y2

C

C ′

x3

y3

x

y

O

Ðèñ. 1.

Òîäi ïëîùà òðèêóòíèêà ABC äîðiâíþ¹

SABC = SA′ABB′ + SB′BCC′ − SA′ACC′ ,
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äå SA′ABB′ , SB′BCC′ i SA′ACC′ � âiäïîâiäíî ïëîùi òðàïåöié A′ABB′,
B′BCC ′ i A′ACC ′. Îñêiëüêè

SA′ABB′ = 1
2 (y1 + y2)(x2 − x1),

SB′BCC′ = 1
2 (y2 + y3)(x3 − x2),

SA′ACC′ = 1
2 (y1 + y3)(x3 − x1),

òî

SABC = 1
2 (y1x2 − y1x1 + y2x2 − y2x1 + y2x3 − y2x2 + y3x3 − y3x2−

−y1x3+y1x1−y3x3+y3x1) = 1
2 (y1x2−y2x1+y2x3−y3x2−y1x3+y3x1) =

= 1
2 (y2x3 − y3x2)− 1

2 (y1x3 − y3x1) + 1
2 (y1x2 − y2x1).

Ñóìó, ùî ñòî¨òü ó ïðàâié ÷àñòèíi ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi ìîæíà òðà-
êòóâàòè, ÿê äåòåðìiíàíò ∣∣∣∣∣∣

1
2

1
2

1
2

y1 y2 y3

x1 x2 x3

∣∣∣∣∣∣ . (5)

Íåñêëàäíî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ïëîùà SABC ,
çàäàíîãî â óìîâi çàäà÷i òðèêóòíèêà, äîðiâíþ¹ àáñîëþòíié âåëè÷èíi
äåòåðìiíàíòà (5).

3. Ïiäiáðàòè íàòóðàëüíi çíà÷åííÿ äëÿ k òà l òàêèì ÷èíîì, ùîá
äîáóòîê a1ka32a4la25a53 âõîäèâ ó äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A = ‖aij‖ ï'ÿ-
òîãî ïîðÿäêó ç çíàêîì ïëþñ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Óïîðÿäêó¹ìî ìíîæíèêè âêàçàíîãî â óìîâi äîáó-
òêó â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ïåðøèõ iíäåêñiâ: a1ka25a32a4la53. Äëÿ òîãî,
ùîá öåé äîáóòîê âõîäèâ ó äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A íåîáõiäíî, ùîá
(k, l) = (1, 4) àáî (k, l) = (4, 1). Íåõàé k = 1, à l = 4, òîäi âèïèøåìî
ïåðåñòàíîâêó, ñêëàäåíó ç äðóãèõ iíäåêñiâ ñïiâìíîæíèêiâ: 1, 5, 2, 4, 3.
Îñêiëüêè inv(1, 5, 2, 4, 3) = 4, òî öÿ ïåðåñòàíîâêà ïàðíà, à, îòæå, çà
òåîðåìîþ 3 äîáóòîê a11a32a44a25a54 âõîäèòü ó äåòåðìiíàíò ï'ÿòîãî
ïîðÿäêó ç çíàêîì ïëþñ.

Ó äðóãîìó æ âèïàäêó ïåðåñòàíîâêà 4, 5, 2, 1, 3, ñêëàäåíà ç äðó-
ãèõ iíäåêñiâ ñïiâìíîæíèêiâ ¹ íåïàðíîþ, à öå íå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
çàäà÷i.
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4. Îá÷èñëèòè äåòåðìiíàíò

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 . . . a1n

0 a22 a23 . . . a2n

0 0 a33 . . . a3n

...
...

...
. . .

...
0 0 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (6)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi äâà ñïîñîáè îá÷èñëåííÿ
äàíîãî â óìîâi çàäà÷i äåòåðìiíàíòà ∆.

1-é ñïîñiá. Íåõàé A � ìàòðèöÿ, äåòåðìiíàíò ∆ ÿêî¨ ìè îá÷è-
ñëþ¹ìî. Òîäi çà îçíà÷åííÿì äåòåðìiíàíòà

∆ = a11|A1| − a12|A2|+ a13|A3|+ · · ·+ (−1)(n+1)a1n|An|,

äå Aj � ìàòðèöÿ îäåðæàíà iç ìàòðèöi A øëÿõîì âèêðåñëþâàííÿ
ïåðøîãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâïöÿ öi¹¨ ìàòðèöi, j ∈ {1, 2, . . . , n} (äèâ.
ïîçíà÷åííÿ (2)).

Ó êîæíî¨ ç ìàòðèöü A2, A3, . . . , An ïåðøèé ñòîâïåöü ¹ íóëüîâèì,
à îòæå, äåòåðìiíàíò áóäü-ÿêî¨ ç öèõ ìàòðèöü çà òåîðåìîþ 5 äîðiâíþ¹
0. Òîìó

∆ = a11|A1| = a11 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a22 a23 . . . a2n

0 a33 . . . a3n

...
...

. . .
...

0 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Äàëi, àíàëîãi÷íèì ÷èíîì îá÷èñëþþ÷è äåòåðìiíàíò |A1|, îäåðæèìî

|A1| = a22 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a33 a34 . . . a3n

0 a44 . . . a4n

...
...

. . .
...

0 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Òîìó

∆ = a11a22 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a33 a34 . . . a3n

0 a44 . . . a4n

...
...

. . .
...

0 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, íà n-ìó êðîöi îäåðæèìî, ùî

∆ = a11a22a33 · · · ann.
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2-é ñïîñiá. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ïåðåñòàíîâêó i1, i2, . . . in ÷èñåë
1, 2, . . . , n i âiäïîâiäíèé ¨é äîáóòîê d = a1i1a2i2 · · · anin , ùî âõîäèòü
ó äåòåðìiíàíò ∆ (âiäçíà÷èìî, ùî aij = 0 ïðè i > j). ßêùî in 6= n,
òîäi an in = 0, à, îòæå, d = 0. Íåõàé in = n. Äàëi, ÿêùî in−1 6=
6= n− 1, òî in−1 < n−1. Òîìó an−1 in−1

= 0. Îòæå, â i öüîìó âèïàäêó
d = 0. Íåõàé in−1 = n− 1 i òàê äàëi. . . Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ íà
n-ìó êðîöi îäåðæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïåðåñòàíîâêè i1, i2, . . . , in,
âiäìiííî¨ âiä ïåðåñòàíîâêè 1, 2, . . . , n, äîáóòîê a1i1a2i2 · · · anin äîðiâ-
íþ¹ 0. Çâiäêè çà òåîðåìîþ 3 ñëiäó¹, ùî

∆ = a11a22 · · · ann.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Îá÷èñëèòè äåòåðìiíàíòè:

à)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 . . . 0 0 a1n

0 . . . 0 a2n−1 a2n

0 . . . a3n−2 a3n−1 a3n

... . .
. ...

...
...

an1 . . . ann−2 ann−1 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

á) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 a14 a15

a21 a22 a23 a24 a25

a31 a32 0 0 0
a41 a42 0 0 0
a51 a52 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

â)
∣∣∣∣∣∣∣∣
a 3 0 5
0 b 0 2
1 2 c 3
0 0 0 d

∣∣∣∣∣∣∣∣;
ã)
∣∣∣∣∣∣∣∣

2 0 b 0
1 0 2 a
d 0 0 0
3 c 4 5

∣∣∣∣∣∣∣∣;
ä)
∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ 0 0 a1

1 −λ 0 a2

0 1 −λ a3

0 0 1 −λ+ a4

∣∣∣∣∣∣∣∣.
2. Âèÿñíèòè, ÿêi ç íàâåäåíèõ íèæ÷å äîáóòêiâ âõîäÿòü ó äåòåðìi-

íàíòè âiäïîâiäíèõ ïîðÿäêiâ i ç ÿêèìè çíàêàìè:
à) a61a23a45a36a12a54; á) a27a36a51a74a25a43a62;

â) a12a23a34 · · · an−1,nakk (1 ≤ k ≤ n); ã) a12a23a34 · · · an−1,nan1.

3. Âèáðàòè çíà÷åííÿ i, j, k òàê, ùîá äîáóòîê a51ai6a1ja35a44a6k

âõîäèâ ó äåòåðìiíàíò øîñòîãî ïîðÿäêó ç çíàêîì ìiíóñ.

4. ßê çìiíèòüñÿ äåòåðìiíàíò, ÿêùî:

à) éîãî ïåðøèé ñòîâïåöü ïîñòàâèòè íà îñòàíí¹ ìiñöå, à âñi iíøi
ñòîâïöi çñóíóòè âëiâî, çáåðiãàþ÷è ¨õí¹ âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ;

á) éîãî ðÿäêè çàïèñàòè â çâîðîòíîìó ïîðÿäêó?



21

5. ßê çìiíèòüñÿ äåòåðìiíàíò, ÿêùî:

à) äî êîæíîãî éîãî ñòîâïöÿ, ïî÷èíàþ÷è ç äðóãîãî, äîäàòè ïîïå-
ðåäíié;

á) äî êîæíîãî éîãî ðÿäêà, ïî÷èíàþ÷è ç äðóãîãî, äîäàòè âñi ïîïå-
ðåäíi ðÿäêè?

6. Íåõàé ∆ = |ajk| (ajk ∈ C) � äåòåðìiíàíò ïîðÿäêó n ç åëåìåí-
òàìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì: 1) ajk ∈ R ïðè j > k; 2) akj = iajk
ïðè j ≥ k (i � óÿâíà îäèíèöÿ). Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ n äåòåðìiíàíò
∆ ¹ äiéñíèì ÷èñëîì?

7. ßê çìiíèòüñÿ äåòåðìiíàíò, ÿêùî êîæíèé éîãî åëåìåíò ajk ïî-
ìíîæèòè íà cj−k, äå c 6= 0?

8. ×èñëà 20604, 53227, 25755, 20927 i 289 äiëÿòüñÿ íà 17. Äîâåñòè,
ùî äåòåðìiíàíò ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 0 6 0 4
5 3 2 2 7
2 5 7 5 5
2 0 9 2 7
0 0 2 8 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
äiëèòüñÿ íà 17.

9. ×îìó äîðiâíþ¹ äåòåðìiíàíò, ó ÿêîãî ñóìà ðÿäêiâ ç ïàðíèìè
íîìåðàìè äîðiâíþ¹ ñóìi ðÿäêiâ ç íåïàðíèìè íîìåðàìè?

10. Äîâåñòè, ùî∣∣∣∣∣∣
b+ c c+ a a+ b
b1 + c1 c1 + a1 a1 + b1
b2 + c2 c2 + a2 a2 + b2

∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣
a b c
a1 b1 c1
a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣ .
11. Îá÷èñëèòè äåòåðìiíàíò∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 + x x . . . x
x a2 + x . . . x
...

...
. . .

...
x x . . . an + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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�3. Ìiíîðè òà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ.
Òåîðåìà Ëàïëàñà. Äåòåðìiíàíò äîáóòêó
ìàòðèöü. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ

Íåõàé äàíî äåòåðìiíàíò

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣ (1)

ïîðÿäêó n ç åëåìåíòàìè iç ïîëÿ F . Ðîçãëÿíåìî äåÿêå íàòóðàëüíå
÷èñëî k ìåíøå çà n. Íåõàé i1, i2, . . . , ik òà j1, j2, . . . , jk � âiäïîâiäíî
íîìåðà äåÿêèõ ðÿäêiâ òà ñòîâïöiâ äåòåðìiíàíòà (1), âïîðÿäêîâàíi ïî
çðîñòàííþ, òîáòî

i1 < i2 < . . . < ik, j1 < j2 < . . . < jk.

Äåòåðìiíàíò ïîðÿäêó k âèãëÿäó

M =

∣∣∣∣∣∣∣
ai1j1 · · · ai1jk
...

. . .
...

aikj1 · · · aikjk

∣∣∣∣∣∣∣ (2)

íàçèâà¹òüñÿ ìiíîðîì k-ãî ïîðÿäêó ðîçìiùåíèì â ðÿäêàõ ç íîìåðàìè
i1, i2, . . . , ik òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè j1, j2, . . . , jk àáî ìiíîðîì, ùî
çíàõîäèòüñÿ íà ïåðåòèíi âêàçàíèõ ðÿäêiâ òà ñòîâïöiâ. Iíêîëè êàæóòü,
ùî ìiíîð (2) îòðèìàëè ç äåòåðìiíàíòà (1) øëÿõîì âèêðåñëþâàííÿ
ðÿäêiâ ç íîìåðàìè âiäìiííèìè âiä i1, i2,. . . , ik òà ñòîâïöiâ ç íîìåðà-
ìè âiäìiííèìè âiä j1, j2, . . . , jk. Äàëi, íåõàéM ′ � ìiíîð äåòåðìiíàí-
òà ∆, îòðèìàíèé çà äîïîìîãîþ âèêðåñëþâàííÿ ðÿäêiâ ç íîìåðàìè i1,
i2, . . . , ik òà ñòîâïöiâ ç íîìåðàìè j1, j2, . . . , jk. ÌiíîðM ′ íàçèâà¹òüñÿ
äîïîâíþþ÷èì ìiíîðîì äî ìiíîðó M . Î÷åâèäíî, ìiíîð M ¹ äîïîâíþ-
þ÷èì äî ìiíîðó M ′.

ßêùî ìiíîð M äåòåðìiíàíòà (1) çíàõîäèòüñÿ íà ïåðåòèíi ðÿäêiâ
òà ñòîâïöiâ âiäïîâiäíî ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà j1, j2, . . . , jk, òî
äî êiíöÿ öüîãî ïàðàãðàôà, ÷åðåç sM áóäåìî ïîçíà÷àòè ñóìó íîìåðiâ
âñiõ ðÿäêiâ òà ñòîâïöiâ, â ÿêèõ çíàõîäèòüñÿ ìiíîð M , òîáòî

sM = i1 + · · ·+ ik + j1 + · · ·+ jk.

×èñëî (−1)sMM ′ íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî ìiíî-
ðó M .
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Òåîðåìà 1 (Ëàïëàñ). Íåõàé â äåòåðìiíàíòi ïîðÿäêó n äîâiëü-
íî âèáðàíi k ðÿäêiâ (àáî k ñòîâïöiâ), 1 ≤ k ≤ n − 1. Òîäi öåé äå-
òåðìiíàíò äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ âñiõ ìiíîðiâ k-ãî ïîðÿäêó, ùî
ðîçìiùåíi â öèõ ðÿäêàõ (ñòîâïöÿõ), íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ.

Íàñëiäîê 1. Äåòåðìiíàíò äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ âñiõ åëåìåí-
òiâ äîâiëüíîãî éîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ.

Òîáòî, ÿêùî ∆ � äåÿêèé äåòåðìiíàíò n-ãî ïîðÿäêó (äèâ. (1)),
à Mij � äîïîâíþþ÷èé ìiíîð äî åëåìåíòà aij öüîãî äåòåðìiíàíòà,
i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, òî

∆ = ai1(−1)i+1Mi1 + ai2(−1)i+2Mi2 + · · ·+ ain(−1)i+nMin. (3)

Ôîðìóëà (3) íàçèâà¹òüñÿ ðîçêëàäîì äåòåðìiíàíòà ∆ çà åëåìåíòàìè
i-ãî ðÿäêà.

Òåîðåìà 2. Äåòåðìiíàíò äîáóòêó äîâiëüíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó
n äîðiâíþ¹ äîáóòêó äåòåðìiíàíòiâ öèõ ìàòðèöü.

Iíàêøå êàæó÷è äëÿ áóäü-ÿêèõ ìàòðèöü A i B ïîðÿäêó n ñïðàâå-
äëèâà ôîðìóëà

|A ·B| = |A| · |B|.

Ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíîþ, ÿêùî ¨¨ äåòåðìi-
íàíò íå äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ìàòðèöÿ B ïîðÿäêó n íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíîþ äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi
A ïîðÿäêó n, ÿêùî AB = BA = E, äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿä-
êó n. ßêùî äëÿ ìàòðèöi A iñíó¹ îáåðíåíà, òî çâè÷íî ¨¨ ïîçíà÷àþòü
ñèìâîëîì A−1 i ïðè öüîìó êàæóòü, ùî A � îáîðîòíà ìàòðèöÿ.

Òåîðåìà 3. Ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n ¹ îáîðîòíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè âîíà ¹ íåâèðîäæåíîþ. Ïðè÷îìó, ÿêùî A = ‖aij‖ � îáîðîòíà
ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, òî iñíó¹ ëèøå îäíà îáåðíåíà äî íå¨ ìàòðèöÿ,
ùî äîðiâíþ¹ ìàòðèöi

A−1 = |A|−1


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

...
...

. . .
...

A1n A2n . . . Ann

 ,

äå Aij � àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî åëåìåíòà aij ìàòðèöi A.

Òåîðåìà 4. Äëÿ äîâiëüíèõ îáîðîòíèõ ìàòðèöü A i B ïîðÿäêó
n ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi ðiâíîñòi: 1) |A−1| = |A|−1; 2) (AB)−1 =
= B−1A−1; 3) (A−1)−1 = A.
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. Îá÷èñëèòè äåòåðìiíàíò ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 2 0 3

2 1 −2 4
0 −3 7 5
3 −1 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçêëàäåìî äàíèé äåòåðìiíàíò ïî òðåòüîìó ñòîâ-

ïöþ. Îñêiëüêè äâà åëåìåíòè öüîãî ñòîâïöÿ äîðiâíþþòü íóëþ, ìàòè-
ìåìî

∆ = (−2) · (−1)2+3 ·

∣∣∣∣∣∣
−1 2 3

0 −3 5
3 −1 −1

∣∣∣∣∣∣+ 7 · (−1)3+3 ·

∣∣∣∣∣∣
−1 2 3

2 1 4
3 −1 −1

∣∣∣∣∣∣ .
Îá÷èñëþþ÷è âêàçàíi âèùå äåòåðìiíàíòè òðåòüîãî ïîðÿäêó, îòðèìà-
¹ìî

∆ = 2 · 49 + 7 · 10 = 168.

2. Êîðèñòóþ÷èñü òåîðåìîþ Ëàïëàñà, îá÷èñëèòè äåòåðìiíàíò

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 4 3 5
3 4 0 5 0
3 4 5 2 1
1 5 2 4 3
4 6 0 7 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàôiêñó¹ìî äðóãèé i ï'ÿòèé ðÿäêè äåòåðìiíàíòà
∆. Ðîçãëÿíåìî ìiíîðè

M1 =

∣∣∣∣ 3 4
4 6

∣∣∣∣ , M2 =

∣∣∣∣ 3 5
4 7

∣∣∣∣ , M3 =

∣∣∣∣ 4 5
6 7

∣∣∣∣ ,
ÿêi ðîçìiùåíi â öèõ ðÿäêàõ. Âñi iíøi ìiíîðè äðóãîãî ïîðÿäêó â öèõ
ðÿäêàõ äîðiâíþþòü íóëþ, îñêiëüêè ìiñòÿòü íóëüîâèé ñòîâïåöü.

Îá÷èñëèìî àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ äî ìiíîðiâ M1, M2, M3:

(−1)sM1M ′1 = (−1)2+5+1+2

∣∣∣∣∣∣
4 3 5
5 2 1
2 4 3

∣∣∣∣∣∣ = 49,
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(−1)sM2M ′2 = (−1)2+5+1+4

∣∣∣∣∣∣
1 4 5
4 5 1
5 2 3

∣∣∣∣∣∣ = −100,

(−1)sM3M ′3 = (−1)2+5+2+4

∣∣∣∣∣∣
2 4 5
3 5 1
1 2 3

∣∣∣∣∣∣ = 1.

Òîäi

∆ =

3∑
k=1

Mk · (−1)sMkM ′k = 2 · 49 + 1 · (−100) + (−2) · 1 = −4.

3. Çíàéòè îáåðíåíó ìàòðèöþ äëÿ ìàòðèöi

A =

 2 2 3
1 −1 0
−1 2 1

 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îá÷èñëèìî ñïî÷àòêó äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A:

|A| =

∣∣∣∣∣∣
2 2 3
1 −1 0
−1 2 1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
5 −4 0
1 −1 0
−1 2 1

∣∣∣∣∣∣ = −1.

Òàêèì ÷èíîì ìàòðèöÿ A ¹ íåâèðîäæåíîþ i çà òåîðåìîþ 3 iñíó¹ îáåð-
íåíà ìàòðèöÿ A−1. Çíàéäåìî ¨¨. Äëÿ öüîãî îá÷èñëèìî àëãåáðà¨÷íi
äîïîâíåííÿ Aij äî åëåìåíòiâ ìàòðèöi A, ùî çíàõîäÿòüñÿ íà ïåðåòèíi
i-ãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâïöÿ (i, j = 1, 2, 3)

A11 = (−1)1+1

∣∣∣∣ −1 0
2 1

∣∣∣∣ = −1, A12 = (−1)1+2

∣∣∣∣ 1 0
−1 1

∣∣∣∣ = −1,

A13 = (−1)1+3

∣∣∣∣ 1 −1
−1 2

∣∣∣∣ = 1, A21 = (−1)2+1

∣∣∣∣ 2 3
2 1

∣∣∣∣ = 4,

A22 = (−1)2+2

∣∣∣∣ 2 3
−1 1

∣∣∣∣ = 5, A23 = (−1)2+3

∣∣∣∣ 2 2
−1 2

∣∣∣∣ = −6,

A31 = (−1)3+1

∣∣∣∣ 2 3
−1 0

∣∣∣∣ = 3, A32 = (−1)3+2

∣∣∣∣ 2 3
1 0

∣∣∣∣ = 3,

A33 = (−1)3+3

∣∣∣∣ 2 2
1 −1

∣∣∣∣ = −4.
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Òîäi øóêàíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ äëÿ ìàòðèöi A äîðiâíþ¹

A−1 = |A|−1

 A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33

 =

 1 −4 −3
1 −5 −3
−1 6 4

 .

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

Îá÷èñëèòè äåòåðìiíàíòè:

1.
∣∣∣∣∣∣

246 427 327
1014 543 443
−342 721 621

∣∣∣∣∣∣.
2.
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣.
3.
∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣.
4.
∣∣∣∣∣∣∣∣
−3 9 3 6
−5 8 2 7

4 −5 −3 −2
7 −8 −4 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣.
5.
∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −5 1 2
−3 7 −1 4

5 −9 2 7
4 −6 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣.
6.
∣∣∣∣∣∣∣∣

3 −3 −5 8
−3 2 4 −6

2 −5 7 5
−4 3 5 −6

∣∣∣∣∣∣∣∣.
7.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 5
2 3 7 10 13
3 5 11 16 21
2 −7 7 7 2
1 4 5 3 10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

8.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 6 5 6 4
5 9 7 8 6
6 12 13 9 7
4 6 6 5 4
2 5 4 5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

9.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

24 11 13 17 19
51 13 32 40 46
61 11 14 50 56
62 20 7 13 52
80 24 45 57 70

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

10.
∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −3 4 1
4 −2 3 2
a b c d
3 −1 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣.
11.

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 a 2 −1
4 b 4 −3
2 c 3 −2
4 d 5 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣.
12.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1
2

1
3

1
2 1

1
3

1
2 1 1

2
1
2 1 1

2
1
3

1 1
2

1
3

1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
13.

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 5 2 0
8 3 5 4
7 2 4 1
0 4 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣.
14.

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a b c
1 x 0 0
1 0 y 0
1 0 0 z

∣∣∣∣∣∣∣∣.
15.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 0
x1 x2 cosα sinα
y1 y2 cosβ sinβ
z1 z2 sin γ sin γ

∣∣∣∣∣∣∣∣.
16.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 3 0 0 1 −1
9 4 0 0 3 7
4 5 1 −1 2 4
3 8 3 7 6 9
1 −1 0 0 0 0
3 7 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

17.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 2 0 3 0
5 1 4 2 7 3
1 0 4 0 9 0
8 1 5 3 7 6
1 0 8 0 27 0
9 1 5 4 3 10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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18.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n
−1 0 3 . . . n
−1 −2 0 . . . n
...

...
...
. . .

...
−1 −2 −3 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

19.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n− 2 n− 1 n
2 3 4 . . . n− 1 n n
3 4 5 . . . n n n
...

...
...

. . .
...

...
...

n n n . . . n n n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

20.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 n n . . . n
n 2 n . . . n
n n 3 . . . n
...

...
...
. . .

...
n n n . . . n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

21.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 a2 . . . an−1 an
−x x 0 . . . 0 0

0 −x x . . . 0 0
...

...
...
. . .

...
...

0 0 0 . . . −x x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

22.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 2 . . . 2
2 3 2 . . . 2
2 2 3 . . . 2
...
...
...
. . .

...
2 2 2 . . . 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

23.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x x2 . . . xn

a11 1 x . . . xn−1

a21 a22 1 . . . xn−2

...
...

...
. . .

...
an1 an2 an3 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Çíàéòè îáåðíåíi ìàòðèöi äî íàñòóïíèõ ìàòðèöü:

24.
 2 5 7

6 3 4
5 −2 −3

. 25.
 3 −4 5

2 −3 1
3 −5 −1

. 26.
 1 2 2

2 1 −2
2 −2 1

.
27.


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

.
28.


1 2 3 4
2 3 1 2
1 1 1 −1
1 0 −2 −6

.
29. Ðîçâ'ÿçàòè ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ 2 −3 1

4 −5 2
5 −7 3

 ·X ·
 9 7 6

1 1 2
1 1 1

 =

 2 0 −2
18 12 9
23 15 11

 .
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�4. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Ìåòîä �àóññà
ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Íåõàé F � äåÿêå ïîëå. Ïiä ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìè-
ìè x1, x2, . . . , xn íàä ïîëåì F áóäåìî ðîçóìiòè äåÿêó âïîðÿäêîâàíó
ñóêóïíiñòü ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . .
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = bs,

(1)

äå s, n � äåÿêi íàòóðàëüíi ÷èñëà, aij , bi (i = 1, 2, . . . , s; j = 1, 2, . . .
. . . , n) � äåÿêi ÷èñëà ç ïîëÿ F . ×èñëî aij , ÿêå ñòî¨òü â i-ìó ðiâíÿííi
ïðè j-ìó íåâiäîìîìó xj íàçèâà¹òüñÿ êîåôiöi¹íòîì, ÷èñëî bi íàçèâà-
¹òüñÿ âiëüíèì ÷ëåíîì i-ãî ðiâíÿííÿ. Çâåðòà¹ìî óâàãó íà ïîçíà÷åííÿ
êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåìè ç ïîäâiéíîþ iíäåêñàöi¹þ.

ßêùî âñi âiëüíi ÷ëåíè ñèñòåìè (1) äîðiâíþþòü íóëþ, òî òàêà ñè-
ñòåìà íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü.

Êîåôiöi¹íòè ïðè íåâiäîìèõ ñêëàäàþòü ìàòðèöþ

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

as1 as2 · · · asn

 , (2)

ÿêó íàçèâàþòü ìàòðèöåþ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1).
s × (n + 1)-ìàòðèöÿ, ïåðøi n ñòîâïöi ÿêî¨ òàêi æ ÿê ó ìàòðèöi

A, à îñòàííié ñêëàäà¹òüñÿ iç âiëüíèõ ÷ëåíiâ ñèñòåìè (1) íàçèâà¹òüñÿ
ðîçøèðåíîþ ìàòðèöåþ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1).

Ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) íàçèâà¹òüñÿ òàêà ñèñòå-
ìà (âïîðÿäêîâàíèé íàáið) n ÷èñåë γ1, γ2, . . . , γn ç ïîëÿ F , ùî êîæíå
ðiâíÿííÿ öi¹¨ ñèñòåìè ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â òîòîæíiñòü ïiñëÿ çàìiíè â
íüîìó íåâiäîìèõ xi âiäïîâiäíî ÷èñëàìè γi (i = 1, 2, . . . , n).

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) ìè áóäåìî
íàçèâàòè ñèñòåìó n âèðàçiâ, ÿêi çàëåæàòü âiä äåÿêèõ ïàðàìåòðiâ òà-
êèõ, ùî ïiäñòàâëÿþ÷è çàìiñòü öèõ ïàðàìåòðiâ äîâiëüíi çíà÷åííÿ iç
ïîëÿ F , ìè îòðèìà¹ìî ìíîæèíó âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (1).

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâà¹òüñÿ íåñóìiñíîþ, ÿêùî âîíà íå
ìà¹ æîäíîãî ðîçâ'ÿçêó i ñóìiñíîþ â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó, òîáòî
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ÿêùî âîíà ìà¹ õî÷à á îäèí ðîçâ'ÿçîê. Ñóìiñíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷åíîþ, ÿêùî âîíà ìà¹ òiëüêè îäèí ðîçâ'ÿçîê
i íåâèçíà÷åíîþ, ÿêùî âîíà ìà¹ áiëüøå ÿê îäèí ðîçâ'ÿçîê.

Íåõàé íàì äàíî êðiì ñèñòåìè (1) ùå îäíó ñèñòåìó t ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü ç n íåâiäîìèìè

a′11x1 + a′12x2 + · · ·+ a′1nxn = b′1,
a′21x1 + a′22x2 + · · ·+ a′2nxn = b′2,
. . . . . . . . . . . . . . .

a′t1x1 + a′t2x2 + · · ·+ a′tnxn = b′t.

(3)

Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) i (3) íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè,
ÿêùî âîíè àáî îáèäâi íåñóìiñíi, àáî ñóìiñíi i ìíîæèíè ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ
ñïiâïàäàþòü. Åêâiâàëåíòíiñòü äâîõ ñèñòåì (1) i (3) áóäåìî ïîçíà÷àòè
ñèìâîëîì (1) ∼ (3).

Î÷åâèäíî, ùî âèçíà÷åíà âèùå åêâiâàëåíòíiñòü ñèñòåì çàäîâîëü-
íÿ¹ íàñòóïíèì âëàñòèâîñòÿì. Äîâiëüíà ñèñòåìà åêâiâàëåíòíà ñàìà
ñîái. ßêùî ñèñòåìà (1) åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi (3), òî ñèñòåìà (3) åêâi-
âàëåíòíà ñèñòåìi (1). Äàëi, ÿêùî ñèñòåìà (1) åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi
(3), à öÿ â ñâîþ ÷åðãó åêâiâàëåíòíà äåÿêié ñèñòåìi (∗), òî ñèñòåìà (1)
åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi (∗).

Íåõàé ÷èñëî t ðiâíÿíü ñèñòåìè (3) äîðiâíþ¹ ÷èñëó s ðiâíÿíü ñèñòå-
ìè (1). Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ñèñòåìà (3) îäåðæàíà iç ñèñòåìè (1) çà
äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ òèïó (I), ÿêùî âñi ðiâíÿí-
íÿ, êðiì i-ãî òà j-ãî, çàëèøèëèñü ïîïåðåäíiìè, à i-âå òà j-âå ðiâíÿííÿ
ïîìiíÿëèñÿ ìiñöÿìè. ßêùî æ â ñèñòåìi ðiâíÿíü (3) âñi ðiâíÿííÿ, êðiì
i-ãî, òi æ ñàìi, ùî i â (1), à i-âå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3) ìà¹ âèãëÿä

cai1x1 + cai2x2 + · · ·+ cainxn = cbi,

äå c � äåÿêå ÷èñëî ç ïîëÿ F , òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ñèñòåìà ðiâíÿíü
(3) îäåðæàíà iç ñèñòåìè (1) çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâî-
ðåííÿ òèïó (II). Íàðåøòi, ÿêùî â ñèñòåìi ðiâíÿíü (3) âñi ðiâíÿííÿ,
êðiì i-ãî, òi æ ñàìi, ùî i â (1), à i-âå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (3)
ìà¹ âèãëÿä

(ai1 + cak1)x1 + (ai2 + cak2)x2 + · · ·+ (ain + cakn)xn = bi + cbk,

äå k 6= i, c � äåÿêå ÷èñëî ç ïîëÿ F , òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ñèñòåìà
(3) îòðèìàíà iç ñèñòåìè (1) çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâî-
ðåííÿ òèïó (III).
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Òåîðåìà 1. ßêùî îäíó iç äâîõ äàíèõ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
ìîæíà îäåðæàòè ç äðóãî¨ øëÿõîì ïîñëiäîâíîãî âèêîíàííÿ ñêií÷åí-
íîãî ÷èñëà åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü òèïó (I), àáî òèïó (II), àáî
òèïó (III), òî öi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü åêâiâàëåíòíi.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñïåöèôi÷íîãî âèãëÿ-
äó. Íàäàëi äîìîâèìîñÿ, ùî ó âèïàäêó, êîëè ïåðøi k êîåôiöi¹íòiâ äå-
ÿêîãî i-ãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (1) äîðiâíþþòü íóëþ, äå k ∈ {1, 2, . . . ,
n− 1}, a aik+1 6= 0, òî öå ðiâíÿííÿ ïèñàòèìåìî ó âèãëÿäi

aik+1xk+1 + · · ·+ ainxn = bi.

ßêùî æ âñi êîåôiöi¹íòè ïðè íåâiäîìèõ i-ãî ðiâíÿííÿ äîðiâíþþòü
íóëþ, òî ïèñàòèìåìî öå ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi

0 = bi.

Î÷åâèäíî, ÿêùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìiñòèòü ðiâíÿííÿ âè-
ãëÿäó 0 = b, äå b 6= 0, òî öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ íåñóìiñíîþ.

Íàðåøòi, ÿêùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìiñèòü ðiâíÿííÿ âèãëÿ-
äó 0 = 0, òî äîìîâèìîñü éîãî íå ïèñàòè. Öå íå âïëèâà¹ íà ìíîæèíó
ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, îñêiëüêè áóäü-ÿêèé âïîðÿä-
êîâàíèé íàáið ÷èñåë iç ïîëÿ F ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ âèãëÿäó 0 = 0.

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìèìè x1, x2, . . . , xn âèãëÿäó

a1k1xk1 + · · ·+ a1k2xk2 + · · ·+ a1krxkr + · · ·+ a1nxn = b1,
a2k2xk2 + · · ·+ a2krxkr + · · ·+ a2nxn = b2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
arkrxkr + · · ·+ arnxn = br,

0 = br+1,
· · ·

0 = bs,

(4)

äå r ≤ n, 1 ≤ k1 < k2 < . . . < kr ≤ n, ajkj 6= 0 (j = 1, 2, . . . , r),
íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó.

Òåîðåìà 2 (�àóññ). Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç
êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ F iñíó¹ ñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòàð-
íèõ ïåðåòâîðåíü, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ìîæíà îäåðæàòè ñèñòåìó ëi-
íiéíèõ ðiâíÿíü ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó.

Íàñëiäîê 1. Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ ñóìiñíîþ òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè âîíà åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñõiä÷à-
ñòîãî âèãëÿäó, ÿêà íå ìiñòèòü ðiâíÿíü âèãëÿäó 0 = b, äå b 6= 0.
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Íàñëiäîê 2. Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ âèçíà÷åíîþ òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè âîíà åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñõiä-
÷àñòîãî âèãëÿäó, ÿêà íå ìiñòèòü ðiâíÿíü âèãëÿäó 0 = b, äå b 6= 0, i
ó ÿêî¨ ÷èñëî ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåâiäîìèõ.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. Ðîçâ'ÿçàòè ìåòîäîì �àóññà ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç äiéñíè-
ìè êîåôiöi¹íòàìè

x1 + 3x2 − 3x4 = 1,
x1 − 2x2 + 3x3 − 4x4 = 4,

x2 − x3 + x4 = −3,
− 7x2 + 3x3 + x4 = −3.

(5)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñïî÷àòêó âèêîíà¹ìî òàêi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðå-
ííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (5), ùîá ó íîâié ñèñòåìi ëiíiéíèõ ðiâíÿíü áóëî á
òiëüêè îäíå ðiâíÿííÿ, ÿêå ìàëî á íåíóëüîâèé êîåôiöi¹íò ïðè íåâiäî-
ìîìó x1. Äëÿ öüîãî äîñèòü äî äðóãîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (5)
äîäàòè ¨¨ ïåðøå ðiâíÿííÿ, ïîìíîæåíå íà −1. Ìà¹ìî

x1 + 3x2 − 3x4 = 1,
− 5x2 + 3x3 − x4 = 3,

x2 − x3 + x4 = −3,
− 7x2 + 3x3 + x4 = −3.

(6)

Äàëi, âèêîíà¹ìî åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (6)
òàêi, ùî ó íîâié ñèñòåìi, ïî÷èíàþ÷è ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ, áóäå òiëüêè
îäíå ðiâíÿííÿ, ÿêå ìiñòèòèìå íåíóëüîâèé êîåôiöi¹íò ïðè íåâiäîìîìó
x2. Äëÿ öüîãî ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè äðóãå òà òðåò¹ ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (6)

x1 + 3x2 − 3x4 = 1,
x2 − x3 + x4 = −3,

− 5x2 + 3x3 − x4 = 3,
− 7x2 + 3x3 + x4 = −3.

(7)

À ïîòiì ïîñëiäîâíî äî òðåòüîãî òà ÷åòâåðòîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (7)
äîäàìî äðóãå ðiâíÿííÿ, âiäïîâiäíî ïîìíîæåíå íà 5 òà 7. Îäåðæèìî

x1 + 3x2 − 3x4 = 1,
x2 − x3 + x4 = −3,
− 2x3 + 4x4 = −12,
− 4x3 + 8x4 = −24.

(8)
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Íàðåøòi, äî ÷åòâåðòîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (8) äîäàìî ¨¨
òðåò¹ ðiâíÿííÿ, ïîìíîæåíå íà −2

x1 + 3x2 − 3x4 = 1,
x2 − x3 + x4 = −3,
− 2x3 + 4x4 = −12,

0 = 0.

(9)

Î÷åâèäíî, ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (9) åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi ðiâ-
íÿíü  x1 + 3x2 − 3x4 = 1,

x2 − x3 + x4 = −3,
x3 − 2x4 = 6.

(10)

Îñêiëüêè ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (10) ìà¹ ñõiä÷àñòèé âèãëÿä, òî iç
íàñëiäêó 2 âèïëèâà¹, ùî ñèñòåìà ðiâíÿíü (5) � íåâèçíà÷åíà.

Ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ìî x3 = 6 + 2x4. Ïiäñòàâëÿþ÷è îòðè-
ìàíå çíà÷åííÿ äëÿ x3 ó äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (10), âèçíà÷èìî ç
íüîãî x2

x2 = −3− x4 + x3 = −3− x4 + 6 + 2x4 = 3 + x4.

Ïiäñòàâëÿþ÷è, íàðåøòi, çíàéäåíi çíà÷åííÿ x2 òà x3 â ïåðøå ðiâ-
íÿííÿ, âèçíà÷èìî x1

x1 = 1 + 3x4 − 3x2 = 1 + 3x4 − 9− 3x4 = −8.

Îòæå,
x1 = −8, x2 = 3 + x4, x3 = 6 + 2x4,

à òîìó ñèñòåìà ÷èñåë

−8, 3 + c, 6 + 2c, c,

äå c � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî, ¹ çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ â óìîâi
ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Çàóâàæåííÿ. Íà ïðèêëàäi ðîçâ'ÿçàííÿ ïîïåðåäíüîãî çàâäàííÿ
ìîæíà ïåðåñâiä÷èòèñÿ, ùî ïðè âiäøóêàííi ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì ëiíié-
íèõ ðiâíÿíü ìåòîäîì Ãàóññà âñi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåì äî-
öiëüíî ïðîâîäèòè íàä âiäïîâiäíèìè ¨ì ðîçøèðåíèìè ìàòðèöÿìè. I
ÿêùî A i B � ìàòðèöi åêâiâàëåíòíèõ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, òî
ïèñàòèìåìî A ∼ B. Ïðîiëþñòðó¹ìî öå â íàñòóïíîìó ïðèêëàäi.
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2. Ðîçâ'ÿçàòè ìåòîäîì �àóññà ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç ðàöiî-
íàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè

2x1 + x2 − x3 + x4 = 1,
3x1 − 2x2 + 2x3 − 3x4 = 2,
5x1 + x2 − x3 + 2x4 = −1,
2x1 − x2 + x3 − 3x4 = 4.

(11)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèïèøåìî ðîçøèðåíó ìàòðèöþ ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü (11), â ÿêié äëÿ çðó÷íîñòi ñòîâïåöü âiëüíèõ ÷ëåíiâ âiäîêðå-
ìèìî âåðòèêàëüíîþ ðèñêîþ

A =


2 1 −1 1 1
3 −2 2 −3 2
5 1 −1 2 −1
2 −1 1 −3 4

 .

Çâåðíåìî óâàãó ÷èòà÷à, ùî êîåôiöi¹íòè äàíî¨ â óìîâi ñèñòåìè ëi-
íiéíèõ ðiâíÿíü ¹ öiëèìè ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè. Ó öüîìó âèïàäêó
ìîæíà ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâî-
ðåíü ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ îäåðæèìî ñèñòåìó
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó, i ïðè öüîìó êîåôiöi¹íòè êî-
æíî¨ ç îäåðæàíèõ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ó ðåçóëüòàòi öèõ ïåðåòâî-
ðåíü ¹ öiëèìè ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè.

Òîìó, ùîá óíèêíóòè íåçðó÷íèõ îá÷èñëåíü ç íåöiëèìè äðîáîâèìè
êîåôiöi¹íòàìè, âèêîíà¹ìî ñïî÷àòêó íàñòóïíå åëåìåíòàðíå ïåðåòâî-
ðåííÿ � äî ïåðøîãî ðÿäêà ìàòðèöi A äîäàìî äðóãèé, ïîìíîæåíèé
íà −1. Îäåðæèìî

A ∼ B =


−1 3 −3 4 −1

3 −2 2 −3 2
5 1 −1 2 −1
2 −1 1 −3 4

 .

Äàëi, ïîñëiäîâíî äî äðóãîãî, òðåòüîãî, ÷åòâåðòîãî ðÿäêiâ ìàòðèöi B
äîäàìî ïåðøèé, ïîìíîæåíèé âiäïîâiäíî íà 3, 5, 2. Îäåðæèìî

B ∼ C =


−1 3 −3 4 −1

0 7 −7 9 −1
0 16 −16 22 −6
0 5 −5 5 2

 .
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Äîäàìî äî òðåòüîãî ðÿäêà ìàòðèöi C ÷åòâåðòèé, ïîìíîæåíèé íà −3,
à ïîòiì ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè äðóãèé òà òðåòié ðÿäêè. Áóäåìî ìàòè, ùî

C ∼ D =


−1 3 −3 4 −1

0 1 −1 7 −12
0 7 −7 9 −1
0 5 −5 5 2

 .

Äàëi, ïîñëiäîâíî äîäàâøè äî òðåòüîãî òà ÷åòâåðòîãî ðÿäêiâ ìà-
òðèöi D ¨¨ äðóãèé ðÿäîê, ïîìíîæåíèé âiäïîâiäíî íà −7 i −5, îäåð-
æèìî

D ∼ F =


−1 3 −3 4 −1

0 1 −1 7 −12
0 0 0 −40 83
0 0 0 −30 62

 .

Íàðåøòi, äî òðåòüîãî ðÿäêà ìàòðèöi D äîäàìî ÷åòâåðòèé, ïîìíîæå-
íèé íà −1, à ïiñëÿ öüîãî äî ÷åòâåðòîãî ðÿäêà äîäàìî òðåòié, ïîìíî-
æåíèé íà −30. Îäåðæèìî

F ∼ G =


−1 3 −3 4 −1

0 1 −1 7 −12
0 0 0 −10 21
0 0 0 0 −568

 .

Ìàòðèöÿ G ¹ ðîçøèðåíîþ ìàòðèöåþ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
−x1 + 3x2 − 3x3 + 4x4 = −1,

x2 − x3 + 7x4 = −12,
− 10x4 = 21,

0 = −568,

â ÿêié ëiâà ÷àñòèíà îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ äîðiâíþ¹ íóëþ, à ïðàâà ÷à-
ñòèíà âiäìiííà âiä íóëÿ. Òàêà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íåìà¹ ðîçâ'ÿç-
êiâ, òîáòî ¹ íåñóìiñíîþ. Îòæå, äàíà â óìîâi ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ íåñó-
ìiñíîþ.
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3. Çíàéòè ñèëó ñòðóìó
íà êîæíié ç äiëüíèöü BK,
KC òà KL ñõåìè çîáðàæå-
íî¨ íà ðèñ. 2. Âíóòðiøíiìè
îïîðàìè åëåìåíòiâ çíåõòó-
âàòè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìà¹ìî
ðîçãàëóæåíå êîëî, â ÿêîìó
¹ äâà âóçëè â òî÷êàõ K i
L òà òðè êîíòóðè ABCD,
ABKL i LKCD. Îòæå, ìîæåìî ñêëàñòè îäíå ðiâíÿííÿ çà ïåðøèì
çàêîíîì Êiðõãîôà i òðè ðiâíÿííÿ çà äðóãèì çàêîíîì Êiðõãîôà:

äëÿ âóçëà K: I1 − I2 − I3 = 0;

äëÿ êîíòóðó ABCD: 10I1 + 20I2 = 90;

äëÿ êîíòóðó ABKL: 10I1 + 60I3 = 60;

äëÿ êîíòóðó LKCD: 20I2 − 60I3 = 30.

Ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
I1 − I2 − I3 = 0,

10I1 + 20I2 = 90,
10I1 + 60I3 = 60,

20I2 − 60I3 = 30.

ìåòîäîì �àóññà. Âèïèøåìî ðîçøèðåíó ìàòðèöþ öi¹¨ ñèñòåìè ëiíié-
íèõ ðiâíÿíü

A =


1 −1 −1 0

10 20 0 90
10 0 60 60
0 20 −60 30

 .

Äîäàìî ïîñëiäîâíî äî äðóãîãî, à ïîòiì äî òðåòüîãî ðÿäêiâ ìàòðè-
öi A ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà −10. Îäåðæèìî ìàòðèöþ

B =


1 −1 −1 0
0 30 10 90
0 10 70 60
0 20 −60 30

 .

Ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè äðóãèé òà òðåòié ðÿäêè ìàòðèöi B, à ïîòiì
â îäåðæàíié ìàòðèöi ïîñëiäîâíî äî òðåòüîãî òà ÷åòâåðòîãî ðÿäêiâ
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äîäàìî äðóãèé, âiäïîâiäíî ïîìíîæåíèé íà −3 i −2. Ó ðåçóëüòàòi öèõ
ïåðåòâîðåíü îäåðæèìî ìàòðèöþ

C =


1 −1 −1 0
0 10 70 60
0 0 −200 −90
0 0 −200 −90

 .

Íàðåøòi, äîäàìî äî ÷åòâåðòîãî ðÿäêà ìàòðèöi C òðåòié, ïîìíî-
æåíèé íà −1, à äàëi ïîìíîæèìî äðóãèé ðÿäîê 1

10 , à òðåòié � íà − 1
200 .

Îäåðæèìî ìàòðèöþ

D =


1 −1 −1 0
0 1 7 6
0 0 1 0, 45
0 0 0 0

 .

Çâåðòà¹ìî óâàãó ÷èòà÷à, ùî ìàòðèöÿ D ¹ ðîçøèðåíîþ ìàòðèöåþ
ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó, ÿêà çà íàñëiäêîì 2
òåîðåìè 2 ¹ âèçíà÷åíîþ ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Âèêîíà¹ìî äî-
äàòêîâî íàñòóïíi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöi D: äîäàìî äî
äðóãîãî ðÿäêà öi¹¨ ìàòðèöi òðåòié, ïîìíîæåíèé íà −7, à ïîòiì äî
ïåðøîãî ðÿäêà äîäàìî ïîñëiäîâíî "íîâèé" äðóãèé òà òðåòié ðÿäêè
ìàòðèöi. Ó ðåçóëüòàòi öèõ ïåðåòâîðåíü îäåðæèìî ìàòðèöþ

1 0 0 3, 3
0 1 0 2, 85
0 0 1 0, 45
0 0 0 0

 .

Òàêèì ÷èíîì I1 = 3, 3À; I2 = 2, 85À; I3 = 0, 45À.
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Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü:

1.
5x1 +3x2 +5x3 +12x4 =10,

2x1 +2x2 +3x3 + 5x4 = 4,
x1 +7x2 +9x3 + 4x4 = 2.

2.
−9x1 +10x2 +3x3 +7x4 =7,
−4x1 + 7x2 + x3 +3x4 =5,

7x1 + 5x2−4x3−6x4 =3.

3.


2x1− x2 + x3− x4 = 1,
2x1− x2 −3x4 = 2,
3x1 − x3 + x4 =−3,
2x1 +2x2−2x3 +5x4 =−6.

4.

x1 − 2x2 + 3x3 − 4x4 = 4,

x2 − x3 + x4 =−3,
x1 + 3x2 − 3x4 = 1,
− 7x2 + 3x3 + x4 =−3.

5.


x1 +2x2 +3x3 +4x4 =11,
2x1 +3x2 +4x3 + x4 =12,
3x1 +4x2 + x3 +2x4 =13,
4x1 + x2 +2x3 +3x4 =14.

6.


2x1 + 3x2 − x3 + 5x4 = 0,
3x1 − x2 + 2x3 − 7x4 = 0,
4x1 + x2 − 3x3 + 6x4 = 0,
x1 − 2x2 + 4x3 − 7x4 = 0.

7.


3x1 + x2 − 2x3 + x4 − x5 = 1,
2x1 − x2 + 7x3 − 3x4 + 5x5 = 2,
x1 + 3x2 − 2x3 + 5x4 − 7x5 = 3,

3x1 − 2x2 + 7x3 − 5x4 + 8x5 = 3.

8.


2x1 + x2 + x3− 2 =0,
x1 +3x2 + x3− 5 =0,
x1 + x2 +5x3 + 7 =0,

2x1 +3x2−3x3−14 =0.

9.


x1−2x2 + x3 + x4− x5 =0,
2x1 + x2− x3− x4 + x5 =0,
x1 +7x2−5x3−5x4 +5x5 =0,

3x1− x2−2x3 + x4− x5 =0.

10.


x1 + x2−3x3 +1 =0,
2x1 + x2−2x3−1 =0,
x1 + x2 + x3−3 =0,
x1 +2x2−3x3−1 =0.

Äîñëiäèòè íà ñóìiñíiñòü ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü i çíàéòè çà-
ãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ:

11.


2x1 + 5x2 + x3 + 3x4 =2,
4x1 + 6x2 +3x3 + 5x4 =4,
4x1 +14x2 + x3 + 7x4 =4,
2x1− 3x2 +3x3 +λx4 =7.

12.


2x1− x2 +3x3 + 4x4 = 7,
4x1−2x2 +5x3 + 6x4 = 5,
6x1−3x2 +7x3 + 8x4 = 9,
λx1−4x2 +9x3−10x4 =11.

13.
λx1 + x2 + x3 =1,

x1 +λx2 + x3 =1,
x1 + x2 +λx3 =1.

14.
(1 + λ)x1 + x2 + x3 = 1,
x1 + (1 + λ)x2 + x3 = λ,
x1 + x2 + (1 + λ)x3 = λ2.
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�5. Ïðàâèëî Êðàìåðà ðîçâ'ÿçóâàííÿ
ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Íåõàé F ¹ äåÿêèì ïîëåì. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü ç êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ F , â ÿêié ÷èñëî ðiâíÿíü n äîðiâíþ¹
÷èñëó íåâiäîìèõ, òîáòî ñèñòåìó ðiâíÿíü âèãëÿäó

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn.

(1)

Äåòåðìiíàíò ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1j . . . a1n

a21 . . . a2j . . . a2n

...
. . .

...
. . .

...
an1 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (2)

áóäåìî íàçèâàòè äåòåðìiíàíòîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1).
Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî j ∈ {1, 2, . . . , n} ðîçãëÿíåìî äåòåðìiíàíò

ïîðÿäêó n âèãëÿäó

∆j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . b1 . . . a1n

a21 . . . b2 . . . a2n

...
. . .

...
. . .

...
an1 . . . bn . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (3)

ÿêèé îäåðæóþòü iç äåòåðìiíàíòà ∆ øëÿõîì çàìiíè éîãî j-ãî ñòîâïöÿ
ñòîâïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).

Òåîðåìà 1. Íåõàé γ1, γ2, . . . , γn � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü âèãëÿäó (1). Òîäi ∆γj = ∆j (j = 1, 2, . . . , n).

Òåîðåìà 2 (Êðàìåð). ßêùî äåòåðìiíàíò ∆ ñèñòåìè n ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ âiäìiííèé âiä íóëÿ, òîäi öÿ ñèñòåìà ðiâ-
íÿíü ¹ âèçíà÷åíîþ. Ïðè÷îìó, ÿêùî ∆j � äåòåðìiíàíò, îäåðæàíèé
iç ∆ øëÿõîì çàìiíè j-ãî ñòîâïöÿ (j = 1, 2, . . . , n) ñòîâïöåì âiëüíèõ
÷ëåíiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü, òî ñèñòåìà ÷èñåë

γ1 =
∆1

∆
, γ2 =

∆1

∆
, . . . , γn =

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.
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Íàñëiäîê 1. ßêùî ñèñòåìà n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ
¹ íåñóìiñíîþ àáî íåâèçíà÷åíîþ, òîäi äåòåðìiíàíò öi¹¨ ñèñòåìè äî-
ðiâíþ¹ íóëþ.

Íàñëiäîê 2. ßêùî äåòåðìiíàíò ∆ ñèñòåìè n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
âiä n íåâiäîìèõ äîðiâíþ¹ íóëþ i õî÷à á îäèí iç äåòåðìiíàíòiâ, îäåð-
æàíèõ iç ∆ øëÿõîì çàìiíè éîãî j-ãî ñòîâïöÿ ñòîâïöåì âiëüíèõ
÷ëåíiâ ñèñòåìè, íå äîðiâíþ¹ íóëþ, òîäi öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü ¹ íåñóìiñíîþ.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. Ðîçâ'ÿçàòè íàñòóïíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü çà ïðàâèëîì
Êðàìåðà: 

2x1 − 3x2 + 4x3 + x4 =−2,
x1 + 2x2 + 5x3 − x4 = 7,

6x1 + 2x2 − x3 + x4 = 11,
x1 − x2 − x3 + x4 =−2.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò äàíî¨ â óìîâi ñèñòåìè
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 4 1
1 2 5 −1
6 2 −1 1
1 −1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −47.

Îñêiëüêè âií âiäìiííèé âiä íóëÿ, òî çà òåîðåìîþ Êðàìåðà äàíà â
óìîâi ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ âèçíà÷åíîþ i ìè ìîæåìî çíàéòè ¨¨ ðîçâ'ÿçîê
çà ïðàâèëîì Êðàìåðà. Äëÿ öüîãî îá÷èñëèìî íàñòóïíi äåòåðìiíàíòè:

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 −3 4 1

7 2 5 −1
11 2 −1 1
−2 −1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −94, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −2 4 1
1 7 5 −1
6 11 −1 1
1 −2 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −47,

∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 −2 1
1 2 7 −1
6 2 11 1
1 −1 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, ∆4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 4 −2
1 2 5 7
6 2 −1 11
1 −1 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 141.

Òàêèì ÷èíîì,

x1 =
∆1

∆
= 2, x2 =

∆2

∆
= 1, x3 =

∆1

∆
= 0, x4 =

∆1

∆
= −3
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¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ â óìîâi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

2. Çíàéòè, ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà λ íàñòóïíà ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ íåñóìiñíîþ:2x1 − x2 + 3x3 = 1,

3x1 − 5x2 + (λ− 10)x3 =−2,
4x1 + λx2 + x3 = 1.

(4)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò ñèñòåìè ðiâíÿíü (4)

∆ =

∣∣∣∣∣∣
2 −1 3
3 −5 λ− 10
4 λ 1

∣∣∣∣∣∣ = −2λ2 + 25λ+ 93.

Iç íàñëiäêó 1 âèïëèâà¹, ùî äëÿ òîãî, ùîá ñèñòåìà ðiâíÿíü (4) áóëà
íåñóìiñíîþ, íåîáõiäíî, ùîá ∆ = 0. Ðîçâ'ÿçàâøè êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ
−2λ2 + 25λ+ 93 = 0, îäåðæèìî, ùî ∆ = 0 ïðè çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà
λ = −3 àáî λ = 31

2 .
Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, êîëè λ = 31

2 . Îá÷èñëèìî äåòåðìi-
íàíò

∆1 =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 3
−2 −5 31

2 − 10
1 31

2 1

∣∣∣∣∣∣ = −703

4
.

Îñêiëüêè âií âiäìiííèé âiä íóëÿ, òî iç íàñëiäêó 2 âèïëèâà¹, ùî ïðè
λ = 31

2 ñèñòåìà ðiâíÿíü (4) ¹ íåñóìiñíîþ.
ßêùî æ λ = −3, òîäi ìîæíà ïîêàçàòè, ùî âñi òðè äåòåðìiíàíòè,

ÿêi îäåðæóþòüñÿ ç äåòåðìiíàíòà ñèñòåìè ðiâíÿíü (4) çàìiíîþ âiäïî-
âiäíî ïåðøîãî, äðóãîãî, òðåòüîãî ñòîâïöiâ ñòîâïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ
ñèñòåìè ðiâíÿíü, äîðiâíþþòü íóëþ. Òîìó ó öüîìó âèïàäêó äëÿ âè-
çíà÷åííÿ ÷è ¹ ñèñòåìà ðiâíÿíü (4) ñóìiñíîþ, ðîçâ'ÿæåìî ¨¨ ìåòîäîì
Ãàóññà: 2 −1 3 1

3 −5 −13 −2
4 −3 1 1

 ∼
 2 −1 3 1

0 − 7
2 −

35
2 − 7

2
0 −1 −5 −1

 ∼ ( 2 −1 3 1
0 1 5 1

)
.

Çâiäñè òà ç òåîðåìè 2 �4 âèïëèâà¹, ùî ïðè λ = −3 ñèñòåìà ðiâíÿíü
(4) ¹ ñóìiñíîþ.

Òàêèì ÷èíîì ñèñòåìà ðiâíÿíü (4) ¹ íåñóìiñíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè λ = − 31

2 .
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Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

Íàñòóïíi ñèñòåìè ðiâíÿíü ðîçâ'ÿçàòè çà ïðàâèëîì Êðàìåðà:

1.


2x1 + 3x2 + 11x3 + 5x4 = 2,
x1 + x2 + 5x3 + 2x4 = 1,

2x1 + x2 + 3x3 + 2x4 =−3,
x1 + x2 + 3x3 + 4x4 =−3.

2.


2x1 + 5x2 + 4x3 + x4 = 20,
x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 11,

2x1 + 10x2 + 9x3 + 7x4 = 40,
3x1 + 8x2 + 9x3 + 2x4 = 37.

3.


2x− 5y + 3z + t− 5 = 0,
3x− 7y + 6z − t+ 1 = 0,
5x− 9y + 3z + 4t− 7 = 0,
4x− 6y + 3z + t− 8 = 0.

4.


3x1 + 4x2 + x3 + 2x4 + 3 = 0,
3x1 + 5x2 + 3x3 + 5x4 + 6 = 0,
6x1 + 8x2 + x3 + 5x4 + 8 = 0,
3x1 + 5x2 + 3x3 + 7x4 + 8 = 0.

5.


7x1 + 9x2 + 4x3 + 2x4 = 2,
2x1 − 2x2 + x3 + x4 = 6,
5x1 + 6x2 + 3x3 + 2x4 = 3,
2x1 + 3x2 + x3 + x4 = 0.

6.


6x+ 5y − 2z + 4t+ 4 = 0,
9x− y + 4z − t− 13 = 0,
3x+ 4y + 2z − 2t− 1 = 0,
3x− 9y + 2t− 11 = 0.

7.


2x− y − 6z + 3t+ 1 = 0,
7x− 4y + 2z − 15t+ 32 = 0,
x− 2y − 4z + 9t− 5 = 0,
x− y + 2z − 6t+ 8 = 0.

8.


2x+ y + 4z + 8t =−1,
x+ 3y − 6z + 2t = 3,

3x− 2y + 2z − 2t = 8,
2x− y + 2z = 4.

9. Ïåðåâiðèòè, ùî ñèñòåìà ÷èñåë 1, 1, 1, 1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü 

2x1 − 3x2 + 4x3 − 3x4 = 0,
3x1 − x2 + 11x3 − 13x4 = 0,
4x1 + 5x2 − 7x3 − 2x4 = 0,

13x1 − 25x2 + x3 + 11x4 = 0,

i îá÷èñëèòè äåòåðìiíàíò öi¹¨ ñèñòåìè.

10. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü âiä íåâiäîìèõ x1, x2, x3
x1 + α1x2 + α2

1x3 = β1,

x1 + α2x2 + α2
2x3 = β2,

x1 + α3x2 + α2
3x3 = β3,

äå α1, α2, α3 � ïîïàðíî ðiçíi äiéñíi ÷èñëà; β1, β2, β3 ∈ R.
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�6. Ëiíiéíi ïðîñòîðè. Ëiíiéíà çàëåæíiñòü
åëåìåíòiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Ðîçìiðíiñòü i
áàçèñ ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó

Íåõàé F � äîâiëüíå ïîëå, åëåìåíòè ÿêîãî ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ìà-
ëèìè ãðåöüêèìè ëiòåðàìè, 1 � îäèíèöÿ ïîëÿ F , 0 � íóëü ïîëÿ F .

Íåõàé L � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà åëåìåíòiâ äîâiëüíî¨ ïðèðîäè, ÿêi
ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè â îñíîâíîìó ëàòèíñüêèìè ëiòåðàìè. Ìíîæèíà
L íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì F , ÿêùî â ìíîæèíi L
ââåäåíî äi¨, ùî çàäîâîëüíÿþòü ïåâíèì âèìîãàì (àêñiîìàì ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó), à ñàìå:

I) äiÿ äîäàâàííÿ êîæíié âïîðÿäêîâàíié ïàði a, b åëåìåíòiâ ìíîæè-
íè L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ¹äèíèé åëåìåíò öi¹¨ æ ìíîæèíè,
ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ ñóìîþ åëåìåíòiâ a i b i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç
a+ b;

II) äiÿ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ F íà åëåìåíòè ìíîæèíè L ñòà-
âèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó åëåìåíòó β ∈ F i êîæíîìó åëå-
ìåíòó a ∈ L ¹äèíèé åëåìåíò iç L, ùî íàçèâà¹òüñÿ äîáóòêîì β
íà a i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç βa;

III) àêñiîìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó:

1) (a+ b) + c = a+ (b+ c) äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b, c ∈ L,
2) a+ b = b+ a äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ L,
3) iñíó¹ òàêèé åëåìåíò 0̄ iç L, ùî a + 0̄ = a äëÿ äîâiëüíîãî

åëåìåíòà a iç L,

4) äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ L iñíó¹ òàêèé åëåìåíò a′ ∈ L, ùî
a+ a′ = 0̄,

5) β(γa) = (βγ)a äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ β, γ ∈ F i a ∈ L,
6) 1a = a äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç L,

7) γ(a+b) = γa+γb äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ γ ∈ F i a, b ∈ L,
8) (β + γ)a = βa + γa äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ β, γ ∈ F i

a ∈ L.

Ëåìà 1. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì F . Òîäi â L
iñíó¹ òiëüêè îäèí åëåìåíò 0̄, òàêèé ùî a + 0̄ = a äëÿ äîâiëüíîãî
åëåìåíòà a iç L. Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a iç L iñíó¹ òiëüêè îäèí
åëåìåíò a′ ∈ L, òàêèé ùî a+ a′ = 0̄.
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�äèíèé åëåìåíò 0̄ â L áóäåìî íàçèâàòè íóëüîâèì åëåìåíòîì ïðî-
ñòîðó L. Äëÿ êîæíîãî âåêòîðà a ∈ L ¹äèíèé åëåìåíò a′ ∈ L, ùî çà-
äîâîëüíÿ¹ àêñiîìi 4) áóäåìî íàçèâàòè ïðîòèëåæíèì åëåìåíòîì äî
åëåìåíòà a i áóäåìî ïîçíà÷àòè éîãî ñèìâîëîì "−a".

Ëåìà 2. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì F . Òîäi äëÿ
äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ β ∈ F òà a ∈ L ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi:

0a = 0̄, β0̄ = 0̄, (−1)a = −a.

Ïðè÷îìó αa = 0̄ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè àáî α = 0, àáî a = 0̄.

Ðiçíèöþ äâîõ åëåìåíòiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó, ñóìó 3-õ åëåìåíòiâ
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó, ñóìó 4-õ åëåìåíòiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó i ò. ä. âè-
çíà÷èìî çà ïðàâèëàìè:

a− b = a+ (−b);
a+ b+ c = (a+ b) + c;

a+ b+ c+ d = (a+ b+ c) + d

i ò. ä.
Íàâåäåìî ïðèêëàäè ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ.

1. Íóëüîâèé ïðîñòið L = {a} ñêëàäà¹òüñÿ iç îäíîãî åëåìåíòà a,
äi¨ íàä ÿêèì âèêîíóþòüñÿ çà ïðàâèëàìè:

a+ a = a, βa = a (β ∈ F ).

Î÷åâèäíî, åëåìåíò a ¹ íóëüîâèì åëåìåíòîì.

2. Ïðîñòið Fn. Áóäü-ÿêà âïîðÿäêîâàíà ñóêóïíiñòü n åëåìåíòiâ
ïîëÿ F íàçèâà¹òüñÿ n-âèìiðíèì âåêòîðîì íàä ïîëåì F . n-âèìiðíèé
âåêòîð íàä ïîëåì F , óòâîðåíèé åëåìåíòàìè α1, α1, . . . , αn ïîëÿ F ,
áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç (α1, α2, . . . , αn) i íàçèâàòè α1 � 1-þ êîìïî-
íåíòîþ, α2 � 2-þ êîìïîíåíòîþ i ò.ä., αn � n-þ êîìïîíåíòîþ öüîãî
âåêòîðà. Äâà n-âèìiðíi âåêòîðè íàä ïîëåì F íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè,
ÿêùî ðiâíi âiäïîâiäíi êîìïîíåíòè öèõ âåêòîðiâ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Fn

ìíîæèíó âñiõ n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ íàä ïîëåì F . Ââåäåìî â ìíîæèíi
Fn äi¨:

I) ÿêùî a = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Fn i b = (β1, β2, . . . , βn) ∈ Fn, òî
âèçíà÷èìî ñóìó a+ b çà ïðàâèëîì

a+ b = (α1 + β1, α2 + β2, . . . , αn + βn);
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II) ÿêùî γ ∈ P i a = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Fn, òî äîáóòîê γa âèçíà÷è-
ìî çà ïðàâèëîì

γa = (γα1, γα2, . . . , γαn).

Î÷åâèäíî, a + b ∈ Fn i γa ∈ Fn äëÿ äîâiëüíèõ n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ
a, b íàä ïîëåì F òà äîâiëüíîãî åëåìåíòà γ ïîëÿ F . Êîðèñòóþ÷èñü
àêñiîìàìè ïîëÿ F íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî âêàçàíi äi¨ íàä åëåìåíòà-
ìè iç Fn çàäîâîëüíÿþòü àêñiîìàì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Ëiíiéíèé ïðî-
ñòið Fn ç âêàçàíèìè äiÿìè íàä n-âèìiðíèìè âåêòîðàìè íàçèâà¹òüñÿ
n-âèìiðíèì âåêòîðíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì F . Â ïðîöåñi ïåðåâiðêè
àêñiîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó áóäå âñòàíîâëåíî, ùî íóëüîâèì åëåìåí-
òîì ïðîñòîðó Fn ¹ n-âèìiðíèé âåêòîð (0, 0, . . . , 0), à ïðîòèëåæíèì
åëåìåíòîì −a äî n-âèìiðíîãî âåêòîðà a = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Fn ¹
n-âèìiðíèé âåêòîð (−α1,−α2, . . . ,−αn).

3. Ïðîñòið Rs×t. Íåõàé R � ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
Rs×t ìíîæèíó âñiõ s× t-ìàòðèöü åëåìåíòàìè ç ïîëÿ R. ßê âiäîìî
(äèâ. �1), íà öié ìíîæèíi ìîæíà ââåñòè îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü
òà ìíîæåííÿ åëåìåíòà ïîëÿ R íà ìàòðèöþ. Ðåêîìåíäó¹ìî ÷èòà÷ó
ñàìîñòiéíî ïåðåêîíàòèñÿ, â òîìó ùî ìíîæèíà Rs×t âiäíîñíî öèõ äié
¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì.

4. Ïðîñòið C[α,β]. Íåõàé α, β ∈ R i α < β. ×åðåç C[α,β] ïîçíà÷èìî
ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié f : [α, β]→ R, íåïåðåðâíèõ íà ñåãìåíòi [α, β].
Äâi ôóíêöi¨ f , g : [α, β]→ R íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè, ÿêùî

f(x) = g(x) (x ∈ [α, β]).

Ââåäåìî äi¨ íàä åëåìåíòàìè iç C[α,β]:

I) ÿêùî f, g ∈ C[α,β], òî ñóìó f + g âèçíà÷èìî çà ïðàâèëîì

(f + g)(x) = f(x) + g(x) (x ∈ [α, β]).

II) ÿêùî γ ∈ R i f ∈ C[α,β], òî äîáóòîê γf âèçíà÷èìî çà ïðàâèëîì

(γf)(x) = γf(x) (x ∈ [α, β]).

Iç âiäîìèõ òåîðåì ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ñëiäó¹, ùî f + g i γf �
íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ íà ñåãìåíòi [α, β], òîáòî f+g ∈ C[α,β] i γf ∈ C[α,β].
ßê i â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi ìîæíà ïîêàçàòè, ùî C[α,β] ¹ ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä ïîëåì R âiäíîñíî âêàçàíèõ äié íàä åëåìåíòàìè iç
C[α,β].
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Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F . Íåïîðîæíÿ ïiäìíî-
æèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L, ÿêùî A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì âiäíîñíî äié, çàäàíèõ â
L. ßêùî æ äëÿ íåïîðîæíüî¨ ïiäìíîæèíè A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä
ïîëåì F âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) ñóìà áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ iç A ¹ òàêîæ åëåìåíòîì iç A;

2) äîáóòîê áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà iç F íà áóäü-ÿêèé åëåìåíò iç A ¹
òàêîæ åëåìåíòîì iç A,

òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìíîæèíà A çàìêíåíà âiäíîñíî äié â L.

Òåîðåìà 1. Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L
íàä ïîëåì F ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì F òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè ìíîæèíà A çàìêíåíà âiäíîñíî äié â L.

Áóäü-ÿêó âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó åëåìåíòiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
L íàä ïîëåì F áóäåìî íàçèâàòè ñèñòåìîþ åëåìåíòiâ. Íåõàé a1,
a2, . . . , as � ñèñòåìà åëåìåíòiâ iç L, β1, β1, . . . , βs � äîâiëüíi åëå-
ìåíòè ïîëÿ F . Åëåìåíò

β1a1 + β2a2 + · · ·+ βsas

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ åëåìåíòiâ
a1, a2, . . . , as âiäïîâiäíî ç êîåôiöi¹íòàìè β1, β2, . . . , βs.

Ñèñòåìà åëåìåíòiâ a1, a2, . . . , as ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹-
òüñÿ ëiíiéíî çàëåæíîþ ñèñòåìîþ, ÿêùî iñíóþòü òàêi åëåìåíòè α1,
α2, . . . , αs ïîëÿ F , íå âñi ðiâíi íóëþ îäíî÷àñíî, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-
íiñòü

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αsas = 0̄,

äå 0̄ � íóëüîâèé åëåìåíò ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì F . Ñèñòåìà
åëåìåíòiâ a1, a2, . . . , as ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî
íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α1, α2, . . . , αs
ïîëÿ F , ÿêi íå ðiâíi íóëþ îäíî÷àñíî, ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ α1a1+α2a2+
+ · · ·+ αsas íå ¹ íóëüîâèì åëåìåíòîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Òåîðåìà 2 (îçíàêà ëiíiéíî çàëåæíî¨ ñèñòåìè). Ñèñòåìà åëåìåí-
òiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì F ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè îäèí iç åëåìåíòiâ öi¹¨ ñèñòåìè ¹ ëiíiéíîþ êîì-
áiíàöiþ iíøèõ åëåìåíòiâ äàíî¨ ñèñòåìè.

Ïiäñèñòåìîþ ñèñòåìè åëåìåíòiâ a1, a2, . . . , as ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
L íàä ïîëåì F íàçèâà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíà ïiäìíîæèíà öi¹¨ ïiäñèñòå-
ìè, ïîðÿäîê âçà¹ìíîãî ðîçòàøóâàííÿ åëåìåíòiâ ó ÿêié òàêèé æ ÿê i
â äàíié ñèñòåìi.
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Òåîðåìà 3 (ïðî ñèñòåìó i ïiäñèñòåìó). ßêùî äåÿêà ïiäñèñòåìà
äàíî¨ ñèñòåìè åëåìåíòiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì F ¹ ëi-
íiéíî çàëåæíîþ, òî i ñàìà ñèñòåìà òàêîæ ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.
ßêùî äàíà ñèñòåìà åëåìåíòiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì F ¹
ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, òî i áóäü-ÿêà ïiäñèñòåìà öi¹¨ ñèñòåìè òàêîæ
¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Ñèñòåìà åëåìåíòiâ a1, a2, . . . , as ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì
F íàçèâà¹òüñÿ áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íà-
ñòóïíi óìîâè:

1) ñèñòåìà åëåìåíòiâ a1, a2, . . . , as ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ;
2) áóäü-ÿêèé åëåìåíò ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì F ¹ ëiíié-

íîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè a1, a2, . . . , as.
Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì F íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííîâèìiðíèì

ëiíiéíèì ïðîñòîðîì, ÿêùî â íüîìó iñíó¹ áàçèñ. Ó ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì F íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííî-
âèìiðíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì.

n-âèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið Fn íàä ïîëåì F ¹ ïðèêëàäîì ñêií-
÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó (n ∈ N). Ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âå-
êòîðiâ:

e1 = (1, 0, . . . , 0, 0), e2 = (0, 1, . . . , 0, 0), . . . , en = (0, 0, . . . , 0, 1)

¹ áàçèñîì ïðîñòîðó Fn. Öåé áàçèñ íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì áàçèñîì
ïðîñòîðó Fn.

Òåîðåìà 4. Áóäü-ÿêó ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó åëåìåíòiâ
ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì F ìîæíà âêëþ-
÷èòè â äåÿêèé áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó.

Òåîðåìà 5. Áóäü-ÿêi äâà áàçèñè ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L íàä ïîëåì F ñêëàäàþòüñÿ ç îäíàêîâîãî ÷èñëà åëåìåí-
òiâ.

Ðîçìiðíiñòþ ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïî-
ëåì F íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî åëåìåíòiâ áóäü-ÿêîãî áàçèñó öüîãî ëiíiéíî-
ãî ïðîñòîðó. Çà äîìîâëåíiñòþ íóëüîâèé ïðîñòið ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì
ëiíiéíèì ïðîñòîðîì, ðîçìiðíiñòü ÿêîãî ðiâíà íóëþ. Ðîçìiðíiñòü íå-
ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó ââàæàþòü óìîâíî ðiâíîþ ∞. Ðîçìið-
íiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì F ïîçíà÷àþòü ÷åðåç dimFL.
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. ×è ¹ ìíîæèíà âñiõ äiéñíèõ ìàòðèöü âèãëÿäó(
a b
−b a

)
ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì R äiéñíèõ ÷èñåë
âiäíîñíî çâè÷àéíèõ äié äîäàâàííÿ ìàòðèöü òà ìíîæåííÿ äiéñíîãî
÷èñëà íà ìàòðèöþ?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé

C =

{(
a b
−b a

)
| a, b ∈ R

}
.

Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà C ¹ ïiäìíîæèíîþ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó R2×2.
Ïåðåâiðèìî, ÷è ¹ ìíîæèíà C çàìêíåíîþ âiäíîñíî äié â R2×2. Íåõàé
U , V � äîâiëüíi ìàòðèöi ç ìíîæèíè C, à w � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî.
Òîäi

U =

(
a b
−b a

)
, V =

(
c d
−d c

)
äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë a, b, c, d. Îá÷èñëèìî

U + V =

(
a b
−b a

)
+

(
c d
−d c

)
=

(
a+ c b+ d
−(b+ d) a+ c

)
,

w · U = w ·
(

a b
−b a

)
=

(
wa wb
−wb wa

)
.

Îñêiëüêè U+V ∈ C i w·U ∈ C, òî ìíîæèíà C ¹ çàìêíåíîþ âiäíîñíî äié
â ëiíiéíîìó ïðîñòîði R2×2. Öå, â ñâîþ ÷åðãó, îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà C
¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó R2×2, à îòæå, i ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì (äèâ. òåîðåìó 1 öüîãî ïàðàãðàôó).

Ïîêàæåìî, ùî C ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì R. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöi

E =

(
1 0
0 1

)
, I =

(
0 1
−1 0

)
.

Ñèñòåìà ìàòðèöü E, I ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ åëåìåíòiâ ëi-
íiéíîãî ïðîñòîðó C. Äiéñíî, ó ïðîòèëåæíî âèïàäêó iñíóâàëè á äiéñíi
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÷èñëà x i y îäíî÷àñíî íå ðiâíi íóëþ òàêi, ùî xE + yI = 0, äå 0 �
íóëüîâà ìàòðèöÿ iç R2×2. Îñêiëüêè

xE + yI =

(
x y
−y x

)
,

òî ìè îäåðæàëè á ñóïåðå÷íiñòü, ÿêà ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî x = y = 0.
Äàëi, áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ U iç ëiíiéíîãî ïðîñòîðó C ïðåäñòàâëÿ¹-

òüñÿ ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ñèñòåìè ìàòðèöü E, I. ßêùî

U =

(
a b
−b a

)
,

òî U = aE + bI. Ïiäñóìîâóþ÷è âèùå ñêàçàíå, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî
ñèñòåìà ìàòðèöü E, I ¹ áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó C. Öå äîâîäèòü,
ùî ëiíiéíèé ïðîñòið C ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë ðîçìiðíîñòi 2.

2. Äîâåñòè, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ, ùî ìiñòèòü äâà îäíàêîâèõ âå-
êòîðà ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïiäñèñòåìó, âêàçàíî¨ â óìîâi ñèñòåìè
âåêòîðiâ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ iç öèõ äâîõ îäíàêîâèõ âåêòîðiâ: a, a. Öÿ
ïiäñèñòåìà ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ, îñêiëüêè iñíó¹ ñèñòåìà íåíóëüîâèõ
÷èñåë 1, −1, ùî ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ âåêòîðiâ a, a äîðiâíþ¹ íóëüîâîìó
âåêòîðó, òîáòî 1 · a+ (−1) · a = 0̄.

Òîäi iç òåîðåìè 3 âèïëèâà¹, ùî i âñÿ, âêàçàíà â óìîâi ñèñòåìà
âåêòîðiâ, ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.

3. Äîâåñòè, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

a1 = (1, 1, 1, 1), a2 = (1, 0, 1, 1), a3 = (1, 1, 0, 1), a4 = (1, 1, 1, 0)

¹ áàçèñîì âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R4.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé γ1, γ2, γ3, γ4 � äåÿêi äiéñíi ÷èñëà. Îá÷è-

ñëèìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ

γ1a1 + γ2a2 + γ3a3 + γ4a4 =

= (γ1 + γ2 + γ3 + γ4, γ1 + γ3 + γ4, γ1 + γ2 + γ4, γ1 + γ2 + γ3). (1)

Öÿ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ äîðiâíþ¹ íóëüîâîìó âåêòîðó òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè (γ1, γ2, γ3, γ4) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

x1 + x2 + x3 + x4 = 0,
x1 + x3 + x4 = 0,
x1 + x2 + x4 = 0,
x1 + x2 + x3 = 0.

(2)



49

Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (2)

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −1 6= 0.

Òîäi çà òåîðåìîþ Êðàìåðà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (2) ¹ âèçíà÷å-
íîþ. Î÷åâèäíî, íóëüîâèé âåêòîð ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü, à îòæå, ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (2).

Òàêèì ÷èíîì ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ (1) äîðiâíþ¹ íóëüîâîìó âåêòîðó
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

γ1 = γ2 = γ3 = γ4 = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, a3, a4 ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.
Ïîêàæåìî òåïåð, ùî áóäü-ÿêèé âåêòîð b = (β1, β3, β3, β4) âåêòîð-

íîãî ïðîñòîðó R4 ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, a3,
a4. Äëÿ öüîãî ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

x1 + x2 + x3 + x4 = β1,
x1 + x3 + x4 = β2,
x1 + x2 + x4 = β3,
x1 + x2 + x3 = β4.

Îäåðæèìî x1 = −2β1 + β2 + β3 + β4, x2 = β1 − β2, x3 = β1 − β3,
x4 = β1 − β4. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

b = (−2β1 + β2 + β3 + β4)a1 + (β1 − β2)a2 + (β1 − β3)a3 + (β1 − β4)a4.

Ïiäñóìóâàâøè âñå âèùå ñêàçàíå, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ñèñòåìà âå-
êòîðiâ a1, a2, a3, a4 ¹ áàçèñîì âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R4.

Çàóâàæåííÿ. Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè, ùî ñèñòåìà iç n n-âèìið-
íèõ âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Rn äîñèòü
ïîêàçàòè, ùî äåòåðìiíàíò, ñêëàäåíèé iç êîìïîíåíò äàíèõ âåêòîðiâ,
âiäìiííèé âiä íóëÿ. Äiéñíî, öèì ñàìèì áóäå äîâåäåíî, ùî öÿ ñèñòåìà
âåêòîðiâ ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ. Çà òåîðåìîþ 4 äàíó ñè-
ñòåìó âåêòîðiâ ìîæíà âêëþ÷èòè â äåÿêèé áàçèñ ïðîñòîðó Rn, ÿêèé
ñêëàäà¹òüñÿ çà òåîðåìîþ 5 ç n âåêòîðiâ (íàãàäà¹ìî ïðî êàíîíi÷íèé
áàçèñ ïðîñòîðó Rn). Îñêiëüêè äàíà ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ ñà-
ìà ñêëàäà¹òüñÿ n âåêòîðiâ, òî öå îçíà÷à¹, ùî âîíà ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó
Rn.
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Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. ×è ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë ìíîæèíà
âñiõ 3-âèìiðíèõ âåêòîðiâ ç äiéñíèìè êîìïîíåíòàìè, ùî ¹ ðîçâ'ÿçêàìè
ðiâíÿííÿ x1 +x2 +x3 = 0, âiäíîñíî çâè÷àéíèõ äié äîäàâàííÿ âåêòîðiâ
òà ìíîæåííÿ äiéñíîãî ÷èñëà íà âåêòîð?

2. ×è ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë ìíîæèíà
âñiõ n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ ç äiéñíèìè êîìïîíåíòàìè, ùî ¹ ðîçâ'ÿçêàìè
ðiâíÿííÿ x1 + x2 + · · · + xn = 1, âiäíîñíî çâè÷àéíèõ äié äîäàâàííÿ
âåêòîðiâ òà ìíîæåííÿ äiéñíîãî ÷èñëà íà âåêòîð?

3. ×è ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë ìíîæèíà
âñiõ ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè âiäíî-
ñíî çâè÷àéíèõ äié äîäàâàííÿ ìàòðèöü òà ìíîæåííÿ äiéñíîãî ÷èñëà
íà ìàòðèöþ?

4. Íåõàé a1, a2, . . . , as � äåÿêà ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ ç
äiéñíèìè êîìïîíåíòàìè. ×è ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì äié-
ñíèõ ÷èñåë ìíîæèíà âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié öi¹¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ ç
äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè âiäíîñíî çâè÷àéíèõ äié äîäàâàííÿ âåêòîðiâ
òà ìíîæåííÿ äiéñíîãî ÷èñëà íà âåêòîð?

5. Çíàéòè ëiíiéíó êîìáiíàöiþ 3a1 + 5a2 − a3 âåêòîðiâ
a1 = (4, 1, 3,−2), a2 = (1, 2,−3, 2), a3 = (16, 9, 1,−3).

6. Çíàéòè âåêòîðè x òà y iç ðiâíÿíü:
a) a1 + 2a2 + 3a3 + 4x = 0̄, á) 3(a1 − y) + 2(a2 + y) = 4(a3 − y),
äå a1 = (5,−8,−1, 2), a2 = (2,−1, 4,−3), a3 = (−3, 2,−5, 4).

7. Âèçíà÷èòè, ÷è ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè íàñòóïíi ñèñòåìè âåêòîðiâ:
a) a1 = (5, 4, 3), a2 = (3, 3, 2), a3 = (8, 1, 3);
á) b1 = (2,−4, 1), b2 = (0, 5,−6), b3 = (1,−2, 4);
â) c1 = (4,−5, 2, 6), c2 = (2,−2, 1, 3), c3 = (6,−3, 3, 9), c4 = (4,−1, 5, 6);
ã) d1 = (1, 0, 0, 2, 5), d2 = (0, 1, 0, 3, 4), d3 = (0, 0, 1, 4, 7),
d4 = (2,−3, 4, 11, 12).

8. Äîâåñòè, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ, ÿêà ìiñòèòü äâà ïðîïîðöiéíi
âåêòîðè, ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.

9. Äîâåñòè, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ, ÿêà ìiñòèòü íóëüîâèé âåêòîð,
ëiíiéíî çàëåæíà.

10. Äîâåñòè, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, a3 ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ



51

i âåêòîð a3 íå ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ a1, a2, òî àáî âåêòîð
a1 ïðîïîðöiéíèé âåêòîðó a2, àáî, íàâïàêè, âåêòîð a2 ïðîïîðöiéíèé
âåêòîðó a1.

11. Íåõàé a1 = (0, 1, 0, 2, 0), a2 = (7, 4, 1, 8, 3), a3 = (0, 3, 0, 6, 0).
×è ìîæíà ïiäiáðàòè äiéñíi ÷èñëà β1, β2, β3, γ1, γ2, γ3, δ1, δ2, δ3 òàê,
ùîá ñèñòåìà âåêòîðiâ b, c, d, äå

b = β1a1 + β2a2 + β3a3, c = γ1a1 + γ2a2 + γ3a3, d = δ1a1 + δ2a2 + δ3a3

áóëà á ëiíiéíî íåçàëåæíîþ?

12. Çíàéòè âñi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè ÿêèõ âåêòîð b ¹ ëiíié-
íîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, a3, ÿêùî:
a) a1 = (2, 3, 5), a2 = (3, 7, 8), a3 = (1,−6, 1), b = (7,−2, λ);
á) a1 = (4, 4, 3), a2 = (7, 2, 1), a3 = (4, 1, 6), b = (5, 9, λ);
â) a1 = (3, 2, 5), a2 = (2, 4, 7), a3 = (5, 6, λ), b = (1, 3, 5);
ã) a1 = (3, 2, 6), a2 = (7, 3, 9), a3 = (5, 1, 3), b = (λ, 2, 5).
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�7. Êîîðäèíàòè åëåìåíòà ñêií÷åííîâèìiðíîãî
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Çâ'ÿçîê ìiæ áàçèñàìè.
Içîìîðôiçì ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F i ñèñòå-
ìà åëåìåíòiâ a1, a2, . . . , an � äåÿêèé áàçèñ ïðîñòîðó L (n = dimFL).
Òîäi áóäü-ÿêèé åëåìåíò b iç L ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè a1,
a2, . . . , an, òîáòî

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βna, (1)

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ β1, β2, . . . , βn ïîëÿ F . Ðiâíiñòü (1) íàçèâà¹òüñÿ
ðîçêëàäîì åëåìåíòà åëåìåíòà b ó áàçèñi a1, a2, . . . , an. Ïðè öüîìó
êîåôiöi¹íòè β1, β2, . . . , βn âiäïîâiäíî íàçèâàþòü 1-þ êîîðäèíàòîþ,
2-þ êîîðäèíàòîþ, . . . , n-þ êîîðäèíàòîþ åëåìåíòà a ó áàçèñi a1,
a2, . . . , an. Êîðåêòíiñòü öüîãî îçíà÷åííÿ ñëiäó¹ iç íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 1 (ïðî ðîçêëàä). Áóäü-ÿêèé åëåìåíò ñêií÷åííîâèìið-
íîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó îäíîçíà÷íî ðîçêëàäà¹òüñÿ ó ôiêñîâàíîìó
áàçèñi öüîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.

n-âèìiðíèé âåêòîð (β1, β2 . . . , βn) áóäåìî íàçèâàòè êîîðäèíàòíèì
ðÿäêîì åëåìåíòà b ó áàçèñi a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä
ïîëåì F . Âiäìiòèìî, ùî êîîðäèíàòíi ðÿäêè áàçèñíèõ åëåìåíòiâ a1,
a2, . . . , an ñïiâïàäàþòü âiäïîâiäíî ç n-âèìiðíèìè âåêòîðàìè e1, e2,
. . . , en êàíîíi÷íîãî áàçèñó âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Fn.

Òåîðåìà 2 (ïðî äi¨ íàä åëåìåíòàìè ó êîîðäèíàòíié ôîðìi). Íå-
õàé ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì F âèáðà-
íî áàçèñ i åëåìåíòè öüîãî ïðîñòîðó ðîçêëàäåíi ó öüîìó áàçèñi. Òîäi
êîîðäèíàòè ñóìè åëåìåíòiâ ðiâíi ñóìàì âiäïîâiäíèõ êîîðäèíàò öèõ
åëåìåíòiâ. Ùîá îäåðæàòè êîîðäèíàòè äîáóòêó åëåìåíòà ïîëÿ íà
åëåìåíò ïðîñòîðó L ïîòðiáíî ïîìíîæèòè çàäàíèé åëåìåíò ïîëÿ
íà êîîðäèíàòè äàíîãî åëåìåíòà ïðîñòîðó L.

Íåõàé ñèñòåìè åëåìåíòiâ a1, a2, . . . , an òà a′1, a
′
2, . . . , a

′
n � öå

äåÿêi äâà áàçèñè ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïî-
ëåì F . Ðîçêëàäåìî åëåìåíòè äðóãîãî ç öèõ áàçèñiâ ó ïåðøîìó áàçèñi
ïðîñòîðó L:

a′1 = τ11a1 + τ21a2 + · · ·+ τn1an,

a′2 = τ12a1 + τ22a2 + · · ·+ τn2an,

. . . . . . . . . . .

a′n = τ1na1 + τ2na2 + · · ·+ τnnan,
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äå τij ∈ F (i, j = 1, 2, . . . , n). Òîäi ìàòðèöÿ

T =


τ11 τ12 . . . τ1n
τ21 τ22 . . . τ2n
...

...
. . .

...
τn1 τn2 . . . τnn


íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó
a′1, a

′
2, . . . , a

′
n (çâåðíóòè óâàãó, ÿê âèïèñó¹òüñÿ ìàòðèöÿ T ).

Òåîðåìà 3. Íåõàé T ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . ,
an äî áàçèñó a′1, a

′
2, . . . , a

′
n ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó

L íàä ïîëåì F . Òîäi T ¹ îáîðîòíîþ ìàòðèöåþ. Ïðè÷îìó îáåðíåíà
ìàòðèöÿ T−1 äî ìàòðèöi T ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a′1, a

′
2,

. . . , a′n äî áàçèñó a1, a2, . . . , an ïðîñòîðó L.

Ðîçêëàäåìî äîâiëüíèé åëåìåíò b ïðîñòîðó L ó îáîõ áàçèñàõ:

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan b = β′1a
′
1 + β′2a

′
2 + · · ·+ β′na

′
n,

äå βi, β′j ∈ F (i, j = 1, 2, . . . , n). Äàëi, ïiäñòàâèâøè ó îñòàííþ ðiâíiñòü
ðîçêëàäè áàçèñíèõ åëåìåíòiâ a′1, a

′
2, . . . , a

′
n ó áàçèñi a1, a2, . . . , an òà

âèêîðèñòàâøè òåîðåìó 1, îäåðæèìî ðiâíîñòi

β1 = τ11β
′
1 + τ12β

′
2 + · · ·+ τ1nβ

′
n,

β2 = τ21β
′
1 + τ22β

′
2 + · · ·+ τ2nβ

′
n,

. . . . . . . . . . .

βn = τn1β
′
1 + τn2β

′
2 + · · ·+ τnnβ

′
n.

(2)

Ðiâíîñòi (2) íàçèâàþòüñÿ ôîðìóëàìè ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò åëå-
ìåíòà ïðè ïåðåõîäi âiä îäíîãî áàçèñó ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó äî iíøîãî áàçèñó öüîãî ïðîñòîðó. Âîíè âêàçóþòü íà çâ'ÿ-
çîê ìiæ êîîðäèíàòàìè îäíîãî é òîãî æ åëåìåíòà ó ðiçíèõ áàçèñàõ
ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.

Ôîðìóëè ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò ìîæíà çàïèñàòè ó ìàòðè÷íié
ôîðìi. Íåõàé (β1, β2, . . . , βn), (β′1, β

′
2, . . . , β

′
n) � êîîðäèíàòíi ðÿäêè

åëåìåíòà b âiäïîâiäíî ó áàçèñàõ a1, a2, . . . , an òà a′1, a
′
2, . . . , a

′
n ïðî-

ñòîðó L i B = (β1, β2, . . . , βn)T , B′ = (β′1, β
′
2, . . . , β

′
n)T . Òîäi

B = TB′.
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Içîìîðôiçì ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ. Íåõàé L i L′ � äåÿêi ëiíiéíi
ïðîñòîðè íàä îäíèì i òèì æå ïîëåì F . Âiäîáðàæåííÿ ϕ : L → L′

ìíîæèí íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì ïðîñòîðó L ó ïðîñòið
L′, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b), ϕ(αa) = αϕ(a)

äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L i äîâiëüíîãî åëå-
ìåíòà α ïîëÿ F . Âiäîáðàæåííÿ ϕ : L → L′ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L
ó ëiíiéíèé ïðîñòið L′ íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôiçìîì, ÿêùî ϕ � ëiíiéíå
âiäîáðàæåííÿ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ i ϕ � âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðà-
æåííÿ ìíîæèíè L íà ìíîæèíó L′. Âçà¹ìíà îäíîçíà÷íiñòü âiäîáðà-
æåííÿ ϕ ìíîæèíè L íà L′ îçíà÷à¹, ùî êîæíèé åëåìåíò iç L′ ¹ îáðà-
çîì äåÿêîãî åëåìåíòà iç L i îáðàçè ðiçíèõ åëåìåíòiâ iç L ¹ ðiçíèìè
åëåìåíòàìè â L′.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ëiíiéíèé ïðîñòið L içîìîðôíèé ëiíiéíîìó
ïðîñòîðó L′, ÿêùî iñíó¹ içîìîðôiçì ϕ : L → L′ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ.
Çàïèñ L ∼= L′ îçíà÷à¹, ùî ïðîñòið L içîìîðôíèé ïðîñòîðó L′.

Òåîðåìà 4 (êëàñèôiêàöiéíà òåîðåìà). Íåõàé L � íåíóëüîâèé
ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F ðîçìiðíîñòi n.
Òîäi L içîìîðôíèé n-âèìiðíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîðó Fn. Ïðè÷î-
ìó ÿêùî n 6= m, òî ïðîñòið Fn íå içîìîðôíèé ïðîñòîðó Fm.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. Íåõàé R[x]2 � ëiíiéíèé ïðîñòið âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ ç äiéñíèìè
êîåôiöi¹íòàìè, ñòåïiíü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ 2, âiäíîñíî çâè÷àéíèõ äié
äîäàâàííÿ ìíîãî÷ëåíiâ òà ìíîæåííÿ äiéñíîãî ÷èñëà íà ìíîãî÷ëåí.
Äîâåñòè, ùî ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíiâ 1, x−1, (x−1)2 ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó
R[x]2. Çíàéòè êîîðäèíàòè ìíîãî÷ëåíà x2 + x+ 1 ó öüîìó áàçèñi.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîêàæåìî, ùî áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí f(x) = α2x
2+

+α1x+α0 ëiíiéíîãî ïðîñòîðó R[x]2 îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âè-
ãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ñèñòåìè ìíîãî÷ëåíiâ 1, x− 1, (x− 1)2. Öüî-
ãî äîñòàòíüî, ùîá äîâåñòè, ùî äàíà ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíiâ ¹ áàçèñîì
ïðîñòîðó R[x]2. Äiéñíî, iç îäíîçíà÷íîñòi ïðåäñòàâëåííÿ íóëüîâîãî
ìíîãî÷ëåíà ó âèãëÿäi

0 = 0 · 1 + 0 · (x− 1) + 0 · (x− 1)2

âèïëèâà¹ ëiíiéíà íåçàëåæíiñòü äàíî¨ ñèñòåìè ìíîãî÷ëåíiâ, à iíøà
óìîâà áàçèñó âèêîíóâàòèìåòüñÿ àâòîìàòè÷íî.
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Äîâåäåìî ñïî÷àòêó îäíîçíà÷íiñòü òàêîãî ïðåäñòàâëåííÿ, ïðèïó-
ñòèâøè éîãî iñíóâàííÿ. Íåõàé äëÿ äîâiëüíîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) =
= α2x

2 + α1x+ α0 ëiíiéíîãî ïðîñòîðó R[x]2 iñíóþòü äiéñíi ÷èñëà β0,
β1, β2 òàêi, ùî

f(x) = β0 · 1 + β1 · (x− 1) + β2 · (x− 1)2.

Òîäi

α2x
2 + α1x+ α0 = β2x

2 + (β1 − 2β2)x+ (β0 − β1 + β2).

Iç îçíà÷åííÿ ðiâíîñòi ìíîãî÷ëåíiâ çâiäñè ñëiäó¹, ùî

α2 = β2, α1 = β1 − 2β2, α0 = β0 − β1 + β2.

Òîìó

β2 = α2, β1 = α1 + 2α2, β0 = α0 + α1 + α2.

Îòæå, ÷èñëà β0, β1, β2 îäíîçíà÷íî âèçíà÷àòüñÿ êîåôiöi¹íòàìè α0, α1,
α2 ìíîãî÷ëåíà f(x).

Iç âèùå ñêàçàíîãî ëåãêî ñëiäó¹ ìîæëèâiñòü ïðåäñòàâëåííÿ äîâiëü-
íîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) = α2x

2 + α1x + α0 iç R[x]2 ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨
êîìáiíàöi¨ ñèñòåìè ìíîãî÷ëåíiâ 1, x− 1, (x− 1)2:

f(x) = (α0 + α1 + α2) · 1 + (α1 + 2α2) · (x− 1) + α2 · (x− 1)2.

Íàðåøòi,

x2 + x+ 1 = 3 · 1 + 3 · (x− 1) + 1 · (x− 1)2,

òîáòî (3, 3, 1) ¹ øóêàíèì êîîðäèíàòíèì ðÿäêîì ìíîãî÷ëåíà x2 +x+1
ó áàçèñi 1, x− 1, (x− 1)2 ëiíiéíîãî ïðîñòîðó R[x]2.

2. Äîâåñòè, ùî ñèñòåìè âåêòîðiâ a1 = (1, 1, 1), a2 = (2, 1, 1),
a3 = (3, 2, 3) òà b1 = (0, 1, 0), b2 = (1, 1, 2), b3 = (1, 2, 1) ¹ áàçèñà-
ìè âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R3. Çíàéòè ìàòðèöþ ïåðåõîäó òà ôîðìóëè
ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò ïðè ïåðåõîäi âiä ïåðøîãî äî äðóãîãî áàçèñó.
Çíàéòè áåçïîñåðåäíüî êîîðäèíàòè âåêòîðà c = (1, 2, 3) â îáîõ áàçè-
ñàõ, à ïîòiì ïåðåâiðèòè îäåðæàíèé ðåçóëüòàò çà äîïîìîãîþ ôîðìóë
ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíòè, ñêëàäåíi âiäïîâiäíî ç
êîìïîíåíò âåêòîðiâ a1, a2, a3 òà b1, b2, b3.∣∣∣∣∣∣

1 2 3
1 1 2
1 1 3

∣∣∣∣∣∣ = −1,

∣∣∣∣∣∣
0 1 1
1 1 2
0 2 1

∣∣∣∣∣∣ = 1.
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Îñêiëüêè îáèäâà äåòåðìiíàíòè íå äîðiâíþþòü íóëþ, òî ñèñòåìè âå-
êòîðiâ a1, a2, a3 òà b1, b2, b3 ¹ áàçèñàìè ïðîñòîðó R3.

Çíàéäåìî ìàòðèöþ ïåðåõîäó âiä ïåðøîãî äî äðóãîãî áàçèñó. Äëÿ
öüîãî ïîòðiáíî çíàéòè êîîðäèíàòè âåêòîðiâ äðóãîãî áàçèñó ó ïåðøî-
ìó áàçèñi. Íåõàé τ1j , τ2j , τ3j � êîîðäèíàòè âåêòîðà bj ó áàçèñi a1, a2,
a3 (j = 1, 2, 3), òîäi

b1 = τ11a1 + τ21a2 + τ31a3,

b2 = τ12a1 + τ22a2 + τ32a3, (3)

b3 = τ13a1 + τ23a2 + τ33a3.

Ïåðåéøîâøè âiä ðiâíîñòåé âåêòîðiâ (3) äî ðiâíîñòåé âiäïîâiäíèõ êîì-
ïîíåíò, îäåðæèìî òðè ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiä íåâiäîìèõ τ1j ,
τ2j , τ3j (j = 1, 2, 3): τ11 + 2τ21 + 3τ31 = 0,

τ11 + τ21 + 2τ31 = 1,
τ11 + τ21 + 3τ31 = 0;

 τ12 + 2τ22 + 3τ32 = 1,
τ12 + τ22 + 2τ32 = 1,
τ12 + τ22 + 3τ32 = 2; τ13 + 2τ23 + 3τ33 = 1,

τ13 + τ23 + 2τ33 = 2,
τ13 + τ23 + 3τ33 = 1.

Îñêiëüêè öi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìàþòü îäíó é òó æ ìàòðèöþ,
òî ðîçâ'ÿæåìî ¨õ îäíî÷àñíî, âèêîíóþ÷è íàñòóïíi åëåìåíòàðíi ïåðå-
òâîðåííÿ íàä ìàòðèöåþ, ñêëàäåíîþ ç êîìïîíåíò âåêòîðiâ a1, a2, a3,
b1, b2, b3: 1 2 3 0 1 1

1 1 2 1 1 2
1 1 3 0 2 1

 ∼
 1 2 3 0 1 1

0 −1 −1 1 0 1
0 −1 0 0 1 0

 ∼
∼

 1 2 3 0 1 1
0 −1 −1 1 0 1
0 0 1 −1 1 −1

 ∼
 1 0 1 2 1 3

0 −1 −1 1 0 1
0 0 1 −1 1 −1

 ∼
∼

 1 0 1 2 1 3
0 −1 0 0 1 0
0 0 1 −1 1 −1

 ∼
 1 0 0 3 0 4

0 1 0 0 −1 0
0 0 1 −1 1 −1

 .

Òàêèì ÷èíîì,

T =

 τ11 τ12 τ13

τ21 τ22 τ23

τ31 τ32 τ33

 =

 3 0 4
0 −1 0
−1 1 −1
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¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, a3 äî áàçèñó b1, b2, b3.
Íåõàé (γ1, γ2, γ3) i (γ′1, γ

′
2, γ
′
3) � êîîðäèíàòíi ðÿäêè âåêòîðà x ∈ R3

âiäïîâiäíî ó áàçèñàõ a1, a2, a3 òà b1, b2, b3. Òîäi γ1

γ2

γ3

 =

 3 0 4
0 −1 0
−1 1 −1

 γ′1
γ′2
γ′3


� øóêàíà ôîðìóëà ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò ó ìàòðè÷íié ôîðìi ïðè
ïåðåõîäi âiä ïåðøîãî äî äðóãîãî iç çàäàíèõ â óìîâi áàçèñiâ R3.

Ïåðåâiðèìî öþ ðiâíiñòü ó âèïàäêó âåêòîðà c = (1, 2, 3). Çíàéäåìî
ñïî÷àòêó êîîðäèíàòè âåêòîðà c ó áàçèñi a1, a2, a3, à ïîòiì ó áàçèñi
b1, b2, b3. 1 2 3 1

1 1 2 2
1 1 3 3

 ∼
 1 2 3 1

0 −1 −1 1
0 −1 0 2

 ∼
 1 2 3 1

0 −1 −1 1
0 0 1 1

 ∼
∼

 1 0 1 3
0 −1 −1 1
0 0 1 1

 ∼
 1 0 1 3

0 −1 0 2
0 0 1 1

 ∼
 1 0 0 2

0 1 0 −2
0 0 1 1

 .

Îòæå, γ1 = 2, γ2 = −2, γ3 = 1. 0 1 1 1
1 1 2 2
0 2 1 3

 ∼
 1 1 2 2

0 1 1 1
0 2 1 3

 ∼
 1 1 2 2

0 1 1 1
0 0 −1 1

 ∼
∼

 1 0 1 1
0 1 1 1
0 0 −1 1

 ∼
 1 0 1 1

0 1 0 2
0 0 −1 1

 ∼
 1 0 0 2

0 1 0 2
0 0 1 −1

 .

Îòæå, γ′1 = 2, γ′2 = 2, γ′3 = −1. Äàëi ïåðåêîíó¹ìîñÿ ó ïðàâèëüíîñòi
ðiâíîñòi  2

−2
1

 =

 3 0 4
0 −1 0
−1 1 −1

 2
2
−1

 .

3. Äîâåñòè, ùî ëiíiéíèé ïðîñòið R2×2 âñiõ äiéñíèõ ìàòðèöü ïî-
ðÿäêó 2 içîìîðôíèé 4-âèìiðíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîðó R4.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåñêëàäíî äîâåñòè, ùî ñèñòåìà ìàòðèöü

e1 =

(
1 0
0 0

)
, e2 =

(
0 1
0 0

)
, e3 =

(
0 0
1 0

)
, e4 =

(
0 0
0 1

)
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¹ áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó R2×2. Òîìó dimRR2×2 = 4. Òîäi çà òåî-
ðåìîþ 4 ëiíiéíèé ïðîñòið R2×2 içîìîðôíèé 4-âèìiðíîìó âåêòîðíîìó
ïðîñòîðó R4.

Àëå ìè ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi â iíøèé ñïîñiá äîâåñòè içîìîðôiçì
âêàçàíèõ â óìîâi çàäà÷i ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ, ïîáóäóâàâøè äåÿêèé içî-
ìîðôiçì iç R2×2 â R4.

Íåõàé X � äîâiëüíà ìàòðèöÿ iç R2×2 âèãëÿäó

X =

(
α β
γ δ

)
,

äå α, β, γ, δ � äåÿêi äiéñíi ÷èñëà. Ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíiñòü ϕ iç ëi-
íiéíîãî ïðîñòîðó R2×2 ó âåêòîðíèé ïðîñòið R4, ïðè ÿêié ìàòðèöi X
âiäïîâiäà¹ 4-âèìiðíèé âåêòîð x = (α, β, γ, δ). Âiäïîâiäíiñòü ϕ ¹ âçà-
¹ìíî îäíîçíà÷íèì âiäîáðàæåííÿì, îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà
x′ = (α′, β′, γ′, δ′) iç R4 iñíó¹ öiëêîì âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ

X ′ =

(
α′ β′

γ′ δ′

)
∈ R2×2

òàêà, ùî ϕ(X ′) = x′. Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ ìàòðèöü

X =

(
α β
γ δ

)
, X ′ =

(
α′ β′

γ′ δ′

)
∈ R2×2 (4)

ϕ(X) = (α, β, γ, δ) 6= (α′, β′, γ′, δ′) = ϕ(X ′).

Âiäîáðàæåííÿ ϕ : L → L′ ¹ ëiíiéíèì, îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ
ìàòðèöü X i X ′ âèãëÿäó (4) òà äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà λ ïðà-
âèëüíi íàñòóïíi ðiâíîñòi:

ϕ(X +X ′) = ϕ

((
α+ α′ β + β′

γ + γ′ δ + δ′

))
=

= (α+ α′, β + β′, γ + γ′, δ + δ′) = ϕ(X) + ϕ(X ′),

ϕ(λX) = ϕ

((
λα λβ
λγ λδ

))
= (λα, λβ, λγ, λδ) = λϕ(X).

Òàêèì ÷èíîì ϕ ¹ içîìîðôiçìîì ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ R2×2 i R4, à
òîìó R2×2

∼= R4.
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Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Äîâåñòè, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, a3 âåêòîðíîãî ïðîñòîðó
R3 ¹ áàçèñîì öüîãî ïðîñòîðó. Çíàéòè êîîðäèíàòè âåêòîðà x iç R3 ó
áàçèñi a1, a2, a3, ÿêùî:
a) a1 = (1, 1, 1), a2 = (1, 1, 2), a3 = (1, 2, 3), x = (6, 9, 14);
á) a1 = (2, 1,−3), a2 = (3, 2,−5), a3 = (1,−1, 1), x = (6, 2,−7).

2. Äîâåñòè, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, a3, a4 âåêòîðíîãî ïðîñòîðó
R4 ¹ áàçèñîì öüîãî ïðîñòîðó. Çíàéòè êîîðäèíàòè âåêòîðà x iç R4 ó
áàçèñi a1, a2, a3, a4 ÿêùî a1 = (1, 2,−1,−2), a2 = (2, 3, 0,−1), a3 =
= (1, 2, 1, 4), a4 = (1, 3,−1, 0), x = (7, 14,−1, 2).

3. Çíàéòè êîîðäèíàòè ìàòðèöi A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìàòðèöü
R2×2 ó áàçèñi U1, U2, U3, U4 öüîãî ïðîñòîðó, ÿêùî

A =

(
6 3
1 0

)
, U1 =

(
1 0
0 0

)
, U2 =

(
1 1
0 0

)
,

U3 =

(
1 1
1 0

)
, U4 =

(
1 1
1 1

)
.

4. Äîâåñòè, ùî ñèñòåìè âåêòîðiâ a1 = (1, 2, 1), a2 = (2, 3, 3),
a3 = (3, 7, 1) òà b1 = (3, 1, 4), b2 = (5, 2, 1), b3 = (1, 1,−6) ¹ áàçèñà-
ìè âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R3. Çíàéòè ìàòðèöþ ïåðåõîäó òà ôîðìóëè
ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò ïðè ïåðåõîäi âiä ïåðøîãî äî äðóãîãî áàçèñó.

5. Äîâåñòè, ùî ñèñòåìè âåêòîðiâ a1 = (1, 1, 1, 1), a2 = (1, 2, 1, 1),
a3 = (1, 1, 2, 1), a4 = (1, 3, 2, 3) òà b1 = (1, 0, 3, 3), b2 = (−2,−3,−5,−4),
b3 = (2, 2, 5, 4), b4 = (−2,−3,−4,−4) ¹ áàçèñàìè âåêòîðíîãî ïðîñòîðó
R4. Çíàéòè ìàòðèöþ ïåðåõîäó òà ôîðìóëè ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò
ïðè ïåðåõîäi âiä ïåðøîãî äî äðóãîãî áàçèñó.

6. Íåõàé R[x]3 � ëiíiéíèé ïðîñòið âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ ç äiéñíèìè
êîåôiöi¹íòàìè, ñòåïiíü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ 3, âiäíîñíî çâè÷àéíèõ äié
äîäàâàííÿ ìíîãî÷ëåíiâ òà ìíîæåííÿ äiéñíîãî ÷èñëà íà ìíîãî÷ëåí.
Çíàéòè ìàòðèöü ïåðåõîäó âiä áàçèñó 1, x − 1, (x − 1)2, (x − 1)3 äî
áàçèñó 1, x, x2, x3 ïðîñòîðó R[x]3.

7. ßê çìiíèòüñÿ ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä îäíîãî áàçèñó äî äðóãîãî
áàçèñó, ÿêùî: à) ïåðåñòàâèòè äâà ïåðøèõ åëåìåíòè ïåðøîãî áàçèñó?
á) ïåðåñòàâèòè äâà ïåðøèõ åëåìåíòè äðóãîãî áàçèñó? â) çàïèñàòè
åëåìåíòè îáîõ áàçèñiâ ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó?
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8. Íåõàé ϕ : L → L′ ¹ içîìîðôiçìîì ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëiíiéíèõ
ïðîñòîðiâ L i L′. Äîâåñòè, ùî:
a) ϕ(0̄) = (0̄′), äå 0̄, 0̄′ � íóëüîâi åëåìåíòè âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ ïðî-
ñòîðiâ L i L′;
á) ϕ(a1), ϕ(a2), . . . , ϕ(as) � ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà åëåìåíòiâ
ïðîñòîðó L′, ÿêùî a1, a2, . . . , as � ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà ïðî-
ñòîðó L;
â) ϕ(a1), ϕ(a2), . . . , ϕ(as) � áàçèñ ïðîñòîðó L′, ÿêùî a1, a2, . . . , as �
áàçèñ ïðîñòîðó L.

9. Äîâåñòè, ùî ëiíiéíèé ïðîñòið âñiõ ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü ç äié-
ñíèìè åëåìåíòàìè âiäíîñíî çâè÷àéíèõ äié äîäàâàííÿ ìàòðèöü òà
ìíîæåííÿ äiéñíîãî ÷èñëà íà ìàòðèöþ içîìîðôíèé âåêòîðíîìó ïðî-
ñòîðó R3.
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�8. Ðàíã ìàòðèöi. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.
Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F i a1, a2, . . . , as � äåÿêà ñè-
ñòåìà åëåìåíòiâ ïðîñòîðó. Ðàíãîì ñèñòåìè åëåìåíòiâ a1, a2, . . . , as
íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî, ùî äîðiâíþ¹ ìàêñèìàëüíîìó ñåðåä ÷èñåë, ç ÿêèõ
ñêëàäàþòüñÿ ëiíiéíî íåçàëåæíi ïiäñèñòåìè äàíî¨ ñèñòåìè åëåìåíòiâ.

Äàëi, íåõàé

A =


α11 α12 · · · α1n

α21 α22 · · · α2n

...
...

. . .
...

αs1 αs2 · · · αsn


� äîâiëüíà s×n-ìàòðèöÿ ç åëåìåíòàìè iç ïîëÿ F äiéñíèõ ÷èñåë, äå s
i n � äîâiëüíi íàòóðàëüíi ÷èñëà. Òîäi íà ñòîâïöi öi¹¨ ìàòðèöi ìîæíà
äèâèòèñÿ ÿê íà s-âèìiðíi âåêòîðè, à íà ¨¨ ðÿäêè � ÿê íà n-âèìiðíi
âåêòîðè. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó âåêòîðiâ-ðÿäêiâ ìàòðèöi A:

a1 = (α11, α12, . . . , α1n), . . . , as = (αs1, αs2, . . . , αsn).

Ðàíãîì ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ ðàíã ñèñòåìè ¨¨ âåêòîðiâ-ðÿäêiâ.
Ðàíã ìàòðèöi A áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç rankA.

Òåîðåìà 1. Ðàíã íåíóëüîâî¨ ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ íàòóðàëüíîìó
÷èñëó íàéáiëüøîìó ñåðåä ïîðÿäêiâ âiäìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìà-
òðèöi A.

Íàñëiäîê 1. Äåòåðìiíàíò n-ãî ïîðÿäêó äîðiâíþ¹ íóëþ òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè éîãî ñòîâïöi óòâîðþþòü ëiíiéíî çàëåæíó ñè-
ñòåìó âåêòîðiâ.

Òåîðåìà 2. Ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöi A äîðiâ-
íþ¹ ðàíãó ñèñòåìè ¨¨ âåêòîðiâ-ðÿäêiâ, òîáòî äîðiâíþ¹ ðàíãó ìà-
òðèöi A.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìàòðèöÿ B îòðèìàíà iç ìàòðèöi A çà äîïî-
ìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ òèïó (I), ÿêùî âñi ðÿäêè (ñòîâ-
ïöi) ìàòðèöi B, êðiì i-ãî òà j-ãî, òàêi æ ÿê âiäïîâiäíi ðÿäêè (ñòîâïöi)
ìàòðèöi A, à i-èé òà j-èé ðÿäêè (ñòîâïöi) ïîìiíÿëèñÿ ìiñöÿìè. ßêùî
â ìàòðèöi B âñi ðÿäêè (ñòîâïöi), êðiì i-ãî, òi æ ñàìi, ùî i â ìàòðèöi
A, à i-èé ðÿäîê (ñòîâïåöü) ìàòðèöi B ¹ ñóìîþ i-ãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ)
ìàòðèöi A òà äåÿêîãî ¨¨ iíøîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) ïîìíîæåíîãî íà äî-
âiëüíå äiéñíå ÷èñëî, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìàòðèöÿ B îòðèìàíà
iç ìàòðèöi A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ òèïó (II).
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Íàðåøòi, áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìàòðèöÿ B îòðèìàíà iç ìàòðèöi A çà
äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ òèïó (III), ÿêùî âñi ðÿäêè
(ñòîâïöi) ìàòðèöi B, êðiì i-ãî, òàêi æ ÿê âiäïîâiäíi ðÿäêè (ñòîâïöi)
ìàòðèöi A, à i-èé ðÿäîê (ñòîâïåöü) ìàòðèöi B ¹ äîáóòêîì äîâiëüíîãî
íåíóëüîâîãî äiéñíîãî ÷èñëà íà i-èé ðÿäîê (ñòîâïåöü) ìàòðèöi A.

Ìàòðèöÿ B íàçèâà¹òüñÿ åêâiâàëåíòíîþ ìàòðèöi A, ÿêùî ¨¨ ìî-
æíà îäåðæàòè iç ìàòðèöi A øëÿõîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåíòàðíèõ
ïåðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè àáî ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A. ßêùî ìàòðèöi
A i B åêâiâàëåíòíi, òî ïèñàòèìåìî A ∼ B.

Òåîðåìà 3. Áóäü-ÿêà s×n-ìàòðèöÿ A ðàíãó r åêâiâàëåíòíà ìà-
òðèöi ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó, ùî ìiñòèòü òî÷íî r íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ,
òîáòî ìàòðèöi âèãëÿäó

0 . . . 0 b1j1 . . . b1j2−1 b1j2 . . . b1jr−1 b1jr . . . b1n
0 . . . 0 0 . . . 0 b2j2 . . . b2jr−1 b2jr . . . b2n
. . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 brjr . . . brn
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0


,

äå 1 ≤ j1 < j2 . . . < jr ≤ t, bkjk � íåíóëüîâå ÷èñëî (k = 1, 2, . . . , r).

Íàñëiäîê 1. Äâi s×n-ìàòðèöi A i B åêâiâàëåíòíi òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè rankA = rankB.

Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Íåõàé çàäàíî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . .
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = bs,

(1)

äå s, n ∈ N; aij , bi ∈ R (i = 1, 2, . . . , s; j = 1, 2, . . . , n). Ïîçíà÷èìî
÷åðåç A ìàòðèöþ öi¹¨ ñèñòåìè, à ÷åðåç Ā � ¨¨ ðîçøèðåíó ìàòðèöþ.
Òîáòî

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

as1 as2 · · · asn

 , Ā =


a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

...
. . .

...
...

as1 as2 · · · asn bs

 .
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Òåîðåìà 4 (Êðîíåêåð, Êàïåëëi). Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1)
ñóìiñíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðàíã ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā äàíî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ ðàíãó ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè
ðiâíÿíü.

Ïðàâèëî ðîçâ'ÿçàííÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Íåõàé çàäàíî ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) i íåõàé ìàòðèöÿ
A öi¹¨ ñèñòåìè ìà¹ ðàíã r. Âèáèðà¹ìî â A r ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðÿä-
êiâ i çàëèøà¹ìî â ñèñòåìi (1) òiëüêè òi ðiâíÿííÿ, êîåôiöi¹íòè ÿêèõ
ââiéøëè ó âèáðàíi ðÿäêè. Â öèõ ðiâíÿííÿõ çàëèøà¹ìî â ëiâèõ ÷à-
ñòèíàõ òàêi r íåâiäîìèõ, ùî äåòåðìiíàíò iç êîåôiöi¹íòiâ ïðè íèõ âiä-
ìiííèé âiä íóëÿ, à iíøi íåâiäîìi îãîëîøó¹ìî âiëüíèìè i ïåðåíîñèìî
â ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíÿíü. Íàäàþ÷è âiëüíèì íåâiäîìèì äîâiëüíi ÷è-
ñëîâi çíà÷åííÿ i îá÷èñëþþ÷è çíà÷åííÿ iíøèõ íåâiäîìèõ çà ïðàâèëîì
Êðàìåðà, ìè îäåðæèìî âñi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (1).

Íàñëiäîê 1. Ñóìiñíà ñèñòåìà (1) òîäi i òiëüêè òîäi ¹ âèçíà-
÷åíîþ, ÿêùî ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåâiäîìèõ.

Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü. Ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ
îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü âèãëÿäó

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,

. . . . . . . . . .
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = 0,

(2)

äå s, n ∈ N; aij ∈ R (i = 1, 2, . . . , s; j = 1, 2, . . . , n). Î÷åâèäíî, ñèñòåìà
ðiâíÿíü (2) ¹ ñóìiñíîþ, îñêiëüêè ìà¹ íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê (0, 0, . . . , 0).

Òåîðåìà 5. Íåõàé ìàòðèöÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâ-
íÿíü (2) âiä n íåâiäîìèõ ìà¹ ðàíã r. ßêùî r = n, òîäi ñèñòåìà ðiâ-
íÿíü (2) ¹ âèçíà÷åíîþ, òîáòî íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿç-
êîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Ó âèïàäêó r < n ñèñòåìà ðiâíÿíü (2) ¹
íåâèçíà÷åíîþ.

Íàñëiäîê 1. Ñèñòåìà n ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâi-
äîìèõ ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äåòåðìi-
íàíò ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè äîðiâíþ¹ íóëþ.

Òåîðåìà 6. Íåõàé n-âèìiðíi âåêòîðè b = (β1, . . . , βn) i c = (γ1,
γ2, . . . , γn) ∈ Rn ¹ äåÿêèìè ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîði-
äíèõ ðiâíÿíü (2). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà α âåêòîðè

αb = (αβ1, . . . , αβn), b+ c = (β1 + γ1, . . . , βn + γn)
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¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ðiâíÿíü (2).

Íàñëiäîê 1. Ìíîæèíà âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíî-
ðiäíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî äié äîäàâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òà ìíîæåííÿ äié-
ñíîãî ÷èñëà íà ðîçâ'ÿçîê ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì.

Ìíîæèíó âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
(2) íàçèâàþòü ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Íåõàé S �
ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ íåâèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
(2). Ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíî-
ðiäíèõ ðiâíÿíü (2) íàçèâà¹òüñÿ áàçèñ ïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñè-
ñòåìè ðiâíÿíü. Ó íåâèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
iñíó¹ áåçëi÷ ôóíäàìåíòàëüíèõ ñèñòåì ðîçâ'ÿçêiâ. Áóäü-ÿêi äâi ôóíäà-
ìåíòàëüíi ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ñêëàäàþòüñÿ iç îäíîãî é òîãî æ ÷èñëà
ðîçâ'ÿçêiâ.

Òåîðåìà 7. ßêùî ðàíã r ìàòðèöi ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ
ðiâíÿíü (2) ìåíøå íiæ ÷èñëî íåâiäîìèõ n, òîäi áóäü-ÿêà ôóíäà-
ìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (2) ñêëàäà¹òüñÿ iç n − r
ðîçâ'ÿçêiâ.

Íåõàé äàíî ñèñòåìó ëiíiéíèõ íåîäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . .
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = bs.

(3)

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,

. . . . . . . . . . .
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = 0,

(4)

îäåðæàíà iç ñèñòåìè (3) çàìiíîþ âñiõ âiëüíèõ ÷ëåíiâ íóëÿìè, íàçè-
âà¹òüñÿ çâåäåíîþ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (3). Ìiæ
ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåì ðiâíÿíü (3) i (4) iñíó¹ òiñíèé çâ'ÿçîê, íà ÿêèé
âêàçóþòü íàñòóïíi òåîðåìè.

Òåîðåìà 8. Ñóìà áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ðiâíÿíü (3) ç
áóäü-ÿêèì ðîçâ'ÿçêîì çâåäåíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü (4) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñè-
ñòåìè ðiâíÿíü (3).

Òåîðåìà 9. Ðiçíèöÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü
(3) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çâåäåíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü (4).
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. Çíàéòè ðàíã ìàòðèöi

A =


2 −4 3 1 0
1 −2 1 −4 2
0 1 −1 3 1
4 −7 4 −4 5

 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî òåîðåìó 1 äëÿ îá÷èñëåííÿ ðàíãó
ìàòðèöi A. Ñëiä ïàì'ÿòàòè, ùî ïðè öüîìó ñëiä ïåðåõîäèòè âiä ìiíîðiâ
ìåíøèõ ïîðÿäêiâ äî ìiíîðiâ áiëüøèõ ïîðÿäêiâ. ßêùî âæå çíàéäåíî
âiäìiííèé âiä íóëÿ ìiíîðMk ïîðÿäêó k, òî äàëi ïîòðiáíî îá÷èñëþâà-
òè ëèøå òi ìiíîðè (k + 1)-ãî ïîðÿäêó, ÿêi îáâîäÿòü ìiíîð Mk. ßêùî
âñi öi ìiíîðè (k + 1)-ãî ïîðÿäêó äîðiâíþþòü íóëþ, òî ðàíã ìàòðèöi
äîðiâíþ¹ k.

Ìiíîð äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ â ëiâîìó âåðõíüîìó êó-
òêó öi¹¨ ìàòðèöi, äîðiâíþ¹ íóëþ. Îäíàê â ìàòðèöi A ìiñòÿòüñÿ ìiíîðè
äðóãîãî ïîðÿäêó âiäìiííi âiä íóëÿ, íàïðèêëàä

δ2 =

∣∣∣∣ −4 3
−2 1

∣∣∣∣ = 2.

Ìiíîð òðåòüîãî ïîðÿäêó

δ3 =

∣∣∣∣∣∣
2 −4 3
1 −2 1
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣ ,
ùî ¹ îáâiäíèì ìiíîðîì äëÿ ìiíîðó δ2, òàêîæ íå äîðiâíþ¹ íóëþ (ïå-
ðåêîíàéòåñü, ùî δ3 = 1). Àëå îáèäâà ìiíîðè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó, ùî
¹ îáâiäíèìè ìiíîðàìè äëÿ ìiíîðó δ3, äîðiâíþþòü íóëþ:

δ′4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −4 3 1
1 −2 1 4
0 1 −1 3
4 −7 4 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, δ′′4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −4 3 0
1 −2 1 2
0 1 −1 1
4 −7 4 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Òàêèì ÷èíîì, ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ òðüîì.
2. Çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü çíàéòè ðàíã ìàòðèöi

A =


1 2 3 1 1 2
2 1 1 0 2 2
−2 5 8 4 −3 1

6 0 −1 −2 7 5
−1 1 1 1 −2 −1

 .
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîñëiäîâíî âèêîíà¹ìî íàñòóïíi åëåìåíòàðíi ïåðå-
òâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè ìàòðèöi A: äîäàìî äî òðåòüîãî, ÷åòâåðòîãî,
ï'ÿòîãî ðÿäêiâ ïåðøèé, âiäïîâiäíî ïîìíîæåíèé íà −4, 2, −1. Â ðå-
çóëüòàòi îäåðæèìî ìàòðèöþ

A1 =


1 2 3 1 1 2
2 1 1 0 2 2
−6 −3 −4 0 −7 −7

8 4 5 0 9 9
−2 −1 −2 0 −3 −3

 .

Äàëi, äîäàìî äî ïåðøîãî, äðóãîãî, òðåòüîãî, ï'ÿòîãî, øîñòîãî ñòîâ-
ïöiâ ÷åòâåðòèé, âiäïîâiäíî ïîìíîæåíèé íà −1, −2, −3, −1, −2. À
ïîòiì ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè ïåðøèé òà ÷åòâåðòèé ñòîâïöi. Íàñòóïíèì
êðîêîì, ïîìíîæèâøè òðåòié i ï'ÿòèé ðÿäêè íà −1, ìè ïðèéäåìî äî
òàêî¨ ìàòðèöi

A2 =


1 0 0 0 0 0
0 1 1 2 2 2
0 3 4 6 7 7
0 4 5 8 9 9
0 1 2 2 3 3

 .

Ïðîäîâæóþ÷è âèêîíóâàòè àíàëîãi÷íi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ
íàä ðÿäêàìè òà ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A2, ìè îäåðæèìî, ùî

A2 ∼


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 3 1 0 1 0
0 4 1 0 1 0
0 1 1 0 1 0

 ∼


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

Òàêèì ÷èíîì, ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ 3.

3. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü x1 + x2 − 2x3 − x4 + x5 = 1,
3x1 − x2 + x3 + 4x4 + 3x5 = 4,
x1 + 5x2 − 9x3 − 8x4 + x5 = 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñó-
ìiñíà, îñêiëüêè ðàíã ìàòðèöi A ñèñòåìè i ðàíã ¨¨ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi
äîðiâíþþòü äâîì. Ìiíîð äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ â ëiâîìó
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âåðõíüîìó êóòêó ìàòðèöi A,

M =

∣∣∣∣ 1 1
3 −1

∣∣∣∣ = −4

âiäìiííèé âiä íóëÿ. Òîìó ðîçâ'ÿçó¹ìî ñèñòåìó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ iç
ïåðøèõ äâîõ ðiâíÿíü çàäàíî¨ â óìîâi ñèñòåìè, âiä íåâiäîìèõ x1, x2.
Iíøi íåâiäîìi x3, x4, x5 ââàæà¹ìî âiëüíèìè i ïåðåíîñèìî ¨õ ó ïðàâi
÷àñòèíè öèõ ðiâíÿíü:{

x1 + x2 = 1 + 2x3 + x4 − x5,
3x1 − x2 = 4− x3 − 4x4 − 3x5.

Çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè çà ïðàâèëîì Êðàìåðà:

∆1 =

∣∣∣∣ 1 + 2x3 + x4 − x5 1
4− x3 − 4x4 − 3x5 −1

∣∣∣∣ = −5− x3 + 3x4 + 4x5,

∆2 =

∣∣∣∣ 1 1 + 2x3 + x4 − x5

3 4− x3 − 4x4 − 3x5

∣∣∣∣ = 1− 7x3 − 7x4;

x1 = ∆1

M = 5
4 + 1

4x3 − 3
4x4 − x5,

x2 = ∆2

M = − 1
4 + 7

4x3 + 7
4x4.

Òàêèì ÷èíîì, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäàíî¨ â óìîâi ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä ( 5

4 + 1
4α−

3
4β − δ,−

1
4 + 7

4α+ 7
4β, α, β, δ), äå α, β,

δ � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà.

4. Çíàéòè ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ òà çàãàëüíèé ðîç-
â'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü

x1 + x2 − x3 − x4 − 2x5 = 0,
x2 − x4 − x5 = 0,

x1 − x2 − x3 + x4 = 0,
x1 + 2x2 − x3 − 2x4 − 3x5 = 0.

(5)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îá÷èñëèìî ñïî÷àòêó ðàíã ìàòðèöi

A =


1 1 −1 −1 −2
0 1 0 −1 −1
1 −1 −1 1 0
1 2 −1 −2 −3


ñèñòåìè ðiâíÿíü (5). Ìiíîð

M =

∣∣∣∣ 1 1
0 1

∣∣∣∣ = 1,
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ðîçòàøîâàíèé â ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó ìàòðèöi A, íå äîðiâíþ¹ íó-
ëþ. Îá÷èñëþ¹ìî âñi îáâiäíi ìiíîðè òðåòüîãî ïîðÿäêó ìiíîðó M ìà-
òðèöi A. Ïðè öüîìó çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî òðåòié i ÷åòâåðòèé
ñòîâïöi ìàòðèöi A ïðîïîðöiéíi âiäïîâiäíî ïåðøîìó òà äðóãîìó ¨¨
ñòîâïöÿì. Òîìó îáâiäíi ìiíîðè, óòâîðåíi çà äîïîìîãîþ ÿê òðåòüîãî,
òàê i ÷åòâåðòîãî ñòîâïöiâ, äîðiâíþþòü íóëþ. Çàëèøèëîñü îá÷èñëèòè
íàñòóïíi äâà ìiíîðè:

M1 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 −2
0 1 −1
1 −1 0

∣∣∣∣∣∣ = 0, M2 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 −2
0 1 −1
1 2 −3

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Òàêèì ÷èíîì, rankA = 2. Âðàõîâóþ÷è, ùî áàçîâèé ìiíîð M ðîçòà-
øîâàíèé ó ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó ìàòðèöi A, çàëèøà¹ìî â ñèñòåìi
ðiâíÿíü (5) ïåðøi äâà ðiâíÿííÿ, à â ¨õ ëiâèõ ÷àñòèíàõ � ëèøå ïåðøi
äâi íåâiäîìi. Iíøi òðè íåâiäîìi x3, x4, x5 îãîëîøó¹ìî âiëüíèìè{

x1 + x2 = x3 + x4 + 2x5,
x2 = x4 + x5.

(6)

Ñêëàäà¹ìî òàáëèöþ äëÿ çíà÷åíü íåâiäîìèõ x1, . . . , x5, âiäîêðå-
ìèâøè â íié âiëüíi òà ãîëîâíi íåâiäîìi, i íàäà¹ìî âiëüíèì íåâiäîìèì
âêàçàíi â òàáëèöi çíà÷åííÿ.

x1 x2 x3 x4 x5

1 0 0
0 1 0
0 0 1

Òàáëèöÿ 1
Äëÿ êîæíîãî ç öèõ òðüîõ íàáîðiâ çíà÷åíü âiëüíèõ íåâiäîìèõ ðîçâ'ÿ-
çó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü (6) i çíàõîäèìî âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ãîëîâíèõ
íåâiäîìèõ x1, x2:

1) äëÿ ïåðøîãî íàáîðó x3 = 0, x4 = x5 = 0 iç (6) îäåðæó¹ìî, ùî
x2 = 0, x1 = 1− x2 = 1;

2) äëÿ äðóãîãî íàáîðó x3 = 0, x4 = 1, x5 = 0 iç (6) îäåðæó¹ìî, ùî
x2 = 1, x1 = 1− x2 = 0;

3) äëÿ òðåòüîãî íàáîðó x3 = x4 = 0, x5 = 1 iç (6) îäåðæó¹ìî, ùî
x2 = 1, x1 = 2− x2 = 1.

Òàêèì ÷èíîì, çàïîâíèâøè âiëüíi ìiñöÿ â òàáëèöi 1, îäåðæèìî
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íîâó òàáëèöþ.

x1 x2 x3 x4 x5

1 0 1 0 0
0 1 0 1 0
1 1 0 0 1

Òàáëèöÿ 2
Òàáëèöÿ 2 çàäà¹ òðè ðîçâ'ÿçêè a1 = (1, 0, 1, 0, 0), a2 = (0, 1, 0, 1, 0),
a3 = (1, 1, 0, 0, 1) ñèñòåìè ðiâíÿíü (6), à, îòæå, i ñèñòåìè ëiíiéíèõ
îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (5). Âîíè óòâîðþþòü ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó
ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (5).

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (5) ¹ äîâiëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ
ðîçâ'ÿçêiâ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè

δ1a1 + δ2a2 + δ3a3 = (δ1 + δ3, δ2 + δ3, δ1, δ2, δ3),

äå δ1, δ2, δ3 � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Îá÷èñëèòè ðàíã íàñòóïíèõ ìàòðèöü ìåòîäîì îáâiäíèõ ìiíîðiâ:

à)


1 2 1 5
3 4 1 11
3 3 0 9
2 2 0 6

;
á)


1 3 5 −1
2 −1 −3 4
5 1 −1 7
7 7 9 1

;
â) 

3 −1 3 2 5
5 −3 2 3 4
1 −3 −5 0 −7
7 −5 1 4 1

;
ã) 

1 −1 2 3 4
2 1 −1 2 0
−1 2 1 1 3

1 5 −8 −5 −12
3 −7 8 9 13

.
2. Çíàéòè çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè ÿêèõ ìàòðèöÿ

3 1 1 4
λ 4 10 1
1 7 17 3
2 2 4 3


ìà¹ íàéìåíøèé ðàíã.
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3. ×îìó äîðiâíþ¹ ðàíã íàñòóïíèõ ìàòðèöü ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ
ïàðàìåòðà λ:

à)  1 λ −1 2
2 −1 λ 5
1 10 −6 1

; á)


1 1 2 3
1 2− λ2 2 3
2 3 1 5
2 3 1 9− λ2

.
4. Îá÷èñëèòè ðàíã íàñòóïíèõ ìàòðèöü çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàð-

íèõ ïåðåòâîðåíü:

à)


25 31 17 43
75 94 53 132
75 94 54 134
25 32 20 48

;
á)
 47 −67 35 201 155

26 98 23 −294 86
16 −428 1 1284 52

;
â) 

75 0 116 39 0
171 −69 402 123 45
301 0 87 −417 −169
114 −46 268 82 30

;
ã) 

17 −28 45 11 39
24 −37 61 13 50
25 −7 32 −18 −11
31 12 19 −43 −55
42 13 29 −55 −68

.
5. Äîñëiäèòè íà ñóìiñíiñòü i çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òà îäèí

÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê íàñòóïíèõ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü:

à)
2x1 + 7x2 + 3x3 + x4 = 6,

3x1 + 5x2 + 2x3 + 2x4 = 4,
9x1 + 4x2 + x3 + 7x4 = 2;

á)
2x1 − 3x2 + 5x3 + 7x4 = 1,

4x1 − 6x2 + 2x3 + 3x4 = 2,
2x1 − 3x2 − 11x3 − 15x4 = 1;

â)
3x1 − 2x2 + 5x3 + 4x4 = 2,

6x1 − 4x2 + 4x3 + 3x4 = 3,
9x1 − 6x2 + 3x3 + 2x4 = 4;

ã)
3x1 − 5x2 + 2x3 + 4x4 = 2,

7x1 − 4x2 + x3 + 3x4 = 5,
5x1 + 7x2 − 4x3 − 6x4 = 3;

ä)


2x1 + 5x2 − 8x3 = 8,
4x1 + 3x2 − 9x3 = 9,
2x1 + 3x2 − 5x3 = 7,
x1 + 8x2 − 7x3 = 12;

å)


3x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 2,
2x1 + 3x2 + 2x3 + 5x4 = 3,
9x1 + x2 + 4x3 − 5x4 = 1,
2x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 5,
7x1 + x2 + 6x3 − x4 = 7.

¹)


8x1 + 6x2 + 5x3 + 2x4 = 21,
3x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 10,
4x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 8,
3x1 + 5x2 + x3 + x4 = 15,
7x1 + 4x2 + 5x3 + 2x4 = 18;

æ)


2x1+ 3x2+ x3+2x4 = 4,
4x1+ 3x2+ x3+ x4 = 5,
5x1+11x2+3x3+2x4 = 2,
2x1+ 5x2+ x3+ x4 = 1,
x1− 7x2− x3+2x4 = 7;
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6. Äîñëiäèòè ñèñòåìó i çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê â çàëåæíîñòi
âiä çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ:

à)


5x1−3x2 +2x3 + 4x4 = 3,
4x1−2x2 +3x3 + 7x4 = 1,
8x1−6x2− x3− 5x4 = 9,
7x1−3x2 +7x3 +17x4 = λ;

á)


3x1 +2x2 +5x3 + 4x4 = 3,
2x1 +3x2 +6x3 + 8x4 = 5,
−x1 +6x2 +9x3 +20x4 = 11,
4x1 + x2 +4x3 + λx4 = 2;

â)


2x1− x2 +3x3 + 4x4 = 5,
4x1−2x2 +5x3 + 6x4 = 7,
6x1−3x2 +7x3 + 8x4 = 9,
λx1−4x2 +9x3 +10x4 = 11;

ã)


2x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 3,
4x1 + 6x2 +3x3 + 4x4 = 5,
6x1 + 9x2 +5x3 + 6x4 = 7,
8x1 +12x2 +7x3 +λx4 = 9.

7. Çíàéòè ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ òà çàãàëüíèé ðîç-
â'ÿçîê äëÿ ñèñòåì ðiâíÿíü:

à)


x1 + 2x2 + 4x3 − 3x4 = 0,
3x1 + 5x2 + 6x3 − 4x4 = 0,
4x1 + 5x2 − 2x3 + 3x4 = 0,
3x1 + 8x2 + 24x3 − 19x4 = 0;

á)
2x1−4x2+ 5x3+ 3x4 = 0,

3x1−6x2+ 4x3+ 2x4 = 0,
4x1−8x2+17x3+11x4 = 0;

â)


3x1+2x2+ x3+3x4+5x5 = 0,
6x1+4x2+3x3+5x4+7x5 = 0,
9x1+6x2+5x3+7x4+9x5 = 0,
3x1+2x2 +4x4+8x5 = 0;

ã)


3x1 + 5x2 + 2x3 = 0,
4x1 + 7x2 + 5x3 = 0,
x1 + x2 − 4x3 = 0,

2x1 + 9x2 + 6x3 = 0;

ä)


x1 − x3 = 0,
x2 − x4 = 0,
−x1 + x3 − x5 = 0,
−x2 + x4 − x6 = 0,
−x3 + x5 = 0,
−x4 + x6 = 0;

å)

x1 − x3 + x5 = 0,
x2 − x4 + x6 = 0,
x1 − x2 + x5 − x6 = 0,
x2 − x3 + x6 = 0,
x1 − x4 + x5 = 0.

8. Çíàéòè ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü, äëÿ ÿêèõ íàñòóï-
íi ñèñòåìè âåêòîðiâ áóëè á ôóíäàìåíòàëüíèìè ñèñòåìàìè ðîçâ'ÿçêiâ:

à) (3, 4, 2, 1, 6), (5, 9, 7, 4, 7); á) (4, 3,−1,−1, 11), (1, 6, 8, 5,−4).
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�9. Ëiíiéíi îïåðàòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.
ßäðî i îáðàç ëiíiéíîãî îïåðàòîðà. Ìàòðèöÿ
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà. Çâ'ÿçîê ìiæ ìàòðèöÿìè
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà â ðiçíèõ áàçèñàõ

Âiäîáðàæåííÿ ϕ : L → L ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì F â ñåáå
íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L. Âiäîáðàæåííÿ ϕ : L → L ëi-
íiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì F íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
ïðîñòîðó L, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y), ϕ(αx) = αϕ(x)

äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ x i y iç L òà äîâiëüíîãî åëåìåíòà α ïîëÿ F .
Òàêèì ÷èíîì, ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L öå ëiíiéíå âiä-
îáðàæåííÿ ïðîñòîðó L â ñåáå. Òîìó ïðèêëàäîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
¹ áóäü-ÿêèé içîìîðôiçì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L â ñåáå.

Òåîðåìà 1 (ïðî âëàñòèâîñòi ëiíiéíîãî îïåðàòîðà). Íåõàé ϕ �
ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì F . Òîäi:

1) ϕ(0̄) = 0̄, äå 0̄ � íóëüîâèé åëåìåíò ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L;

2) ϕ(−x) = −ϕ(x) äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà x ∈ L;
3) äëÿ äîâiëüíèõ a1, a2, . . . , as ∈ L i α1, α2, . . . , αs ∈ F

ϕ(α1a1 + · · ·+ αsas) = α1ϕ(a1) + · · ·+ αsϕ(as);

4) ÿêùî a1, . . . , as � ëiíiéíî çàëåæíà ñèñòåìà åëåìåíòiâ iç
L, òî ñèñòåìà ϕ(a1), . . . , ϕ(as) ¨õíiõ îáðàçiâ òàêîæ ëiíiéíî
çàëåæíà;

5) ñèñòåìà åëåìåíòiâ a1, . . . , as iç L ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ,
ÿêùî ñèñòåìà îáðàçiâ ϕ(a1), . . . , ϕ(as) ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Íåõàé ϕ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì F .
Ìíîæèíà

Kerϕ = {x ∈ L |ϕ(x) = 0̄},
òîáòî ìíîæèíà âñiõ òèõ åëåìåíòiâ iç L, îáðàçè ÿêèõ ðiâíi íóëüîâîìó
åëåìåíòó ç L, íàçèâà¹òüñÿ ÿäðîì îïåðàòîðà ϕ, à ìíîæèíà

Imϕ = {ϕ(x) |x ∈ L},

òîáòî ìíîæèíà âñiõ åëåìåíòiâ iç L, ÿêi ¹ îáðàçàìè äåÿêèõ åëåìåíòiâ
iç L, íàçèâà¹òüñÿ îáðàçîì âiäîáðàæåííÿ ϕ.
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Òåîðåìà 2. Íåõàé ϕ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
L íàä ïîëåì F . Òîäi Kerϕ, Imϕ � ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòî-
ðó L. Ïðè÷îìó, ÿêùî L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä
ïîëåì F , òî Kerϕ, Imϕ òàêîæ ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèìè ëiíiéíèìè
ïðîñòîðàìè i

dimF (Kerϕ) + dimF (Imϕ) = dimFL.

Ðîçìiðíiñòü îáðàçó Imϕ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ ñêií÷åííîâèìið-
íîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ ðàíãîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
ϕ, à ðîçìiðíiñòü ÿäðà Kerϕ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ ïðîñòîðó L íà-
çèâà¹òüñÿ äåôåêòîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ. Iç òåîðåìè 2 âèïëèâà¹,
ùî ñóìà ðàíãó òà äåôåêòó ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ñêií÷åííîâèìiðíîãî
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L äîðiâíþ¹ ðîçìiðíîñòi öüîãî ïðîñòîðó.

Òåîðåìà 3 (ïðî iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà). Íåõàé
L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F i a1, a2, . . . ,
an � äåÿêèé áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè
åëåìåíòiâ b1, b2, . . . , bn ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L iñíó¹ i òiëüêè îäèí
ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì F òàêèé, ùî
ϕ(a1) = b1, ϕ(a2) = b2, . . . , ϕ(an) = bn.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F i
ϕ � éîãî ëiíiéíèé îïåðàòîð. Âèáåðåìî ó ïðîñòîði L äåÿêèé áàçèñ a1,
a2, . . . , an. Ðîçêëàäåìî îáðàçè åëåìåíòiâ a1, a2, . . . , an ïî öüîìó æ
áàçèñó ïðîñòîðó L:

ϕ(a1) = α11a1 + α21a2 + · · ·+ αn1an,

ϕ(a2) = α12a1 + α22a2 + · · ·+ αn2an,

. . . . . . . . . . . . . .

ϕ(an) = α1na1 + α2na2 + · · ·+ αnnan

äå αij � äåÿêèé åëåìåíò ïîëÿ F (i, j = 1, 2, . . . , n). Iç êîåôiöi¹íòiâ
öèõ ðîçêëàäiâ ñêëàäåìî ìàòðèöþ

Aϕ =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn

 .

Âiäìiòèìî, ùî i-èé ñòîâïåöü ìàòðèöi Aϕ ¹ êîîðäèíàòíèì ñòîâïöåì
åëåìåíòà ϕ(ai) (i = 1, . . . , n). Ìàòðèöÿ Aϕ íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ
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ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ ó áàçèñi a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L
íàä ïîëåì F .

Òåîðåìà 4. ßêùî ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L
íàä ïîëåì F âèáðàíî áàçèñ a1, a2, . . . , an, òî âiäïîâiäíiñòü ìiæ
ìíîæèíîþ âñiõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ïðîñòîðó L òà ìíîæèíîþ Fn×n
âñiõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ç åëåìåíòàìè ç ïîëÿ F , ïðè ÿêié êîæíî-
ìó ëiíiéíîìó îïåðàòîðó ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöÿ öüîãî
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ó áàçèñi a1, a2, . . . , an, ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì
âiäîáðàæåííÿì âêàçàíèõ ìíîæèí.

Äàëi, íåõàé x � äåÿêèé åëåìåíò ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, à y � îáðàç
åëåìåíòà åëåìåíòà x, òîáòî y = ϕ(x). Ðîçêëàäåìî îáèäâà åëåìåíòè x
i y ó áàçèñi a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L:

x = χ1a1 + χ2a2 + · · ·+ χnan,

y = γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γnan,

äå χi, γj ∈ F (i, j = 1, 2 . . . , n). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç X ñòîâïåöü êîîð-
äèíàò åëåìåíòà x, à ÷åðåç Y � ñòîâïåöü êîîðäèíàò éîãî îáðàçó y,
òîáòî X = (χ1, χ2, . . . , χn)T , Y = (γ1, γ2, . . . , γn)T . Òîäi

Y = AϕX.

Íàâåäåíà ôîðìóëà íàçèâà¹òüñÿ ìàòðè÷íîþ ôîðìóëîþ äëÿ êîîðäè-
íàò îáðàçó âåêòîðà ïðè ëiíiéíîìó îïåðàòîðó ϕ.

Çâ'ÿçîê ìàòðèöü ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ïðè çàìiíi áàçèñiâ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F i ϕ �
ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L. Ðîçãëÿíåìî ó ïðîñòîði L äåÿêi áàçèñè
a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bn. Íåõàé Aϕ � ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðà-
òîðà ϕ ó áàçèñi a1, a2, . . . , an, à Bϕ � ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
ϕ ó áàçèñi b1, b2, . . . , bn. Òîäi ñïðàâåäëèâîþ ¹ ðiâíiñòü

Bϕ = T−1AϕT, (1)

äå T � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó b1,
b2, . . . , bn.

Ìàòðèöi A i B ïîðÿäêó n ç åëåìåíòàìè ç ïîëÿ F íàçèâàþòüñÿ
ïîäiáíèìè, ÿêùî iñíó¹ îáîðîòíà ìàòðèöÿ T ïîðÿäêó n ç åëåìåíòàìè
ç ïîëÿ F òàêà, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü B = T−1AT .

Òåîðåìà 5. Ìàòðèöi îäíîãî é òîãî æ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ñêií-
÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ó ðiçíèõ áàçèñàõ öüîãî ïðîñòîðó
¹ ïîäiáíèìè ìàòðèöÿìè.
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. Îïåðàòîð ϕ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R3 êîæíîìó âåêòîðó x =
= (x1, x2, x3) ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü âåêòîð

ϕ(x) = (x1 + x2 + x3, 2x1 − x3, 3x2 − x1).

Äîâåñòè, ùî ϕ ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R3. Çíà-
éòè ôîðìóëè äëÿ êîîðäèíàò îáðàçó âåêòîðà ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi e1,
e2, e3 ïðîñòîðó R3; îáðàçè âåêòîðiâ a = (1, 1, 1), e1, e2, e3 òà ìàòðèöþ
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ ó öüîìó æ áàçèñi.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé x = (x1, x2, x3), y = (γ1, γ2, γ3) � äîâiëüíi
âåêòîðè ïðîñòîðó R3. Òîäi

ϕ(x+ y) = ϕ[(x1 + γ1, x2 + γ2, x3 + γ3)] =

= (x1 + γ1 + x2 + γ2 + x3 + γ3, 2(x1 + γ1)− (x3 + γ3),

3(x2 + γ2)− (x1 + γ1)) = (x1 + x2 + x3, 2x1 − x3, 3x2 − x1) +

+ (γ1 + γ2 + γ3, 2γ1 − γ3, 3γ2 − γ1) = ϕ(x) + ϕ(y),

ϕ(λx) = ϕ[(λx1, λx2, λx3)] = (λx1 + λx2 + λx3, 2(λx1)− λx3,

3(λx2)− λx1) = λ(x1 + x2 + x3, 2x1 − x3, 3x2 − x1) = λϕ(x),

äå λ ∈ R. Îòæå, çà îçíà÷åííÿì ϕ � ëiíiéíèé îïåðàòîð âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó R3.

Íåõàé ϕ(x) = x′1e1+x′2e2+x′3e3, äëÿ äåÿêèõ x′1, x
′
2, x
′
3 ∈ R. Îñêiëü-

êè ϕ(x) = (x1 + x2 + x3, 2x1 − x3, 3x2 − x1) i êîîðäèíàòè äîâiëüíîãî
âåêòîðà ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi e1, e2, e3 ñïiâïàäàþòü ç éîãî êîìïîíåí-
òàìè, òî îäåðæó¹ìî ôîðìóëè äëÿ êîîðäèíàò îáðàçó âåêòîðà ó áàçèñi
e1, e2, e3  x′1 = x1 + x2 + x3,

x′2 = 2x1 − x3,
x′3 = 3x2 − x1,

àáî â ìàòðè÷íié ôîðìi x′1
x′2
x′3

 =

 1 1 1
2 0 −1
−1 3 0

 x1

x2

x3

 .

Î÷åâèäíî

ϕ(a) = (3, 1, 2), ϕ(e1) = (1, 2,−1), ϕ(e2) = (1, 0, 3), ϕ(e3) = (1,−1, 0).
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Îñêiëüêè
ϕ(e1) = 1 · e1 + 2 · e2 − 1 · e3,

ϕ(e2) = 1 · e1 + 0 · e2 + 3 · e3,

ϕ(e3) = 1 · e1 − 1 · e2 + 0 · e3,

òî ìàòðèöÿ

Aϕ =

 1 1 1
2 0 −1
−1 3 0


¹ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ ó áàçèñi e1, e2, e3.

2. Ïîáóäóâàòè ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R3 òà-
êèé, ùî âiäîáðàæà¹ âåêòîðè áàçèñó a1 = (1, 1, 1), a2 = (1, 0, 0), a3 =
= (2, 2, 1) öüîãî ïðîñòîðó âiäïîâiäíî ó âåêòîðè b1 = (0, 0, 0), b2 =
= (1, 0, 0), b3 = (1, 1, 0). Çíàéòè ìàòðèöþ îïåðàòîðà ϕ ó áàçèñi a1, a2,
a3.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé x � äîâiëüíèé âåêòîð ïðîñòîðó R3 i

x = x1a1 + x2a2 + x3a3

� ðîçêëàä âåêòîðà a ó áàçèñi a1, a2, a3. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ
ϕ : R3 → R3, ÿêå êîæíîìó âåêòîðó x = x1a1 + x2a2 + x3a3 ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü âåêòîð

ϕ(x) = x1b1 + x2b2 + x3b3.

Äîâåäåìî, ùî ϕ � ëiíiéíèé îïåðàòîð âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R3 Íåõàé
y = γ1a1 + γ2a2 + γ3a3 � òàêîæ äîâiëüíèé âåêòîð ïðîñòîðó R3. Òîäi

ϕ(x+ y) = ϕ[(x1 + γ1)a1 + (x2 + γ2)a2 + (x3 + γ3)a3] =

= (x1 + γ1)b1 + (x2 + γ2)b2 + (x3 + γ3)b3 =

= (x1b1 + x2b2 + x3b3) + (γ1b1 + γ2b2 + γ3b3) = ϕ(x) + ϕ(y),

ϕ(λx) = ϕ[(λx1)a1 + (λx2)a2 + (λx3)a3] = (λx1)b1 +

+(λx2)b2 + (λx3)b3 = λ(x1b1 + x2b2 + x3b3) = λϕ(x),

äëÿ äîâiëüíîãî λ ∈ R. Öå îçíà÷à¹ ùî, ϕ � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Î÷å-
âèäíî ϕ(a1) = b1, ϕ(a2) = b2, ϕ(a3) = b3.

Çíàéäåìî ìàòðèöþ îïåðàòîðà ϕ ó áàçèñi a1, a2, a3. Äëÿ öüîãî
îá÷èñëèìî êîîðäèíàòè îáðàçiâ áàçèñíèõ âåêòîðiâ ó öüîìó æ áàçèñi.
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Íåõàé
ϕ(a1) = b1 = τ11a1 + τ21a2 + τ31a3,

ϕ(a2) = b2 = τ12a1 + τ22a2 + τ32a3,

ϕ(a3) = b3 = τ13a1 + τ23a2 + τ33a3.

(2)

Ñêëàâøè ìàòðèöþ iç êîìïîíåíò âåêòîðiâ a1, a2, a3, b1, b2, b3 i âèêî-
íàâøè íàñòóïíi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè öi¹¨ ìàòðèöi,
ìè îòðèìà¹ìî çíà÷åííÿ êîîðäèíàò τij (i, j = 1, 2, 3), ùî çàäîâîëüíÿ-
þòü ðiâíîñòÿì (2). 1 1 2 0 1 1

1 0 2 0 0 1
1 0 1 0 0 0

 ∼
 1 1 2 0 1 1

0 −1 0 0 −1 0
0 −1 −1 0 −1 −1

 ∼

∼

 1 0 2 0 0 1
0 −1 0 0 −1 0
0 0 −1 0 0 −1

 ∼
 1 0 0 0 0 −1

0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1

 .

Òàêèì ÷èíîì,

Aϕ =

 0 0 −1
0 1 0
0 0 1


� ìàòðèöÿ îïåðàòîðà ϕ ó áàçèñi a1, a2, a3.

3. Íåõàé

Aϕ =


1 2 3 4
−2 1 −1 −3

1 0 1 2
2 1 3 5


� ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R4 ó áàçèñi
c1, c2, c3, c4. Çíàéòè áàçèñè i ðîçìiðíîñòi ïiäïðîñòîðiâ Imϕ òà Kerϕ.
Ïåðåêîíàòèñÿ ó òîìó, ùî dimRImϕ+ dimRKerϕ = dimRR4.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé x � äîâiëüíèé âåêòîð iç R4 i

x = x1c1 + x2c2 + x3c3 + x4c4

� ðîçêëàä âåêòîðà x ó áàçèñi c1, c2, c3, c4 âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R4

(xj � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî, j = 1, 2, 3, 4). Òîäi

ϕ(x) = x1ϕ(c1) + x2ϕ(c2) + x3ϕ(c3) + x4ϕ(c4),
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òîáòî îáðàç ϕ(x) âåêòîðà x ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ îáðàçiâ ϕ(c1),
ϕ(c2), ϕ(c3), ϕ(c4) áàçèñíèõ âåêòîðiâ c1, c2, c3, c4. Íàâïàêè, äëÿ äî-
âiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë x′1, x

′
2, x

′
3, x

′
4 ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ

x′1ϕ(c1) + x′2ϕ(c2) + x′3ϕ(c3) + x′4ϕ(c4)

¹ îáðàçîì âåêòîðà

x′ = x′1c1 + x′2c2 + x′3c3 + x′4c4.

Öå îçíà÷à¹, ùî îáðàç Imϕ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ ¹ ìíîæèíîþ âñiõ
ëiíiéíèõ êîìáiíàöié ñèñòåìè âåêòîðiâ ϕ(c1), ϕ(c2), ϕ(c3), ϕ(c4).

Äàëi, çíàéäåìî ðàíã öi¹¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ. Äëÿ öüîãî îá÷èñëèìî
ðàíã ìàòðèöi Aϕ: ∣∣∣∣ 1 2

−2 1

∣∣∣∣ = 5 6= 0,∣∣∣∣∣∣
1 2 3
−2 1 −1

1 0 1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−2 5 5

1 −2 −2

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 5 5
−2 −2

∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣∣∣
1 2 4
−2 1 −3

1 0 2

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−2 5 5

1 −2 −2

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 5 5
−2 −2

∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
−2 1 −1

2 1 3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−2 5 5

2 −3 −3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 5 5
−3 −3

∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣∣∣
1 2 4
−2 1 −3

2 1 5

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−2 5 5

2 −3 −3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 5 5
−3 −3

∣∣∣∣ = 0.

Îòæå, rankAϕ = 2.
Iç îçíà÷åíü ðàíãó ìàòðèöi, ðàíãó ñèñòåìè åëåìåíòiâ ëiíiéíîãî

ïðîñòîðó òà îçíàêè ëiíiéíî çàëåæíî¨ ñèñòåìè åëåìåíòiâ çâiäñè îäåð-
æó¹ìî, ùî ñèñòåìà ϕ(c1), ϕ(c2) ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âå-
êòîðiâ, à âåêòîðè ϕ(c3), ϕ(c4) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨
êîìáiíàöi¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ ϕ(c1), ϕ(c2).

Ïiäñóìîâóþ÷è âñå âèùå ñêàçàíå ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ñèñòåìà âå-
êòîðiâ ϕ(c1), ϕ(c2) ¹ áàçèñîì ïiäïðîñòîðó Imϕ. Òîìó dimRImϕ = 2.

Çíàéäåìî òåïåð áàçèñ ïiäïðîñòîðó Kerϕ. Íåõàé

x = x1c1 + x2c2 + x3c3 + x4c4
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� äîâiëüíèé âåêòîð iç ÿäðà Kerϕ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ. Òîäi äëÿ
êîîðäèíàò x1, x2, x3, x4 öüîãî âåêòîðà ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

1 2 3 4
−2 1 −1 −3

1 0 1 2
2 1 3 5




x1

x2

x3

x4

 =


0
0
0
0

 . (3)

Ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (3) âiäíîñíî íåâi-
äîìèõ x1, x2, x3, x4. Îñêiëüêè∣∣∣∣ 1 2

−2 1

∣∣∣∣
� ìiíîð ìàòðèöi Aϕ ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêó, âiäìiííèé âiä íóëÿ, òî
ñèñòåìà (3) åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi ðiâíÿíü{

x1 + 2x2 = −3x3 − 4x4,
−2x1 + x2 = x3 + 3x4.

Çâiäñè {
x1 = −x3 − 2x4,
x2 = −x3 − x4.

Îòæå, Kerϕ = {x3u1 + x4u2 | x3, x4 ∈ R}, äå u1 = −c1 − c2 + c3,
u2 = −2c1 − c2 + c4. Òîìó dimRKerϕ = 2 i ñèñòåìà âåêòîðiâ u1, u2 ¹
áàçèñîì ïiäïðîñòîðó Kerϕ.

4. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L
íàä ïîëåì F ìà¹ ìàòðèöþ

Aϕ =

(
1 −1
−1 1

)
ó áàçèñi a1, a2 ïðîñòîðó L. Çíàéòè ìàòðèöþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ ó
áàçèñi b1, b2 ïðîñòîðó L, ÿêùî b1 = 2a1 − 3a2, b2 = a1 − 2a2.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèïèøåìî ìàòðèöþ ïåðåõîäó T âiä áàçèñó a1, a2

äî áàçèñó b1, b2:

T =

(
2 1
−3 −2

)
.

Îá÷èñëèìî îáåðíåíó ìàòðèöþ äî ìàòðèöi T :

T−1 =

(
2 1
−3 −2

)
.
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Òîäi ìàòðèöÿ Bϕ îïåðàòîðà ϕ ó áàçèñi b1, b2 îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîð-
ìóëîþ

Bϕ = T−1AϕT =

(
5 3
−5 −3

)
.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Ç'ÿñóâàòè, ÿêi ç íàñòóïíèõ îïåðàòîðiâ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R3

¹ ëiíiéíèìè îïåðàòîðàìè:
à) ϕ(x) = (2x1, 0,−2x3);
á) ψ(x) = (x1, x2 + 1, x3 + 2);
â) φ(x) = (x1 − x2, x2 − x3, x3 − x1);
ã) ρ(x) = (2x1 + x2, x2 − x3, x

2
3);

ä) σ(x) = (x2 + x3, 2x1 + x3, 3x1 − x2 + x3);
å) o(x) = (0, 0, 0);
¹) ε(x) = (x1, x2, x3),

äå x = (x1, x2, x3) ∈ R3. Ó âèïàäêó ëiíiéíîñòi îïåðàòîðà çíàéòè éî-
ãî ìàòðèöþ ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R3, áàçèñè
îáðàçó òà ÿäðà öüîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

2. Ïîáóäóâàòè ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R3 òà-
êèé, ùî âiäîáðàæà¹ âåêòîðè áàçèñó a1, a2, a3 öüîãî ïðîñòîðó âiäïî-
âiäíî ó âåêòîðè b1, b2, b3. Çíàéòè ìàòðèöþ îïåðàòîðà ϕ ó áàçèñi a1,
a2, a3, ÿêùî:

à) a1 = (2, 3, 5), a2 = (0, 1, 2), a3 = (1, 0, 0);
b1 = (−4,−1, 1), b2 = (7,−1, 0), b3 = (0,−1, 0).

á) a1 = (1,−1, 1), a2 = (1, 0, 1), a3 = (2,−1, 1);
b1 = (1, 1, 1), b2 = (1, 1, 1), b3 = (1, 1, 0).

3. Äîâåñòè, ùî ìíîæåííÿ êîæíî¨ ìàòðèöi iç ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
R2×2 âñiõ äiéñíèõ ìàòðèöü äðóãîãî ïîðÿäêó: à) çëiâà, á) ñïðàâà íà
äàíó ìàòðèöþ (

a b
c d

)
∈ R2×2

¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì. Çíàéòè ìàòðèöi öèõ îïåðàòîðiâ ó áàçèñi

e1 =

(
1 0
0 0

)
, e2 =

(
0 1
0 0

)
, e3 =

(
0 0
1 0

)
, e4 =

(
0 0
0 1

)
.
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4. Äîâåñòè, ùî äèôåðåíöiþâàííÿ ìíîãî÷ëåíiâ iç ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä çìiííî¨ x ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ñòå-
ïåíi ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü 4, ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì. Çíàéòè ìàòðèöi
öüîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ó áàçèñàõ:

à) 1, x, x2, x3, x4; á) 1, x− 1, (x− 1)2, (x− 1)3, (x− 1)4.

5. Íåõàé A � ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ ñêií÷åííîâèìiðíî-
ãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ó áàçèñi a1, a2, a3 öüîãî ïðîñòîðó. Çíàéòè
êîîðäèíàòíèé ðÿäîê îáðàçó ϕ(x) åëåìåíòà x iç L, ÿêùî:

à) A =

 2 3 2
1 4 1
−3 0 −1

, á) A =

 1 2 3
4 5 6
7 8 9

,
(1,−2, 3) � êîîðäèíàòíèé ðÿäîê åëåìåíòà x ó áàçèñi a1, a2, a3.

6. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R3 ìà¹ ìàòðèöþ A
ó áàçèñi a1, a2, a3. Çíàéòè ìàòðèöþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ ó áàçèñi
b1, b2, b3, ÿêùî:

a) A =

 1 2 0
3 0 −1
2 5 3

, a1 = (0, 0, 1), a2 = (0, 1, 0), a3 = (1, 0, 0),

b1 = (2, 3, 1), b2 = (3, 4, 1), b3 = (1, 2, 2);

á) A =

 1 1 1
2 3 3
1 0 1

, a1 = (0,−1, 0), a2 = (0, 1,−1), a3 = (1, 0, 0),

b1 = (1, 3, 2), b2 = (−1, 0, 0), b3 = (1, 1, 1).

7. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L
íàä ïîëåì F ìà¹ ìàòðèöþ

1 −1 1 0
1 −1 −1 1
−1 1 1 −1

0 1 −1 1


ó áàçèñi a1, a2, a3, a4 ïðîñòîðó L. Çíàéòè ìàòðèöþ ëiíiéíîãî îïåðà-
òîðà ϕ ó áàçèñi b1, b2, b3, b4, ÿêùî:

a) b1 = a4, b2 = a3, b3 = a2, b4 = a1;
á) b1 = a1, b2 = a1 + a2, b3 = a1 + a2 + a3, b4 = a1 + a2 + a3 + a4;
â) b1 = a1 + 3a2, b2 = 2a1 + 5a2, b3 = a3, b4 = a4.
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�10. Íåâèðîäæåíi ëiíiéíi îïåðàòîðè.
Äi¨ íàä ëiíiéíèìè îïåðàòîðàìè

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F i ϕ �
äåÿêèé ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ íàçèâà¹-
òüñÿ íåâèðîäæåíèì, ÿêùî éîãî ðàíã äîðiâíþ¹ ðîçìiðíîñòi ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L íàä ïîëåì F . Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ëiíiéíèé îïåðà-
òîð ϕ íàçèâà¹òüñÿ âèðîäæåíèì.

Òåîðåìà 1. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó
L íàä ïîëåì F ¹ íåâèðîäæåíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹-
òüñÿ îäíà iç íàñòóïíèõ óìîâ:

1) îáðàç Imϕ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ñïiâïàäà¹ ç ïðîñòîðîì L;

2) äåôåêò ëiíiéíîãî îïåðàòîðà äîðiâíþ¹ 0;

3) ÿäðî Kerϕ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç íóëüîâî-
ãî åëåìåíòà.

Òåîðåìà 2. Íåõàé ϕ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì F . ßêùî ϕ ¹ íåâèðîäæåíèì ëiíié-
íèì îïåðàòîðîì, òî ìàòðèöÿ öüîãî îïåðàòîðà ó áóäü-ÿêîìó áàçèñi
ïðîñòîðó L ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ. ßêùî ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî
îïåðàòîðà ϕ ó äåÿêîìó áàçèñi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹ íåâèðîäæåíîþ
ìàòðèöåþ, òî îïåðàòîð ϕ ¹ íåâèðîäæåíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
ïðîñòîðó L.

Òåîðåìà 3. Íåõàé ϕ � íåâèðîäæåíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð ñêií-
÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì F . Òîäi îáðàç ϕ(a1),
ϕ(a2), . . . , ϕ(as) áóäü-ÿêî¨ ëiíiéíî íåíàëåæíî¨ ñèñòåìè åëåìåíòiâ
a1, a2, . . . , as ïðîñòîðó L ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé ϕ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì F . ßêùî ϕ ¹ íåâèðîäæåíèì ëiíié-
íèì îïåðàòîðîì, òî îáðàç áóäü-ÿêîãî áàçèñó ïðîñòîðó L ¹ áàçèñîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì F . ßêùî îáðàçîì äåÿêîãî áàçèñó
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹ áàçèñ ïðîñòîðó L, òî îïåðàòîð ϕ ¹ íåâèðî-
äæåíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Íåõàé L � äîâiëüíi ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F . Ìíîæèíó âñiõ
ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ïðîñòîðó L áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç LF (L). Ââå-
äåìî íà öié ìíîæèíi äi¨ äîäàâàííÿ îïåðàòîðiâ i ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ
ïîëÿ F íà îïåðàòîðè iç LF (L).

Ñóìîþ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ϕ i ψ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàçèâà-
¹òüñÿ îïåðàòîð ω ïðîñòîðó L òàêèé, ùî ω(x) = ϕ(x) + ψ(x) äëÿ äî-
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âiëüíîãî åëåìåíòà x iç L. Ñóìó ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ϕ i ψ ïîçíà÷àþòü
ñèìâîëîì ϕ+ ψ (òîáòî ó äàíîìó âèïàäêó ω = ϕ+ ψ).

Äîáóòêîì åëåìåíòà α ïîëÿ F íà ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L íàä ïîëåì F íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîð φ ïðîñòîðó L òàêèé,
ùî φ(x) = αϕ(x) äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà x iç L. Ïîçíà÷àþòü äîáóòîê
åëåìåíòà α ïîëÿ F íà ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ ÷åðåç αϕ.

Äîáóòêîì ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ϕ i ψ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïî-
ëåì F íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîð σ ïðîñòîðó L òàêèé, ùî σ(x) = ϕ(ψ(x))
äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà x iç L. Ïîçíà÷àþòü äîáóòîê ëiíiéíèõ îïå-
ðàòîðiâ ϕ i ψ ÷åðåç ϕψ.

Òåîðåìà 4. Ñóìà ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä
ïîëåì F ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì öüîãî ïðîñòîðó. Äîáóòîê åëåìåíòà
ïîëÿ F íà ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
ïðîñòîðó L. Äîáóòîê ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä
ïîëåì F ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Òåîðåìà 5. Ìíîæèíà LF (L) âñiõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L íàä ïîëåì F âiäíîñíî äié äîäàâàííÿ ëiíiéíèõ îïåðàòî-
ðiâ i ìíîæåííÿ åëåìåíòà ïîëÿ F íà ëiíiéíèé îïåðàòîð ¹ ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä ïîëåì F

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F . Âè-
áåðåìî â ïðîñòîði L äåÿêèé áàçèñ a1, a2, . . . , an. Ðîçãëÿíåìî âiä-
îáðàæåííÿ Γ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó LF (L) ó ëiíiéíèé ïðîñòið Fn×n, ÿêå
êîæíîìó ëiíiéíîìó îïåðàòîðó ϕ iç LF (L) ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ìà-
òðèöþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ ó áàçèñi a1, a2, . . . , an ïðîñòîðó L. Òîäi
äëÿ äîâiëüíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ϕ i ψ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L i äëÿ
äîâiëüíîãî åëåìåíòà α ïîëÿ F ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi:

Γ(ϕ+ ψ) = Γ(ϕ) + Γ(ψ), Γ(αϕ) = αΓ(ϕ), Γ(ϕψ) = Γ(ϕ)Γ(ψ).

Öi ðiâíîñòi âñòàíîâëþþòü çâ'ÿçîê äié íàä ëiíiéíèìè ëiíiéíèìè îïå-
ðàòîðàìè ç äiÿìè íàä ¨õ ìàòðèöÿìè. Iíàêøå êàæó÷è ñïðàâåäëèâà
íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 6. Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä
ïîëåì F . Ìàòðèöÿ ñóìè ϕ+ψ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ϕ i ψ ïðîñòîðó
L ó äîâiëüíî âèáðàíîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an ïðîñòîðó L äîðiâíþ¹
ñóìi ìàòðèöü îïåðàòîðiâ ϕ i ψ ó òîìó æ áàçèñi. Ìàòðèöÿ äîáó-
òêó åëåìåíòà ïîëÿ F íà ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ ïðîñòîðó L äîðiâíþ¹
äîáóòêó öüîãî åëåìåíòà ïîëÿ íà ìàòðèöþ îïåðàòîðà ϕ ó òîìó æ
áàçèñi. Ìàòðèöÿ äîáóòêó ϕψ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ϕ i ψ ïðîñòîðó L
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ó äîâiëüíî âèáðàíîìó áàçèñi ïðîñòîðó L äîðiâíþ¹ äîáóòêó ìàòðèöü
îïåðàòîðiâ ϕ i ψ ó òîìó æ áàçèñi.

Îáåðíåíèé îïåðàòîð. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F .
Ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, ùî âiäîáðàæà¹ êîæíèé åëå-
ìåíò iç L â ñåáå íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íèì àáî òîòîæíèì îïåðàòîðîì
ïðîñòîðó L. Ïîçíà÷èìî öåé îïåðàòîð ÷åðåç Id. Îòæå,

Id(x) = x (x ∈ L).

Íåõàé ϕ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L. ßêùî iñíó¹ ëiíiéíèé îïå-
ðàòîð ϕ′ ïðîñòîðó L òàêèé, ùî ϕ′ϕ = Id (âiäïîâiäíî ϕϕ′ = Id), òî ϕ′

íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì îáåðíåíèì (âiäïîâiäíî ïðàâèì îáåðíåíèì) îïåðà-
òîðîì äëÿ îïåðàòîðà ϕ.

Òåîðåìà 7. ßêùî äëÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ iñíóþòü ëiâèé îáåð-
íåíèé i ïðàâèé îáåðíåíèé, òî öi îáåðíåíi îïåðàòîðè ñïiâïàäàþòü.

Ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ îáîðîò-
íèì îïåðàòîðîì, ÿêùî iñíó¹ òàêèé ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ′ ∈ LF (L),
ùî ϕ′ϕ = ϕϕ′ = Id. Îïåðàòîð ϕ′ ïðè öüîìó íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíèì
äî îïåðàòîðà ϕ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì ϕ−1.

Âiäìiòèìî, ùî äëÿ íåñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L
ìîæóòü iñíóâàòè ëiíiéíi îïåðàòîðè, ÿêi ìàþòü ëiâi îáåðíåíi (àáî ïðà-
âi) i íå ìàþòü ïðàâèõ (âiäïîâiäíî ëiâèõ) îáåðíåíèõ.

Òåîðåìà 8. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïî-
ëåì F ¹ îáîðîòíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà iç
íàñòóïíèõ óìîâ:

1) ϕ ¹ içîìîðôiçìîì ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ;
2) Kerϕ = {0̄} i Imϕ = L.

Íàñëiäîê 1. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L íàä ïîëåì F ¹ îáîðîòíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ϕ ¹
íåâèðîäæåíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì.
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. Íåõàé ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R3 âiäîáðàæà¹
âåêòîð x = (x1, x2, x3) ó âåêòîð ϕ(x) = (x1 − x2, x2 − x3, x3 − x1),

Bψ =

 1 2 3
2 3 1
3 1 2


� ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ψ öüîãî æ ïðîñòîðó ó áàçèñi b1 =
= (1,−1, 1), b2 = (2,−1, 1), b3 = (3,−2, 3). Çíàéòè ó êàíîíi÷íîìó
áàçèñi ïðîñòîðó R3 ìàòðèöi ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ 2ϕ− ψ, ϕψ, ψϕ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè

ϕ(e1) = (1, 0,−1) = 1 · e1 + 0 · e2 − 1 · e3,

ϕ(e2) = (−1, 1, 0) = −1 · e1 + 1 · e2 + 0 · e3,

ϕ(e3) = (0,−1, 1) = 0 · e1 − 1 · e2 + 1 · e3,

òî

Aϕ =

 1 −1 0
0 1 −1
−1 0 1


� ìàòðèöÿ îïåðàòîðà ϕ ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi.

Çíàéäåìî ìàòðèöþ ïåðåõîäó T âiä áàçèñó b1, b2, b3 äî êàíîíi÷íîãî
áàçèñó e1, e2, e3. Î÷åâèäíî,

T−1 =

 1 2 3
−1 −1 −2

1 1 3


� ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó e1, e2, e3 äî áàçèñó b1, b2, b3. Îá÷è-
ñëèìî ìàòðèöþ T , îáåðíåíó äî ìàòðèöi T−1. 1 2 3 1 0 0

−1 −1 −2 0 1 0
1 1 3 0 0 1

 ∼
 1 2 3 1 0 0

0 1 1 1 1 0
0 −1 0 −1 0 1

 ∼

∼

 1 0 1 −1 −2 0
0 1 1 1 1 0
0 0 1 0 1 1

 ∼
 1 0 0 −1 −3 −1

0 1 0 1 0 −1
0 0 1 0 1 1

 .
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Çâiäñè

T =

 −1 −3 −1
1 0 −1
0 1 1

 .

Ìàòðèöÿ Aψ îïåðàòîðà ψ ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi äîðiâíþ¹

Aψ = T−1BψT =

 −3 −31 −14
2 19 8
−4 −26 −10

 .

Äàëi çíàõîäèìî ìàòðèöi A2ϕ−ψ, Aϕψ, Aψϕ âiäïîâiäíî îïåðàòîðiâ
2ϕ− ψ, ϕψ, ψϕ ó áàçèñi e1, e2, e3.

A2ϕ−ψ = 2Aϕ − 3Aψ =

 5 29 14
−2 −17 −10

2 26 −8

 ,

Aϕψ = AϕAψ =

 −5 −50 −22
6 45 18
−1 5 4

 ,

Aψϕ = AψAϕ =

 11 −28 17
−6 17 −11

6 −22 16

 .

2. Íåõàé C∞[0,1] � ëiíiéíèé ïðîñòið âñiõ íåñêií÷åííî äèôåðåíöi-
éîâàíèõ ôóíêöié íà ïðîìiæêó [0, 1] íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë. Ðîç-
ãëÿíåìî îïåðàòîð D äèôåðåíöiþâàíííÿ i îïåðàòîð I iíòåãðóâàííÿ
ïðîñòîðó C∞[0,1], âèçíà÷åíi íàñòóïíèì ÷èíîì:

D (f(x)) = f ′(x), I (f(x)) =

∫ x

0

f(t)dt

äå f(x) ∈ C∞[0,1]. Ïîêàçàòè, ùî D i I � ëiíiéíi îïåðàòîðè ïðîñòîðó
C∞[0,1]. Äîâåñòè, ùî D ¹ ëiâèì îáåðíåíèì äî îïåðàòîðà I, àëå íå ¹
ïðàâèì îáåðíåíèì äëÿ öüîãî îïåðàòîðà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Iç âëàñòèâîñòåé ïîõiäíî¨ òà âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó
ôóíêöi¨ ñëiäó¹, ùî äëÿ äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié f(x) i g(x) ∈ C∞[0,1] òà
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äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà α ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi:

D(f(x) + g(x)) = (f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x) = D(f(x)) +D(g(x)),

D(αf(x)) = (αf(x))′ = αf ′(x) = αD(f(x)),

I(f(x) + g(x)) =

∫ x

0

(f(t) + g(t))dt =

∫ x

0

f(t)dt+

∫ x

0

g(t)dt =

= I(f(x)) + I(g(x)),

I(αf(x)) =

∫ x

0

αf(t)dt = α

∫ x

0

f(t)dt = αI(f(x)).

Öå ó ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî D i I ¹ ëiíiéíèìè îïåðàòîðàìè ïðîñòîðó
C∞[0,1].

Äàëi, íåõàé f(x) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ iç ïðîñòîðó C∞[0,1], à F (x) �
äåÿêà ïåðâiñíà ôóíêöi¨ f(x) (òîáòî F ′(x) = f(x)). Òîäi

DI(f(x)) = D(I(f(x)) =

(∫ x

0

f(t)dt

)′
=

= (F (x)− F (0))′ = F ′(x) = f(x),

ID(f(x)) = I(D(f(x)) =

∫ x

0

f ′(t)dt = f(x)− f(0).

Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî DI = Id, à ID 6= Id, áî, íàïðèêëàä,

ID(cos(x)) = cos(x)− 1.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. ×è ¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R3 íåâèðîäæå-
íèì, ÿêùî

à) ϕ(x) = (x1 + x3, x2, x1 − 3x2 + 2x3), äå x = (x1, x2, x3) ∈ R3;
á) ϕ(x) = (x1−x2 +x3, 2x1−x3, 3x1−x2), äå x = (x1, x2, x3) ∈ R3?

2. Íåõàé A � ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ âåêòîðíîãî ïðîñòî-
ðó R3 ó áàçèñi a1, a2, a3 öüîãî ïðîñòîðó. ×è ¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R3 íåâèðîäæåíèì, ÿêùî

à) A =

 2 5 7
6 3 4
5 −2 −3

; á) A =

 1 2 2
2 1 −2
2 −2 1

?
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ßêùî ϕ ¹ íåâèðîäæåíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì, òî çíàéòè ìàòðèöþ
îáåðíåíîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ−1 ó áàçèñi a1, a2, a3 ïðîñòîðó R3.

3. Íåõàé ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R2 âiäîáðàæà¹
âåêòîð x = (x1, x2) ó âåêòîð ϕ(x) = (2x1 + x2, x1 − 2x2), à ëiíiéíèé
îïåðàòîð ψ öüîãî æ ïðîñòîðó âiäîáðàæà¹ âåêòîð x = (x1, x2) ó âåêòîð
ψ(x) = (3x2, 4x1). Çíàéòè ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi ïðîñòîðó R2 ìàòðèöi
ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ϕ+ ψ, ϕψ, ψϕ.

4. Íåõàé ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R2 â áàçèñi a1,
a2 ìà¹ ìàòðèöþ A, à ëiíiéíèé îïåðàòîð ψ öüîãî æ ïðîñòîðó â áàçèñi
b1, b2 ìà¹ ìàòðèöþ B. Çíàéòè ìàòðèöþ C ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ+ψ

à) ó áàçèñi a1, a2, ÿêùî a1 = (1,−2), a2 = (3,−5), b1 = (1, 2),
b2 = (2, 5),

A =

(
37 −13

108 −38

)
, B =

(
1 1
2 2

)
;

á) ó áàçèñi b1, b2, ÿêùî a1 = (7, 3), a2 = (2, 1), b1 =(6, 1), b2 =(5, 1),

A =

(
3 5

18 2

)
, B =

(
3 −2
6 −6

)
.

5. Íåõàé ϕ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó âñiõ ìíîãî-
÷ëåíiâ, ñòåïiíü ÿêèõ ìåíøå àáî äîðiâíþ¹ 3, ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòà-
ìè, ÿêèé âiäîáðàæà¹ êîæåí ìíîãî÷ëåí ó éîãî ïîõiäíó. Äîâåñòè, ùî
ϕ4 ¹ íóëüîâèì îïåðàòîðîì, òîáòî Imϕ4 = {0̄}.

6. Íåõàé ϕ � ëiíiéíèé îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ, ψ � ëiíiéíèé
îïåðàòîð ìíîæåííÿ íà x ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði R[x] âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ
âiä çìiííî¨ x ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü ϕψn − ψnϕ = nψn−1.
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�11. Âëàñíi âåêòîðè i âëàñíi çíà÷åííÿ ëiíiéíîãî
îïåðàòîðà

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F i ϕ : L → L � ëiíiéíèé
îïåðàòîð ïðîñòîðó L. Íåíóëüîâèé âåêòîð a ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ
âëàñíèì âåêòîðîì îïåðàòîðà ϕ, ÿêùî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò α ïîëÿ
F , ùî ϕ(a) = αa. Åëåìåíò α ïîëÿ F íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì çíà÷åííÿì
îïåðàòîðà ϕ, ÿêùî iñíó¹ òàêèé íåíóëüîâèé åëåìåíò a ïðîñòîðó L,
ùî ϕ(a) = αa. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âëàñíèé âåêòîð a ∈ L îïåðàòî-
ðà ϕ íàëåæèòü âëàñíîìó çíà÷åííþ α ∈ F öüîãî îïåðàòîðà, ÿêùî
ϕ(a) = αa. Ïiäêðåñëèìî, ùî âëàñíèìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà ϕ ìî-
æóòü áóòè òiëüêè íåíóëüîâi âåêòîðè ïðîñòîðó L. Âëàñíå çíà÷åííÿ
îïåðàòîðà ϕ ìîæå áóòè i íóëüîâèì åëåìåíòîì ïîëÿ F .

Òåîðåìà 1. Íåõàé ϕ : L → L � ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L íàä ïîëåì F , α � âëàñíå çíà÷åííÿ îïåðàòîðà ϕ. Ìíî-
æèíà Lα âñiõ âëàñíèõ âåêòîðiâ, ÿêi íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ
α, ðàçîì ç íóëüîâèì âåêòîðîì ïðîñòîðó L ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L.

Òåîðåìà 2. Ìíîæèíà âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ :
L → L, ÿêi íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì öüîãî
îïåðàòîðà ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ.

Íåõàé

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn


� êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä ïîëåì F , λ � äåÿêà íåâiäîìà.
Ìàòðèöÿ

A− λE =


α11 − λ α12 . . . α1n

α21 α22 − λ . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − λ


íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íîþ ìàòðèöåþ ìàòðèöi A (E � îäèíè-
÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n). Äåòåðìiíàíò |A−λE| ìàòðèöi A−λE íàçè-
âà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöi A. Öå ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíÿ n âiä íåâiäîìî¨ λ íàä ïîëåì F :

|A− λE| = (−1)nλn + (−1)n−1γ1λ
n−1 + · · ·+ (−1)n−kγkλ

k + · · ·+ γn.
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Êîåôiöi¹íò γk ¹ ñóìîþ âñiõ òèõ ìiíîðiâ ïîðÿäêó k, ÿêi íàíèçàíi
íà äiàãîíàëü ìàòðèöi A (òîáòî äiàãîíàëi öèõ ìiíîðiâ ìiñòÿòüñÿ â
äiàãîíàëi ìàòðèöi A) (k = 1, 2, . . . , n). Âiäìiòèìî, ùî γn = |A|, à
γ1 = α11 + α22 + · · ·+ αnn íàçèâà¹òüñÿ ñëiäîì ìàòðèöi A i ïîçíà÷à¹-
òüñÿ ÷åðåç tr A.

Äëÿ n = 2 i n = 3 õàðàêòåðèñòè÷íi ìíîãî÷ëåíè ìàþòü âèãëÿä:

|A− λE| =
∣∣∣∣ α11 − λ α12

α21 α22 − λ

∣∣∣∣ = λ2 − (α11 + α22)λ+

∣∣∣∣ α11 α12

α21 α22

∣∣∣∣ ,
|A−λE| =

∣∣∣∣∣∣
α11 − λ α12 α13

α21 α22 − λ α23

α31 α32 α33 − λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3+(α11+α22+α33)λ2−

−
(∣∣∣∣ α11 α12

α21 α22

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ α11 α13

α31 α33

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ α22 α23

α32 α33

∣∣∣∣)λ+ |A|.

Êâàäðàòíi ìàòðèöi A i B ïîðÿäêó n íàä ïîëåì F íàçèâàþòüñÿ
ïîäiáíèìè ìàòðèöÿìè, ÿêùî iñíó¹ òàêà íåâèðîäæåíà ïîðÿäêó n íàä
ïîëåì F ìàòðèöÿ T , ùî B = T−1AT .

Òåîðåìà 3. Õàðàêòåðèñòè÷íi ìíîãî÷ëåíè ïîäiáíèõ ìàòðèöü
ñïiâïàäàþòü.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F ,
ϕ : L→ L � ëiíiéíèé îïåðàòîð öüîãî ïðîñòîðó i A � ìàòðèöÿ îïåðà-
òîðà ϕ â äåÿêîìó áàçèñi ïðîñòîðó L. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí
|A − λE| ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ.

Òåîðåìà 4. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
ϕ ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì F íå çàëå-
æèòü âiä âèáîðó ìàòðèöi A (âiðíiøå âiä âèáîðó áàçèñó ïðîñòîðó L
äëÿ çíàõîäæåííÿ öi¹¨ ìàòðèöi).

Òåîðåìà 5. Íåõàé L � íåíóëüîâèé ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé
ïðîñòið íàä ïîëåì F i ϕ : L → L � ëiíiéíèé îïåðàòîð öüîãî ïðî-
ñòîðó. Åëåìåíò α ïîëÿ F ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà ϕ òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè α ¹ êîðåíåì õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ëi-
íiéíîãî îïåðàòîðà ϕ.

Àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü òà âåêòîðiâ, ùî

¨ì íàëåæàòü, ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíié-

íîãî ïðîñòîðó. Íåõàé ϕ : L → L � ëiíiéíèé îïåðàòîð ñêií÷åííî-
âèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì F . Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè
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âëàñíi çíà÷åíü òà âåêòîðiâ, ùî ¨ì íàëåæàòü, ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ
ïîòðiáíî:

1-é êðîê. Âèáðàòè â ïðîñòîði L äåÿêèé áàçèñ a1, . . . , an i çíàéòè
ìàòðèöþ A ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ ó öüîìó áàçèñi.

2-é êðîê. Çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí |A − λE| ëiíiéíîãî
îïåðàòîðà ϕ.

3-é êðîê. Çíàéòè âñi (ïîïàðíî ðiçíi) êîðåíi α1, . . . , αs ìíîãî÷ëåíà
|A− λE|, ÿêi íàëåæàòü ïîëþ F .

4-é êðîê. Äëÿ êîæíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ α = αi (i ∈ {1, 2, . . . , s})
ñêëàäà¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìèìè
x1, x2, . . . , xn iç ìàòðèöåþ A− αE:

(A− αE)X = 0̄, X =

 x1

...
xn

 , 0̄ =

 0
...
0

 .

Çíàõîäèìî ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü. Äëÿ êîæíîãî ðîçâ'ÿçêó (γ1, . . . , γn) (γ1, . . . , γn ∈ F ) iç
ôóíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ñêëàäåìî âåêòîð b =γ1a1+
+ γ2a2 · · ·+γnan. Íåõàé b1, . . . , br � ñèñòåìà âåêòîðiâ ïðîñòîðó
L, ÿêi çà öèì ïðàâèëîì îäåðæóþòüñÿ iç âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ôóíäà-
ìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè. Òîäi ìíîæèíà âñiõ âëàñíèõ âåêòîðiâ îïå-
ðàòîðà ϕ, ÿêi íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ α = αi ñïiâïàäà¹
ç ìíîæèíîþ âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié β1b1 + β2b2 + · · · + βrbr,
äå β1, β2, . . . , βr � äîâiëüíi åëåìåíòè ïîëÿ F íå ðiâíi íóëþ
îäíî÷àñíî.

Âiäìiòèìî, ÿêùî ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L ç
ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ϕ iñíó¹ áàçèñ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà ϕ,
òî ìàòðèöÿ îïåðàòîðà ϕ â öüîìó áàçèñi ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. Ïîêàçàòè, ùî âëàñíèé âåêòîð îïåðàòîðà ϕ íàëåæèòü òiëüêè
îäíîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ öüîãî îïåðàòîðà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , ϕ �
ëiíiéíèé îïåðàòîð öüîãî ïðîñòîðó i a � âëàñíèé âåêòîð îïåðàòîðà
ϕ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, òîáòî íåõàé âëàñíèé âåêòîð a íàëåæèòü
äâîì ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì α i β îïåðàòîðà ϕ. Öå îçíà÷à¹, ùî
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ϕ(a) = αa i ϕ(a) = βa. Çâiäñè αa = βa. Îòæå, (α−β)a = 0. Îñêiëüêè
a 6= 0, òî α − β = 0, òîáòî α = β. Öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî α i β �
ðiçíi åëåìåíòè ïîëÿ F .

2. Íåõàé C∞[0,1] � ëiíiéíèé ïðîñòið íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâàíèõ
ôóíêöié íà ñåãìåíòi [0, 1] íàä ïîëåì R äiéñíèõ ÷èñåë i D � îïåðàòîð
äèôåðåíöiþâàííÿ:

D (f(x)) = f ′(x) (f(x) ∈ C∞[0,1]).

Ïîêàçàòè, ùî ëþáå äiéñíå ÷èñëî ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà D.
Ðîçâ'ÿçàííÿ.Íåõàé α� äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî. Ðîçãëÿíåìî ôóí-

êöiþ f(x) = eαx. Î÷åâèäíî eαx ∈ C∞[0,1] i

D(eαx) = (eαx)′ = αeαx.

Îòæå, ôóíêöiÿ f(x) = eαx ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
D, ùî íàëåæèòü âëàñíîìó çíà÷åííþ α.

3. Íåõàé F � ïîëå, L = F 2 i ϕ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L,
ÿêèé â äåÿêîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó ìà¹ ìàòðèöþ

A =

(
0 −1
1 0

)
.

Ïîêàçàòè, ùî

1) ÿêùî F = R, òî îïåðàòîð ϕ íå ìà¹ âëàñíèõ çíà÷åíü;
2) ÿêùî F = C, òî îïåðàòîð ϕ ìà¹ äâà âëàñíi çíà÷åííÿ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî
îïåðàòîðà ϕ: ∣∣∣∣ −λ −1

1 −λ

∣∣∣∣ = λ2 + 1.

ßêùî ìíîãî÷ëåí λ2 + 1 ðîçãëÿäàòè íàä ïîëåì R äiéíèõ ÷èñåë, òî
öåé ìíîãî÷ëåí íå ìà¹ êîðåíiâ. À öå îçíà÷à¹, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ
äiéñíîãî äâîâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R2, ÿêèé ìà¹ ìàòðèöþ
A ó äåÿêîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó, íå ìà¹ âëàñíèõ çíà÷åíü.

ßêùî æ ìíîãî÷ëåí λ2 + 1 ðîçãëÿäàòè íàä ïîëåì C êîìïëåêñíèõ
÷èñåë, òî öåé ìíîãî÷ëåí ìà¹ äâà êîðåíÿ, à ñàìå i òà −i. Òîìó ëi-
íiéíèé îïåðàòîð ϕ êîìïëåêñíîãî äâîâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó
C2, ÿêèé ìà¹ ìàòðèöþ A ó äåÿêîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó, ìà¹ äâà
âëàñíèõ çíà÷åííÿ i òà −i.
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4. Ðîçãëÿíåìî äèíàìi÷íó ñèñòåìó (äèâ. ðèñ. 3), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç
äâîõ òië îäíàêîâî¨ ìàñè m ãîðèçîíòàëüíî ç'¹äíàíèõ ìiæ ñîáîþ òðüî-
ìà îäíàêîâèìè ïðóæèíàìè ç êîåôiöi¹íòîì æîðñòêîñòi k òà çàêði-
ïëåíèìè äî äâîõ íåðóõîìèõ ñòiíîê. Çíàéòè çàêîíè ðóõó êîæíîãî ç
âêàçàíèõ òië ó âèïàäêó ãîðèçîíòàëüíîãî çìiùåííÿ öèõ òië, ÿêùî íà
öi òiëà íå äiþòü ñèëè ãðàâiòàöi¨ òà îïîðó (ìàñàìè ïðóæèí çíåõòóâà-
òè).
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Ðèñ. 3. Ñòàí ðiâíîâàãè.
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Ðèñ. 4. Ñòàí ïiñëÿ çìiùåííÿ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé x1(t) � âåëè÷èíà çìiùåííÿ ëiâîãî òiëà âiä
ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè x∗1 ó ìîìåíò ÷àñó t, à x∗2 � âåëè÷èíà çìiùåííÿ
ïðàâîãî òiëà âiä ñâîãî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè x∗2 ó öåé ìîìåíò ÷àñó.
Òîäi çãiäíî äðóãîãî çàêîíó Íüþòîíà ñèëà, ùî äi¹ íà ïåðøå òiëî, äî-
ðiâíþ¹

m(x1(t) + x∗1)′′ = mx′′1(t).

Àíàëîãi÷íî, ñèëà, ùî äi¹ íà äðóãå òiëî, äîðiâíþ¹ mx′′2(t).
Ç iíøîãî áîêó òiëà çíàõîäÿòüñÿ ïiä âïëèâîì ñèë ðîçòÿãó ÷è ñòè-

ñêàííÿ ïðóæèí, ÿêi çãiäíî çàêîíó Ãóêà ïðÿìî ïðîïîðöiéíi âåëè÷èíi
ðîçòÿãó ÷è ñòèñêó ïðóæèíè. Òîìó çà òðåòiì çàêîíîì Íüòîíà ñïðàâå-
äëèâi íàñòóïíi ðiâíîñòi:{

mx′′1(t) = −kx1(t) + k(x2(t)− x1(t)),

mx′′2(t) = −kx2(t) + k(x1(t)− x2(t)).
(1)

Òàêèì ÷èíîì, ùîá çíàéòè çàêîíè ðóõó êîæíîãî ç òië, äîñèòü
ðîçâ'ÿçàòè òàê çâàíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âiä-
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íîñíî íåâiäîìèõ ôóíêöié x1(t) i x2(t){
mx′′1(t) = −2kx1(t) + kx2(t),

mx′′2(t) = kx1(t)− 2kx2(t).
(2)

Iç òåîði¨ ñèñòåì ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ñëiäó¹, ùî
ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (2) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ðîçâ'ÿçêiâ, ùî
ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä(

x1(t)
x2(t)

)
=

(
C1e

ωt

C2e
ωt

)
,

äå C1, C2, ω � äåÿêi êîíñòàíòè, ïðè÷îìó ω ìîæå áóòè êîìïëåêñíèì
÷èñëîì. ßêùî ω = a + bi ∈ C, òî "òâiðíi" ðîçâ'ÿçêè øóêàþòü ó
âèãëÿäi (

C1e
at cos(bt)

C2e
at cos(bt)

)
àáî

(
C1e

at sin(bt)
C2e

at sin(bt)

)
.

Ïiäñòàâèìî çàìiñòü x1(t) i x2(t) âiäïîâiäíî C1e
ωt i C2e

ωt ó ñèñòåìó
ðiâíÿíü (2). Îäåðæèìî{

mC1ω
2eωt = −2kC1e

ωt + kC2e
ωt,

mC2ω
2eωt = kC1e

ωt − 2kC2e
ωt.

(3)

Îñêiëüêè ðiâíîñòi (3) ñïðàâåäëèâi äëÿ äîâiëüíîãî çíà÷åííÿ t, òî
çâiäñè âèïëèâà¹, ùî {

mC1ω
2 = −2kC1 + kC2,

mC2ω
2 = kC1 − 2kC2.

(4)

Ïîäiëèìî ëiâó i ïðàâó ÷àñòèíè êîæíî¨ iç ðiâíîñòåé (4) íà m, à
îïiñëÿ ïåðåïèøåìî íîâi ðiâíîñòi ó ìàòðè÷íié ôîðìi

ω2

(
C1

C2

)
=

(
− 2k
m

k
m

k
m − 2k

m

)
·
(
C1

C2

)
.

Òàêèì ÷èíîì, ω2 ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì, à âåêòîð (C1, C2) � âëà-
ñíèì âåêòîðîì, ùî éîìó íàëåæèòü, äåÿêîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ
äâîâèìiðíîãî äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó, ÿêèé çàäà¹òüñÿ ìàòðè-
öåþ

A =

(
− 2k
m

k
m

k
m − 2k

m

)
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ó äåÿêîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó.
Îá÷èñëèìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi A:∣∣∣∣∣ − 2k

m − λ
k
m

k
m − 2k

m − λ

∣∣∣∣∣ = λ2 +
4k

m
λ+

3k2

m2
.

Äàëi çíàõîäèìî éîãî êîðåíi:

λ1 = − k
m
, λ2 = −3k

m
.

Òîìó

ω2 = − k
m

àáî ω2 = −3k

m
.

Çâiäñè

ω = ±
√
k

m
i àáî ω = ±

√
3k

m
i.

Äàëi, çíàõîäèìî âëàñíi âåêòîðè, ùî íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ
λ1 = − k

m . Äëÿ öüîãî äîñèòü ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ
ðiâíÿíü ç ìàòðèöåþ(

− 2k
m − λ1

k
m

k
m − 2k

m − λ1

)
=

(
− k
m

k
m

k
m − k

m

)
.

Íå âàæêî áà÷èòè, ùî âåêòîð (1, 1) óòâîðþ¹ ôóíäàìåíòàëüíó ñè-
ñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü. Òîìó âñi
âëàñíi âåêòîðè, ùî íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ λ1 = − k

m ìàþòü
âèãëÿä α · (1, 1), äå α � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî âiäìiííå âiä íóëÿ.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî âñi âëàñíi âåêòîðè ëiíiéíîãî îïå-
ðàòîðà ϕ, ùî íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ λ2 = − 3k

m ìàþòü âèãëÿä
β · (1, −1), äå β � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî âiäìiííå âiä íóëÿ.

Ïiäñóìóâàâøè âñå âèùå ñêàçàíå, iç òåîði¨ ñèñòåì ëiíiéíèõ äèôå-
ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ñëiäó¹, ùî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (2) ìà¹
íàñòóïíèé âèãëÿä

(
x1(t)
x2(t)

)
= α

 cos

(√
k
m t

)
cos

(√
k
m t

)
+ β

 sin

(√
k
m t

)
sin

(√
k
m t

)
+

+γ

 cos

(√
3k
m t

)
− cos

(√
3k
m t

)
+ δ

 sin

(√
3k
m t

)
− sin

(√
3k
m t

)
 ,

(5)
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äå α, β, γ, δ � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà. Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi
òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié cos òà sin ðîçâ'ÿçîê (5) ìîæíà ïåðåïèñà-
òè ó âèãëÿäi

(
x1(t)
x2(t)

)
= A1

 cos

(√
k
m t+ θ1

)
cos

(√
k
m t+ θ1

)
+A2

 cos

(√
3k
m t+ θ2

)
− cos

(√
3k
m t+ θ2

)
 .

Çàëèøèìî ÷èòà÷åâi ìîæëèâiñòü îá ðóíòóâàòè ôiçè÷íèé çìiñò êîí-
ñòàíò A1, A2, θ1, θ2 òà íàÿâíiñòü äâîõ âëàñíèõ çíà÷åíü, ÿêèì âiäïî-
âiäíî íàëåæàòü âëàñíi âåêòîðè (1, 1) òà (1,−1).

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi âåêòîðè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
ϕ äâîâèìiðíîãî äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R2, çàäàíîãî ó êàíî-
íi÷íîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó ìàòðèöåþ A, ÿêùî:

a) A =

(
1 1
−1 1

)
; á) A =

(
2 4
1 2

)
; â) A =

(
2 0
1 2

)
.

2. Çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi âåêòîðè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ψ
òðèâèìiðíîãî äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R3, çàäàíîãî ó äåÿêîìó
áàçèñi a1, a2, a3 öüîãî ïðîñòîðó ìàòðèöåþ B, ÿêùî:

a) B =

 1 −3 0
−1 −2 3
−1 −4 4

; á) B =

 2 0 0
0 3 2
0 −2 3

;
â) B =

 6 1 −5
3 2 −3
7 1 −6

; ã) B =

 0 1 0
−4 4 0
−2 1 2

;
ä) B =

 2 −1 2
5 −3 3
−1 0 −2

; å) B =

 4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4

.
3. Çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi âåêòîðè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà

ψ äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R4, ÿêùî:

a) ψ(x) = (x1, 0, 0, x4), äå x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4;

á) ψ(x) = (x1 + x3, 0, 0, x4), äå x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4.

4. Çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi âåêòîðè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
ϕ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R, ÿêùî:
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a) L = R[x]n, ϕ(f(x)) = f ′(x), äå f(x) ∈ R[x]n;

á) L = Rn×n, ϕ(A) = AT , äå A ∈ Rn×n;
â) L = 〈cosx, sinx〉, ϕ(f(x)) = f ′(x), äå f(x) ∈ L.

5. Âèÿñíèòè, ÿêi ç íàñòóïíèõ ìàòðèöü ïîäiáíi äiàãîíàëüíèì ìà-
òðèöÿì:

a)

 7 −12 −2
3 −4 0
−2 0 −2

; á)

 7 10 −12
3 8 −9
4 8 −9

;
â)

 3 −2 0
2 3 0
0 0 5

; ã)

 6 −5 −3
3 −2 −2
2 −2 0

.
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�12. Åâêëiäîâi òà óíiòàðíi ïðîñòîðè

Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R íàçèâà¹òüñÿ åâêëi-
äîâèì ïðîñòîðîì, ÿêùî â ïðîñòîði L îêðiì ëiíiéíèõ îïåðàöié íàä
âåêòîðàìè ââåäåíî ùå îäíó äiþ. Íîâà äiÿ êîæíié âïîðÿäêîâàíié ïà-
ði âåêòîðiâ x, y ïðîñòîðó L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü äiéñíå ÷èñëî, ùî
ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç (x, y), íàçèâà¹òüñÿ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì âåêòîðiâ
x òà y i öÿ äiÿ çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì óìîâàì (àêñiîìàì ñêàëÿðíîãî
äîáóòêó):

1) (x, y) = (y, x),

2) (x1 + x2, y) = (x1, y) + (x2, y),

3) (αx, y) = α(x, y),

4) (x, x) > 0 (x 6= 0)

äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ x, x1, x2, y iç L i äîâiëüíîãî ÷èñëà α ∈ R.
Ïðèêëàäàìè åâêëiäîâèõ ïðîñòîðiâ ¹:
à) n-âèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið Rn âiäíîñíî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó

(x, y) = x1y1 + · · ·+ xnyn,

äå x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn, éîãî íàçèâàþòü n-âèìiðíèì
åâêëiäîâèì ïðîñòîðîì;

á) ïðîñòið C[0,1] âñiõ íåïåðåðâíèõ íà ñåãìåíòi [0, 1] ôóíêöié âiä-
íîñíî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó

(f, g) =

∫ 1

0

f(t)g(t) dt (f, g ∈ C[0,1]).

Íåõàé L åâêëiäiâ ïðîñòið, a1, . . . , as � äîâiëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ
â L i

x = x1a1 + · · ·+ xsas, y = y1a1 + · · ·+ ysas

äå x1, . . . , xs, y1, . . . , ys ∈ R. Òîäi iç âëàñòèâîñòåé ñêàëÿðíîãî äîáóòêó
âèïëèâà¹, ùî

(x, y) =

s∑
i=1

s∑
j=1

xiyj(ai, aj). (1)

Ìàòðèöÿ 
(a1, a1) (a1, a2) . . . (a1, as)
(a2, a1) (a2, a2) . . . (a2, as)

...
...

. . .
...

(as, a1) (as, a2) . . . (as, as)
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íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ �ðàìà ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, . . . , as.
ßêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, . . . , as ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó L, òî ôîð-

ìóëà (1) äëÿ (x, y) âñòàíîâëþ¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ x i y iç
L ó êîîðäèíàòíié ôîðìi.

Áàçèñ a1, . . . , an ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L íà-
çèâà¹òüñÿ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì, ÿêùî

(ai, aj) =

{
1, ÿêùî i = j;
0, ÿêùî i 6= j

Òåîðåìà 1. ßêùî a1, . . . , an � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L, òî ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ x òà y iç L ó
êîîðäèíàòíié ôîðìi ìà¹ âèãëÿä

(x, y) = x1y1 + · · ·+ xnyn

((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) � êîîðäèíàòíi ðÿäêè âiäïîâiäíî âåêòîðiâ
x òà y âiäíîñíî áàçèñó a1, . . . , an).

Âåêòîðè a i b åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L íàçèâàþòüñÿ îðòîãîíàëü-
íèìè, ÿêùî (a, b) = 0. Ñèñòåìà ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèõ âåêòîðiâ íà-
çèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ.

Òåîðåìà 2. Îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó L ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ.

Íåõàé A � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà âåêòîðiâ ïðîñòîðó L. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç A⊥ ìíîæèíó âñiõ òàêèõ âåêòîðiâ x ∈ L, ùî îðòîãîíàëüíi äî
âñiõ âåêòîðiâ ìíîæèíè A. Ìíîæèíà A⊥ íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèì
äîïîâíåííÿì ìíîæèíè A.

Òåîðåìà 3. Íåõàé A, B � íåïîðîæíi ïiäìíîæèíè åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L. Òîäi:

1) îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ A⊥ ìíîæèíè A ¹ ëiíiéíèì ïiäïðî-
ñòîðîì ïðîñòîðó L;

2) (A+B)⊥ = A⊥ ∩B⊥;
3) (A ∩B)⊥ = A⊥ +B⊥ (A ∩B 6= ∅);
4) {0̄}⊥ = L;

5) L⊥ = {0̄}.

Íåõàé L � åâêëiäiâ ïðîñòið i x ∈ L. ×èñëî
√

(x, x) íàçèâà¹òüñÿ
íîðìîþ àáî äîâæèíîþ âåêòîðà x i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç ‖x‖.
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Òåîðåìà 4 (íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî). Äëÿ äîâiëüíèõ âå-
êòîðiâ x, y åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

|(x, y)| ≤ ‖x‖ · ‖y‖.

Íàñëiäîê 1. Äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë x1, . . . , xn, y1, . . . , yn

|x1y1 + · · ·+ xnyn| ≤ (x2
1 + · · ·+ x2

n)
1
2 (y2

1 + · · ·+ y2
n)

1
2 .

Íàñëiäîê 2. Äëÿ äîâiëüíèõ íåïåðåðâíèõ íà ñåãìåíòi [0, 1] ôóí-
êöié f i g ∣∣∣∣∫ 1

0

f(t)g(t) dt

∣∣∣∣ ≤
√∫ 1

0

f2(t) dt ·

√∫ 1

0

g2(t) dt.

Òåîðåìà 5 (âëàñòèâîñòi íîðìè). Äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ x, y
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà α ñïðàâåäëèâi
íàñòóïíi ðiâíiñòü òà äâi íåðiâíîñòi:

1) ‖αx‖ = |α| · ‖x‖,
2) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖,
3) |‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x+ y‖.

Îñòàííi äâi íåðiâíîñòi íàçèâàþòüñÿ íåðiâíîñòÿìè òðèêóòíèêà.

Òåîðåìà 6 (òåîðåìà Ïiôàãîðà). Íåõàé a1, . . . , as � îðòîãîíàëü-
íà ñèñòåìà âåêòîðiâ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

‖a1 + · · ·+ as‖2 = ‖a1‖2 + · · ·+ ‖as‖2.

Ïðîöåñ îðòîãîíàëiçàöi¨. Íåõàé a1, . . . , as � ëiíiéíî íåçàëåæíà
ñèñòåìà âåêòîðiâ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ïîáóäó¹ìî íîâó ñèñòåìó
âåêòîðiâ:

b1 = a1,

b2 = a2 −
(a2, b1)

(b1, b1)
b1,

b3 = a3 −
(a3, b1)

(b1, b1)
b1 −

(a3, b2)

(b2, b2)
b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

bs = as −
(as, b1)

(b1, b1)
b1 −

(as, b2)

(b2, b2)
b2 − · · · −

(as, bs−1)

(bs−1, bs−1)
bs−1.
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Ëåìà 1. Âèùå ïîáóäîâàíà ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, . . . , bs ¹ îðòî-
ãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ. Ëiíiéíi îáîëîíêè, íàòÿ-
ãíåíi âiäïîâiäíî íà ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, . . . , as i b1, . . . , bs, ñïiâ-
ïàäàþòü.

Ïîáóäîâà ñèñòåìè âåêòîðiâ b1, . . . , bs çà âèùå ïðèâåäåíèì àëãîðè-
òìîì íàçèâà¹òüñÿ ïðîöåñîì îðòîãîíàëiçàöi¨ �ðàìà-Øìiäòà ñèñòåìè
âåêòîðiâ a1, . . . , as.

Ïîáóäîâà îðòîíîðìîâàíèõ áàçèñiâ. Íåõàé L� ñêií÷åííîâèìið-
íèé åâêëiäiâ ïðîñòið i a1, . . . , an � áàçèñ ïðîñòîðó L. Çàñòîñó¹ìî äî
öüîãî áàçèñó ïðîöåñ îðòîãîíàëiçàöi¨. Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî îðòîãî-
íàëüíèé áàçèñ b1, . . . , bn ïðîñòîðó L. Ïðîíîðìó¹ìî êîæíèé âåêòîð
öüîãî áàçèñó:

c1 =
1

‖b1‖
b1, c2 =

1

‖b2‖
b2, . . . , cn =

1

‖bn‖
bn.

Ñèñòåìà âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,cn ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì ïðîñòî-
ðó L.

Íåõàé L i L′ � åâêëiäîâi ïðîñòîðè. Içîìîðôiçì ϕ : L ∼= L′ ëiíiéíèõ
ïðîñòîðiâ íàä ïîëåì R íàçèâà¹òüñÿ içîìåòði¹þ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó
L íà åâêëiäiâ ïðîñòið L′, ÿêùî (ϕ(x), ϕ(y)) = (x, y) äëÿ äîâiëüíèõ
âåêòîðiâ x, y ∈ L.

Òåîðåìà 7. Áóäü-ÿêèé ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið içî-
ìåòðè÷íèé n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîðó Rn, äå n = dimRL.
ßêùî n 6= m, òî åâêëiäîâi ïðîñòîðè Rn i Rm íå içîìåòðè÷íi.

Óíiòàðíèé ïðîñòið. Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ
÷èñåë C íàçèâà¹òüñÿ óíiòàðíèì ïðîñòîðîì, ÿêùî â L îêðiì ëiíiéíèõ
îïåðàöié íàä âåêòîðàìè ââåäåíî ùå îäíó äiþ. Íîâà äiÿ êîæíié âïî-
ðÿäêîâàíié ïàði âåêòîðiâ x òà y ïðîñòîðó L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü
êîìïëåêñíå ÷èñëî, ùî íàçèâà¹òüñÿ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì âåêòîðiâ x òà
y, ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç (x, y) i öÿ äiÿ çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì óìîâàì
(àêñiîìàì ñêàëÿðíîãî äîáóòêó â óíiòàðíîìó ïðîñòîði):

1) (x, y) = (y, x),

2) (x1 + x2, y) = (x1, y) + (x2, y),

3) (αx, y) = α(x, y),

4) (x, x) � äîäàòíå äiéñíå ÷èñëî, ÿêùî x 6= 0
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äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ x, x1, x2, y iç L i äîâiëüíîãî ÷èñëà α ∈ C
(α � ÷èñëî êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíå äî α).

Ïðèêëàäîì óíiòàðíîãî ïðîñòîðó ¹ n-âèìiðíèé êîìïëåêñíèé âå-
êòîðíèé ïðîñòið Cn, ÿêùî ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ x, y ∈ Cn
âèçíà÷èòè çà ïðàâèëîì

(x, y) = x1y1 + · · ·+ xnyn,

äå x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Cn.
Íà óíiòàðíèé ïðîñòið ïåðåíîñÿòüñÿ îçíà÷åííÿ íàñòóïíèõ ïîíÿòü,

ùî ðîçãëÿäàëèñü â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði: ìàòðèöÿ Ãðàìà, îðòîíîð-
ìîâàíèé áàçèñ, îðòîãîíàëüíiñòü ñèñòåìè âåêòîðiâ, îðòîãîíàëüíå äî-
ïîâíåííÿ, íîðìà âåêòîðà, ïðîöåñ îðòîãîíàëiçàöi¨, içîìåòðiÿ. Çàëè-
øàþòüñÿ, â îñíîâíîìó, ñïðàâåäëèâèìè òåîðåìè öüîãî ïàðàãðàôó iç
çàìiíîþ òåðìiíó "åâêëiäiâ ïðîñòið" íà "óíiòàðíèé ïðîñòið" i ïîëÿ R
íà ïîëå C.

Óêàæåìî äåÿêi âiäìiííîñòi:

1) ôîðìóëó (1) äëÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó (x, y) ïîòðiáíî çàìiíèòè
ôîðìóëîþ

(x, y) =

s∑
i=1

s∑
j=1

xiyj(ai, aj) (x1, . . . , xs, y1, . . . , ys ∈ C);

2) ó òåîðåìi 1 ïðî ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ åâêëiäîâîî ïðîñòî-
ðó L ó êîîðäèíàòàõ âåêòîðiâ âiäíîñíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó
ïðîñòîðó L ôîðìóëà äëÿ (x, y) çàìiíþ¹òüñÿ íà ôîðìóëó

(x, y) = x1y1 + · · ·+ xnyn.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. Ïiäïðîñòið L åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R4 ¹ ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ
ñèñòåìè ðiâíÿíü  x1 + 2x2 − x3 + x4 = 0,

2x1 + 3x2 + 4x3 − x4 = 0,
x1 + x2 + 5x3 − 2x4 = 0.

(2)

Çíàéòè îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ L⊥ äî ïiäïðîñòîðó L â R4.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç a1, a2, a3 ðÿäêè ìàòðèöi äàíî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (2), òîáòî

a1 = (1, 2,−1, 1), a2 = (2, 3, 4,−1), a3 = (1, 1, 5,−2).

ßêùî b = (β1, β2, β3, β4) � äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü, òî β1 + 2β2 − β3 + β4 = 0,
2β1 + 3β2 + 4β3 − β4 = 0,
β1 + β2 + 5β3 − 2β4 = 0.

Öå ó ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî

(a1, b) = 0, (a2, b) = 0, (a3, b) = 0.

Òîìó çà âëàñòèâiñòþ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷è-
ñåë α1, α2, α3

(α1a1 + α2a2 + α3a3, b) = α1(a1, b) + α2(a2, b) + α3(a3, b) = 0.

Îòæå, äîâiëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, a3 ¹ îð-
òîãîíàëüíîþ äî áóäü-ÿêîìó ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ
ðiâíÿíü (2), à òîìó äîâiëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1,
a2, a3 íàëåæèòü îðòîãîíàëüíîìó äîïîâíåííþ L⊥.

Íåõàé òåïåð c = (γ1, γ2, γ3, γ4) � äîâiëüíèé âåêòîð iç îðòîãîíàëü-
íîãî äîïîâíåííÿ L⊥. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó b = (β1, β2, β3, β4)
ñèñòåìè ðiâíÿíü (2) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(c, b) = γ1β1 + γ2β2 + γ3β3 + γ4β4 = 0.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
x1 + 2x2 − x3 + x4 = 0,

2x1 + 3x2 + 4x3 − x4 = 0,
x1 + x2 + 5x3 − 2x4 = 0,

γ1x1 + γ2x2 + γ3x3 + γ4x4 = 0

(3)

åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi ðiâíÿíü (2), îñêiëüêè ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ öèõ
ñèñòåì ðiâíÿíü ñïiâïàäàþòü. Çà òåîðåìîþ 7 �8 çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
ìàòðèöi

A =

 1 2 −1 1
2 3 4 −1
1 1 5 −2

 , A′ =


1 2 −1 1
2 3 4 −1
1 1 5 −2
γ1 γ2 γ3 γ4
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ìàþòü îäíàêîâi ðàíãè. Òîìó îñòàííié ðÿäîê ìàòðèöi A′ ¹ ëiíiéíîþ
êîìáiíàöi¹þ ðÿäêiâ ìàòðèöi A, òîáòî

c = α1a1 + α2a2 + α3a3

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë α1, α2, α3.
Òàêèì ÷èíîì, øóêàíèì îðòîãîíàëüíèì äîïîâíåííÿì L⊥ äî ïiä-

ïðîñòîðó L ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ¹
ìíîæèíà âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié ðÿäêiâ ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü.

Çíàéäåìî ðàíã ìàòðèöi A. Îñêiëüêè

∣∣∣∣ 1 2
2 3

∣∣∣∣ = −1,

∣∣∣∣∣∣
1 2 −1
2 3 4
1 1 5

∣∣∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
2 3 −1
1 1 −2

∣∣∣∣∣∣ = 0,

òî rankA = 2 i ñèñòåìà âåêòîðiâ a1 = (1, 2,−1, 1), a2 = (2, 3, 4,−1) ¹
áàçèñîì ïðîñòîðó L⊥.

2. Ïåðåâiðèòè, ÷è ¹ îðòîãîíàëüíèìè âåêòîðè u1 = (1,−i,−1, 0)
i u2 = (0, 1, i, 1) óíiòàðíîãî ïðîñòîðó C4. ßêùî òàê, òî äîïîâíèòè
ñèñòåìó öèõ âåêòîðiâ äî îðòîãîíàëüíîãî áàçèñó ïðîñòîðó, ó ÿêîìó
âîíè ðîçãëÿäàþòüñÿ. Ïðîíîðìóâàòè çíàéäåíèé áàçèñ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè

(u1, u2) = 1 · 0̄ + (−i) · 1̄ + (−1) · ī+ 0 · 1̄ = 0− i+ i+ 0 = 0,

òî âåêòîðè u1 i u2 îðòîãîíàëüíi.
Äëÿ òîãî, ùîá äîïîâíèòè ñèñòåìó âåêòîðiâ u1, u2 äî îðòîãîíàëü-

íîãî áàçèñó ïðîñòîðó C4, çíàéäåìî îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ {u1,
u2}⊥ ó öüîìó ïðîñòîði. Íåõàé x = (x1, x2, x3, x4) ∈ {u1, u2}⊥, òîäi

0 = (x, u1) = x1 · 1̄ + x2 · (−i) + x3 · (−1) + x4 · 0̄ = x1 + ix2 − x3,

0 = (x, u2) = x1 · 0̄ + x2 · 1̄ + x3 · ī+ x4 · 1̄ = x2 − ix3 + x4.

Çâiäñè {
x1 + ix2 − x3 = 0,

x2 − ix3 + x4 = 0.
(4)

Ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (4),
ââàæàþ÷è x1, x2, x3, x4 íåâiäîìèìè. Ñïî÷àòêó iç äðóãîãî ðiâíÿííÿ
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öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü âèðàæà¹ìî x2 ÷åðåç x3, x4, à ïîòiì ïiäñòàâëÿ¹-
ìî îäåðæàíèé âèðàç äëÿ x2 ó ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (4) i
çíàõîäèìî x1:{

x2 = ix3 − x4,

x1 = −ix2 + x3 = −i(ix3 − x4) + x3 = 2x3 + ix4.

Òîìó çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (4)
ìà¹ âèãëÿä

(2x3 + ix4, ix3 − x4, x3, x4),

äå x3, x4 � äîâiëüíi êîìïëåêñíi ÷èñëà. Ó ÿêîñòi ôóíäàìåíòàëüíî¨
ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè ëiíiéíèé îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ìîæíà
âçÿòè íàñòóïíó ïàðó âåêòîðiâ: v1 = (2, i, 1, 0), v2 = (i,−1, 0, 1). Öÿ ñè-
ñòåìà âåêòîðiâ óòâîðþ¹ áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {u1, u2}⊥.
ßêáè âåêòîðè v1, v2 áóëè á îðòîãîíàëüíèìè, òî øóêàíèì îðòîãîíàëü-
íèì áàçèñîì ìîãëà á ñòàòè ñèñòåìà âåêòîðiâ u1, u2, v1, v2.

Ó íàøîìó âèïàäêó (v1, v2) = −3i 6= 0, à òîìó ïðîîðòîãîíàëiçó¹ìî
ñèñòåìó âåêòîðiâ v1, v2:

w1 = v1 = (2, i, 1, 0),

w2 = v2 −
(v2, v1)

(v1, v1)
v1 = (i,−1, 0, 1)− −3i

6
(2, i, 1, 0) = (2i,− 3

2 ,
1
2 i, 1).

Òîäi ñèñòåìà âåêòîðiâ u1 = (1,−i,−1, 0), u2 = (0, 1, i, 1), w1 =
= (2, i, 1, 0), w2 = (2i,− 3

2 ,
1
2 i, 1) ¹ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ íåíóëüî-

âèõ âåêòîðiâ, à òîìó çà àíàëîãîì òåîðåìè 2 äëÿ óíiòàðíèõ ïðîñòîðiâ
¹ îðòîãîíàëüíèì áàçèñîì óíiòàðíîãî ïðîñòîðó C4.

Çàëèøèëîñÿ ïðîíîðìóâàòè öåé áàçèñ:

u′1 =
1

‖u1‖
u1 =

1√
3
· (1,−i,−1, 0) =

(√
3

3 ,−
√

3
3 i,−

√
3

3 , 0
)
,

u′2 =
1

‖u2‖
u2 =

1√
3
· (0, 1, i, 1) =

(
0,
√

3
3 ,
√

3
3 i,

√
3

3

)
,

w′1 =
1

‖w1‖
w1 =

1√
6
· (2, i, 1, 0) =

(√
6

3 ,
√

6
6 i,

√
6

6 , 0
)
,

w′2 =
1

‖w2‖
w2 =

1√
15
2

· (2i,− 3
2 ,

1
2 i, 1) =

(
2
√

30
15 i,−

√
30

10 ,
√

30
30 ,

√
30

15

)
.

Ñèñòåìà âåêòîðiâ u′1, u
′
2, w

′
1, w

′
1 ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì óíi-

òàðíîãî ïðîñòîðó C4.
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3. Â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði C[0,1] âñiõ íåïåðåðâíèõ íà ñåãìåíòi [0, 1]
ôóíêöié îðòîãîíàëiçóâàòè ñèñòåìó ìíîãî÷ëåíiâ p1 = 1, p2 = x, p3 =
= x2, p4 = x3.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîêëàäåìî

b1 = p1 = 1, b2 = p2 + λ
(2)
1 b1,

äå

λ
(2)
1 = − (p2, b1)

(b1, b1)
= −

1∫
0

x dx

1∫
0

1 dx

= −
x2

2

∣∣∣1
0

1
= −1

2
.

Òîìó b2 = x− 1
2 . Âåêòîð b3 áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi

b3 = p3 + λ
(3)
1 b1 + λ

(3)
2 b2,

äå êîåôiöi¹íòè λ(3)
1 , λ(3)

2 îá÷èñëþ¹ìî çà ôîðìóëàìè

λ
(3)
1 = − (p3, b1)

(b1, b1)
= −

1∫
0

x2 dx

1
= − x3

3

∣∣∣∣1
0

= −1

3
,

λ
(3)
2 = − (p3, b2)

(b2, b2)
= −

1∫
0

x2(− 1
2 + x) dx

1∫
0

(− 1
2 + x)2 dx

= −
1
12
1
12

= −1.

Îòæå,

b3 = x2 − 1

3
+

1

2
− x = x2 − x+

1

6
.

Äëÿ âåêòîðà
b4 = p4 + λ

(4)
1 b1 + λ

(4)
2 b2 + λ

(4)
3 b3

êîåôiöi¹íòè λ(4)
1 , λ(4)

2 , λ(4)
3 îá÷èñëþ¹ìî çà ôîðìóëàìè

λ
(4)
1 = − (p4, b1)

(b1, b1)
= −

1∫
0

x3 dx

1
= − x4

4

∣∣∣∣1
0

= −1

4
,
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λ
(4)
2 = − (p4, b2)

(b2, b2)
= −

1∫
0

x3(− 1
2 + x) dx

1∫
0

(− 1
2 + x)2 dx

= −
3
40
1
12

= − 9

10
,

λ
(4)
3 = − (p4, b3)

(b3, b3)
= −

1∫
0

x3( 1
6 − x+ x2) dx

1∫
0

( 1
6 − x+ x2)2 dx

= −
1

120
1

180

= −3

2
.

Çâiäñè

b4 = x3 − 3

2
x2 +

3

5
x− 1

20
.

Òàêèì ÷èíîì, øóêàíà îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ ñêëàäà¹-
òüñÿ ç íàñòóïíèõ ìíîãî÷ëåíiâ:

b1 = 1, b2 = x− 1
2 , b3 = x2 − x+ 1

6 , b4 = x3 − 3
2x

2 + 3
5x−

1
20 .

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Äîâåñòè, ùî ç îçíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âèïëèâàþòü íà-
ñòóïíi âëàñòèâîñòi âåêòîðiâ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L:

a) (x, y1+y2) = (x, y1)+(x, y2) äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ x, y1, y2 ∈ L;

á) (x, αy) = α(x, y) äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ x, y ∈ L òà äîâiëüíîãî
äiéñíîãî ÷èñëà α;

â) (x, 0̄) = 0 äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà x ∈ L (0̄ � íóëüîâèé âåêòîð
iç L, 0 � íóëü iç R).

2. ×è ¹ îðòîãîíàëüíèìè ôóíêöi¨ f i g iç åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó
C[−π,π] âñiõ íåïåðåðâíèõ íà ïðîìiæêó [−π, π] ôóíêöié âiäíîñíî ñêà-
ëÿðíîãî äîáóòêó

(f, g) =

∫ π

−π
f(x)g(x) dx,

ÿêùî: à) f(x) = 1, g(x) = cosx; á) f(x) = x, g(x) = sinx; â) f(x) = x,
g(x) = cosx; ã) f(x) = x, g(x) = x3.

3. Çíàéòè áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ äî ïiäìíîæèíè A
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R3 ÿêùî:
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a) A = {(1,−2, 3)};
á) A = {(1,−1, 2), (1, 0, 1), (2,−1, 4)};
â) A � ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü x1 − 2x2 + x3 = 0,

2x1 − x2 − x3 = 0,
x1 + x2 − 2x3 = 0.

4. Çíàéòè áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ äî ïiäìíîæèíè A
óíiòàðíîãî ïðîñòîðó C4 ÿêùî:

a) A = {(1, 1, 0,−2), (2, 1,−1, 1), (3, 2,−1,−1)};
á) A = {(1,−i, 2, 1), (1, 0, 1,−i), (2,−i, 3, 1− i)};
â) A � ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü{

x1 + 2x2 + x3 + x4 = 0,
−x1 + ix2 − x3 + x4 = 0.

5. Â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði R4 îðòîãîíàëiçóâàòè ñèñòåìó âåêòîðiâ
a1, a2, a3, a4:

a) a1 = (1, 1, 1, 1), a2 = (1,−1, 1,−1), a3 = (0, 1, 1, 1),
a4 = (0, 0, 1, 1);

á) a1 = (1,−1, 1,−1), a2 = (1, 0,−1, 0), a3 = (0, 1, 1, 1),
a4 = (0, 0, 1,−1);

â) a1 = (1, 1,−1,−1), a2 = (1, 0, 1, 0), a3 = (1, 1, 0, 1),
a4 = (1, 1, 0, 0).

6. Â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði C[α,β] âñiõ íåïåðåðâíèõ íà ïðîìiæêó
[α, β] ôóíêöié îðòîãîíàëiçóâàòè ñèñòåìó ìíîãî÷ëåíiâ p1 = 1, p2 = x,
p3 = x2, p4 = x3 (ñêàëÿðíèé äîáóòîê äâîõ äîâiëüíèõ ôóíêöié f , g iç
ïðîñòîðó C[α,β] âèçíà÷à¹òüñÿ òàê (f, g) =

∫ β
α
f(x)g(x) dx):

à) α = 0, β = 1; á) α = −1, β = 0.

7. Çíàéòè âåêòîðè, ÿêi äîïîâíþþòü äàíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1,
a2, . . . , ak äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ÿêùî:

a) a1 =
(

2
3 ,−

2
3 ,

1
3

)
, L = R3;

á) a1 =
(

2
3 ,

1
3 ,

2
3

)
, a2 =

(
1
3 ,

2
3 ,−

2
3

)
, L = R3;

â) a1 =
(

1
2 ,

1
2 ,

1
2 ,

1
2

)
, a2 =

(
1
2 ,

1
2 ,−

1
2 ,−

1
2

)
, L = R4.
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�13. Ëiíiéíi îïåðàòîðè åâêëiäîâèõ òà óíiòàðíèõ
ïðîñòîðiâ

Ñïðÿæåíi îïåðàòîðè. Íåõàé L � åâêëiäiâ àáî óíiòàðíèé ïðîñòið,
à ϕ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî (óíiòàðíîãî) ïðîñòîðó L. Îïå-
ðàòîð ϕ∗ åâêëiäîâîãî (óíiòàðíîãî) ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ ñïðÿæå-
íèì ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ϕ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ x i y
ïðîñòîðó L ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

(ϕ(x), y) = (x, ϕ∗(y)).

Òåîðåìà 1. Äëÿ äîâiëüíîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ åâêëiäîâîãî
(óíiòàðíîãî) ïðîñòîðó L iñíó¹ ¹äèíèé ñïðÿæåíèé ç íèì îïåðàòîð
ϕ∗, ïðè÷îìó îïåðàòîð ϕ∗ ¹ òàêîæ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ïðîñòî-
ðó L.

Íàäàëi äëÿ äîâiëüíîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ åâêëiäîâîãî (óíi-
òàðíîãî) ïðîñòîðó L ñèìâîëîì ϕ∗ áóäåìî ïîçíà÷àòè ñïðÿæåíèé ç ϕ
ëiíiéíèé îïåðàòîð.

Òåîðåìà 2. Äëÿ äîâiëüíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ϕ i ψ åâêëiäîâî-
ãî (óíiòàðíîãî) ïðîñòîðó L òà äîâiëüíîãî äiéñíîãî (êîìïëåêñíîãî)
÷èñëà γ ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi:

1) (ϕ∗)∗ = ϕ; 2) (γϕ)∗ = γ̄ϕ∗;

3) (ϕ+ ψ)∗ = ϕ∗ + ψ∗; 4) (ϕψ)∗ = ψ∗ϕ∗.

Äëÿ äîâiëüíîãî íåâèðîäæåíîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ρ åâêëiäîâîãî
(óíiòàðíîãî) ïðîñòîðó L ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü(

ρ−1
)∗

= (ρ∗)
−1

Íåõàé A � ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n ç êîìïëåêñíèìè åëåìåíòàìè. Òîäi
ìàòðèöþ A∗ = A

T
(ìàòðèöþ, ùî îäåðæó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A òðàíñïî-

íóâàííÿì i çàìiíîþ åëåìåíòiâ íà ¨õ êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi) íàçèâàþòü
åðìiòîâî-ñïðÿæåíîþ ç ìàòðèöåþ A. Çðîçóìiëî, ùî A∗ = AT , ÿêùî
A � ìàòðèöÿ ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè.

Òåîðåìà 3. Íåõàé L ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì åâêëiäîâèì (óíiòàð-
íèì) ïðîñòîðîì, à ϕ ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L. ßêùî A
¹ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ ó äåÿêîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an
ïðîñòîðó L, òî ìàòðèöÿ A∗ ¹ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ∗

ñïðÿæåíîãî ç îïåðàòîðîì ϕ.
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Ñèìåòðè÷íi òà åðìiòîâi îïåðàòîðè. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ åâêëi-
äîâîãî (óíiòàðíîãî) ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì (åðìiòî-
âèì) îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L, ÿêùî âií ñïiâïàäà¹ ç ñâî¨ì ñïðÿæåíèì
îïåðàòîðîì ϕ∗, òîáòî ϕ = ϕ∗.

Äiéñíà (êîìïëåêñíà) ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè-
÷íîþ (åðìiòîâîþ) ìàòðèöåþ, ÿêùî A∗ = A.

Òåîðåìà 4. Ñèìåòðè÷íèé (åðìiòîâèé) îïåðàòîð ñêií÷åííîâè-
ìiðíîãî åâêëiäîâîãî (óíiòàðíîãî) ïðîñòîðó L â áóäü-ÿêîìó îðòîíîð-
ìîâàíîìó áàçèñi ïðîñòîðó L ìà¹ ñèìåòðè÷íó (åðìiòîâó) ìàòðèöþ.
Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî
(óíiòàðíîãî) ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi öüîãî
ïðîñòîðó ìà¹ ñèìåòðè÷íó (åðìiòîâó) ìàòðèöþ, òî öåé îïåðàòîð
¹ ñèìåòðè÷íèì (åðìiòîâèì).

Òåîðåìà 5. Ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó ìà¹ ïðèíàéìíi îäíå âëàñíå çíà÷åííÿ.

Íàñëiäîê 1. Âñi êîðåíi (â ïîëi C) õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëå-
íà äiéñíî¨ ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè.

Òåîðåìà 6. Âñi âëàñíi çíà÷åííÿ åðìiòîâîãî îïåðàòîðà ñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî óíiòàðíîãî ïðîñòîðó ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè.

Òåîðåìà 7. Âëàñíi âåêòîðè, ÿêi íàëåæàòü ðiçíèì âëàñíèì çíà-
÷åííÿì ñèìåòðè÷íîãî (åðìiòîâîãî) îïåðàòîðà ¹ îðòîãîíàëüíèìè
âåêòîðàìè.

Òåîðåìà 8 (îñíîâíà òåîðåìà ïðî ñèìåòðè÷íi i åðìiòîâi îïåðà-
òîðè). Ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî (óíiòà-
ðíîãî) ïðîñòîðó L ¹ ñèìåòðè÷íèì (åðìiòîâèì) îïåðàòîðîì òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè â ïðîñòîði L iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, ùî
ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà ϕ.

Îðòîãîíàëüíi òà óíiòàðíi îïåðàòîðè. Íåõàé L � åâêëiäiâ àáî
óíiòàðíèé ïðîñòið. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ åâêëiäîâîãî (óíiòàðíîãî)
ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèì (óíiòàðíèì) îïåðàòîðîì,
ÿêùî öåé îïåðàòîð çáåðiãà¹ ñêàëÿðíèé êâàäðàò äîâiëüíîãî âåêòîðà
ïðîñòîðó L, òîáòî

(ϕ(x), ϕ(x)) = (x, x) (x ∈ L).

Îñêiëüêè ‖x‖ =
√

(x, x) (x ∈ L), òî îðòîãîíàëüíèé (óíiòàðíèé) îïå-
ðàòîð åâêëiäîâîãî (óíiòàðíîãî) ïðîñòîðó L ìîæíà áóëî á âèçíà÷èòè,
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ÿê òàêèé ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ, ùî çáåðiãà¹ íîðìè âåêòîðiâ, òîáòî

‖ϕ(x)‖ = ‖x‖ (x ∈ L).

Òåîðåìà 9. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ åâêëiäîâîãî (óíiòàðíîãî) ïðî-
ñòîðó L ¹ îðòîãîíàëüíèì (óíiòàðíèì) îïåðàòîðîì öüîãî ïðîñòîðó
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îïåðàòîð ϕ çáåðiãà¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê
áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ, òîáòî (ϕ(x), ϕ(y)) = (x, y) (x, y ∈ L).

Òåîðåìà 10. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ åâêëiäîâîãî (óíiòàðíîãî) ïðî-
ñòîðó L ¹ îðòîãîíàëüíèì (óíiòàðíèì) îïåðàòîðîì öüîãî ïðîñòîðó
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ϕ∗ = ϕ−1.

Òåîðåìà 11 (âëàñòèâîñòi âëàñíèõ çíà÷åíü i âëàñíèõ âåêòîðiâ îð-
òîãîíàëüíîãî òà óíiòàðíîãî îïåðàòîðiâ). Íåõàé L � åâêëiäiâ (óíiòà-
ðíèé) ïðîñòið i ϕ îðòîãîíàëüíèé (óíiòàðíèé) îïåðàòîð ïðîñòîðó
L. Òîäi:

1) ÿêùî ÷èñëî α ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì îðòîãîíàëüíîãî (óíiòàð-
íîãî) îïåðàòîðà ϕ, òî |α| = 1;

2) âëàñíi âåêòîðè îïåðàòîðà ϕ, ÿêi íàëåæàòü ðiçíèì âëàñíèì
çíà÷åííÿì, ¹ îðòîãîíàëüíèìè âåêòîðàìè;

3) óíiòàðíèé îïåðàòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî óíiòàðíîãî ïðîñòîðó
L çàâæäè ìà¹ âëàñíi çíà÷åííÿ.

Òåîðåìà 12 (ïðî îáðàç îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó). Îáðàç îðòî-
íîðìîâàíîãî áàçèñó îðòîãîíàëüíîãî (óíiòàðíîãî) îïåðàòîðà ñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî (óíiòàðíîãî) ïðîñòîðó L ¹ òàêîæ îðòî-
íîðìîâàíèì áàçèñîì öüîãî ïðîñòîðó. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïå-
ðàòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî (óíiòàðíîãî) ïðîñòîðó L âiä-
îáðàæà¹ äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ L â îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
ïðîñòîðó L, òî öåé îïåðàòîð ¹ îðòîãîíàëüíèì (óíiòàðíèì) îïåðà-
òîðîì ïðîñòîðó L.

Äiéñíà (êîìïëåêñíà) ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n íàçèâà¹òüñÿ îðòîãî-
íàëüíîþ (óíiòàðíîþ) ìàòðèöåþ, ÿêùî A∗A = E (E � îäèíè÷íà
ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n).

ßêùî âñi åëåìåíòè óíiòàðíî¨ ìàòðèöi A ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè, òî
ìàòðèöÿ A � îðòîãîíàëüíà. Áóäåìî ââàæàòè ñòîâïöi i ðÿäêè äiéñíî¨
(êîìïëåêñíî¨) ìàòðèöi A = ‖αij‖ ïîðÿäêó n åëåìåíòàìè åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó Rn (óíiòàðíîãî ïðîñòîðó Cn). Òîäi ñêàëÿðíèé äîáóòîê i-ãî
òà j-ãî ñòîâïöiâ ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj ,
ÿêùî A � äiéñíà ìàòðèöÿ i ðiâíèé α1iα1j + α2iα2j + · · · + αniαnj ,
ÿêùî A � êîìïëåêñíà ìàòðèöÿ.
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Òåîðåìà 13 (îçíàêè îðòîãîíàëüíîñòi òà óíiòàðíîñòi ìàòðèöi).
Êâàäðàòíà äiéñíà (êîìïëåêñíà) ìàòðèöÿ A ¹ îðòîãîíàëüíîþ (óíi-
òàðíîþ) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñêàëÿðíèé äîáóòîê áóäü-ÿêèõ äâîõ
ñòîâïöiâ ìàòðèöi A ç ðiçíèìè íîìåðàìè äîðiâíþ¹ íóëþ, à ñêàëÿð-
íèé êâàäðàò áóäüÿêîãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ îäèíèöi.

Êâàäðàòíà äiéñíà (êîìïëåêñíà) ìàòðèöÿ A ¹ îðòîãîíàëüíîþ
(óíiòàðíîþ) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñêàëÿðíèé äîáóòîê áóäü-ÿêèõ
äâîõ ðÿäêiâ ìàòðèöi A ç ðiçíèìè íîìåðàìè äîðiâíþ¹ íóëþ, à ñêà-
ëÿðíèé êâàäðàò áóäü-ÿêîãî ðÿäêà ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ îäèíèöi.

Òåîðåìà 14. Íåõàé A � äiéñíà ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ. Òîäi iñíó¹
îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ Q òàêà, ùî Q−1AQ ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðè-
öåþ.

Òåîðåìà 15. Íåõàé A � äiéñíà ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ. Òîäi iñíó¹
íåâèðîäæåíà äiéñíà ìàòðèöÿ Q òàêà, ùî QTAQ ¹ äiàãîíàëüíîþ
ìàòðèöåþ.

Òåîðåìà 16. Îðòîãîíàëüíèé (óíiòàðíèé) îïåðàòîð ñêií÷åííî-
âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî (óíiòàðíîãî) ïðîñòîðó L ó áóäü-ÿêîìó îðòî-
íîðìîâàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó ìà¹ îðòîãîíàëüíó (óíiòàðíó)
ìàòðèöþ. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâ-
êëiäîâîãî (óíiòàðíîãî) ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áà-
çèñi ïðîñòîðó L ìà¹ îðòîãîíàëüíó (óíiòàðíó) ìàòðèöþ, òî öåé
îïåðàòîð ¹ îðòîãîíàëüíèì (óíiòàðíèì) îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Òåîðåìà 17 (ïðî êàíîíi÷íèé âèãëÿä ìàòðèöi îðòîãîíàëüíîãî
îïåðàòîðà). Íåõàé ϕ � îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð ñêií÷åííîâèìiðíî-
ãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi ó ïðîñòîði L iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ, â ÿêîìó ìàòðèöÿ A îïåðàòîðà ϕ ìà¹ áëî÷íî äiàãîíàëüíèé âè-
ãëÿä, íà äiàãîíàëi ÿêî¨ çíàõîäèòüñÿ äåÿêå êiëüêiñòü êëiòîê âèãëÿäó
1 àáî −1, àáî êëiòîê âèãëÿäó

Aα =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
,

äå α � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî òàêå, ùî α 6= πk (k ∈ Z).

Òåîðåìà 18 (îñíîâíà òåîðåìà ïðî óíiòàðíi îïåðàòîðè). ßêùî â
ñêií÷åííîâèìiðíîìó óíiòàðíîìó ïðîñòîði L äi¹ óíiòàðíèé îïåðà-
òîð ϕ, òî â ïðîñòîði L iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹-
òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà ϕ.

Òåîðåìà 19 (ïðî ïîëÿðíèé ðîçêëàä). Áóäü-ÿêèé ëiíiéíèé îïåðà-
òîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ìîæíà ïðåäñòàâè-
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òè ó âèãëÿäi äîáóòêó äåÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî i äåÿêîãî îðòîãîíàëü-
íîãî îïåðàòîðiâ öüîãî ïðîñòîðó.

Íàñëiäîê 1. Áóäü-ÿêó äiéñíó (êîìïëåêñíó) êâàäðàòíó ìàòðèöþ
ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ (ñàìî-
ñïðÿæåíî¨) òà äåÿêî¨ îðòîãîíàëüíî¨ (óíiòàðíî¨) ìàòðèöü.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. Íåõàé α � äiéñíå ÷èñëî, ϕα � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó R2 òàêèé, ùî

ϕα
(
(x1, x2)

)
= (x1 cosα− x2 sinα, x1 sinα+ x2 cosα),

äå (x1, x2) ∈ R2 (öåé îïåðàòîð íàçèâàþòü îïåðàòîðîì ïîâîðîòó). Äî-
âåñòè, ùî ϕα ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Ïîêàçàòè, ÿêùî α 6= πk
(k ∈ Z), òî îïåðàòîð ïîâîðîòó ϕα íå ìà¹ âëàñíèõ çíà÷åíü.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî ìàòðèöþ çàäàíîãî â óìîâi ëiíiéíîãî îïå-
ðàòîðà ϕα ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) ïðîñòîðó R2:

ϕα(e1) = (cosα, sinα) = cosα · e1 + sinα · e2,

ϕα(e2) = (− sinα, cosα) = − sinα · e1 + cosα · e2.

Îòæå,

Aα =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
¹ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕα ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi ïðîñòîðó
R2.

Äàëi îá÷èñëèìî

AαA
T
α =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
·
(

cosα sinα
− sinα cosα

)
=

=

(
cos2 α+ sin2 α 0

0 cos2 α+ sin2 α

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Öå îçíà÷à¹, ùî Aα ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.
Îñêiëüêè êàíîíi÷íèé áàçèñ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2 ¹ îðòîíîð-

ìîâàíèì áàçèñîì i ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕα ó öüîìó áàçèñi ¹
îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ, òî çà òåîðåìîþ 16 öåé îïåðàòîð ¹ îðòîãî-
íàëüíèì îïåðàòîðîì.
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Çíàéäåìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòî-
ðà ϕα: ∣∣∣∣ cosα− λ − sinα

sinα cosα− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 2 cosα · λ+ 1.

ßêùî α 6= πk (k ∈ Z), òî äèñêðèìiíàíò

D = (2 cosα)2 − 4 = 4(cos2 α− 1)

öüîãî êâàäðàòíîãî òðè÷ëåíà ¹ âiä'¹ìíèì äiéñíèì ÷èñëîì, à òîìó íå
ìà¹ äiéñíèõ êîðåíiâ. Çâiäñè ñëiäó¹, ùî çà óìîâè α 6= πk (k ∈ Z)
ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕα íå ìà¹ âëàñíèõ çíà÷åíü.

2. Íåõàé

A =


7
4

1
4

1
4 − 1

4
1
4

7
4 − 1

4
1
4

1
4 − 1

4
7
4

1
4

− 1
4

1
4

1
4

7
4


� ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R4 ó êàíî-
íi÷íîìó áàçèñi. Äîâåñòè, ùî ϕ ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì i çíàéòè
îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðà-
òîðà ϕ i ìàòðèöþ îïåðàòîðà ϕ ó öüîìó áàçèñi.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Î÷åâèäíî, ùî òðàíñïîíîâàíà äî A ìàòðèöÿ AT

ñïiâïàäà¹ ç ìàòðèöåþ A. Îòæå, A � ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ i, òàêèì
÷èíîì, ϕ� ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R4, îñêiëüêè
ìà¹ ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ ó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi.

Çíàéäåìî âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi âåêòîðè îïåðàòîðà ϕ. Äëÿ öüî-
ãî îá÷èñëþ¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí öüîãî îïåðàòîðà:

|A− λE| =
(

1

4

)4

∣∣∣∣∣∣∣∣
7− 4λ 1 1 −1

1 7− 4λ −1 1
1 −1 7− 4λ 1
−1 1 1 7− 4λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

(
1

4

)4

∣∣∣∣∣∣∣∣
8− 4λ 0 0 −8 + 4λ

0 8− 4λ −8 + 4λ 0
0 0 8− 4λ 8− 4λ
−1 1 1 7− 4λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=
1

4
(2− λ)3

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 −1
0 1 −1 0
0 0 1 1
0 0 2 6− 4λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)3(1− λ).
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Îòæå λ1 = 1, λ2 = 2 � âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà ϕ. Çíàõîäèìî
âëàñíi âåêòîðè îïåðàòîðà ϕ, ùî íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ λ1 =
= 1. Äëÿ öüîãî ðîçâ'ÿçó¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç
ìàòðèöåþ

1

4


3 1 1 −1
1 3 −1 1
1 −1 3 1
−1 1 1 3

 ∼


1 3 −1 1
0 −8 4 −4
0 −4 4 0
0 4 0 4

 ∼

∼

 1 3 −1 1
0 1 0 1
0 0 1 1

 ∼
 1 0 0 −1

0 1 0 1
0 0 1 1

 .

Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî

{α(1,−1,−1, 1) | α ∈ R, α 6= 0}

� ìíîæèíà âñiõ âëàñíèõ âåêòîðiâ, ùî íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ
λ1 = 1.

Äàëi ðîçâ'ÿçó¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç ìàòðè-
öåþ

1

4


−1 1 1 −1

1 −1 −1 1
1 −1 −1 1
−1 1 1 −1

 ∼ ( 1 −1 −1 1
)
.

Îäåðæó¹ìî, ùî

{α(1, 0, 0,−1) + β(1, 0, 1, 0) + γ(1, 1, 0, 0) |
α, β, γ ∈ R, |α|+ |β|+ |γ| 6= 0}

� ìíîæèíà âñiõ âëàñíèõ âåêòîðiâ, ùî íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ
λ2 = 2.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó âåêòîðiâ

a1 = (1,−1,−1, 1), a2 = (1, 0, 0,−1), a3 = (1, 0, 1, 0), a4 = (1, 1, 0, 0).

Îðòîãîíàëiçó¹ìî öþ ñèñòåìó âåêòîðiâ, à ïîòiì ïðîíîðìó¹ìî îäåðæà-
íó îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ. Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî íàñòóïíó
ñèñòåìó âåêòîðiâ

a′1 =
(

1
2 ,−

1
2 ,−

1
2 ,

1
2

)
, a′2 =

(√
2

2 , 0, 0,−
√

2
2

)
,
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a′3 =
(√

6
6 , 0,

√
6

3 ,
√

6
6

)
, a′4 =

(√
3

6 ,
√

3
2 ,−

√
3

6 ,
√

3
6

)
,

ÿêà ¹ øóêàíèì îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ
âåêòîðiâ îïåðàòîðà ϕ:

ϕ(a′1) = a′1, ϕ(a′2) = 2a′2, ϕ(a′3) = 2a′3, ϕ(a′4) = 2a′4.

Òîìó ìàòðèöÿ 
1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2


¹ ìàòðèöåþ ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà ϕ ó áàçèñi a′1, a

′
2, a
′
3, a
′
4.

3. Äëÿ äàíî¨ åðìiòîâî¨ ìàòðèöi

A =

(
3 2 + 2i

2− 2i 1

)
çíàéòè óíiòàðíó ìàòðèöþ C òà äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ B òàêi, ùî B =
= CTAC.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî óíiòàðíèé ïðîñòið C2 i ëiíiéíèé îïå-
ðàòîð ψ öüîãî ïðîñòîðó, ÿêèé çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ A ó êàíîíi÷íîìó
áàçèñi e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) öüîãî ïðîñòîðó. Îñêiëüêè ìàòðèöÿ A ¹
åðìiòîâîþ ìàòðèöåþ (î÷åâèäíî A∗ = A), à áàçèñ e1, e2 ¹ îðòîíîðìî-
âàíèì áàçèñîì, òî çà òåîðåìîþ 4 ëiíiéíèé îïåðàòîð ψ ¹ åðìiòîâèì
îïåðàòîðîì óíiòàðíîãî ïðîñòîðó C2. Òîäi çà òåîðåìîþ 8 iñíó¹ îðòî-
íîðìîâàíèé áàçèñ ïðîñòîðó C2, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ
îïåðàòîðà ψ.

Çíàéäåìî âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi âåêòîðè îïåðàòîðà ψ. Äëÿ öüî-
ãî ñïî÷àòêó îá÷èñëþ¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà ψ:∣∣∣∣ 3− λ 2 + 2i

2− 2i 1− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 4λ− 5 = (λ− 5)(λ+ 1).

Îòæå, λ1 = 5, λ2 = −1 ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ëiíiéíîãî îïåðà-
òîðà ψ. Äàëi øóêà¹ìî âëàñíi âåêòîðè, ùî âiäïîâiäíî ¨ì íàëåæàòü.

Äëÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ λ1 = 5 ðîçâ'ÿçó¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíî-
ðiäíèõ ðiâíÿíü ç ìàòðèöåþ(

−2 2 + 2i
2− 2i −4

)
∼
(

1 −1− i
)
.



117

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî {α(1+ i, 1) | α ∈ C α 6= 0} � ìíîæèíà âñiõ âëàñíèõ
âåêòîðiâ îïåðàòîðà ψ, ùî íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ 5.

Äàëi, äëÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ λ2 = 2 ðîçâ'ÿçó¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ
îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç ìàòðèöåþ(

4 2 + 2i
2− 2i 2

)
∼
(

1− i 1
)
.

Òîìó {α(1, −1 + i) | α ∈ C α 6= 0} ¹ ìíîæèíîþ âñiõ âëàñíèõ âåêòîðiâ
îïåðàòîðà ψ, ùî íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ −1.

Âåêòîðè a1 = (1 + i, 1), a2 = (1, −1 + i) ¹ îðòîãîíàëüíèìè âå-
êòîðàìè (öå òàêîæ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 7), à òîìó óòâîðþþòü îð-
òîãîíàëüíèé áàçèñ óíiòàðíîãî ïðîñòîðó C2. Ïðîíîðìóâàâøè ¨õ, ìè
îäåðæèìî îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ïðîñòîðó C2:

b1 =
(√

3
3 +

√
3

3 i,
√

3
3

)
, b2 =

(√
3

3 , −
√

3
3 +

√
3

3 i
)
.

Îñêiëüêè
ψ(b1) = 5b1, ψ(b2) = −b2,

òî

B =

(
5 0
0 −1

)
¹ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ψ â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi b1, b2
ïðîñòîðó C2.

Ìàòðèöi A i B ¹ ìàòðèöÿìè îäíîãî é òîãî æ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
ψ óíiòàðíîãî ïðîñòîðó C2, à òîìó B = C−1AC, äå

C =

( √
3

3 +
√

3
3 i

√
3

3
√

3
3 −

√
3

3 +
√

3
3 i

)

� ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä êàíîíi÷íîãî áàçèñó e1, e2 äî áàçèñó b1, b2
óíiòàðíîãî ïðîñòîðó C2. Îñêiëüêè îáèäâà áàçèñè ¹ îðòîíîðìîâàíèìè,
òî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî C � óíiòàðíà ìàòðèöÿ. À, îòæå, C−1 = CT

(áî CTC = E) i òîìó B = CTAC. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöi B i C ¹
øóêàíèìè.

Çàóâàæèìî òiëüêè, ùî öå íå ¹äèíà ïàðà ìàòðèöü, ùî çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó çàäà÷i.
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Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Íåõàé L � åâêëiäiâ ïðîñòið i a � íåíóëüîâèé âåêòîð ïðîñòîðó
L. Äîâåñòè îðòîãîíàëüíiñòü îïåðàòîðà ϕa òàêîãî, ùî

ϕa(x) = x− 2(x, a)

(a, a)
a (x ∈ L).

2. Íåõàé R[x]3 � åâêëiäiâ ïðîñòið iç ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(f, g) = a0b0 + a1b1 + a2b2 + a3b3,

äå f = a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0, g = b3x
3 + b2x

2 + b1x+ b0 ∈ R[x]3. ×è
¹ îðòîãîíàëüíèìè ëiíiéíi îïåðàòîðè:

à) ϕ(a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0) = −a3x
3 + a2x

2 − a1x+ a0;

á) ψ(a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0) = a0x
3 + a1x

2 + a2x+ a3,

äå a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0 ∈ R[x]3?

3. Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð òðèâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðî-
ñòîðó R3. ×è ¹ îðòîãîíàëüíèì ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ : R3 → R3, ÿêùî
ϕ(x) = [x, a], äå x ∈ R3, [x, a] � âåêòîðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ x i a?

4. Íåõàé a1, a2, a3 � äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ òðèâèìiðíîãî
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R3; ϕ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó R3, ÿêèé
çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ A ó áàçèñi a1, a2, a3. ×è ¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ
îðòîãîíàëüíèì, ÿêùî

a) A =


2
3

2
3 − 1

3
2
3 − 1

3
2
3

− 1
3

2
3

2
3

; á) A =


1
2

1
2

√
2

2

1
2

1
2 −

√
2

2√
2

2 −
√

2
2 0

?
ßêùî ϕ ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì, òî çíàéòè îðòîíîðìîâàíèé áà-
çèñ ïðîñòîðó R3, ó ÿêîìó ìàòðèöÿ îïåðàòîðà ϕ ìà¹ êàíîíi÷íèé âè-
ãëÿä.

5. Íåõàé C2×2 � óíiòàðíèé ïðîñòið âñiõ êîìïëåêñíèõ ìàòðèöü
äðóãîãî ïîðÿäêó ç ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(A,B) = a11b11 + a12b12 + a21b21 + a22b22,

äå

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
, B =

(
b11 b12

b21 b22

)
∈ C2×2.



119

Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôiêñîâàíî¨ óíiòàðíî¨ ìàòðèöi C iç C2×2,
ìíîæåííÿ çëiâà ìàòðèöi C íà ìàòðèöi ç C2×2 ¹ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì
ïðîñòîðó C2×2.

6. Äëÿ äàíî¨ óíiòàðíî¨ ìàòðèöi

A =
1

9

 4 + 3i 4i −6− 2i
−4i 4− 3i −2− 6i

6 + 2i −2− 6i 1


çíàéòè äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ B òà óíiòàðíó ìàòðèöþ Q òàêi, ùî
B = Q−1AQ.

7. Äîâåñòè, ùî ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó L ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðà-
òîðîì ïðîñòîðó L.

8. ×è ¹ ñèìåòðè÷íèìè ëiíiéíi îïåðàòîðè, âèçíà÷åíi ó âïðàâi 2?

9. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ϕ, ψ � åðìiòîâi îïåðàòîðè óíiòàðíîãî ïðî-
ñòîðó U , òî åðìiòîâèìè ¹ òàêîæ îïåðàòîðè ϕψ + ψϕ òà
i(ϕψ − ψϕ).

10. Çíàéòè îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç âëàñíèõ âå-
êòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕ òðèâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R3,
òà ìàòðèöþ îïåðàòîðà ϕ ó öüîìó áàçèñi, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð ϕ
ó äåÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi a1, a2, a3 çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ

a) A =

 11 2 −8
2 2 10
−8 10 5

; á) A =

 17 −8 4
−8 17 −4

4 −4 11

.
11. Äëÿ äàíî¨ ìàòðèöi

a) A =

(
3 2 + 2i

2− 2i 1

)
; á) A =

(
3 2− i

2 + i 7

)
çíàéòè äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ B òà óíiòàðíó ìàòðèöþ Q òàêi, ùî
B = Q−1AQ.
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�14. Áiëiéíi òà êâàäðàòè÷íi ôîðìè.
Êàíîíi÷íèé i íîðìàëüíèé âèãëÿäè
êâàäðàòè÷íèõ ôîðì. Äîäàòíî âèçíà÷åíi
êâàäðàòè÷íi ôîðìè

Áiëiíiéíi ôîðìè. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F . Ái-
ëiíiéíîþ ôîðìîþ íà ïðîñòîði L íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ

σ : L× L→ F,

ùî çàäàíå íà âïîðÿäêîâàíèõ ïàðàõ âåêòîðiâ x, y ∈ L, ïðèéìà¹ çíà-
÷åííÿ σ(x, y) ó ïîëi F i çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì óìîâàì ëiíiéíîñòi ïî
êîæíîìó àðãóìåíòó:

σ(x1 + x2, y) = σ(x1, y) + σ(x2, y),

σ(αx, y) = ασ(x, y),

σ(x, y1 + y2) = σ(x, y1) + σ(x, y2),

σ(x, αy) = ασ(x, y)

äëÿ äîâiëüíèõ x1, x2, x, y1, y2, y ∈ L; α ∈ F .
ßêùî L� åâêëiäiâ ïðîñòið, òî â ÿêîñòi ïðèêëàäó áiëiíiéíî¨ ôîðìè

ìîæíà íàâåñòè ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ iç L. Öÿ áiëiíiéíà ôîðìà
¹ ñèìåòðè÷íîþ ó ñåíñi íàñòóïíîãî îçíà÷åííÿ.

ßêùî σ(x, y) = σ(y, x) (σ(x, y) = −σ(y, x)) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L,
òî áiëiíiéíà ôîðìà σ íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ (êîñîñèìåòðè÷íîþ).

Ñóìîþ áiëiíiéíèõ ôîðì σ i δ íà ïðîñòîði L íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðà-
æåííÿ σ + δ : L× L→ F òàêå, ùî

[σ + δ](x, y) = σ(x, y) + δ(x, y), (x, y) ∈ L× L.

Òåîðåìà 1. Áóäü-ÿêà áiëiíiéíà ôîðìà íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L
íàä ïîëåì F ¹ ñóìîþ äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ òà äåÿêî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨
áiëiíiéíèõ ôîðì íà ïðîñòîði L.

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ïðîñòîði L íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíîþ, ÿêùî
iç ðiâíîñòi σ(x, a) = 0 äëÿ âñiõ x ∈ L âèïëèâà¹, ùî a = 0.

Íåõàé âñþäè íàäàëi L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä
ïîëåì i σ � áiëiíiéíà ôîðìà íà L. Âèáåðåìî â ïðîñòîði L áàçèñ a1,
a2, . . . , an. Íåõàé αij = σ(ai, aj) (αij ∈ F ; 1 ≤ i, j ≤ n). Âåêòîðè x òà
y ïðîñòîðó L ðîçêëàäåìî ïî áàçèñó

x = x1a1 + · · ·+xnan, y = y1a1 + · · ·+ynan (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn∈ F ).
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Òîäi

σ(x, y) =

n∑
i=1

n∑
j=1

αijxiyj ,

àáî â ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi σ(x, y) = XTAY , äå X, Y � êîîðäèíàòíi
ñòîâïöi âåêòîðiâ x i y,

A =

 α11 . . . α1n

...
. . .

...
αn1 . . . αnn

 (αij = σ(ai, aj)).

Ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ áiëiíiéíî¨ ôîðìè σ ó áàçèñi a1,
a2, . . . , an. ßêùî ôîðìà σ ñèìåòðè÷íà, òî A � ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ:
AT = A; ÿêùî σ � êîñîñèìåòðè÷íà, òî A� êîñîñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ:
AT = −A.

Òåîðåìà 2. Íåõàé σ � áiëiíiéíà ôîðìà íà ïðîñòîði L, A i B �
ìàòðèöi áiëiíiéíî¨ ôîðìè σ âiäïîâiäíî ó áàçèñàõ a1, a2, . . . , an òà
b1, b2, . . . , bn ïðîñòîðó L. Òîäi B = STAS, äå S � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó
âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó b1, b2, . . . , bn.

Òåîðåìà 3. Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ïðîñòîði L íåâèðîäæåíà òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöÿ A öi¹¨ ôîðìè ó äåÿêîìó áàçèñi ïðîñòî-
ðó L ¹ íåâèðîäæåíîþ.

Òåîðåìà 4 (îñíîâíà òåîðåìà ïðî ñèìåòðè÷íi áiëiíiéíi ôîðìè).
Íåõàé σ � ñèìåòðè÷íà áiëiíiéíà ôîðìà íà ïðîñòîði L. Òîäi â ïðî-
ñòîði L iñíó¹ òàêèé áàçèñ, ùî â êîîðäèíàòàõ âåêòîðiâ x, y ∈ L
âiäíîñíî öüîãî áàçèñó ôîðìà σ ìà¹ âèãëÿä

σ(x, y) = α1x1y1 + · · ·+ αnxnyn,

äå α1, . . . , αn äåÿêi åëåìåíòè ïîëÿ F .

Êâàäðàòè÷íi ôîðìè. Íåõàé F � ïîëå i x1, . . . , xn � íåâiäîìi íàä
ïîëåì F . Íåõàé äàíî n2 åëåìåíòiâ αij ïîëÿ F òàêèõ, ùî αij = αji
(i, j = 1, 2, . . . , n). Àëãåáðà¨÷íèé âèðàç âèãëÿäó

f(x1, . . . , xn) =

n∑
i=1

n∑
j=1

αijxixj

íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ âiä n íåâiäîìèõ x1, . . . , xn íàä
ïîëåì F ç êîåôiöi¹íòàìè αij . ßêùî çàìiñòü íåâiäîìèõ x1, . . . , xn
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ïiäñòàâèòè âiäïîâiäíî åëåìåíòè γ1, . . . , γn ïîëÿ F , òî åëåìåíò ïîëÿ F

f(γ1, . . . , γn) =

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγiγj

íàçèâà¹òüñÿ çíà÷åííÿì êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äëÿ äàíèõ çíà÷åíü íå-
âiäîìèõ. Iç êîåôiöi¹íòiâ αij (i, j = 1, 2, . . . , n) êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè
f(x1, . . . , xn) ìîæíà ñêëàñòè êâàäðàòíó ìàòðèöþ

A =

 α11 α12 . . . α1n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn

 .

ÌàòðèöÿA íàçèâà¹òüñÿìàòðèöåþ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f(x1,. . . ,xn).
Îñêiëüêè αij = αji äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, òî ìàòðèöÿ A
¹ ñèìåòðè÷íîþ, òîáòî AT = A.

Íåõàé

X =

 x1

...
xn

 , XT =
(
x1 . . . xn

)
.

Òîäi êâàäðàòè÷íó ôîðìó f(x1, . . . , xn) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi äî-
áóòêó ìàòðèöü

f(x1, . . . , xn) = XTAX.

Öåé çàïèñ íàçèâà¹òüñÿ ìàòðè÷íèì çàïèñîì êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè
f(x1, . . . , xn).

Ðàíãîì êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f(x1, . . . , xn) íàçèâà¹òüñÿ ðàíã ìà-
òðèöi A öi¹¨ ôîðìè. Ïîðÿä ç íåâiäîìèìè x1, . . . , xn íàä ïîëåì F ìè
áóäåìî ðîçãëÿäàòè é iíøi ñèñòåìè íåâiäîìèõ íàä ïîëåì F .

Ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì íåâiäîìèõ x1, . . . , xn íàä ïîëåì F â
íîâi íåâiäîìi y1, . . . , yn íàä ïîëåì F íàçèâà¹òüñÿ òàêèé ïåðåõiä äî
íîâèõ íåâiäîìèõ, êîëè ñòàði íåâiäîìi âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç íîâi ëiíiéíî
ç äåÿêèìè êîåôiöi¹íòàìè iç ïîëÿ F :

x1 = τ11y1 + τ12y2 + · · ·+ τ1nyn,

. . . . . . . . . . . . . . . . .

xn = τn1y1 + τn2y2 + · · ·+ τnnyn
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(τij ∈ F ; 1 ≤ i, j ≤ n). Ìàòðèöÿ

Q =

 τ11 τ12 . . . τ1n
...

...
. . .

...
τn1 τn2 . . . τnn

 ,

ñêëàäåíà iç êîåôiöi¹íòiâ öüîãî ïåðåòâîðåííÿ, íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ
ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ. Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ
ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi äîáóòêó X = QY , äå X,Y � ñòîâïöi íåâi-
äîìèõ, Q � ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ.

Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíèì ïå-
ðåòâîðåííÿì, ÿêùî ìàòðèöÿ öüîãî ïåðåòâîðåííÿ ¹ íåâèðîäæåíîþ.
ßêùî X = QY íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ X â íå-
âiäîìi Y , òî Y = Q−1X ¹ îáåðíåíèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì íåâiäî-
ìèõ Y â X. Öå ïåðåòâîðåííÿ äà¹ ìîæëèâiñòü ó âèïàäêó íåîáõiäíîñòi
ïåðåéòè âiä íîâèõ íåâiäîìèõ äî ïî÷àòêîâèõ íåâiäîìèõ.

Ïîñëiäîâíå âèêîíàííÿ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü X = Q1Y i Y = Q2Z
(Z � ñòîâïåöü íåâiäîìèõ z1, . . . , zn íàä ïîëåì F ) íàçèâà¹òüñÿ äîáó-
òêîì öèõ ïåðåòâîðåíü. Äîáóòîê ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü ¹ òàêîæ ëiíié-
íå ïåðåòâîðåííÿ i ìàòðèöÿ äîáóòêó ¹ äîáóòêîì ìàòðèöü ïåðåìíîæó-
âàíèõ ïåðåòâîðåíü: X = (Q1Q2)Z.

Òåîðåìà 5. Äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü ¹ íå-
âèðîäæåíèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì.

Âèêîíàòè â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi f(x1, . . . , xn) ïåðåòâîðåí-
íÿ íåâiäîìèõ îçíà÷à¹ ïiäñòàâèòè â êâàäðàòè÷íó ôîðìó

f(x1, . . . , xn) =

n∑
i=1

n∑
j=1

αijxixj

çàìiñòü íåâiäîìèõ x1, . . . , xn ¨õ âèðàçè ÷åðåç íîâi íåâiäîìi i âèêîíà-
òè âiäïîâiäíi ñïðîùåííÿ. Ðåçóëüòàò öèõ ñïðîùåíü ïîêàçó¹ íàñòóïíà
òåîðåìà.

Òåîðåìà 6 (çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè). ßêùî â äàíié êâà-
äðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ A âèêîíàòè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íå-
âiäîìèõ ç ìàòðèöåþ Q, òî ìè îäåðæèìî íîâó êâàäðàòè÷íó ôîðìó
ç ìàòðèöåþ B = QTAQ.

Öåé çàêîí çìiíè äîçâîëÿ¹ ââåñòè íàñòóïíå âiäíîøåííÿ ìiæ êâà-
äðàòè÷íèìè ôîðìàìè.
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Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f1(x1, . . . , xn) âiä íå-
âiäîìèõ x1, . . . , xn íàä ïîëåì F åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi
f2(x1, . . . , xn) âiä òèõ æå íåâiäîìèõ, ÿêùî iñíó¹ òàêå íåâèðîäæåíå ëi-
íiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ x1, . . . , xn â íåâiäîìi y1, . . . , yn, ùî
f2(y1, . . . , yn) = f1(x1, . . . , xn).

Òåîðåìà 7. Íåõàé A i B � ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi ïîðÿäêó n íàä
ïîëåì F . Êâàäðàòè÷íà ôîðìà ç ìàòðèöåþ A åêâiâàëåíòíà êâàäðà-
òè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ B òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà
íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ S íàä ïîëåì F , ùî B = STAS.

Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi êâàäðàòè÷íèõ ôîðì ìà¹ íàñòóïíi
âëàñòèâîñòi:

1) f(x1, . . . , xn) ∼ f(x1, . . . , xn);

2) f1(x1, . . . , xn)∼f2(x1, . . . , xn) ⇔ f2(x1, . . . , xn)∼f1(x1, . . . , xn);

3) f1(x1, . . . , xn)∼f2(x1, . . . , xn), f2(x1, . . . , xn)∼f3(x1, . . . , xn) ⇒

⇒ f1(x1, . . . , xn)∼ f3(x1, . . . , xn)

(ñèìâîë ∼ îçíà÷à¹ åêâiâàëåíòíiñòü ôîðì).
Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ íåîáõiäíó óìîâó åêâiâàëåíòíîñòi êâàäðà-

òè÷íèõ ôîðì.

Òåîðåìà 8 (ïðî iíâàðiàíòíiñòü ðàíãó). Åêâiâàëåíòíi êâàäðàòè-
÷íi ôîðìè ìàþòü îäíàêîâi ðàíãè.

Ñóêóïíiñòü âñiõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì âiä n íåâiäîìèõ íàä ïîëåì
F ðîçáèâà¹òüñÿ íà êëàñè åêâiâàëåíòíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì. Êëàñ
åêâiâàëåíòíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì ñêëàäà¹òüñÿ iç âñiõ êâàäðàòè÷íèõ
ôîðì, ÿêi ïîïàðíî åêâiâàëåíòíi. Ðiçíi êëàñè åêâiâàëåíòíèõ êâàäðàòè-
÷íèõ ôîðì íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ïðîâåñòè êëàñèôiêàöiþ êâàäðàòè÷íèõ
ôîðì îçíà÷à¹ âèáðàòè iç êîæíîãî êëàñó ïî îäíié êâàäðàòè÷íié ôîð-
ìi, ÿêi ìàëè á íàéïðîñòiøèé âèãëÿä i ïî ÿêèõ ìîæíà áóëî á âñòàíî-
âèòè ïðîñòi êðèòåði¨ ðîçïiçíàâàííÿ íà åêâiâàëåíòíiñòü êâàäðàòè÷íèõ
ôîðì. Íàéïðîñòiøîþ ¹ êâàäðàòè÷íà ôîðìà âèãëÿäó

α1x
2
1 + α2x

2
2 + · · ·+ αnx

2
n,

äå α1, . . . , αn äåÿêi åëåìåíòè ïîëÿ F , ñåðåä ÿêèõ ìîæóòü áóòè i íó-
ëüîâi åëåìåíòè. Êâàäðàòè÷íi ôîðìè âêàçàíîãî âèãëÿäó íàçèâàþòüñÿ



125

êâàäðàòè÷íèìè ôîðìàìè êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó. Ìàòðèöÿ A ôîðìè
êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ

A =


α1 0 . . . 0
0 α2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . αn

 .

Ðàíã êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó äîðiâíþ¹ ÷èñëó íå-
íóëüîâèõ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi A i äîðiâíþ¹ ÷èñëó êâà-
äðàòiâ íåâiäîìèõ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè öüîãî âèãëÿäó ç íåíóëüîâèìè
êîåôiöi¹íòàìè.

Òåîðåìà 9 (îñíîâíà òåîðåìà ïðî êâàäðàòè÷íi ôîðìè). Áóäü-ÿêó
êâàäðàòè÷íó ôîðìó âiä n íåâiäîìèõ íàä ÷èñëîâèì ïîëåì F ìîæíà
çâåñòè äî êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó çà äîïîìîãîþ
äåÿêîãî íåâèðîäæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ íàä öèì
ïîëåì.

Îñíîâíà òåîðåìà ïðî êâàäðàòè÷íi ôîðìè íå äà¹ çàâåðøåíî¨ êëà-
ñèôiêàöi¨ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì. Ñïðàâà â òîìó, ùî ðiçíi êàíîíi÷íi
âèãëÿäè êâàäðàòè÷íèõ ôîðì ìîæóòü áóòè åêâiâàëåíòíèìè ôîðìà-
ìè. Iíàêøå êàæó÷è, îäíó i òó æ êâàäðàòè÷íó ôîðìó ìîæíà çâåñòè
äî äåêiëüêîõ êàíîíi÷íèõ âèãëÿäiâ çà äîïîìîãîþ íåâèðîäæåíèõ ëi-
íiéíèõ ïåðåòâîðåíü íåâiäîìèõ. Âiäìiòèìî, ùî ó âñiõ öèõ êàíîíi÷íèõ
âèãëÿäàõ ñïiëüíèì áóäå ÷èñëî êâàäðàòiâ ç íåíóëüîâèìè êîåôiöi¹íòà-
ìè.

Ïðîäîâæåííÿ êëàñèôiêàöi¨ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì íàä ïîëåì F çà-
ëåæèòü âiä ñïåöèôiêè ïîëÿ F .
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Êîìïëåêñíi êâàäðàòè÷íi ôîðìè. Ðîçãëÿíåìî êàíîíi÷íèé âè-
ãëÿä êîìïëåêñíî¨ (òîáòî íàä ïîëåì C) êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè âiä n
íåâiäîìèõ x1, . . . , xn: f = α1x

2
1 + · · ·+ αnx

2
n, äå α1, . . . , αn äåÿêi êîì-

ïëåêñíi ÷èñëà. Íåõàé ðàíã ôîðìè f äîðiâíþ¹ r (r ≤ n) i íåõàé α1 6= 0,
α2 6= 0, . . . , αr 6= 0. Òîäi f = α1x

2
1 + α2x

2
2 + · · ·+ αrx

2
r.

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ

x1 = 1√
α1
y1,

. . . . . . . . .

xr = 1√
αr
yr,

xr+1 = yr+1 (ÿêùî r < n),

. . . . . . . .

xn = yn,

äå êîðiíü êâàäðàòíèé
√
α iç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α îçíà÷à¹ îäèí iç

äâîõ êîðåíiâ äðóãîãî ñòåïåíÿ iç α. Öå ïåðåòâîðåííÿ ¹ íåâèðîäæå-
íèì. Âèêîíàâøè éîãî â êâàäðàòè÷íié ôîðìi f îäåðæèìî êâàäðàòè-
÷íó ôîðìó, ùî ¹ ñóìîþ r êâàäðàòiâ íåâiäîìèõ: y2

1 +y2
2 +· · ·+y2

r . Òàêèé
âèãëÿä êîìïëåêñíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì
âèãëÿäîì.

Òåîðåìà 10 (îñíîâíà òåîðåìà äëÿ êîìïëåêñíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîð-
ìè.). Áóäü-ÿêà äàíà êîìïëåêñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä n íåâiäîìèõ
åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi íîðìàëüíîãî âèãëÿäó, ùî ¹ ñóìîþ
r êâàäðàòiâ íåâiäîìèõ, äå r � ðàíã äàíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.

Òåîðåìà 11 (êëàñèôiêàöiéíà òåîðåìà). Êîìïëåêñíi êâàäðàòè÷íi
ôîðìè âiä îäíîãî é òîãî æ ÷èñëà íåâiäîìèõ åêâiâàëåíòíi òîäi i
òiëüêè, êîëè ðàíãè öèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì ðiâíi.

Äiéñíi êâàäðàòè÷íi ôîðìè. Ðîçãëÿíåìî êàíîíi÷íèé âèãëÿä äié-
ñíî¨ (íàä ïîëåì R) êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè âiä n íåâiäîìèõ x1, . . . , xn:
f = α1x

2
1 +α2x

2
2 + · · ·+αnx

2
n, äå α1, . . . , αn äåÿêi äiéñíi ÷èñëà. Íåõàé

ðàíã ôîðìè f äîðiâíþ¹ r (r ≤ n) i ïåðøi r êîåôiöi¹íòiâ âiäìiííi âiä
íóëÿ. Òîäi ôîðìó f ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

f = β1x
2
1 + · · ·+ βpx

2
p − βp+1x

2
p+1 − · · · − βp+qx2

p+q,

äå β1, . . . , βp+q äîäàòíi ÷èñëà i p+ q = r.
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Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ

x1 = 1√
β1
y1,

. . . . . . . . .
xr = xp+q = 1√

βp+q

yp+q,

xr+1 = yr+1 (ÿêùî r < n),
. . . . . . . . .
xn = yn,

Öå ïåðåòâîðåííÿ íåâèðîäæåíå i ìà¹ äiéñíi êîåôiöi¹íòè. Âèêîíà¹ìî
éîãî â êâàäðàòè÷íié ôîðìi f . Îäåðæèìî

f ∼ y2
1 + · · ·+ y2

p − y2
p+1 − · · · − y2

p+q,

òîáòî ñóìó p äîäàòíèõ êâàäðàòiâ i q âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ íåâiäîìèõ
(p ≥ 0, q ≥ 0, p+ q = r). Òàêèé âèãëÿä êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè íàçèâà-
¹òüñÿ íîðìàëüíèì âèãëÿäîì äiéñíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.

Òåîðåìà 12 (îñíîâíà òåîðåìà äëÿ äiéñíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì).
Áóäü-ÿêà äàíà äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà åêâiâàëåíòíà íàä ïîëåì R
äåÿêié êâàäðàòè÷íié ôîðìi íîðìàëüíîãî âèãëÿäó.

Íàñòóïíà òåîðåìà âêàçó¹, ùî ¹ ñïiëüíîãî â íîðìàëüíèõ âèãëÿäàõ,
äî ÿêèõ çâîäèòüñÿ äàíà äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà çà äîïîìîãîþ
äiéñíèõ íåâèðîäæåíèõ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü íåâiäîìèõ.

Òåîðåìà 13 (çàêîí iíåðöi¨). ×èñëî äîäàòíèõ i ÷èñëî âiä'¹ìíèõ
êâàäðàòiâ íåâiäîìèõ ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi íîðìàëüíîãî âèãëÿäó,
ÿêà îäåðæàíà ç äàíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f çà äîïîìîãîþ äåÿêî-
ãî íåâèðîäæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ, íå çàëåæèòü
âiä âèáîðó öüîãî ïåðåòâîðåííÿ. Iíàêøå êàæó÷è, ÿêùî

y2
1 + · · ·+ y2

p − y2
p+1 − · · · − y2

p+q

i
z2

1 + · · ·+ z2
k − z2

k+1 − · · · − z2
k+l

� êâàäðàòè÷íi ôîðìè íîðìàëüíîãî âèãëÿäó, êîæíà ç ÿêèõ åêâiâà-
ëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi f , òî p = k i q = l.

Íåõàé äàíà äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà g(x1, . . . , xn) çâåäåíà äî
íîðìàëüíîãî âèãëÿäó g ∼ y2

1 + · · ·+ y2
p − y2

p+1− · · · − y2
p+q. Òîäi ÷èñëî

p äîäàòíèõ êâàäðàòiâ öüîãî âèãëÿäó íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíèì iíäåêñîì
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iíåðöi¨ äàíî¨ ôîðìè g(x1, . . . , xn). ×èñëî q âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ â íîð-
ìàëüíîìó âèãëÿäi íàçèâà¹òüñÿ âiä'¹ìíèì iíäåêñîì iíåðöi¨ äàíî¨ ôîð-
ìè g(x1, . . . , xn). Âïîðÿäêîâàíà ïàðà (p, q) íàçèâà¹òüñÿ ñèãíàòóðîþ
äàíî¨ ôîðìè g(x1, . . . , xn) (iíîäi ñèãíàòóðó âèçíà÷àþòü, ÿê ðiçíèöþ
p− q).

Òåîðåìà 14 (êëàñèôiêàöiéíà òåîðåìà). Äâi äiéñíi êâàäðàòè÷íi
ôîðìè âiä îäíîãî ÷èñëà íåâiäîìèõ åêâiâàëåíòíi òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ñïiâïàäàþòü ðàíãè öèõ ôîðì i ñïiâïàäàþòü ñèãíàòóðè öèõ
ôîðì.

Äîäàòíî âèçíà÷åíi äiéñíi êâàäðàòè÷íi ôîðìè Äiéñíà êâàäðà-
òè÷íà ôîðìà

f(x1, . . . , xn) =

n∑
i=1

n∑
j=1

αijxixj (αij ∈ R)

íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ, ÿêùî f(α1, . . . , αn) > 0 äëÿ âñiõ
(α1, . . . , αn) 6= (0, . . . , 0) (α1, . . . , αn ∈ R).

Òåîðåìà 15 (îçíàêà äîäàòíî¨ âèçíà÷åíîñòi). Äiéñíà êâàäðàòè-
÷íà ôîðìà âiä n íåâiäîìèõ äîäàòíî âèçíà÷åíà òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ñïiâïàäàþòü òðè ÷èñëà: ÷èñëî íåâiäîìèõ n, ðàíã ôîðìè i äî-
äàòíié iíäåêñ iíåðöi¨ öi¹¨ ôîðìè.

Íåõàé f = XTAX � äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà ç ìàòðèöåþ

A =

 α11 . . . α1n

...
. . .

...
αn1 . . . αnn

 .

Ãîëîâíèìè ìiíîðàìè ôîðìè f íàçèâàþòüñÿ íàñòóïíi ìiíîðè ìà-
òðèöi A:

∆1 = α11, . . . , ∆k =

∣∣∣∣∣∣∣
α11 . . . α1k

...
. . .

...
αk1 . . . αkk

∣∣∣∣∣∣∣ , . . . ∆n = |A|.

Òåîðåìà 16 (êðèòåðié Ñiëüâåñòðà äîäàòíî¨ âèçíà÷åíîñòi). Äié-
ñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà äîäàòíî âèçíà÷åíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
âñi ¨¨ ãîëîâíi ìiíîðè äîäàòíi.
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. Çíàéòè íîðìàëüíèé âèãëÿä êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f(x1, x2, x3) =
= x2

1 + 2x2
2 − x2

3 + 2x1x2 − 4x2x3 íàä ïîëåì R äiéñíèõ ÷èñåë òà ïåðå-
òâîðåííÿ íåâiäîìèõ, ùî çâîäèòü ôîðìó f äî öüîãî âèãëÿäó.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîíà¹ìî ñïî÷àòêó ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ, îáåð-
íåíå äî ïåðåòâîðåííÿ

y1 = x1 + x2, y2 = x2, y3 = x3,

òîáòî ïåðåòâîðåííÿ

x1 = y1 − y2, x2 = y2, x3 = y3

ç ìàòðèöåþ

A =

 1 −1 0
0 1 0
0 0 1

 .

Ïiñëÿ ÷îãî îäåðæèìî

f ∼ y2
1−2y1y2 +y2

2 +2y2
2−y2

3 +2y1y2−2y2
2−4y2y3 = y2

1 +y2
2−y2

3−4y2y3.

Ïîêëàâøè
z1 = y1, z2 = y2 − 2y3, z3 = y3,

òîáòî âèêîíàâøè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ ç ìàòðèöåþ

B =

 1 0 0
0 1 2
0 0 1

 ,

ìè ïðèâåäåìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó f äî âèãëÿäó

f ∼ z2
1 + z2

2 + 4z2z3 + 4z2
3 − z2

3 − 4z2z3 − 8z2
3 = z2

1 + z2
2 − 5z2

3 .

Íàðåøòi, âèêîíà¹ìî ïåðåòâîðåííÿ

z1 = u1, z2 = u2, z3 = 1√
5
u3,

ç ìàòðèöåþ

C =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1√

5

 .
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Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî íîðìàëüíèé âèãëÿä êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f

u2
1 + u2

2 − u2
3.

À ìàòðèöÿ

Q = ABC =

 1 −1 0
0 1 0
0 0 1

 1 0 0
0 1 2
0 0 1

 1 0 0
0 1 0
0 0 1√

5

 =

=

 1 −1 − 2√
5

0 1 2√
5

0 0 1√
5


¹ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ, ùî çâîäèòü êâàäðà-
òè÷íó ôîðìó f äî íîðìàëüíîãî âèãëÿäó.

2. ×è ¹ êâàäðàòè÷íà ôîðìà g(x1, x2, x3, x4, x5), çàäàíà ìàòðèöåþ

A =


3 −2 1 0 0
−2 3 −2 1 0

1 −2 3 −2 1
0 1 −2 2 −1
0 0 1 −1 1

 ,

äîäàòíî âèçíà÷åíîþ?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îá÷èñëèìî ãîëîâíi ìiíîðè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè g:

A1 = |3| = 3 > 0, A2 =

∣∣∣∣ 3 −2
−2 3

∣∣∣∣ = 5 > 0,

A3 =

∣∣∣∣∣∣
3 −2 1
−2 3 −2

1 −2 3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
0 0 8
0 −1 2
1 −2 3

∣∣∣∣∣∣ = 8 > 0,

A4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −2 1 0
−2 3 −2 1

1 −2 3 −2
0 1 −2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
3 −2 1
−3 4 −1

4 −5 2

∣∣∣∣∣∣ = 4 > 0,
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A5 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −2 1 0 0
−2 3 −2 1 0

1 −2 3 −2 1
0 1 −2 2 −1
0 0 1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −2 1 0
−2 3 −2 1

1 −2 2 −1
0 1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
3 −2 1
−2 2 −1

1 −1 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 > 0.

Îñêiëüêè âñi ãîëîâíi ìiíîðè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè g ¹ äîäàòíèìè, òî
g � äîäàòíî âèçíà÷åíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Çíàéòè êàíîíi÷íèé âèãëÿä êâàäðàòè÷íèõ ôîðì:

à) x2
1 + x2

2 + 3x2
3 + 4x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3;

á) x2
1 − 2x2

2 + x2
3 + 2x1x2 + 4x1x3 + 2x2x3.

2. Çíàéòè íîðìàëüíèé âèãëÿä êîìïëåêñíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì:

à) x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4;

á) x2
1 + 2x2

2 + x2
4 + 4x1x2 + 4x1x3 + 2x1x4 + 2x2x3 + 2x2x4 + 2x3x4.

3. Çíàéòè íîðìàëüíèé âèãëÿä êîæíî¨ iç íàñòóïíèõ äiéñíèõ êâà-
äðàòè÷íèõ ôîðì, à òàêîæ íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäî-
ìèõ, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ìîæíà îäåðæàòè âiäïîâiäíèé íîðìàëüíèé
âèãëÿä:

à) x2
1 + 5x2

2 − 4x2
3 + 2x1x2 − 4x1x3;

á) x1x2 + x1x3 + x2x3;

â) 4x2
1 + x2

2 + x2
3 − 4x1x2 + 4x1x3 − 3x2x3;

ã) 2x2
1 + 18x2

2 + 8x2
3 − 12x1x2 + 8x1x3 − 27x2x3.

4. Äëÿ êîæíî¨ iç íàñòóïíèõ ïàð êâàäðàòè÷íèõ ôîðì f i g çíàéòè
íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî iç
êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f ìîæíà îäåðæàòè êâàäðàòè÷íó ôîðìó g:
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à) f = 2x2
1 + 9x2

2 + 3x2
3 + 8x1x2 − 4x1x3 − 10x2x3,

g = 2y2
1 + 3y2

2 + 6y2
3 − 4y1y2 − 4y1y3 + 8y2y3;

á) f = 3x2
1 + 10x2

2 + 25x2
3 − 12x1x2 − 18x1x3 + 40x2x3,

g = 5y2
1 + 6y2

2 + 12y1y2.

5. Ç'ÿñóâàòè, ÿêi iç íàñòóïíèõ äiéñíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì åêâi-
âàëåíòíi ìiæ ñîáîþ:

à) f1 = x2
1 − x2x3, f2 = y1y2 − y2

3 , f3 = z1z2 + z2
3 ;

á) g1 = x2
1 + 4x2

2 + x2
3 + 4x1x2 − 2x1x3,

g2 = y2
1 + 2y2

2 − y2
3 + 4y1y2 − 2y1y3 − 4y2y3,

g3 = −4z2
1 − z2

2 − z2
3 − 4z1z2 + 4z1z3 + 18z2z3.

6. Çíàéòè âñi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó λ, äëÿ ÿêèõ íàñòóïíi äiéñíi
êâàäðàòè÷íi ôîðìè ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíèìè:

à) 5x2
1 + x2

2 + λx2
3 + 4x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3;

á) 2x2
1 + x2

2 + 3x2
3 + 2λx1x2 + 2x1x3.
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�15. Ãðóïè. Ïiäãðóïè

ÍåõàéM i N � äîâiëüíi íåïîðîæíi ìíîæèíè. Äåêàðòîâèì äîáóòêîì
ìíîæèí M i N íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ ïàð âèãëÿ-
äó (m,n), äå m ïðîáiãà¹ ìíîæèíóM , à n ïðîáiãà¹ N . Ïîçíà÷àòèìåìî
öåé äîáóòîê ñèìâîëîì M ×N .

Áiíàðíîþ àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ íà ìíîæèíiM íàçèâà¹òüñÿ âiä-
îáðàæåííÿ f ìíîæèíèM×M ó ìíîæèíóM . Îòæå, áiíàðíà àëãåáðà-
¨÷íà îïåðàöiÿ f íà ìíîæèíi M � öå äåÿêå ïðàâèëî, çà ÿêèì êîæíié
âïîðÿäêîâàíié ïàði (a, b) (a, b ∈ M) ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ïåâ-
íèé åëåìåíò f(a, b) ç ìíîæèíè M . Îáðàç f(a, b) áóäåìî ïîçíà÷àòè
íàñòóïíèì ÷èíîì

f(a, b) = a · b = ab.

Ó òàêîìó ïîçíà÷åííi f íàçèâà¹òüñÿ ìíîæåííÿì, à ab � äîáóòêîì
åëåìåíòiâ a i b. Iíêîëè ïîçíà÷àþòü f(a, b) = a + b. Ó öüîìó âèïàäêó
f íàçèâà¹òüñÿ äîäàâàííÿì, à a+ b � ñóìîþ åëåìåíòiâ a i b.

Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G, íà ÿêié çàäàíà áiíàðíà àëãåáðà¨÷íà îïå-
ðàöiÿ ìíîæåííÿ, íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi
óìîâè:

1) àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ àñîöiàòèâíà, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåí-
òiâ a, b, c ∈ G ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü (ab)c = a(bc);

2) iñíó¹ îäèíè÷íèé åëåìåíò, òîáòî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò e ìíîæè-
íè G, ùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ G ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi
ae = ea = a;

3) äëÿ âñÿêîãî åëåìåíòà a ∈ G iñíó¹ îáåðíåíèé åëåìåíò a−1 iç
ìíîæèíè G, òîáòî òàêèé åëåìåíò, ùî aa−1 = a−1a = e.

Ãðóïó, íà ÿêié çàäàíà áiíàðíà àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ,
áóäåìî íàçèâàòè ìóëüòèïëiêàòèâíîþ ãðóïîþ. Ãðóïó æ, íà ÿêié çà-
äàíà áiíàðíà àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ, � àäèòèâíîþ ãðóïîþ.
Îäèíè÷íèé åëåìåíò àäèòèâíî¨ ãðóïè ÷àñòiøå íàçèâàþòü íóëüîâèì
åëåìåíòîì, î îáåðíåíèé åëåìåíò äî äàíîãî � ïðîòèëåæíèì. Íàäà-
ëi, ÿêùî íå ñêàçàíî iíøå, áóäåìî ââàæàòè, ùî ãðóïà G ¹ ìóëüòèïëi-
êàòèâíîþ ãðóïîþ.

Òåîðåìà 1. Ó äîâiëüíié ãðóïi iñíó¹ ¹äèíèé îäèíè÷íèé åëåìåíò.
Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà ãðóïè iñíó¹ ¹äèíèé îáåðíåíèé åëåìåíò.

ßêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ãðóïè G âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
ab = ba, òî ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ àáåëåâîþ.
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ßêùî ìíîæèíà G ñêií÷åííà, òî ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííîþ,
à ÷èñëî åëåìåíòiâ ìíîæèíè G íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì ãðóïè G i ïî-
çíà÷à¹òüñÿ |G|.

Íåõàé G � ãðóïà ç îäèíè÷íèì åëåìåíòîì e, g � äåÿêèé åëåìåíò
ãðóïè G, n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ïîçíà÷èìî

gn = g · g · g · · · g · g︸ ︷︷ ︸
n ðàçiâ

.

Åëåìåíò gn áóäåìî íàçèâàòè n-èì ñòåïåíåì åëåìåíòà g ãðóïè G.
Çà îçíà÷åííÿì g0 = e, g−n = (gn)−1.

Òåîðåìà 2. Íåõàé G � ãðóïà, g � áóäü-ÿêèé åëåìåíò ãðóïè G.
Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ öiëèõ ÷èñåë m i n ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

gm · gn = gm+n, (1)

(gm)
n

= gmn. (2)

Íåõàé g � åëåìåíò ãðóïè G. ßêùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà n åëåìåíò gn âiäìiííèé âiä îäèíè÷íîãî åëåìåíòà e ãðóïè G,
òî g íàçèâà¹òüñÿ åëåìåíòîì íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. ßêùî æ g íå ¹
åëåìåíòîì íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó, òî íàéìåíøå ç íàòóðàëüíèõ ÷èñåë
m òàêèõ, ùî gm = e íàçèâàþòü ïîðÿäêîì åëåìåíòà g.

Ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäè÷íîþ, ÿêùî êîæåí ¨¨ åëåìåíò ¹ åëå-
ìåíòîì ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Ãðóïà, âñi åëåìåíòè ÿêî¨, îêðiì îäèíè-
÷íîãî, ¹ åëåìåíòàìè íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó, íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ áåç
êðó÷åííÿ.

Íåõàé G � ãðóïà. Ïiäìíîæèíà H ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ ïiäãðóïîþ
ãðóïè G, ÿêùî âiäíîñíî áiíàðíî¨ àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨, çàäàíî¨ íà G,
ïiäìíîæèíà H ¹ ãðóïîþ.

Òå, ùî H ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G, ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì H < G.

Òåîðåìà 3. Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà H ãðóïè G ¹ ïiäãðóïîþ ãðó-
ïè G òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a i b iç H
âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

1) ab ∈ H; 2) a−1 ∈ H. (3)

Òåîðåìà 4 (Ëà ðàíæ). Íåõàé G � ñêií÷åííà ãðóïà, H � ïiäãðó-
ïà ãðóïè G. Òîäi ïîðÿäîê ïiäãðóïè H äiëèòü ïîðÿäîê ãðóïè G.
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà öiëèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë Z ç îïåðà-
öi¹þ äîäàâàííÿ ¹ ãðóïîþ i çíàéòè õî÷à á îäíó íåñêií÷åííó ïiäãðóïó
öi¹¨ ãðóïè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Î÷åâèäíî, îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ öiëèõ ðàöiîíàëü-
íèõ ÷èñåë ¹ áiíàðíîþ àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ íà ìíîæèíi Z. Äîáðå
âiäîìî, ùî öÿ îïåðàöiÿ àñîöiàòèâíà: (a+b)+c = a+(b+c) äëÿ äîâiëü-
íèõ a, b, c ∈ Z. Ðîëü íóëüîâîãî åëåìåíòà âiäiãðà¹ ÷èñëî 0, îñêiëüêè
0 + a = a + 0 = a äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ Z. Ïðîòèëåæíèì åëåìåíòîì
äî åëåìåíòà a ∈ Z ¹ ÷èñëî −a ∈ Z, áî a + (−a) = (−a) + a = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî a ∈ Z. Îòæå, ìíîæèíà Z ç îïåðàöi¹þ äîäàâàííÿ ¹ ãðóïîþ.
Öþ ãðóïó áóäåìî ïîçíà÷àòè Z+ i íàçèâàòè àäèòèâíîþ ãðóïîþ öiëèõ
÷èñåë.

Çàóâàæèìî, ùî ãðóïà Z+ ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ, îñêiëüêè äëÿ äî-
âiëüíèõ a, b ∈ Z+ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü a + b = b + a. Ãðóïà Z+ �
íåñêií÷åííà ãðóïà áåç êðó÷åííÿ, áî ÿêùî a ∈ Z+ (a 6= 0) i n ∈ N, òî
na 6= 0, òîáòî a � åëåìåíò íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó.

Ðîçãëÿíåìî ïiäìíîæèíó (mZ)+ ìíîæèíè öiëèõ ÷èñåë, ùî ñêëà-
äà¹òüñÿ ç ÷èñåë êðàòíèõ äåÿêîìó öiëîìó ÷èñëó m. Ëåãêî ïåðåâiðèòè,
ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (3), à ñàìå: äëÿ äîâiëüíèõ ma, mb ∈ mZ

ma+mb = m(a+ b) ∈ mZ, −ma = m(−a) ∈ mZ.

Îòæå (mZ)+ � ïiäãðóïà ãðóïè Z+.
Àíàëîãi÷íî âèçíà÷àþòüñÿ àäèòèâíi ãðóïè Q+, R+, C+ âiäïîâiäíî

ðàöiîíàëüíèõ, äiéñíèõ òà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Î÷åâèäíî

Z+ < Q+ < R+ < C+.

2. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà GL(n,C) âñiõ îáîðîòíèõ n×n-ìàòðèöü
ç êîìïëåêñíèìè åëåìåíòàìè âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü ¹
ãðóïîþ. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà SL(n,C) = {A ∈ GL(n,C) | |A| = 1} ¹
ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n,C).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âiäîìî, ùî äîáóòîê äâîõ îáîðîòíèõ êîìïëåêñíèõ
n×n-ìàòðèöü ¹ îáîðîòíîþ n×n-ìàòðèöåþ. Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ äî-
âiëüíèõ n×n-ìàòðèöü çàäîâîëüíÿ¹ àñîöiàòèâíié âëàñòèâîñòi, à, îòæå,
àñîöiàòèâíîþ ¹ i îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ îáîðîòíèõ ìàòðèöü. Ðîëü îäè-
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íè÷íîãî åëåìåíòà âiäiãðà¹ îäèíè÷íà ìàòðèöÿ

E =


1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0
0 0 . . . 0 1

 ∈ GL(n,C).

Íàðåøòi, çðîçóìiëî, ÿêùî A ∈ GL(n,C), òî A−1 ∈ GL(n,C). Òàêèì
÷èíîì, ìíîæèíà GL(n,C) ç îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ ìàòðèöü ¹ ãðóïîþ.
Öÿ ãðóïà íàçèâà¹òüñÿ ïîâíîþ ëiíiéíîþ ãðóïîþ ñòåïåíÿ n íàä ïîëåì
C. Îñêiëüêè îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü ó çàãàëüíîìó âèïàäêó íå
¹ êîìóòàòèâíîþ, òî, î÷åâèäíî, ãðóïà GL(n,C) (n > 1) � íåàáåëåâà.
Î÷åâèäíî, ùî ãðóïà GL(n,C) � íåñêií÷åííà.

Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà SL(n,C) = {A ∈ GL(n,C) | |A| = 1} ¹ ïiä-
ãðóïîþ ãðóïè GL(n,C). Íåõàé A, B � äîâiëüíi ìàòðèöi iç SL(n,C).
Òîäi |A| = 1, |B| = 1. Îá÷èñëèìî

|AB| = |A| · |B| = 1 · 1 = 1, |A−1| = |A|−1 = 1−1 = 1.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî AB ∈ SL(n,C) i A−1 ∈ SL(n,C). Öå îçíà÷à¹, ùî
SL(n,C) � ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,C).

Ãðóïà SL(n,C) íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ ëiíiéíîþ ãðóïîþ ñòåïå-
íÿ n íàä ïîëåì C.

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷àþòüñÿ ãðóïè GL(n,Q) i GL(n,R). Ãðóïè C∗ =
= GL(1,C), R∗ = GL(1,R) i Q∗ = GL(1,Q) íàçèâàþòüñÿ ìóëüòèïëi-
êàòèâíèìè ãðóïàìè âiäïîâiäíî êîìïëåêñíèõ, äiéñíèõ i ðàöiîíàëüíèõ
÷èñåë.

3. Ïîêàçàòè, ùî ïiäñòàíîâêà

δ =

(
1 2 3 4 5 6 7
6 2 4 7 5 1 3

)
¹ åëåìåíòîì ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè S7 (ñèìåòðè-
÷íà ãðóïà Sn � öå ãðóïà ïiäñòàíîâîê ñòåïåíÿ n âiäíîñíî îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ ïiäñòàíîâîê). Çíàéòè ïîðÿäîê öüîãî åëåìåíòà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äîâåäåìî áiëüø çàãàëüíå òâåðäæåííÿ. Ïîêàæåìî,
ùî áóäü-ÿêèé åëåìåíò g äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ ãðóïè G ïîðÿäêó n ¹
åëåìåíòîì ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, íåõàé g �
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åëåìåíò íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Îñêiëüêè ãðóïà G ñêëàäà¹òüñÿ ç n
åëåìåíòiâ, òî ñåðåä íàñòóïíèõ ¨¨ åëåìåíòiâ

g, g2, g3, . . . , gn, gn+1

çíàéäóòüñÿ äâà ðiâíi. Íåõàé gi = gj äëÿ äåÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n+1},
ïðè÷îìó ìîæíà ââàæàòè ùî i < j. Ïîìíîæèâøè ëiâó i ïðàâó ÷àñòèíè
öi¹¨ ðiâíîñòi íà g−i, îäåðæèìî gj−i = e, äå e � îäèíè÷íèé åëåìåíò
ãðóïè G. Îñêiëüêè j − i ¹ íàòóðàëüíèì ÷èñëîì, òî îñòàííÿ ðiâíiñòü
ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî g � åëåìåíò íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó.

Ñèìåòðè÷íà ãðóïà S7 ¹ ñêií÷åííîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó 7!, òîìó ïiä-
ñòàíîâêà δ ¹ åëåìåíòîì ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Çíàéäåìî ïîðÿäîê ïiä-
ñòàíîâêè δ. Äëÿ öüîãî îá÷èñëèìî

δ2 =

(
1 2 3 4 5 6 7
1 2 7 3 5 6 4

)
6= e, δ3 =

(
1 2 3 4 5 6 7
6 2 3 4 5 1 7

)
6= e,

δ4 =

(
1 2 3 4 5 6 7
1 2 4 7 5 6 3

)
6= e, δ5 =

(
1 2 3 4 5 6 7
6 2 7 3 5 1 4

)
6= e,

δ6 =

(
1 2 3 4 5 6 7
1 2 3 4 5 6 7

)
= e.

Îòæå, ïîðÿäîê ïiäñòàíîâêè δ äîðiâíþ¹ 6.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. ßêi iç âêàçàíèõ ÷èñëîâèõ ìíîæèí iç çàäàíèìè îïåðàöiÿìè ¹
ãðóïàìè?

à) Ìíîæèíà âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ.

á) Ìíîæèíà âñiõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ç çàäàíèì àðãóìåíòîì ϕ âiä-
íîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ.

â) Ìíîæèíà âñiõ äîäàòíèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë âiäíîñíî îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ.

ã) Ìíîæèíà âñiõ ñòåïåíiâ äàíîãî äiéñíîãî ÷èñëà a 6= 0 ç öiëèìè
ïîêàçíèêàìè âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ.

ä) Ìíîæèíà âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë âiäíîñíî îïåðàöi¨ a ∗ b = ab (a,
b ∈ R).

å) Ìíîæèíà âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë âiäíîñíî îïåðàöi¨ a ∗ b = a2b2 (a,
b ∈ R).
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¹) Ìíîæèíà Un âñiõ êîìïëåêñíèõ êîðåíiâ ç îäèíèöi ôiêñîâàíîãî
ñòåïåíÿ n âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ.

æ) Ìíîæèíà âñiõ íåíóëüîâèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ç ìîäóëåì, ùî íå
ïåðåâèùó¹ ôiêñîâàíå ÷èñëî r, âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ.

2. ßêi iç âêàçàíèõ íèæ÷å ìíîæèí n× n-ìàòðèöü ç åëåìåíòàìè iç
ïîëÿ R äiéñíèõ ÷èñåë iç çàäàíèìè îïåðàöiÿìè ¹ ãðóïàìè?

à) Ìíîæèíà âñiõ ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæå-
ííÿ.

á) Ìíîæèíà âñiõ ìàòðèöü ç ôiêñîâàíèì äåòåðìiíàíòîì d âiäíîñíî
îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ.

â) Ìíîæèíà âñiõ íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäà-
âàííÿ.

ã) Ìíîæèíà âñiõ íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíî-
æåííÿ.

ä) Ìíîæèíà âñiõ äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâà-
ííÿ.

å) Ìíîæèíà âñiõ äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæå-
ííÿ.

¨) Ìíîæèíà âñiõ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíî-
æåííÿ.

æ) Ìíîæèíà âñiõ íåíóëüîâèõ ìàòðèöü âèãëÿäó(
x y
−y x

)
(x, y ∈ R)

âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ.

ç) Ìíîæèíà ìàòðèöü{
±
(

1 0
0 1

)
,±
(

i 0
0 i

)
,±
(

0 1
−1 0

)
,±
(

0 i
−i 0

)}
(i2 = −1) âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ.
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3. Âèÿñíèòè, ÷è ¹ ãðóïàìè íàñòóïíi ìíîæèíè iç çàäàíèìè îïåðà-
öiÿìè:

à) ìíîæèíà âñiõ ïîâîðîòiâ ïëîùèíè íàâêîëî ôiêñîâàíî¨ òî÷êè âiä-
íîñíî îïåðàöi¨ ïîñëiäîâíîãî âèêîíàííÿ ïîâîðîòiâ;

á) ìíîæèíà âñiõ ïàðàëåëüíèõ ïåðåíîñiâ ïëîùèíè âiäíîñíî îïåðà-
öi¨ ïîñëiäîâíîãî âèêîíàííÿ ïàðàëåëüíèõ ïåðåíîñiâ.

4. Çíàéòè ïîðÿäîê åëåìåíòà ãðóïè:

à)
(

1 2 3 4 5
2 3 1 5 4

)
∈ S5, á) −

√
3

2 + 1
2 i ∈ C∗,

â)
(

0 i
1 0

)
∈ GL(2,C), ã) π ∈ R+,

ä)
(
−1 a

0 1

)
∈ GL(2,R), å)

(
2 1
1 1

)
∈ GL(2,Q),

¨)
(

1 1
0 1

)
∈ GL(2,Z), æ) i ∈ C∗.

5. Çíàéòè âñi ïiäãðóïè ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè S3.

6. Ïîêàçàòè, ùî åëåìåíòè ab òà ba â äîâiëüíié ãðóïi G (a, b ∈ G)
ìàþòü îäíàêîâi ïîðÿäêè.

7. Íåõàé âñi åëåìåíòè ãðóïè G, êðiì îäèíèöi, ìàþòü ïîðÿäîê 2.
Äîâåñòè, ùî ãðóïà G ¹ àáåëåâîþ.
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