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АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДIНКА РОЗВ’ЯЗКIВ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ДРУГОГО ПОРЯДКУ З

НЕЛIНIЙНОСТЯМИ РIЗНОГО ТИПУ

У данiй роботi для диференцiального рiвняння другого порядку, яке мiстить у
правiй частинi суму доданкiв з правильно та швидко змiнними нелiнiйностями, вста-
новлюються необхiднi та достатнi умови iснування так званих Pω(Y0, λ0) – розв’яз-
кiв (Y0 дорiвнює або нулю, або ±∞, −∞ < a < ω ≤ +∞) в особливому випад-
ку, коли параметр λ0 = ±∞. Також встановлюються асимптотичнi при t ↑ ω зо-
браження для таких розв’язкiв та їх похiдних першого порядку. Результати роботи
отриманi в припущеннi, що на кожному розв’язку iз класу що розглядається пра-
ва частина дослiджуваного диференцiального рiвняння еквiвалентна при t ↑ ω одно-
му доданку зi швидко змiнною нелiнiйнiстю. Цей доданок вважається головним у
правiй частинi рiвняння. Метод видiлення головного доданку був запропонований
Г. Хардi при дослiдженнi диференцiального рiвняння першого порядку. Пiзнiше
А. В. Костiн, В. М. Євтухов, Є. В. Шебанiна скористалися таким методом при до-
слiдженнi асимптотичних властивостей розв’язкiв диференцiальних рiвнянь n-го по-
рядку зi степеневими нелiнiйностями. При вивченнi асимптотичних властивостей мно-
жини Pω(Y0, λ0) – розв’язкiв, яка вiдповiдає вказаному значенню параметра λ0, була
використана методика, що запропонована В.М. Євтуховим при дослiдженнi разом з
А.Г. Черниковою двочленного диференцiального рiвняння зi швидко змiнною нелi-
нiйнiстю. Робота має теоретичний характер. Отриманi результати та застосована в
роботi методика можуть бути використанi для побудови асимптотичної теорiї дифе-
ренцiальних рiвнянь бiльш загального виду, якi мiстять у правiй частинi суму доданкiв
з правильно та швидко змiнними нелiнiйностями.

Ключовi слова: асимптотичнi властивостi, диференцiальнi рiвняння другого поряд-
ку, швидко змiннi нелiнiйностi.

1. Вступ. В останнi десятирiччя активно вивчаються асимптотичнi властиво-
стi розв’язкiв двочленних диференцiальних рiвнянь з нелiнiйнiстю, яка вiдмiнна
вiд степеневої функцiї. Випадок, коли нелiнiйнiсть є правильно змiнною фун-
кцiєю, був дослiджений у роботах [1–6], а коли нелiнiйнiсть є швидко змiнною
функцiєю — в [7–11]. Цi результати стали передумовою для дослiдження в ро-
ботi [12] диференцiальних рiвнянь другого порядку, що мiстять у правiй частинi
суму доданкiв з правильно змiнними нелiнiйностями. Цiлком логiчно розгляну-
ти питання про асимптотичну поведiнку розв’язкiв диференцiальних рiвнянь
другого порядку, якi в правiй частинi, окрiм доданкiв з правильно змiнними
нелiнiйностями, мiстять i доданки зi швидко змiнними нелiнiйностями. Саме та-
кому виду рiвнянь присвячена ця робота, в якiй розглядатимуться Pω(Y0, λ0)−
розв’язки диференцiального рiвняння другого порядку при λ0 = ±∞. Така
класифiкацiя розв’язкiв диференцiальних рiвнянь була запропонована в [13]
В.М. Євтуховим. У роботах [14–16] розглянуто випадки, коли λ0 ∈ R \ {0, 1} та
λ0 = 1.
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Дослiдження проводитимуться в припущеннi, що на кожному Pω(Y0,±∞)–
розв’язку диференцiального рiвняння, що розглядається в роботi, права части-
на рiвняння еквiвалентна при t ↑ ω одному доданку зi швидко змiнною не-
лiнiйнiстю. Такий пiдхiд дозволяє скористатися методикою, яку запропонував
В.М. Євтухов при дослiдженнi разом з А.Г. Черниковою Pω(Y0,±∞)– розв’язкiв
двочленного диференцiального рiвняння другого порядку зi швидко змiнною
нелiнiйнiстю.

2. Постановка задачi та допомiжнi результати. Розглядається дифе-
ренцiальне рiвняння

y′′ =
m∑
i=1

αipi(t)ϕi(y), (1)

в якому αi ∈ {−1, 1} (i = 1,m), pi : [a, ω[→]0,+∞[ (i = 1,m) – неперервнi
функцiї, −∞ < a < ω ≤ +∞; ϕi : ∆Y0 →]0,+∞[ (i = 1,m), де ∆Y0 - однобiчний
окiл Y0, Y0 дорiвнює або нулю, або ±∞, є неперервними функцiями при i = 1, l
i двiчi неперервно диференцiйовними при i = l + 1,m, причому для кожного
i ∈ {1, . . . , l} при деякому σi ∈ R виконуються умови

lim
y→Y0
y∈∆Y0

ϕi(λy)

ϕi(y)
= λσi для будь-якого λ > 0, (2)

а для кожного i ∈ {l + 1, . . . ,m} –

ϕ′i(y) 6= 0 при y ∈ ∆Y0 , lim
y→Y0
y∈∆Y0

ϕi(y) ∈ {0,+∞}, lim
y→Y0
y∈∆Y0

ϕ′′i (y)ϕi(y)

ϕ′2i (y)
= 1. (3)

Функцiї ϕi (i = 1, l), якi задовольняють умови (2), є правильно змiнними
при y → Y0 функцiями порядкiв σi (i = 1, l) (див. монографiю Є. Сенети [17],
Роздiл 1, §1, С.9). Для них справедливi представлення виду

ϕi(y) =| y |σi Li(y) (i = 1, l), (4)

де Li (i = 1, l) – повiльно змiннi функцiї при y → Y0.
Iз умов (3) безпосередньо випливають граничнi спiввiдношення

lim
y→Y0
y∈∆Y0

yϕ′i(y)

ϕi(y)
= ±∞ (i = l + 1,m), (5)

в силу яких при i ∈ {l + 1, . . . ,m} кожна iз функцiй ϕi та її похiдна першого
порядку є швидко змiнними при y → Y0 функцiями (див. монографiю В. Марича
[7], Роздiл 3, §3.4, Леми 3.2, 3.3, С.91-92).

Означення 1. Розв’язок y рiвняння (1) називається Pω(Y0, λ0) – розв’яз-
ком, де −∞ ≤ λ0 ≤ +∞, якщо вiн визначений на промiжку [t0, ω[⊂ [a, ω[ i
задовольняє наступнi умови

lim
t↑ω

y(t) = Y0, lim
t↑ω

y′(t) =

{
або 0,
або ±∞, lim

t↑ω

y′2(t)

y′′(t)y(t)
= λ0.
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Метою роботи є встановлення необхiдних та достатнiх умов iснування
Pω(Y0,±∞) – розв’язкiв y диференцiального рiвняння (1), а також асимптоти-
чних при t ↑ ω зображень для таких розв’язкiв та їх похiдних першого порядку
у випадку, коли для деякого s ∈ {l + 1, . . . ,m}

lim
t↑ω

pi(t)ϕi(y(t))

ps(t)ϕs(y(t))
= 0 при i ∈ {1, . . . ,m} \ {s}. (6)

Введемо функцiю πω : [a, ω[−→ R, вважаючи, що

πω(t) =

{
t, якщо ω = +∞,

t− ω, якщо ω < +∞.

Лема 1. Нехай y : [t0, ω[→ R– довiльний Pω(Y0,±∞)– розв’язок диференцi-
ального рiвняння (1). Тодi

lim
t↑ω

πω(t)y′(t)

y(t)
= 1, lim

t↑ω

πω(t)y′′(t)

y′(t)
= 0. (7)

Справедливiсть цього твердження безпосередньо випливає iз роботи
В.М. Євтухова [13] (див. наслiдок 10.1).

В подальшому будемо вважати, що

∆Y0 = ∆Y0(b), де ∆Y0(b) =

{
[b, Y0[, якщо ∆Y0 − лiвий окiл Y0,
]Y0, b], якщо ∆Y0 − правий окiл Y0,

Число b при цьому задовольняє нерiвностi

|b| < 1 при Y0 = 0, b > 1 при Y0 = +∞, b < −1 при Y0 = −∞.

У роботi В.М. Євтухова i А.Г. Черникової [11] з використанням результатiв
iз монографiї N.H. Bingham, C.M. Goldie, J.L. Teugels [18] (Роздiл 3, п. 3.10,
с. 178) було показано, що двiчi неперервно диференцiйовна функцiя f : ∆Y0(b)→
]0,+∞[, яка задовольняє умови

f ′(y) 6= 0 при y ∈ ∆Y0(b), lim
y→Y0

y∈∆Y0
(b)

f(y) = Z0 ∈ {0,+∞}, lim
y→Y0

y∈∆Y0
(b)

f ′′(y)f(y)

f ′2(y)
= 1,

належить так званому класу ΓY0(Z0), який був отриманий в результатi розши-
рення класу Γ, що введений Л. Ханом (див., наприклад, [18], Роздiл 3, п.3.10,
с.175). Також були вказанi властивостi функцiй iз класу ΓY0(Z0), якi будуть
використанi при доведеннi основних результатiв роботи.

3. Основнi результати. Передусiм, введемо необхiднi в подальшому по-
значення. Нехай

ν0 = sign b, ν1 =

{
1, якщо ∆Y0(b) = [b, Y0[,
−1, якщо ∆Y0(b) =]Y0, b].

Враховуючи означення Pω(Y0, λ0) – розв’язкiв диференцiального рiвняння (1),
зауважимо, що числа ν0 i ν1 визначають знаки будь-якого Pω(Y0, λ0) – розв’язку
та його першої похiдної в деякому лiвому околi ω. При цьому ясно, що умови

ν0ν1 = −1, якщо Y0 = 0, ν0ν1 = 1, якщо Y0 = ±∞
Роздiл 1: Математика i статистика
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є необхiдними для iснування Pω(Y0, λ0) – розв’язкiв. Звiдси, враховуючи те, що
при λ0 = ±∞ згiдно з лемою 1, виконується нерiвнiсть

ν0ν1πω(t) > 0 при t ∈ [a, ω[, (8)

випливає, що умови

Y0 = 0, якщо ω < +∞, Y0 = ±∞ якщо ω = +∞, (9)

також є необхiдними для iснування Pω(Y0,±∞)–розв’язкiв у рiвняння (1).
Наступна теорема розповсюджує результат, який отриманий В.М. Євтухо-

вим та А.Г. Черниковою при дослiдженнi Pω(Y0,±∞) – розв’язкiв двочленного
диференцiального рiвняння другого порядку зi швидко змiнною нелiнiйнiстю.

Теорема 1. Кожний Pω(Y0,±∞)–розв’язок диференцiального рiвняння (1),
який задовольняє при деякому s ∈ {l + 1, . . . ,m} умови (6), має вигляд

y(t) = πω(t)L(t), (10)

де L : [t0, ω[→ R – двiчi неперервно диференцiйовна функцiя така, що

ν0L(t)πω(t) > 0, L′(t) 6= 0 при t ∈ [t1, ω[ (t1 ∈ [t0, ω[), (11)

lim
t↑ω

L(t) ∈ {0;±∞}, lim
t↑ω

πω(t)L(t) = Y0, lim
t↑ω

πω(t)L′(t)

L(t)
= 0, (12)

lim
t↑ω

pi(t)ϕi(πω(t)L(t))

ps(t)ϕs(πω(t)L(t))
= 0 для будь-якого i ∈ {1, . . . ,m} \ {s}. (13)

При цьому, якщо iснує скiнчена або рiвна ±∞ границя lim
t↑ω

πω(t)L′′(t)
L′(t)

, крiм того,
виконуються умови

lim
t↑ω

πω(t)L′′(t)

L′(t)
= −1, αsL

′(t) > 0 при t ∈ [t1, ω[ (14)

i має мiсце асимптотичне спiввiдношення

ps(t) ∼
αsL

′(t)

ϕs(πω(t)L(t))
при t ↑ ω. (15)

Доведення. Нехай y : [t0, ω[→ ∆Y0– довiльний Pω(Y0,±∞)– розв’язок рiвня-
ння (1), який задовольняє умови (6). Тодi для цього розв’язку, згiдно з лемою 1,
виконується перша з умов (7). В силу цiєї умови y є нормалiзованою правильно
змiнною функцiєю першого порядку при t ↑ ω (див. монографiю Є. Сенети [17],
розд.1, п.1.2, стор. 15) i тому зображена у виглядi (10), де L : [t0, ω[→ R – по-
вiльно змiнна при t ↑ ω функцiя, що задовольняє першу з нерiвностей (11) i
останню з умов (12).

Так як має мiсце зображення (10) i згiдно з останньою умовою (12)

y′(t) = πω(t)L′(t) + L(t) = L(t)

[
πω(t)L′(t)

L(t)
+ 1

]
∼ L(t) при t ↑ ω,
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то, зважаючи на означення Pω(Y0,±∞)– розв’язку, виконуються перша та друга
умови (12).

Далi, оскiльки y є розв’язком диференцiального рiвняння (1), то

πω(t)L′′(t) + 2L′(t) = αsps(t)ϕs(πω(t)L(t))[1 + o(1)] при t ↑ ω. (16)

Розглядаючи останню рiвнiсть як лiнiйне неоднорiдне рiвняння вiдносно L′,
отримаємо, що

L′(t) =
1

π2
ω(t)

C + αs

t∫
As

πω(τ)ps(τ)ϕs(πω(τ)L(τ)) dτ [1 + o(1)]

 при t ↑ ω,

де C– довiльна стала i

As =


t0, якщо

ω∫
t0

|πω(τ)|ps(τ)ϕs(πω(τ)L(τ)) dτ = +∞,

ω, якщо
ω∫
t0

|πω(τ)|ps(τ)ϕs(πω(τ)L(τ)) dτ < +∞.

З цього зображення випливає, що у випадку As = t0

L′(t) ∼ αs
π2
ω(t)

t∫
t0

πω(τ)ps(τ)ϕs(πω(τ)L(τ)) dτ при t ↑ ω,

а у випадку As = ω або

L′(t) =
1

π2
ω(t)

[C + o(1)] при t ↑ ω, де C 6= 0,

або

L′(t) ∼ αs
π2
ω(t)

t∫
ω

πω(τ)ps(τ)ϕs(πω(τ)L(τ)) dτ при t ↑ ω.

В обох випадках L′(t) 6= 0 на деякому промiжку [t1, ω[, де t1 ∈ [t0, ω[, тобто
виконується друга з умов (11).

Умова (13) безпосередньо випливає з (6) i (10).
Припустимо, що для функцiї L iснує скiнчена або рiвна ±∞ границя

lim
t↑ω

πω(t)L′′(t)
L′(t)

. Тодi, використовуючи правило Лопiталя у формi Штольця, з ура-

хуванням другої з умов (11), першої та третьої з умов (12), знаходимо

0 = lim
t↑ω

πω(t)L′(t)

L(t)
= 1 + lim

t↑ω

πω(t)L′′(t)

L′(t)
.

Звiдси безпосередньо випливає перша з умов (14). Враховуючи цю умову, iз (16)
маємо

αsps(t)ϕs(πω(t)L(t)) ∼ L′(t)

[
2 +

πω(t)L′′(t)

L′(t)

]
∼ L′(t) при t ↑ ω,

звiдки випливає справедливiсть асимптотичного спiввiдношення (15) i другої з
умов (14). Теорема повнiстю доведена.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Зауваження 1. У випадку, коли l = 0, тобто, коли всi нелiнiйностi в
правiй частинi (1) є швидко змiнними функцiями, твердження теореми 1
також залишається справедливим.

Нижче будемо говорити, що дотримуються умовиN, якщо виконуються умо-
ви (8), (9) i для деякої двiчi неперервно диференцiйовної функцiї L : [t0, ω[→ R
(t0 ∈ [a, ω[), що задовольняє умови (11), (12) i (14), має мiсце зображення

ps(t) =
αsL

′(t)[1 + rs(t)]

ϕs(πω(t)L(t))
, (17)

де rs : [t0, ω[→] − 1,+∞[ – неперервна функцiя, яка прямує до нуля при t ↑ ω
(тобто виконується умова (15)).

Припустимо, що умови N виконуються i розглянемо питання про фактичне
iснування у диференцiального рiвняння (1) Pω(Y0,±∞)– розв’язкiв та отрима-
ємо асимптотичнi зображення при t ↑ ω для таких розв’язкiв та їх похiдних
першого порядку. При цьому для деякого s ∈ {l+1, . . . ,m} введемо позначення

µs = signϕ′s(y), ψs(t) =
t∫
t0

L′(τ)|Hs(τ)|
1
2 dτ

L(τ)
, Hs(t) = L2(t)ϕ′s(πω(t)L(t))

L′(t)ϕs(πω(t)L(t))
,

q1s(t) =

(
ϕ′s(y)

ϕs(y)

)′
(
ϕ′s(y)
ϕs(y)

)2

∣∣∣∣∣∣
y=πω(t)L(t)

, q2s(t) =
y

(
ϕ′s(y)

ϕs(y)

)′
ϕ′s(y)
ϕs(y)

∣∣∣∣∣∣
y=πω(t)L(t)

,

Gs(t) = yϕ′s(y)
ϕs(y)

∣∣∣
y=πω(t)L(t)

, e1(t) = 1 + πω(t)L′(t)
L(t)

, e2(t) = 2 + πω(t)L′′(t)
L′(t)

i додатково припустимо, що iснують скiнченi або рiвнi ±∞ границi

lim
t↑ω

L(t)

L′(t)

H ′s(t)

|Hs(t)|
3
2

, lim
t↑ω

πω(t)L′(t)

L(t)
|Hs(t)|

1
2 = γ0. (18)

В силу (12) i (14)
lim
t↑ω

ei(t) = 1 (i = 1, 2). (19)

Якщо ж урахувати, що

Hs(t) =
L(t)

πω(t)L′(t)

πω(t)L(t)ϕ′s(πω(t)L(t))

ϕs(πω(t)L(t))
,

ϕs(y)ϕ′′s(y)

ϕ′2s (y)
=

(
ϕ′s(y)
ϕs(y)

)′
(
ϕ′s(y)
ϕs(y)

)2 + 1,

то згiдно з умовами (12), (2) i (5) також будемо мати

lim
t↑ω

Hs(t) = ±∞, lim
t↑ω

q1s(t) = 0. (20)

Нарештi покажемо, що при вказаних припущеннях перша з границь (18) дорiв-
нює нулю. Припустимо супротивне. Тодi

L(t)

L′(t)

H ′s(t)

|Hs(t)|
3
2

= b(t), де lim
t↑ω

b(t) =

[
const 6= 0;
±∞. (21)
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Пiсля дiлення цього спiввiдношення на L(t)
L′(t)

та iнтегрування на промiжку вiд t0
до t, отримаємо

−2|Hs(t)|−
1
2 signHs(t) = C +

t∫
t0

L′(τ)b(τ) dτ

L(τ)
, (22)

де C– деяка дiйсна стала. Тут

t∫
t0

L′(τ)b(τ) dτ

L(τ)
= ln |L(t)|

t∫
t0

L′(τ)b(τ) dτ
L(τ)

ln |L(t)|

i згiдно з першою iз умов (12) та правилом Лопiталя у формi Штольця

lim
t↑ω

ln |L(t)| = ±∞, lim
t↑ω

t∫
t0

L′(τ)b(τ) dτ
L(τ)

ln |L(t)|
= lim

t↑ω
b(t).

Тому iз (22), враховуючи другу з умов (21), маємо

−2|Hs(t)|−
1
2 signHs(t)→ ±∞ при t ↑ ω.

Однак цього бути не може, оскiльки вираз злiва в силу першої з умов (20)
прямує до нуля при t ↑ ω. Тим самим, отримали протирiччя. Отже,

lim
t↑ω

L(t)

L′(t)

H ′s(t)

|Hs(t)|
3
2

= 0. (23)

Теорема 2. Нехай при деякому s ∈ {l + 1, . . . ,m}

ϕs(y)ϕ′i(y)

ϕ′s(y)ϕi(y)
= O(1) при y → Y0 для будь-якого i ∈ {l + 1, . . . ,m}, (24)

виконуються умови N, (13), (23), γ0 = ±∞ i iснують скiнченi або рiвнi ±∞
границi

lim
t↑ω

q2s(t) = ηs, lim
t↑ω

ψs(t)ψ
′′
s (t)

ψ′2s (t)
.

Тодi: 1) якщо αsµs = 1, то диференцiальне рiвняння (1) має однопараметри-
чну сiм’ю Pω(Y0,±∞)– розв’язкiв, якi допускають при t ↑ ω асимптотичнi
зображення

y(t) = πω(t)L(t) +
ϕs(πω(t)L(t))

ϕ′s(πω(t)L(t))
o(1), (25)

y′(t) = [L(t) + πω(t)L′(t)]
[
1 + |Hs(t)|−

1
2 o(1)

]
; (26)

2) якщо αsµs = −1 i виконуються умови

ηs 6= −1;−3

4
, lim

t↑ω
ψs(t)[rs(t)+1−e2

1(t)] = 0, lim
t↑ω

ψ2
s(t)[rs(t)+1−e2(t)] = 0, (27)
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lim
t↑ω

ψ2
s(t)

m∑
i=1
i 6=s

pi(t)ϕi(πω(t)L(t))

ps(t)ϕs(πω(t)L(t))
= 0, (28)

то диференцiальне рiвняння (1) має щонайменш один Pω(Y0,±∞)– розв’язок,
який допускає при t ↑ ω асимптотичнi зображення

y(t) = πω(t)L(t) +
ϕs(πω(t)L(t))

ϕ′s(πω(t)L(t))
ψ−1
s (t)o(1), (29)

y′(t) = [L(t) + πω(t)L′(t)]
[
1 + |Hs(t)|−

1
2ψ−1

s (t)o(1)
]
, (30)

причому, якщо ηs ∈
(
−1;−3

4

)
, то iснує цiла двопараметрична сiм’я таких

розв’язкiв.

Теорема 3. Нехай при деякому s ∈ {l + 1, . . . ,m} виконуються умови N,
(13), (23), (24) i 0 < |γ0| < +∞. Тодi: 1) якщо αsµs = 1, то диференцiальне
рiвняння (1) має однопараметричну сiм’ю Pω(Y0,±∞)– розв’язкiв, якi допу-
скають при t ↑ ω асимптотичнi зображення (25), (26); 2) якщо αsµs = −1,
то при αsν1γ0 < 0 диференцiальне рiвняння (1) має двопараметричну сiм’ю
Pω(Y0,±∞)– розв’язкiв, якi допускають при t ↑ ω асимптотичнi зображення
(25), (26), а при αsν1γ0 > 0 рiвняння (1) має щонайменш один такий розв’язок.

Доведення теорем 2, 3. Рiвняння (1) за допомогою замiн

y(t) = πω(t)L(t) + ϕs(πω(t)L(t))
ϕ′s(πω(t)L(t))

y1(t),

y′(t) = [L(t) + πω(t)L′(t)]
[
1 + |Hs(t)|−

1
2y2(t)

] (31)

зведемо до системи диференцiальних рiвнянь
y′1 = L(t)ϕ′s(πω(t)L(t))e1(t)

ϕs(πω(t)L(t))
[q1s(t)y1 + y2],

y′2 = L′(t)e2(t)
L(t)e1(t)

[
αsps(t)ϕs(Y (t,y1))

L′(t)e2(t)
(1 +R1(t, y1))− (1 + y2)

]
,

(32)

де

Y (t, y1) = πω(t)L(t) +
ϕs(πω(t)L(t))

ϕ′s(πω(t)L(t))
y1(t), R1(t, y1) =

m∑
i=1
i 6=s

pi(t)ϕi(Y (t, y1))

ps(t)ϕs(Y (t, y1))
.

Тут в силу зображення (17)

αsps(t)ϕs(Y (t, y1))

L′(t)e2(t)
=

[1 + rs(t)]ϕs(Y (t, y1))

e2(t)ϕs(πω(t)L(t))
.

Розкладаючи при фiксованому t ∈ [t1, ω[ функцiю, що стоїть праворуч, за
формулою Маклорена з залишковим членом у формi Лагранжа до членiв дру-
гого порядку за змiнною y1, отримаємо

[1 + rs(t)]ϕs(Y (t, y1))

e2(t)ϕs(πω(t)L(t))
=

1 + rs(t)

e2(t)
(1 + y1) +R(t, y1), (33)
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R(t, y1) =
1 + rs(t)

e2(t)

ϕ′′s

(
πω(t)L(t) + ϕs(πω(t)L(t))

ϕ′s(πω(t)L(t))
ξ
)
ϕs(πω(t)L(t))

ϕ′s(πω(t)L(t))
y2

1, |ξ| < |y1|.

Оскiльки

Y (t, ξ) = πω(t)L(t)

[
1 +

1
πω(t)L(t)ϕ′s(πω(t)L(t))

ϕs(πω(t)L(t))

ξ

]
,

то, зважаючи на другу з умов (12), третю з умов (3) та умову (5),

ϕ′′s

(
πω(t)L(t) +

ϕs(πω(t)L(t))

ϕ′s(πω(t)L(t))
ξ

)
=
ϕ′2s

(
πω(t)L(t) + ϕs(πω(t)L(t))

ϕ′s(πω(t)L(t))
ξ
)

ϕs

(
πω(t)L(t) + ϕs(πω(t)L(t))

ϕ′s(πω(t)L(t))
ξ
) [1 + d1(t, y1)],

де
lim
t↑ω

d1(t, y1) = 0 рiвномiрно за y1 ∈ [−1/2, 1/2].

Згiдно з лемою 2.5 iз роботи В.М. Євтухова i А.Г. Черникової [11], функцiї ϕs,
ϕ′s ∈ ΓY0(Zs) з доповнюючою функцiєю gs(y) = ϕs(y)

ϕ′s(y)
. Тому в силу другої з умов

(12), згiдно з лемою 2.3 iз роботи В.М. Євтухова i А.Г. Черникової [11], останнє
асимптотичне спiввiдношення може бути записано у виглядi

ϕ′′s

(
πω(t)L(t) +

ϕs(πω(t)L(t))

ϕ′s(πω(t)L(t))
ξ

)
=
ϕ′2s (πω(t)L(t))

ϕs(πω(t)L(t))
eξ[1 + d2(t, y1)],

де
lim
t↑ω

d2(t, y1) = 0 рiвномiрно за y1 ∈ [−1/2, 1/2].

Звiдси випливає, що

R(t, y1) =
1 + rs(t)

e2(t)
eξ[1 + d2(t, y1)]y2

1, |ξ| < |y1|.

Зважаючи на це зображення та на умови lim
t↑ω

rs(t) = 0, lim
t↑ω

e2(t) = 1, для будь-

якого ε > 0 iснують t1 ∈ [t0, ω[ i 0 < δ ≤ 1
2
такi, що

|R(t, y1)| ≤ (1 + ε)|y1|2 при t ∈ [t1, ω[, |y1| ≤ δ. (34)

Обираючи довiльним чином число ε > 0, будемо далi розглядати систему
рiвнянь (32) на множинi

Ω = [t1, ω[×D, де D = {(y1, y2) ∈ R2; |y1| ≤ δ, |y2| < 1}.

Покажемо, что функцiя R1(t, y1) така, що

lim
t↑ω

R1(t, y1) = 0 рiвномiрно за y1 ∈ [−δ, δ]. (35)

Так як функцiї ϕi при i ∈ {1, . . . , l} є правильно змiнними при y → Y0 (y ∈
∆Y0(b)) порядкiв σi, то в силу зображень (4), враховуючи властивостi повiльно
змiнних функцiй i те, що в силу (5) i (10)

lim
t↑ω

Gs(t) = ±∞,
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маємо
ϕi(Y (t, y1)) = ϕi

(
πω(t)L(t) + ϕs(πω(t)L(t))

ϕ′s(πω(t)L(t))
y1

)
=

=

∣∣∣∣∣πω(t)L(t)
[
1 + y1

Gs(t)

] ∣∣∣∣∣
σi

Li

(
πω(t)L(t)

[
1 + y1

Gs(t)

])
=

= ϕi(πω(t)L(t))
[
1 + y1

Gs(t)

]σi
(1 + ri(t, y1)), (i = 1, l)

(36)

де функцiї ri(t, y1) такi, що

lim
t↑ω

ri(t, y1) = 0 рiвномiрно за y1 ∈ [−δ, δ]. (37)

Оскiльки функцiя ϕs задовольняє умови (3) i в якостi iї доповнюючої функцiї
може бути обрана функцiя gs(y) = ϕs(y)

ϕ′s(y)
, то за лемою 2.3 iз роботи В.М. Євтухова

та А.Г. Черникової [11] отримаємо

lim
t↑ω

ϕs

(
πω(t)L(t) + ϕs(πω(t)L(t))

ϕ′s(πω(t)L(t))
y1

)
ϕs(πω(t)L(t))

= lim
y→Y0

y∈∆Y0
(b)

ϕs

(
y + ϕs(y)

ϕ′s(y)
· y1

)
ϕs(y)

= ey1 .

Тому

ϕs

(
πω(t)L(t)+

ϕs(πω(t)L(t))

ϕ′s(πω(t)L(t))
y1

)
= ey1ϕs(πω(t)L(t))[1+rs(t, y1)] при t ↑ ω, (38)

де функцiя rs(t, y1) така, що

lim
t↑ω

rs(t, y1) = 0 рiвномiрно за y1 ∈ [−δ, δ]. (39)

В силу (13), (36), (37), (38), (39) маємо

lim
t↑ω

l∑
i=1

αipi(t)ϕi

(
πω(t)L(t)+

ϕs(πω(t)L(t))

ϕ′s(πω(t)L(t))
y1

)
αsps(t)ϕs

(
πω(t)L(t)+

ϕs(πω(t)L(t))

ϕ′s(πω(t)L(t))
y1

) =

= lim
t↑ω

l∑
i=1

αipi(t)ϕi(πω(t)L(t))[1+
y1

Gs(t) ]
σi (1+ri(t,y1))

αsps(t)ey1ϕs(πω(t)L(t))(1+rs(t,y1))
= 0

(40)

рiвномiрно за y1 ∈ [−δ, δ]. Якщо ж i ∈ {l + 1, . . . ,m} \ {s}, то в силу виконання
умов (24) для будь-якого Ci > 1 iснує t2i ∈ [t1, ω[ таке, що при t ∈ [t2i, ω[,
зважаючи на монотоннiсть функцiї ϕi на промiжку ∆Y0(b)

ϕi

(
πω(t)L(t)− ϕi(πω(t)L(t))

ϕ′i(πω(t)L(t))
Ci|y1|

)
≤ ϕi

(
πω(t)L(t) + ϕs(πω(t)L(t))

ϕ′s(πω(t)L(t))
y1

)
≤

≤ ϕi

(
πω(t)L(t) + ϕi(πω(t)L(t))

ϕ′i(πω(t)L(t))
Ci|y1|

)
.

(41)

Так як функцiя ϕi (i = l + 1,m) задовольняє умови (3) та має доповнюючу
функцiю виду gi(y) = ϕi(y)

ϕ′i(y)
, то, переходячи в нерiвностi (41) до границi при t ↑ ω,

згiдно з лемою 2.3 iз роботи В.М. Євтухова i А.Г. Черниквої [11], отримаємо

e−Ci|y1| lim
t↑ω

ϕi (πω(t)L(t)) ≤ lim
t↑ω

ϕi

(
πω(t)L(t) + ϕs(πω(t)L(t))

ϕ′s(πω(t)L(t))
y1

)
≤

≤ eCi|y1| lim
t↑ω

ϕi (πω(t)L(t)) .

(42)
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В силу (38) i (42) для кожного i ∈ {l + 1, . . . ,m} \ {s} маємо

lim
t↑ω

pi(t)e
−Ci|y1|ϕi(πω(t)L(t))

ps(t)ey1ϕs(πω(t)L(t))(1+rs(t,y1))
≤ lim

t↑ω

pi(t)ϕi

(
πω(t)L(t)+

ϕs(πω(t)L(t))

ϕ′s(πω(t)L(t))
y1

)
ps(t)ϕs

(
πω(t)L(t)+

ϕs(πω(t)L(t))

ϕ′s(πω(t)L(t))
y1

) ≤

≤ lim
t↑ω

pi(t)e
Ci|y1|ϕi(πω(t)L(t))

ps(t)ey1ϕs(πω(t)L(t))(1+rs(t,y1))
,

звiдки, зважаючи на (13) i (39), випливає, що

lim
t↑ω

m∑
i=l+1
i 6=s

αipi(t)ϕi

(
πω(t)L(t) + ϕs(πω(t)L(t))

ϕ′s(πω(t)L(t))
y1

)
αsps(t)ϕs

(
πω(t)L(t) + ϕs(πω(t)L(t))

ϕ′s(πω(t)L(t))
y1

) = 0 рiвномiрно за y1 ∈ [−δ, δ].

Iз останнього спiввiдношення та (40) витiкає справедливiсть (35).
В силу (33) система (32) на множинi Ω має вид

y′1 = L(t)ϕ′s(πω(t)L(t))e1(t)
ϕs(πω(t)L(t))

[q1s(t)y1 + y2],

y′2 = L′(t)e2(t)
L(t)e1(t)

[
1+rs(t)−e2(t)

e2(t)
+ 1+rs(t)

e2(t)
y1 − y2 +R(t, y1)+

+
(

1+rs(t)
e2(t)

(1 + y1) +R(t, y1)
)
R1(t, y1)

]
.

(43)

Застосовуючи до (43) замiну

y1(t) = v1(t), y2(t) = |Hs(t)|−
1
2v2(t), (44)

отримаємо систему диференцiальних рiвнянь
v′1 = h(t)[c11(t)v1 + c12(t)v2],

v′2 = h(t)[q(t) + f(t, v1) + c21(t)v1 + c22(t)v2 + V (t, v1)],
(45)

в якiй

h(t) = L′(t)e1(t)
L(t)

|Hs(t)|
1
2 , q(t) = 1+rs(t)−e2(t)

e21(t)
,

c11(t) = αsµsq1s(t)|Hs(t)|
1
2 , c12(t) ≡ αsµs, c21(t) = 1+rs(t)

e21(t)
,

c22(t) = 1
2

1
e1(t)

L(t)
L′(t)

H′s(t)

|Hs(t)|
3
2

signHs(t)− e2(t)

e21(t)
|Hs(t)|−

1
2 ,

f(t, y1) = e2(t)

e21(t)

(
1+rs(t)
e2(t)

(1 + y1) +R(t, y1)
)
R1(t, y1), V (t, v1) = e2(t)

e21(t)
R(t, y1).

Зважаючи на першi з умов (11), (12), (20), а також (19)

lim
t↑ω

t∫
t1

h(τ) dτ = ±∞.
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Крiм того, згiдно з умовами (19), (20), (23), (34) i (35) маємо

lim
t↑ω

q(t) = 0, lim
t↑ω

c11(t) =

{
0, якщо γ0 = ±∞,

−αsµs
γ0
, якщо 0 < |γ0| < +∞,

lim
t↑ω

c12(t) = αsµs, limt↑ω c21(t) = 1, lim
t↑ω

c22(t) = 0,

lim
t↑ω

f(t, v1) = 0 рiвномiрно за v1 ∈ [−δ, δ],

lim
v1→0

V (t,v1)
v1

= 0 рiвномiрно за t ∈ [t1, ω[.

Припустимо, для початку, що γ0 = ±∞. Тодi lim
t↑ω

c11(t) = 0 i характеристичне

рiвняння граничної матрицi коефiцiєнтiв, якi стоять при v1 i v2 в квадратних
дужках рiвнянь системи (45), має вигляд

ρ2 − αsµs = 0. (46)

Якщо αsµs = 1, то розв’язками цього рiвняння є ρ1,2 = ±1 i тодi на пiдставi
теореми 2.2 з роботи В.М. Євтухова i А.М. Самойленка [19] система диференцi-
альних рiвнянь (45) має однопараметричну сiм’ю розв’язкiв (v1, v2) : [t∗, ω[→ R2

(t∗ ∈ [t1, ω[), якi прямують до нуля при t ↑ ω. Кожному такому розв’язку в
силу замiн (31), (44) вiдповiдає розв’язок y : [t∗, ω[→ R (t∗ ∈ [a, ω[) рiвняння
(1), який припускає при t ↑ ω асимптотичнi зображення (25), (26), причому
з використанням цих зображень i умов (11), (12), (17), ϕs ∈ ΓY0(Zs) неважко
показати, що будь-який iз них є Pω(Y0,±∞) – розв’язком рiвняння (1). Отже,
перше твердження теореми 2 справедливе.

Якщо αsµs = −1, то характеристичне рiвняння (46) має уявнi коренi ρ1,2 =
±i (критичний випадок). В цьому випадку в системi (45) зробимо послiдовно
замiни

τ =

t∫
t0

|h(x)| dx, vi(t) = zi(τ) (i = 1, 2), (47)

z1(τ) = u1(τ), z2(τ) = α(τ)u1(τ) + u2(τ), (48)

α(τ) =

{
1+2ηs

2β(1+ηs)τ
, якщо ηs ∈ R \ {−1,−3/4},

1
βτ
, якщо ηs = ±∞, β = sign[L′(t)/L(t)],

(
u1(τ)
u2(τ)

)
=

(
cos τ − sin τ
sin τ cos τ

)(
w1(τ)
w2(τ)

)
, (49)

wi(τ) =
xi(τ)

τ
(i = 1, 2). (50)

Тодi отримаємо систему диференцiальних рiвнянь

x′i = p(τ)xi + g(τ)
2∑

m=1

Zim(τ, x1, x2) (i = 1, 2), (51)
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в якiй
p(τ) =

β

2
(c11(τ) + c22(τ)) +

1

τ
, g(τ) =

1

τ
,

функцiї Zij (i, j = 1, 2) неперервнi на множинi [τ0,+∞[×R2
0, де R2

0 – деякий
окiл точки (0,0), i в силу умов (27), (28) виконуються умови

Zi2(τ, 0, 0) ≡ 0 (i = 1, 2) на промiжку [τ0,+∞[,

lim
τ→+∞

Zi1(τ, x1, x2) = 0 (i = 1, 2) рiвномiрно за x1, x2 ∈ [−δ, δ],

lim
|x1|+|x2|→0

Zi2(τ,x1,x2)
|x1|+|x2| = 0 (i = 1, 2) рiвномiрно за τ ∈ [τ0,+∞[,

p(τ) 6= 0 при τ ∈ [τ0,+∞[,

∣∣∣∣∣+∞∫τ0 p(x) dx

∣∣∣∣∣ = +∞, lim
τ→+∞

g(τ)
p(τ)

< +∞.

Тому для системи (51) виконуються всi умови теореми 1.2 iз роботи В.М. Євту-
хова i А.М. Самойленка [19]. Згiдно з цiєю теоремою система диференцiальних
рiвнянь (51) має щонайменш один розв’язок (x1, x2) : [τ1,+∞[→ R2 (τ1 ≥ τ0),
який прямує до нуля при τ → +∞, причому, якщо ηs ∈ (−1,−3/4), то та-
ких розв’язкiв iснує цiла двопараметрична сiм’я. Кожному такому розв’язку
системи (51) в силу замiн (31), (44), (47), (48), (49), (50) вiдповiдає розв’язок
y : [t2, ω[→ R (t2 ∈ [a, ω[) диференцiального рiвняння (1) з асимптотичними
зображеннями (29), (30). Таким чином, друге твердження теореми 2 доведено.

Тепер розглянемо випадок, коли 0 < |γ0| < +∞. У цьому випадку

lim
t↑ω

c11(t) = −αsµs
γ0

.

Тому характеристичне рiвняння граничної матрицi коефiцiєнтiв при v1 i v2, якi
стоять в квадратних дужках системи (45), має вигляд

ρ2 +
αsµs
γ0

ρ− αsµs = 0.

Це рiвняння при αsµs = 1 має два дiйсних кореня рiзних знакiв, а при αsµs = −1
має два дiйсних кореня того ж знаку, що i γ0, або два комплексних кореня з
дiйсною частиною того ж знаку, що i γ0. Крiм того, звернемо увагу на те, що
згiдно з умовами (11), (14) i (8)

signh(t) = sign[L′(t)/L(t)] = αsν0 sign[πω(t)] = αsν1 при t ∈ [t1, ω[.

В силу вищевикладеного система диференцiальних рiвнянь (45), згiдно з те-
оремою 2.2 iз роботи В.М. Євтухова i А.М. Самойленка [19], має щонайменш
один розв’язок (v1, v2) : [t∗, ω[→ R2 (t∗ ∈ [t1, ω[), який прямує до нуля при t ↑ ω,
причому таких розв’язкiв iснує однопараметрична сiм’я, якщо αsµs = 1, i дво-
параметрична сiм’я, якщо αsµs = −1 i αsν1γ0 < 0. Кожному такому розв’язку в
силу замiн (31), (44) вiдповiдає розв’язок y : [t∗, ω[→ R (t∗ ∈ [a, ω[) диференцi-
ального рiвняння (1), який допускає при t ↑ ω асимптотичнi зображення (25),
(26) i є Pω(Y0,±∞) – розв’язком рiвняння (1). Теорема 3 доведена.
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Зауваження 2. Випадок γ0 = 0 потребує окремого дослiдження.
Зауваження 3. У випадку, коли l = 0, тобто, коли всi нелiнiйностi в

правiй частинi (1) є швидко змiнними функцiями, твердження теорем 2 та
3 також залишаються справедливими.

4. Висновки. У статтi встановлено необхiднi та достатнi умови iснування
Pω(Y0,±∞) – розв’язкiв диференцiального рiвняння другого порядку, що мi-
стить у правiй частинi суму доданкiв з правильно та швидко змiнними нелiнiй-
ностями. Дослiдження проведено в припущеннi, що головним у правiй частинi
диференцiального рiвняння, яке розглядається у роботi, є доданок зi швидко
змiнною нелiнiйнiстю. Знайдено також асимптотичнi зображення при t ↑ ω для
Pω(Y0,±∞) – розв’язкiв та вирiшено питання про їх кiлькiсть.
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Kolun N. P. Asymptotic behaviour of solutions of second-order differential equa-
tions with different nonlinearities.

In this paper for the second-order differential equation which has a right-hand side
containing the sum of the terms with regularly and rapidly varying nonlinearities the
necessary and sufficient conditions of the existence so-called Pω(Y0, λ0) – solutions (Y0 is
either 0, or ±∞, −∞ < a < ω ≤ +∞) in a special case when the parameter λ0 = ±∞
are established. The asymptotic representations when t ↑ ω for such solutions and their
first-order derivatives also are established. The results of the work were obtained on the
assumption that on each solution from the class under consideration the right-hand side of
the differential equation being studied is equivalent when t ↑ ω to one term with a rapidly
varying nonlinearity. This term must be considered as the principal one on the right side of
the equation. The method of allocation of the main term was proposed by H. Hardy when
studying the differential equation of the first order. Later, A.V. Kostin, V.M. Evtukhov,
E.V. Shebanina used this method in studying the asymptotic properties of solutions of
differential equations of n-th order with power nonlinearities. In the study of the asymptotic
properties of the set Pω(Y0, λ0) - solutions that corresponds to this value of the parameter
λ0, was used the method proposed by V.M. Evtukhov during the study together with
A.G. Chernikova binomial differential equation with rapidly varying nonlinearity. The
work has a theoretical nature. The results obtained and the method employed in the work
can be used to construct an asymptotic theory of differential equations of a more general
type containing the sum of the terms in the right-hand side with regularly and rapidly
varying nonlinearities.

Keywords: asymptotic properties, second-order differential equations, rapidly varying
nonlinearities.
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