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КРИТЕРIЙ ПЕРЕВIРКИ ГIПОТЕЗИ ПРО ЗНАЧЕННЯ
ПАРАМЕТРА ХЮРСТА ДРОБОВОГО БРОУНIВСЬКОГО РУХУ

У данiй роботi розглядається задача перевiрки гiпотези про значення параметра
Хюрста дробового броунiвського руху {ξ(t), t ∈ (0, 1)}. Оцiнювання параметра Хюр-
ста дробового броунiвського руху або iндексу самоподiбностi вiдiграє важливу роль
у статистицi випадкових процесiв. Запропонований критерiй перевiрки гiпотези про
значення параметра Хюрста базується на методi бакстерiвських сум. Застосування ме-
тоду бакстерiвських сум для випадкових процесiв та полiв дозволяє отримати сильно
конзистентнi оцiнки та побудувати неасимптотичнi довiрчi областi без застосування
класичних граничних теорем у багатьох моделях.

За спостереженнями випадкового процесу ξ(t) в точках
{

k
2n

∣∣∣∣k = 0, . . . , 2n − 1

}
,

n ≥ 1, побудовано критерiй для перевiрки простої гiпотези про значення параме-
тра Хюрста α дробового броунiвського руху H0 : α = α0 при альтернативнiй гiпотезi
H1 : α 6= α0, де α0 < 1. У роботi отримано оцiнку зверху для дисперсiї деякої послiдов-
ностi бакстерiвських сум Sn — суми квадратiв приростiв першого порядку дробового
броунiвського руху. Далi, в якостi критерiю Kn перевiрки нульової гiпотези викори-
стовується рiзниця мiж деякою бакстерiвською статистикою α̂n = 1

2

(
1− log2 Sn

n

)
та

гiпотетичним значенням параметра α0. Дана статистика є сильно конзистентною оцiн-
кою параметра Хюрста α. За допомогою бакстерiвських статистик, елементiв теорiї
просторiв Орлiча та деякої нерiвностi для квадратичних форм гауссiвської випадко-
вої величини побудовано статистичний критерiй для перевiрки простої гiпотези про
значення параметра Хюрста при деякому рiвнi значущостi p > 0.

Нульова гiпотеза не буде вiдхилена, якщо −xp < Kn < xp, де Kn — статистичний
критерiй, а xp визначається так, щоб виконувалась нерiвнiсть P {|Kn| > xp} ≤ p. Не-
рiвнiсть задає множину значень для величини α̂n, якi не приведуть до вiдмови вiд
конкретної нульової гiпотези про те, що α = α0. Ця множина значень буде областю
прийняття гiпотези при рiвнi значущостi p ∈ (0, 1).

Ключовi слова: дробовий броунiвський рух, параметр Хюрста, бакстерiвськi суми,
коварiацiйна функцiя, критерiй перевiрки гiпотези.

1. Вступ. Нехай {ξ(t), t ∈ R} — дробовий броунiвський рух з параметром
Хюрста 0 < α < 1. Тобто ξ(t) є гауссiвським випадковим процесом з нульовим
середнiм значенням та коварiацiйною функцiєю

Eξ(t)ξ(s) =
1

2

(
|t|2α + |s|2α − |t− s|2α

)
. (1)

Дробовий броунiвський рух вiдiграє важливу роль в моделях гiдрологiї, ме-
теорологiї, фiнансовiй математицi та iнших галузях науки. Проблему оцiнюва-
ння параметра Хюрста дробового броунiвського руху у рiзних моделях дослi-
джували Дж. М. Поджi та М. К. Вiано [1], Дж. Ф. Коерджоллi [2], Б. Л. С.
Пракаса Рао [3] та iншi.
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Як вiдомо,

Sn(W ) =
2n∑
k=1

(
W

(
k

2n

)
−W

(
k − 1

2n

))2

, n ≥ 1,

з ймовiрнiстю одиниця при n→∞, де W (t), t ≥ 0 –– стандартний броунiвський
рух. Цей результат встановив вiдомий французький математик П. Левi [4]. Пi-
знiше, Г. Бакстер [5] узагальнив цей результат на певний клас гауссiвських ви-
падкових процесiв. Суми Sn(ξ), де ξ(t), t ∈ R –– випадковий процес, називають
бакстерiвськими сумами. Теореми, в яких встановлюється така збiжнiсть, на-
зиваються теоремами Левi–Бакстера або бакстерiвськими теоремами.

Статистики, побудованi за допомогою бакстерiвських сум успiшно засто-
совують для побудови оцiнок параметрiв випадкових функцiй. Цi статистики
дозволяють побудувати сильно конзистентнi оцiнки та неасимптотичнi довiрчi
областi без застосування класичних граничних теорем. Так, у роботах [6], [7]
методом бакстерiвських сум були побудованi сильно конзистентнi оцiнки i до-
вiрчi iнтервали для заданого рiвня довiри параметра Хюрста випадкового про-
цесу дробового броунiвського руху. У монографiї [8] наведено граничнi теореми
Левi–Бакстера та застосування бакстерiвських сум до оцiнювання параметрiв
випадкових функцiй у рiзних статистичних моделях.

2. Постановка задачi. За спостереженнями випадкового процесу дробо-
вого броунiвського руху {ξ(t), t ∈ [0, 1]} в точках{

k

2n

∣∣∣∣k = 0, . . . , 2n − 1

}
, n ≥ 1

використовуючи метод бакстерiвських сум [8], побудуємо статистичний крите-
рiй для перевiрки простої гiпотези H0 : α = α0 при альтернативнiй гiпотезi
H1 : α 6= α0, де α0 < 1, про значення параметра α, що входить показником до
коварiацiйної функцiї (1).

3. Основний результат. Розглянемо наступну послiдовнiсть бакстерiв-
ських сум:

Sn =
2n−1∑
k=0

(
ξ

(
k + 1

2n

)
− ξ

(
k

2n

))2

, n ≥ 1.

Як можна показати, при n → ∞ для всiх α ∈ (0, 1) має мiсце збiжнiсть
майже напевно

2n(2α−1)

2n−1∑
k=0

Sn → 1.

Теорема 1. [див. [6]] Нехай {ξ(t), t ∈ [0, 1]} — дробовий броунiвський рух з
параметром Хюрста α. Тодi статистика

α̂n =
1

2

(
1− log2 Sn

n

)
, n ≥ 1

є сильно конзистентною оцiнкою параметра α.
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Позначимо
ξk,n = ξ

(
k + 1

2n

)
− ξ

(
k

2n

)
,

Ŝn = 2n(2α−1)Sn.

Теорема 2. Нехай {ξ(t), t ∈ [0, 1]} — дробовий броунiвський рух з параме-
тром Хюрста α ∈ α∗. Тодi при α∗ ∈ (0, 1) справедлива наступна нерiвнiсть:

sup
α∈(0,α∗]

V arŜn ≤ Cn (α∗) ,

де

Cn(α∗) =


2

2n
(3 + 2ζ(4− 4α∗)) , α∗ ∈ (0, 3

4
);

2
2n

(3 + 2(1 + n ln 2)) , α∗ = 3
4
;

2
2n

(
3 + 22n(4α∗−3)

4α∗−3

)
, α∗ ∈

(
3
4
, 1
)
,

(2)

ζ(s) =
∞∑
n=1

1
ns
, s > 1.

Доведення. Спочатку знайдемо математичне сподiвання послiдовностi бак-
стерiвських сум Ŝn, n ≥ 1, використовуючи означення дробового броунiвського
руху:

EŜn = 2n(2α−1)ESn = 2n(2α−1)E

(
2n−1∑
k=0

(
ξ

(
k + 1

2n

)
− ξ

(
k

2n

))2
)

=

= 2n(2α−1)

2n−1∑
k=0

E

(
ξ2

(
k + 1

2n

)
− 2ξ

(
k + 1

2n

)
ξ

(
k

2n

)
+ ξ2

(
k

2n

))
=

= 2n(2α−1)

2n−1∑
k=0

(∣∣∣∣ k2n
∣∣∣∣2α −

(∣∣∣∣ k2n
∣∣∣∣2α +

∣∣∣∣k + 1

2n

∣∣∣∣2α − ∣∣∣∣ 1

2n

∣∣∣∣2α
)

+

∣∣∣∣k + 1

2n

∣∣∣∣2α
)

=

= 2n(2α−1)2n
1

2αn
= 1. (3)

Для обчислення дисперсiї застосуємо формулу Iсерлiса [9, с. 5] при числi
змiнних n = 4:

Eη1η2η3η4 = E (η1η2)E (η3η4) +

+E (η1η3)E (η2η4) + E (η1η4)E (η2η3) ,

де випадковi величини η1η2η3η4 мають сумiсний гауссiвський розподiл з нульо-
вим середнiм значенням. Маємо:

V arSn = ES2
n − (ESn)2 = E

(
2n−1∑
k=0

ξ2
k,n

)2

−

(
E

2n−1∑
k=0

ξ2
k,n

)2

=

=
2n−1∑
k,j=0

(
Eξ2

k,nEξ
2
j,n + 2 (Eξk,nEξj,n)2

)
−

(
E

2n−1∑
k=0

ξ2
k,n

)2

=
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= 2
2n−1∑
k,j=0

(Eξk,nξj,n)2 = 2
2n−1∑
k=0

(
Eξ2

k,n

)2
+ 4

2n−1∑
k,j=0,
j<k

(Eξk,nξj,n)2 . (4)

Далi, з формули (1) маємо:

Eξk,nξj,n =

(
ξ

(
k + 1

2n

)
− ξ

(
k

2n

))(
ξ

(
j + 1

2n

)
− ξ

(
j

2n

))
=

=
1

2

∣∣∣∣(k − j) + 1

2n

∣∣∣∣2α − ∣∣∣∣k − j2n

∣∣∣∣2α +
1

2

∣∣∣∣(k − j)− 1

2n

∣∣∣∣2α . (5)

Покладемо vl := (l + 1)2H − 2l2H + (l − 1)2H , l ≥ 1. Тодi iз спiввiдношень
(3)–(5) при k > j отримаємо

V arSn = 2
2n−1∑
k=0

(
2n(1−2α)

)2
+ 4

2n−1∑
l=1

(2n − l)×

×

(
1

2

∣∣∣∣ l + 1

2n

∣∣∣∣2α − ∣∣∣∣ l2n
∣∣∣∣2α +

1

2

∣∣∣∣ l − 1

2n

∣∣∣∣2α
)2

= 2 ·2n(1−4α) + 2n(1−4α)

2n−1∑
l=1

(
1− l

2n

)
v2
l ≤

≤ 2n(1−4α)

(
2 +

2n−1∑
l=1

v2
l

)
.

Оскiльки v2
1 = (22α − 2)

2 ≤ 4 при α ∈ (0, 1), то

V arSn ≤ 2n(1−4α)

(
6 +

2n−1∑
l=2

v2
l

)
.

Далi, так як vl — прирiст другого порядку функцiї f(x) = x2α, x ≥ 1 на
вiдрiзку [l−1, l+1], то з формули для приросту n-го порядку при n = 2 [10, с. 244]
випливає, що vl = 2α(2α− 1)θ2α−2

l , де θl ∈ (l − 1, l + 1).
Враховуючи, що supα∈(0,1) |2α(2α− 1)| = 2, маємо

v2
l ≤

4

(l − 1)4−4α
, l ≥ 2,

звiдки V arSn ≤ 2n(1−4α)

(
6 + 4

2n−1∑
l=2

1
(l−1)4−4α

)
.

Тому

V arŜn = V ar
(
2n(2α−1)Sn

)
≤ 1

2n

(
6 + 4

2n−1∑
l=2

1

(l − 1)4−4α

)

та для α∗ ∈ (0, 1)

sup
α∈(0,α∗]

V arŜn ≤
2

2n

(
3 + 2

2n−1∑
l=2

1

(l − 1)4−4α∗

)
. (6)
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Оскiльки
2n∑
l=1

1

l4−4α∗
≤


ζ(4− 4α∗), α∗ ∈ (0, 3

4
);

1 + n ln 2, α∗ = 3
4
;

2n(4α∗−3)

4α∗−3
, α∗ ∈

(
3
4
, 1
)
,

де ζ(s) =
∞∑
n=1

1
ns
, s > 1 — дзета-функцiя Рiмана, то iз нерiвностi (6) отримуємо

sup
α∈(0,α∗]

V arŜn ≤ Cn (α∗) ,

де

Cn(α∗) =


2

2n
(3 + 2ζ(4− 4α∗)) , α∗ ∈ (0, 3

4
);

2
2n

(3 + 2(1 + n ln 2)) , α∗ = 3
4
;

2
2n

(
3 + 22n(4α∗−3)

4α∗−3

)
, α∗ ∈

(
3
4
, 1
)
,

що i доводить теорему.
4. Побудова критерiю для перевiрки гiпотез. Розглянемо нульову

гiпотезу H0 : α = α0 при альтернативнiй гiпотезi H1 : α 6= α0, де α0 < 1, про
значення параметра α, що входить показником до коварiацiйної функцiї (1)
дробового броунiвського руху {ξ(t), t ∈ [0, 1]}. В якостi критерiю для перевiрки
нульової гiпотези використаємо статистику

Kn = α̂n − α0, (7)

де оцiнку α̂n визначено в теоремi 1. За рiвнем значущостi p ∈ (0, 1) знайдемо
таке xp, що справедлива нерiвнiсть

P {|Kn| > xp} ≤ p. (8)

З нерiвностi (8) випливає, що

P {|Kn| > xp} = P {Kn > xp}+ P {Kn < −xp} ≤
p

2
+
p

2
= p.

Розглянемо окремо нерiвнiсть

P {Kn > xp} ≤
p

2
(9)

i знайдемо звiдси оцiнку для xp. Iз теореми 1 отримаємо:

P {Kn > xp} = P {α̂n − α0 > xp} = P

{
1

2

(
1− log2 Sn

n

)
− α0 > xp

}
=

= P

{
1− log2 Sn

n
− 2α0 > 2xp

}
= P {log2 Sn < n(1− 2α0 − 2xp)} =

= P
{
Sn < 2n(1−2α0−2xp)

}
= P

{
Sn − ESn < 2n(1−2α0−2xp) − ESn

}
.

Тепер, оскiльки за рiвнiстю (3),

ESn = E

(
2n−1∑
k=0

(
ξ

(
k + 1

2n

)
− ξ

(
k

2n

))2
)

= 2n
(

1

2n

)2α

= 2n(1−2α),
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то одержимо, що

P {Kn > xp} = P
{
Sn − ESn < 2n(1−2α0)

(
2−2xpn − 1

)}
=

= P
{

2n(2α−1) (Sn − ESn) < 2−2xpn − 1
}
≤

≤ P
{∣∣∣Ŝn − EŜn∣∣∣ > 1− 2−2xpn

}
≤ p

2
. (10)

Наведемо деякi необхiднi вiдомостi з теорiї просторiв Орлiча.

Означення 1 (див. [11]). Парна неперервна опукла функцiя u = {u(x) ,
x ∈ R} така, що u(0) = 0, u(x) > 0 при x 6= 0 називається N–функцiєю,
якщо виконуються умови:

1) lim
x→0

u(x)
x

= 0;

2) lim
x→∞

u(x)
x

=∞.

Приклад 1. Функцiї u(x) = B |x|α, B > 0, α > 1; u(x) = exp{A |x|α} − 1,
A > 0, α > 1 є N–функцiями.

Нехай (Ω, B, P ) — стандартний ймовiрнiсний простiр.

Означення 2 (див. [11]). Простором Орлiча Lu(Ω) випадкових величин,
породжених N–функцiєю u(x) називається простiр випадкових величин ξ(ω) =

ξ, що для кожної ξ ∈ Lu(Ω) iснує константа rξ, що Eu
(
ξ
rξ

)
<∞.

Простiр Орлiча Lu(Ω) є банаховим вiдносно норми

‖ξ‖u = inf

{
r > 0 : Eu

(
ξ

r

)}
≤ 1.

Означення 3 (див. [11]). Випадковий процес X = {X(t), t ∈ T} належить
простору Орлiча Lu(Ω), якщо для всiх t ∈ T випадкова величина X(t) на-
лежить простору Орлiча Lu(Ω). Простором Орлiча Lu(Ω) випадкових вели-
чин, породжених N–функцiєю u(x) називається простiр випадкових величин
ξ(ω) = ξ, що для кожної ξ ∈ Lu(Ω) iснує константа rξ, що Eu

(
ξ
rξ

)
<∞.

Лема 1. [див. [11]] Припустимо, що ξ ∈ Lu(Ω) i ‖ξ‖u > 0. Тодi для всiх
x > 0 виконується нерiвнiсть

P {|ξ| ≥ x} ≤
(
u

(
x

‖ξ‖u

))−1

.

Для гауссiвської випадкової величини ξ справедлива наступна оцiнка ква-
дратичної форми [6]

‖ξ − Eξ‖u ≤ k
√
V arξ = k ‖ξ − Eξ‖2 , (11)

де k = inf
τ∈(0,0.5)

√
2e−τ (1−2τ)−1/2+1√

2τ
≈ 3, 47; ‖ξ‖2 — норма в просторi випадкових

величин з скiнченним 2-им абсолютним моментом ξ ∈ L2(Ω), ‖ξ‖2 =
(
E |ξ|2

)1/2
.
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Використовуючи лему 1 та нерiвнiсть (11) отримаємо з нерiвностi (10):

P{Kn > xp} ≤ P
{∣∣∣Ŝn − EŜn∣∣∣ > 1− 2−2xpn

}
≤

≤

u
 1− 2−2xpn∥∥∥Ŝn − EŜn∥∥∥

u

−1

≤

(
u

(
1− 2−2xpn

k
√
V arŜn

))−1

≤ p

2
. (12)

Звiдси, застосовуючи отриману в теоремi 2 оцiнку для дисперсiї послiдовностi
бакcтерiвських сум Ŝn, одержимо(

u

(
1− 2−2xpn

k
√
V arŜn

))−1

≤

(
u

(
1− 2−2xpn

k
√
Cn(α∗)

))−1

.

Нехай u(x) = coshx− 1 = ex+e−x

2
− 1. Тодi нерiвнiсть (12) можна записати у

виглядi:
2

e
1−2−2xpn

k
√
Cn(α∗) + e

− 1−2−2xpn

k
√
Cn(α∗) − 2

≤ p

2
.

Розв’язавши останню нерiвнiсть вiдносно xp, отримаємо:

xp ≥ −
ln
(

1− kϕ(p)
√
Cn(α∗)

)
2n ln 2

, (13)

де

ϕ(p) = ln

(
1 +

2

p
+

2

p

√
1 + p

)
, p > 0. (14)

Аналогiчно, отримаємо оцiнку для xp iз нерiвностi

P {Kn < −xp} ≤
p

2
.

Для цього проведемо подiбнi до наведених вище мiркувань, щодо розв’язання
нерiвностi (9):

P {Kn < −xp} = P {α̂n − α0 < −xp} = P

{
1

2

(
1− log2 Sn

n

)
− α0 < −xp

}
=

= P

{
1− log2 Sn

n
− 2α0 < −2xp

}
= P {− log2 Sn < n(−2xp + 2α0 − 1)} =

= P
{
Sn > 2n(1−2α0+2xp)

}
= P

{
Sn − ESn > 2n(1−2α0)(22nxp − 1)

}
=

= P
{
Ŝn − EŜn > 22nxp − 1

}
≤ P

{∣∣∣Ŝn − EŜn∣∣∣ > 22nxp − 1
}
≤ p

2
.

Далi, з леми 1, нерiвностi (11) та теореми 2 з останньої нерiвностi випливає,
що

P {Kn < −xp} ≤ P
{∣∣∣Ŝn − EŜn∣∣∣ > 22nxp − 1

}
≤

≤

(
u

(
22xpn − 1

k
√
V arŜn

))−1

≤

(
u

(
22xpn − 1

k
√
Cn(α∗)

))−1

≤ p

2
. (15)
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Розв’язавши останню нерiвнiсть вiдносно xp, отримаємо:

xp ≥
ln
(

1 + kϕ(p)
√
Cn(α∗)

)
2n ln 2

, (16)

де ϕ(p) визначено в (13).
Виходячи з нерiвностей (13) та (16) можемо покласти, що

xp = max
{
x(1)
p , x(2)

p

}
, (17)

де

x(1)
p = −1

2

ln
(

1− kϕ(p)
√
Cn(α∗)

)
n ln 2

,

x(2)
p =

1

2

ln
(

1 + kϕ(p)
√
Cn(α∗)

)
n ln 2

,

k = inf
τ∈(0,0.5)

√
2e−τ (1− 2τ)−1/2 + 1√

2τ
≈ 3, 47,

ϕ(p) задано рiвнiстю (13), а Cn(α∗) визначено в (2).
Iз наведеного вище випливає, що для перевiрки гiпотези H можна викори-

стовувати наступний критерiй.
Критерiй. Для заданого рiвня значущостi p ∈ (0, 1) нульова гiпотеза H

вiдхиляється, якщо справедлива нерiвнiсть Kn > xp, де критерiй Kn задано
формулою (7), а xp визначається в (17).

Отже, нульова гiпотеза не буде вiдхилена, якщо

−xp < Kn < xp, (18)

де Kn — рiзниця мiж оцiнкою для параметра α та гiпотетичним значенням.
Нерiвнiсть (18) задає множину значень для величин α̂n, якi не приведуть

до вiдмови вiд конкретної нульової гiпотези про те, що α = α0. Ця множина
значень називається областю прийняття гiпотези для α̂n при рiвнi значущостi
p ∈ (0, 1).

5. Висновки. В роботi побудовано критерiй для перевiрки деякої гiпоте-
зи про значення параметра Хюрста, що входить показником до коварiацiйної
функцiї дробового броунiвського руху на основi методу бакстерiвських сум.
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Syniavska O. O. A criterion for testing hypothesis about the value of the Hurst
parameter of fractional Brownian motion.

In this paper the statistical hypothesis testing task about the value of the Hurst param-
eter of fractional Brownian motion {ξ(t), t ∈ (0, 1)} is considered. The estimation problem
for the Hurst parameter of a fractional Brownian motion or of Self Similarity Index plays
an important role in statistics of stochastic processes. The proposed criterion for testing
hypotheses about the value of the Hurst parameter is based on the Baxter sums method.
The applications of the Baxter sums method for stochastic processes and fields allows us
to build the strongly consistent estimators and to construct the non-asymptotic confidence
intervals without the use of classical limit theorems in many models.

We want to construct criterion for testing hypotheses about the value of the Hurst
parameter α of a fractional Brownian motion H0 : α = α0 with the alternative H1 :
α 6= α0, where α0 < 1, by using the observations of a stochastic process ξ(t) at points{

k
2n

∣∣∣∣k = 0, . . . , 2n − 1

}
, n ≥ 1. In this paper the upper estimate for variance of some

sequence of Baxter sums Sn — sums of the squares of the increments of the first order
of the Brownian motion. Then we use the difference between some Baxter statistic α̂n =
1
2

(
1− log2 Sn

n

)
and hypothetical value of parameter α0 as a criterion Kn. This statistic is

a strongly consistent estimator of the Hurst parameter α. A statistical criterion for testing
simple hypotheses about the value of the Hurst parameter for a given level of confidence
p > 0 is constructed by using Baxter statistic, the elements of theory of Orlicz space and
some inequality for quadratic forms of Gaussian random variables.

The null hypotheses is not rejected, if −xp < Kn < xp, where Kn is a statistical
criterion, xp is defined so that inequality is true P {|Kn| > xp} ≤ p. The inequality sets
the set of values for variable α̂n, which will not lead to the rejection of a specific null
hypothesis about α = α0. This set of values will be the region of acceptance for a given
level of confidence p ∈ (0, 1).

Keywords: fractional Brownian motion, Hurst parameter, Baxter sums, covariance func-
tion, criterion for testing hypotheses.
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