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ПРО ВИКОРИСТАННЯ МОДЕЛЕЙ ДИФУЗIЙНИХ ПРОЦЕСIВ
ДЛЯ ОПИСУ ДИНАМIКИ РОЗПОВСЮДЖЕННЯ IНФОРМАЦIЇ

Дифузiйний характер iнформацiйних процесiв дозволяє з успiхом використовувати
математичнi моделi процесiв проникнення для моделювання динамiки змiн у рiвнях
розповсюдження та впливу iнформацiї в цiльових групах.

В данiй роботi запропоновано пiдхiд до формалiзацiї гiбридних математичних мо-
делей динамiки розповсюдження iнформацiйних процесiв в деякiй цiльовiй (соцiаль-
нiй або регiональнiй) групi населення. Наведено математичне обґрунтування процесу
формалiзацiї розповсюдження iнформацiї на основi однорiдних моделей дифузiї. Для
пiдвищення адекватностi та достовiрностi побудованих моделей застосовуються гiбри-
днi системи, що складаються з моделей дифузiї та динамiчних моделей, якi описують
процес змiни чисельностi контингенту середовища поширення iнформацiї. Запропоно-
вана методика дозволяє моделювати та iмiтувати у часi рiвнi iнформацiйного впливу
та запам’ятовування на основi розв’язування дифузiйного рiвняння, змiна iнтервалiв
поширення в яких визначається за допомогою додаткових спiввiдношень у виглядi
системи диференцiальних рiвнянь. Розглянуто скалярний розв’язок для одновимiр-
ного подання контингенту цiльової групи. Наведено приклади застосування даного
пiдходу, проаналiзовано результати чисельних експериментiв.

Ключовi слова: iнформацiя, розповсюдження, метод аналогiй, дифузiйнi моделi,
гiбриднiсть.

1. Вступ. Сучаснi iнформацiйнi потоки представляють собою процеси, що
генерують iнформацiю, яка розрахована на конкретного споживача, має, як
правило, чiтко задану предметну або цiльову направленiсть, що визначається
областю iнтересiв людини. При цьому ступiнь сприйняття (впливу) iнформацiї
формується на основi рiвнiв запам’ятовування конкретно обраного варiанту з
декiлькох можливих i рiвноправних [1].

З iншого боку, кiлькiсть отриманої iнформацiї суттєво перевищує спожив-
чi можливостi. Рiзнi варiанти iдей та думок повиннi конкурувати за обмежену
увагу споживача, враховуючи складнi змiни в соцiальному середовищi. I, як
наслiдок, особливий iнтерес отримують методи, що дослiджують та використо-
вують моделi динамiки для опису процесiв розповсюдження iнформацiї.

Для формалiзацiї i дослiдження процесiв розвитку в часi iнформацiйного
розповсюдження та впливу на соцiум необхiдно використовувати принципово
новий iнструментарiй, який дозволить адекватно вiдображати стан динамiчної
складової процесу розповсюдження iнформацiї [2]. При цьому, розробка нових
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пiдходiв не скасовує методик використання класичних способiв аналiзу та об-
робки динамiчних процесiв, що формулюється у виглядi так званого механiсти-
чного пiдходу i грунтується на iдеї застосування методу аналогiй [3-5].

Очевидно, що з урахуванням дифузiйного характеру iнформацiйних про-
цесiв для моделювання змiн у рiвнях розповсюдження та впливу iнформацiї в
цiльових групах з успiхом можна використовувати математичнi моделi процесiв
проникнення (дифузiї) скалярного та двовимiрного вигляду [3-5].

Виходячи з того, що iснує багато варiантiв математичних моделей розпо-
всюдження iнформацiйних потокiв та їх впливу на цiльовi соцiальнi групи, в
данiй роботi детально розглянуто один з способiв формалiзацiї iнформацiйних
процесiв, в основу якого покладено застосування гiбридних моделей дифузiї.

2. Математичне обґрунтування процесу формалiзацiї розповсю-
дження iнформацiї на основi однорiдних моделей дифузiї. Для об-
ґрунтування опису процесiв iнформацiйного поширення за допомогою методу
аналогiй на основi рiвнянь дифузiйного типу скористаємось наступним пiдхо-
дом.

Будемо припускати, що розглядається динамiчна система, стани якої опису-
ються змiнними xi(t), i = 1, n, змiна яких у часi може бути описана системою
стохастичних диференцiальних рiвнянь

dxi(t) = f(x(t), t)xi(t)dt+ σi(x(t), t)xi(t)dwi(t), (1)

де (w1(t), . . . , wn(t)) – стандартний вiнеровський процес.
Пiд розв’язком рiвняння (1) будемо розумiти сукупнiсть функцiй xi(t),

i = 1, n, що задовольняють iнтегральним рiвнянням

xi(t) = x0
i +

t∫
0

f(x(τ), τ)xi(τ)dτ +

t∫
0

σi(x(τ), τ)xi(τ)dτ, (2)

де x0
i = xi(0), i = 1, n.
Вважаємо, що iснує розв’язок рiвняння (1) на довiльному скiнченому вiдрiз-

ку (0, T ). Введемо функцiю

V (s, y) = E

 T∫
s

ϕ(xs,y(τ), τ)dτ + Φ(xs,y(T ))
∣∣
xs,y(s)=y

 ,
де xs,y(τ) – розв’язок рiвняння (1) з початковою умовою xs,y(s) = y, ϕ(x, τ)
та Φ(x) – деякi функцiї, для яких вiдповiднi середнi iснують та iнтегрованi на
(0, T ).

Припустимо далi, що функцiя V (s, y) один раз неперервно диференцiйована
по s та два рази неперервно диференцiйована по змiннiй y. Тодi функцiя V (s, y)
є розв’язком дифузiйного рiвняння [3]

∂V (s, y)

∂s
+

n∑
k=1

∂V (s, y)

∂yk
fk(y, t)yk+

+1/2
n∑
k=1

σk(y, t)yk
∂2V (s, y)

∂y2
k

+ ϕ(y, t) = 0,
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V (T, y) = Φ(y). (3)

У випадку, коли функцiї fk(·), σk(·), ϕ(·) незалежнi вiд t, функцiя V (s, y) має

вигляд V (s, y) = E
∞∫
s

ϕ(xs,y(τ))dτ |xs,y(s)=y = E
∞∫
0

ϕ(x(τ))dτ |x(0)=y i не залежить

вiд змiнної s.
Рiвняння (3) перепишемо у виглядi

n∑
k=1

∂V

∂yk
fk(y)yk + 1/2

n∑
k=1

σk(y)yk
∂2V

∂y2
k

+ ϕ(y) = 0. (4)

Будемо апроксимувати розв’язок системи рiвнянь (1) розв’язком системи
рiзницевих рiвнянь вигляду

xi(k + 1) = xi(k) + (f(x(k))∆tk + σi(x(k))ηi(k))xi(k), i = 1, n, (5)

де xi(k) = xi(tk), xi(0) = x0
i , ηi(k) = wi(tk+1) − wi(tk), i = 1, n, ∆tk = tk+1 − tk,

k = 0, 1, 2, . . .
Послiдовнiсть випадкових векторiв ξk = (x1(k), . . . , xn(k))T , k = 0, 1, 2, . . .

утворює ланцюг Маркова, щiльнiсть переходу в якому p(x(k + 1)|x(k)),
k = 0, 1, 2, . . ., є гаусовою та має вигляд

p(x|x(k)) = (2π)−n/2(detΣk)
−1/2exp

{
−1/2(Σk

−1((x− ak), (x− ak)))
}
, (6)

де ak = Ex(k+1)|x(k) – умовне середнє, а Σk = E(x(k+1)−ak)(x(k+1)−ak)T |x(k)
є умовною кореляцiйною матрицею.

Позначимо через f(y) – вектор з компонентами fi(y)yi, i = 1, n. Тодi ak =
f(y)∆tk + y, Σk = (δij)i,j=1,n∆tk, δij = 0, i 6= j, δii = σ2

i (y)y2
i , i = 1, n.

Для функцiоналу I(x(·)) = E
T∫
0

ϕ(x(t))dt, введемо апроксимацiю у виглядi

IN(x(0), . . . , x(tN)) = E
N∑
k=0

ϕ(x(tk))∆tk.

Позначимо через V (N)
s (y) = E

N∑
k=s

ϕ(x(tk))∆tk|x(ts) = y. Тодi для функцiї

Vs(y) одержимо рекурентне рiвняння

V (N)
s (y) = EV

(N)
s+1 (y + f(y))∆ts + ηs) + ϕ(y)∆ts, (7)

V
(N)
N (y) = ϕ(y)∆tN ,

де ηs = (ηs(1), . . . , ηs(n))T , ηs(i) = σi(y)yi(wi(ts+1)− wi(ts)).
З врахуванням виразу (6) рiвняння (7) може бути переписане у виглядi

V (N)
s (y) =

∫
Rn

V
(N)
s+1 (x)p(x|x(s))dx+ ϕ(y)∆ts.

Виходячи з цього, будемо мати

E

N∑
k=0

ϕ(x(tk))∆tk =

∫
Rn

V
(N)

0 (x0)p(x0)dx0,
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де x0 = x(t0), p(x0) – щiльнiсть розподiлу x0.

Якщо x0 детермiнована, то E
N∑
k=0

ϕ(x(tk))∆tk = V
(N)

0 (x0).

Враховуючи рiвняння (4) й те, що V (x0) = E
∞∫
0

ϕ(x(t))dt|x(0) = x0, будемо

мати апроксимацiю
∫
Rn
V (x0)p(x0)dx0 ≈

∫
Rn
V N

0 (x0)p(x0)dx0.

Розглянемо далi одновимiрний випадок. Нехай скалярна функцiя є розв’яз-
ком рiвняння

dx(t) = (a(t) + b(t)x(t))x(t)dt+ σ(t)x(t)dw(t), x(0) = x0, (8)

де w(t) – стандартний процес Вiнера.
Будемо вважати, що x0 додатна величина. Розглянемо величину

E

(
x0(T )

x(T )
− x3

)2

= g(T ),

де x0(T ) = L− x(T ), L – деяка константа.
Введемо функцiю y(t) = x−1(t). Згiдно формули диференцiювання складної

функцiї будемо мати

dy(t) =
(a(t) + b(t)x(t))

x(t)
− σ(t)dw(t)

x(t)
+
σ2(t)

x(t)
dt =

= −(a(t) + σ2(t))

x(t)
dt+ b(t)dt− σ(t)dw(t)

x(t)
=

= −(a(t) + σ2(t))y(t)dt+ b(t)dt− σ(t)y(t)dw(t).

Таким чином, для функцiї y(t) одержимо рiвняння

dy(t) = (−a(t) + σ2(t))y(t)dt+ b(t)dt− σ(t)y(t)dw(t), y(0) = 1/x0.

Запишемо функцiю g(T ) у виглядi g(T ) = E(Ly(t) − (x0 + 1))2. Позначимо
x0 + 1 = x̃, Ly(t)− x̃ = z(t) i запишемо рiвняння для функцiї z(t):

dz(t) = Ldy(t) = (−a(t) + σ2(t))z(t)dt+ (−(a+ σ2)x̃0 + bL)dt− σ(t)z(t)dw(t)−

−σ(t)x̃0dw(t).

Далi знаходимо

dz2(t) = 2z(t)dz(t)− 1/2(σ(t)z(t) + σ(t)x̃0)2 =

= 2z2(t)(−a(t) + σ2(t))dt+ 2ãz(t)dz(t)− (σ(t)z(t) + σ(t)x̃0)dw(t)−

−1/2σ2(t)(z(t) + x̃0)2dt,

де ã = −(a+ σ2)x̃0 + bL.
Пiсля чого остаточно отримуємо

dEz2(t) = 2m2(t)(−a(t) + σ2(t)/2)dt+ 2m1(t)(ã− σ2(t)x̃0)dt− σ2(t)x̃0dt,
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де функцiя m1(t) є розв’язком рiвняння

dm1(t)

dt
= (−a+ σ2)m1(t) + ã, m1(0) = m0

1, (9)

а функцiя m2(t) – розв’язком рiвняння

dm2(t)

dt
= 2(−a+ σ2/2)m2(t) + 2m1(t)(ã− σ2x̃0)− σ2x̃0, (10)

m2(0) = (L/x0 − x̃0)2.

3. Формалiзацiя процесу розповсюдження iнформацiї на основi гi-
бридних моделей дифузiї. Наведене вище обґрунтування дозволяє пере-
йти до опису моделей динамiки процесу iнформацiйного поширення, доповню-
ючи результат моделювання врахуванням гiбридностi в пiдсумкових моделях.
Гiбриднiсть структури моделей доцiльно розглядати, зважаючи на динамiку
кiлькiсного складу цiльових груп, в рамках яких проводяться спостереження
за рiвнем розповсюдженням iнформацiї.

Позначимо через u(x, t), 0 ≤ u(x, t) ≤ 1, t ≥ 0, функцiю рiвня розповсюдже-
ння iнформацiї в межах частини x, 0 ≤ x ≤ 1, групи населення, величина якої
не перевищує наперед заданого значення A.

Будемо моделювати змiни рiвня (концентрацiї) iнформацiї в групi населен-
ня за допомогою рiвняння дифузiї [6], припускаючи, що цей процес аналогiчний
розповсюдженню деякої речовини (iнфекцiї) протягом конкретного часового пе-
рiоду t ∈ [0, T ] i може бути описаний скалярним рiвнянням

∂u

∂t
= −k(t)

∂2u

∂x2
(11)

з початковою умовою u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1, та крайовими умовами u(0, t) =
u0 ≥ 0, u(1, t) = 0, t ∈ [0, T ], де k(t) – коефiцiєнт, що характеризує швидкiсть
проникнення iнформацiї (аналог коефiцiєнта дифузiї).

Вважаємо, що контингент цiльової групи населення формується з 3-х пiд-
груп по вiдношенню до сприйняття iнформацiї. Видiляємо частину населення,
сприйнятливого до впливу iнформацiї y1(t), частину тих, що вже знаходяться
пiд впливом iнформацiї y2(t), i частину байдужих до iнформацiйного впливу
y3(t). Тодi за допомогою моделi Бейлi поширення iнформацiї вигляду

ẏ1(t) = −y1(t)y2(t),
ẏ2(t) = y1(t)y2(t)− y2(t),

ẏ3(t) = y2(t),
(12)

з початковими умовами y1(0) = y0
1; y2(0) = y0

2; y3(0) = y0
3, де y1(t) – частка

населення, яка є сприйнятливою до iнформацiйного впливу, y2(t) – частка вже
охоплених iнформацiєю, y3(t) – частка несприйнятливих до впливу, t ≥ 0, а
величини швидкостей вилiковування та захворювання вважаються рiвними 1,
y1(t)+y2(t)+y3(t) = 1, t ≥ 0, можна записати систему диференцiальних рiвнянь,
якi описують процес iнформацiйного поширення в цiльовiй групi населення. Її
розв’язки, вiдповiдно, визначають динамiку величин окремих пiдгруп.
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При таких припущеннях максимальне граничне значення частини населен-
ня, що вiдчуває вплив iнформацiї, xΓ, 0 ≤ xΓ(t) ≤ 1, буде залежати вiд часу,
тобто маємо 0 ≤ x ≤ xΓ(t), xΓ(t) = y1(t) + y2(t), де y1(t), y2(t) – компоненти
розв’язку системи (12). При цьому, коефiцiєнт проникнення iнформацiї k(t) бу-
де пропорцiйним швидкостi змiни частини населення, яке вважається сприйня-
тливим до впливу зовнiшньої iнформацiї, тобто

k(t) = µẋΓ(t), µ > 0. (13)

Враховуючи акумулятивний характер процесу розповсюдження iнформацiї
у соцiумi, будемо шукати частинний розв’язок дифузiйного рiвняння (11) у ви-
глядi

u(x, t) =

x∫
0

X(ξ)dξ + at, (14)

де параметр a впливу за часом для кожного моменту часу t вважатимемо про-
порцiйним швидкостi змiни величини xΓ(t), тобто a = αẋΓ(t), α > 0.

З урахуванням зроблених припущень перепишемо крайовi умови моделi (2.11)
у виглядi u′x(0, t) = α/µxΓ(t), u′x(x, t) = 0, xΓ(t) ≤ x ≤ 1, t ∈ [0, T ].

Зрозумiло, що у такiй постановцi дифузiйне рiвняння (11) має особливий
розв’язок, який може бути отриманий за умови xΓ(t) = c, c – деяка константа,
c ∈ [0, 1]. Iншими словами, за наявностi стацiонарного процесу в динамiцi вели-
чини контингенту, що пiдпадає пiд iнформацiйний вплив, рiвень розповсюдже-
ння iнформацiї в групi залишається постiйним. Даний розв’язок є тривiальним.

Припустимо, що ẋΓ(t) 6= 0. Тодi у кожний момент часу t ∈ [0, T ] дифузiйне
рiвняння має частинний розв’язок вигляду (14), для знаходження якого необ-
хiдно розв’язати звичайне диференцiальне рiвняння першого порядку

dX(x)

dx
= −α

µ
, (15)

з початковою умовою на кiнцi iнтервалу X(xΓ(t)) = 0, розв’язком якого буде
функцiя X(x) = α(xΓ(t) − x)/µ, 0 ≤ x ≤ xΓ(t) [7]. При цьому, отримуємо ве-
личину X(0) = α/µxΓ(t), що вiдповiдає першiй граничнiй умовi дифузiйного
рiвняння.

Таким чином, остаточно, для довiльних α > 0 та µ > 0 рiвняння (11) має
розв’язок вигляду

u(x, t) = α (x/µ(xΓ(t)− x/2) + ẋΓ(t)t) , (16)

який в будь-який моменту часу t ∈ [0, T ] визначає рiвень розподiлу iнформацiї
в межах пiдгрупи 0 ≤ x ≤ xΓ(t), розмiр якої становить частку xΓ(t) вiд загаль-
ної кiлькостi A учасникiв групи, що розраховується за допомогою розв’язкiв
системи (12) (пiд значеннями xΓ(t), ẋΓ(t) розумiємо миттєвi значення величини
xΓ(t) = y1(t) + y2(t) та її швидкостi, якi отримуються з (12) у момент часу t).

Цей розв’язок може бути узагальнений. З початкових умов системи (12) ви-
пливає, що xΓ(0) = 1. Це дозволяє переписати вигляд розв’язку u(x, t) з ураху-
ванням початкової умови u(x, 0), 0 ≤ x ≤ 1 дифузiйного рiвняння (11). Дiйсно,
якщо розглядати функцiю

u(x, t) = α (x/µ(xΓ(t)− x/2) + ẋΓ(t)t) (1− xΓ(t)) , (17)
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то вона задовольняє рiвнянню (11) та початковим i крайовим умовам, що до-
зволяє розглядати її як загальний розв’язок дифузiйного рiвняння.

На рис.1 наведений приклад просторово-часового розподiлу рiвнiв сприйнят-
тя iнформацiї в групi населення, котрий розрахований на основi гiбридної моде-
лi (11), (12), отриманої за допомогою рiвняння дифузiї та використання системи
диференцiальних рiвнянь моделi Бейлi (12).

Рис. 1. Розподiл рiвнiв сприйняття iнформацiї в групi з плином часу
(коефiцiєнти пропорцiйностi α = 0.001, µ = 0.5).

4. Висновки за результатами дослiджень. У данiй роботi запропонова-
но пiдхiд до побудови гiбридних математичних моделей динамiки розповсюдже-
ння iнформацiйних процесiв у цiльовiй групi населення. В основу формалiзацiї
покладено iдею застосування гiбридних моделей, якi складаються з рiвняння
дифузiї (проникнення) i динамiчних моделей, що описують процеси змiни чи-
сельностi контингенту середовища поширення iнформацiї.

Запропонована методика дозволяє обчислювати рiвнi впливу та запам’ято-
вування iнформацiї на основi розв’язкiв дифузiйного рiвняння, змiна iнтервалiв
розповсюдження в яких моделюється за допомогою додаткових спiввiдношень
у виглядi диференцiальних рiвнянь. Розглянуто скалярний розв’язок для одно-
вимiрного подання контингенту групи.

Наведено приклади чисельних експериментiв по оцiнцi рiвня впливу на осно-
вi застосування даного пiдходу, проаналiзовано їх результати. Порiвняльний
аналiз з модельними даними дозволяє стверджувати про адекватностi отрима-
них моделей реальним процесам змiни сприйняття iнформацiї в межах конкре-
тно заданих груп населення.

Список використаної лiтератури
1. Кастлер Г. Возникновение биологической организации. Москва: Мир, 1967. 88 c.
2. Брайчевский С. М., Ландэ Д. В. Современные информационные потоки: актуальная про-

блематика. Научно-техническая информация. 2005. Сер. 1, Вып. 11. С. 21–33.
3. Гихман И. И., Скороход А. В. Стохастические дифференциальные уравнения и их при-

ложения. Киев: Наукова думка, 1982. 612 с.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



ПРО ВИКОРИСТАННЯ МОДЕЛЕЙ ДИФУЗIЙНИХ ПРОЦЕСIВ . . . 93

4. Ивохин Е. В., Науменко Ю. А. О формализации процессов распространения информации
на основе гибридных моделей диффузии. Проблемы управления и информатики. 2018.
№ 4. С. 121–128.

5. Iвохiн Є. В., Аджубей Л. Т., Гавриленко О. В. Про деякi математичнi моделi формалiзацiї
соцiо-iнформацiйних потокiв. Вiсник КНУ iменi Тараса Шевченка. 2017. Серiя ФМН, № 2.
С. 70–73.

6. Араманович И. Г., Левин В. И. Уравнения математической физики. Москва: Наука, 1969.
288 с.

7. Фихтенгольц Г. М. Курс дифференциального и интегрального исчисления. Москва: Фи-
зматлит, 2003. Т. 3. 728 с.

Ivohin E. V., Adzhubey L. T. About the use of diffusion process models for
description of information extension dynamics.

The diffusion nature of information processes allows us to successfully use the mathe-
matical models of penetration processes to model the dynamics of changes in distribution
levels and the impact of information in target groups.

In this paper an approach is proposed to formalize hybrid mathematical models of the
dynamics of the dissemination of information processes in a target (social or regional)
population group. The mathematical substantiation of the process of formalization of in-
formation dissemination on the basis of homogeneous diffusion models is given. Hybrid
systems consisting of diffusion models and dynamic models that describe the process of
changing the environment size of the information dissemination are used to increase the
adequacy and reliability of the constructed models. The proposed technique allows to for-
malize and to simulate in time levels of information influence and memory on the basis of
solution of a diffusion equation, the change of distribution intervals in which is determined
by additional correlations in the form of a system of differential equations. The scalar
solution for one-dimensional representation of the contingent of the target group is consid-
ered. Examples of application of this approach is given, results of numerical experiments
are analyzed.

Keywords: information, distribution, analogue method, diffusion model, hybridity.
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