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ФУНДАМЕНТАЛЬНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ПАРАБОЛIЧНОГО
ПСЕВДОДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ ВИЩОГО
ПОРЯДКУ

Розглянуто задачу Кошi для параболiчного псевдодиференцiального рiвняння
вищого порядку по t зi змiнним символом. Для такої задачi методом Е. Левi побудо-
вано фундаментальну систему розв’язкiв та вивчено її властивостi.

The problem of Cauchy is considered for parabolic pseudodifferential equation of
higher order for t with variable character. For such problem by the method of E. Levi the
fundamental system of solution is constructed and its properties are studied.

Дослiдження параболiчного псевдодиференцiального рiвняння з сталим од-
норiдним символом було розпочато С.Д. Ейдельманом i Я.М. Дрiнем в [1]. Для
такого символа фундаментальний розв’язок задачi Кошi вираховується за до-
помогою перетворення Фур’є. М.В. Федорюком у працi [2] була знайдена то-
чна асимптотика фундаментального розв’язку при |x| → ∞, яка виявилася не
експоненцiальною, як для диференцiальних рiвнянь параболiчного типу [3], а
степеневою. Для побудови фундаментального розв’язку задачi Кошi у загаль-
ному випадку змiнного символа були зробленi спроби використати класичний
метод Е. Левi. Першi результати в цьому напрямку отриманi в працях С.Д. Ей-
дельмана i Я.М. Дрiня [4], де побудований параметрикс – фундаментальний
розв’язок задачi Кошi для рiвняння з "замороженими"коефiцiєнтами i доведена
розв’язнiсть iнтегрального рiвняння, яке визначає фундаментальний розв’язок.
У 1988 роцi вийшла праця А.Н. Кочубея [5], яка присвячена побудовi i до-
слiдженню фундаментального розв’язку задачi Кошi, де псевдодиференцiальнi
оператори трактуються як гiперсингулярнi iнтеграли.

У шарi ΠT = {(t, x)|t ∈ (0, T ], x ∈ Rn} розглядається рiвняння довiльного
порядку

L(t, x, A,Dt)u(t, x) ≡
∂mu(t, x)

∂tm
− Au(t, x) = 0 (1)

з початковими умовами

∂j−1u(t, x)

∂tj−1

∣∣∣∣
t=0

= φj(x), j = 1,m, (2)

тут

Au(t, x) = F−1
σ→x

( ∑
k0γ+ν=mγ

Pνk0(t, x, σ)
dk0V

dtk0

)
, V (t, σ) = Fx→σu(t, x),

σ ∈ Rn, γ ≥ 1, k0 < m, {φj(x)}mj=1 – вiдомi функцiї, що допускають перетворення
Фур’є.

Метою даної роботи є побудова фундаментальної системи розв’язкiв (ф.с.р.)
Γ(t, x, τ, ξ) = {Γj(t, x, τ, ξ)}mj=1

L(t, x, A,Dt)Γj(t, x, τ, ξ) = 0, (3)
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Γj(t, x, τ, ξ)|t=τ = 0,

...

∂j−2Γj(t,x,τ,ξ)

∂tj−2 |t=τ = 0,

∂j−1Γj(t,x,τ,ξ)

∂tj−1 |t=τ = δ(x− ξ),

∂jΓj(t,x,τ,ξ)

∂tj
|t=τ = 0,

...

∂m−1Γj(t,x,τ,ξ)

∂tm−1 |t=0 = 0,

(4)

δ(t) – дельта функцiя Дiрака.
Функцiї Γj(t, x, τ, ξ) можуть бути побудованi по методу Е. Левi, який полягає

в тому, що вони шукаються у виглядi суми двох доданкiв: головного доданку,
який має потрiбну особливiсть при t = τ , x = ξ, i деякого додаткового доданку.

В якостi головного доданка вибираються функцiї Zj(t−τ, x−ξ, ξ, τ) – компо-
ненти ф.с.р. рiвняння (1), в яке входить псевдодиференцiальна операцiя (п.д.о.)
з символами Pνk0(τ, ξ, σ), зафiксованi в точцi (τ, ξ). Другий доданок шукається
у виглядi iнтегрального оператора з ядром Zj, щiльнiсть якого визначається з
iнтегрального рiвняння.

Нехай символи Pνk0(t, x, σ) задовольняють умовам:
1) рiвномiрно по (t, x) символи Pνk0(t, x, σ) однорiднi по аргументу σ степеня

ν, тобто виконується спiввiдношення Pνk0(t, x, µσ) = µνPνk0(t, x, σ), µ > 0.
2) Pνk0(t, x, σ) мають N неперервних похiдних по σ при σ ̸= 0, причому

|Dx
σPνk0(t, x, σ)| ≤ CN |σ|γ−|χ|,

|Dx
σ[Pνk0(t, x, σ)− Pνk0(τ, y, σ)]| ≤ CN

(
|t− τ |

λ
γ + |x+ y|λ

)
|σ|γ−|χ|,

для всiх |χ| ≤ N , σ, x, y ∈ Rn, (σ ̸= 0), t, τ ∈ [0, T ], (λ ∈ (0, 1) – константа).

Означення 1. Рiвняння (1) будемо називати рiвномiрно параболiчним в
областi ΠT , якщо для довiльної точки (t, x) дiйснi частини λ - коренiв рiвняння

λm −
∑

k0γ+ν=mγ

Pνk0(t, x, σ)λ
k0 = 0 (5)

задовольняють нерiвнiсть

Reλj(t, x, σ) ≤ −a0|σ|γ,

a0 > 0, σ ∈ Rn, j = 1,m.

Спочатку побудуємо функцiї Zj(t−τ, x−ξ, τ, ξ). Зафiксуємо символ Pνk0(t, x, σ)
в точцi t = β, x = p i розглянемо задачу про знаходження обмеженого розв’язку
псевдодиференцiального рiвняння (п. д. р.) зi сталим символом

L(β, p, A,Dt)u(t, x) = 0 (6)

i початковими умовами (4). В образах Фур’є задача (6), (2) набуде вигляду

dmv(t, σ)

dtm
=

∑
k0γ+ν=mγ

Pνk0(β, p, σ)
dk0v(t, σ)

dtk0
, (7)
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dj−1v(t, σ)

dtj−1

∣∣∣∣
t=0

= φ̃j(σ), j = 1,m, (8)

а її розв’язком є функцiя

v(t, σ) =
m∑
j=1

Kj(β, p, t, σ)φ̃j(σ),

де φ̃j(σ) ≡ Fx→σ(φj(x)) =
1

(2π)n

∫
Rn
e−i(σ,x)φ(ξ)dξ, при цьому необхiдно припускати,

що перетворення Фур’є функцiй u(t, x) i φj(x) iснує. Отже,

u(t, x) =
m∑
j=1

∫
Rn

 1

(2π)n

∫
Rn

e−i(x−ξ,σ)Kj(β, p, t, σ)dσ

φj(ξ)dξ.

Позначимо

Zj(t− τ, x− ξ, β, p) =
1

(2π)n

∫
Rn

e−i(x−ξ,σ)Kj(β, p, t, σ)dσ. (9)

Функцiї Kj(β, p, t, σ) є розв’язками задачi Кошi

dmKj

dtm
=

∑
k0γ+ν=mγ

Pνk0(β, p, σ)
dk0Kj

dtk0
,

dl−1Kj

dtl−1

∣∣∣∣
t=0

= δl,j,

де δl,j =
{

0, l ̸= j,
1, l = j.

Теорема 1. Нехай коефiцiєнти рiвняння (7) Pνk0(β, p, σ) мають N непе-
рервних похiдних по σ при σ ̸= 0 та виконуються умови 1), 2), тодi коренi
характеристичного рiвняння (5) є однорiдними функцiями аргументу σ сте-
пеня γ i для їх похiдних справедлива нерiвнiсть

|Dl
σλj(β, p, σ)| ≤ CN |σ|γ−|l|, j = 1,m, (10)

де CN не залежить вiд β, p.

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1, тодi для функцiй
{Kj(β, p, t, σ)}mj=1 справедливi такi зображення

Kj(β, p, t, σ) =
tj−1

(j − 1)!
+

tj−1

(j + 1)!

W̃ ∗
j (β, p, t

1
γ σ)

W (β, p, t
1
γ σ)

, (11)

у випадку j < m, та при j = m

Km(β, p, t, σ) =
tm−1

(m− 1)!
+
tm−1

(m)!

W̃m(β, p, t
1
γ σ)

W (β, p, t
1
γ σ)

+
tm−1

(m+ 1)!

W̃ ∗
m(β, p, t

1
γ σ)

W (β, p, t
1
γ σ)

, (12)
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де введено такi позначення

W̃ ∗
m(β, p, t

1
γ σ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ... 1

λ1(β, p, t
1
γ σ) ... λm(β, p, t

1
γ σ)

... ... ...

λj−2
1 (β, p, t

1
γ σ) ... λj−2

m (β, p, t
1
γ σ)

λj+1
1 (β, p, t

1
γ σ)h1,j+1(λ1) ... λj+1

m (β, p, t
1
γ σ)hm,j+1(λm)

λj1(β, p, t
1
γ σ) ... λjm(β, p, t

1
γ σ)

... ... ...

λm−1
1 (β, p, t

1
γ σ) ... λm−1

m (β, p, t
1
γ σ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

W̃ (β, p, t
1
γ σ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 ... 1

λ1(β, p, t
1
γ σ) λ2(β, p, t

1
γ σ) ... λm(β, p, t

1
γ σ)

... ... ... ...

λm−2
1 (β, p, t

1
γ σ) λm−2

2 (β, p, t
1
γ σ) ... λm−2

m (β, p, t
1
γ σ)

λm1 (β, p, t
1
γ σ) λm2 (β, p, t

1
γ σ) ... λmm(β, p, t

1
γ σ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

W (β, p, t
1
γ σ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ... 1

λ1(β, p, t
1
γ σ) ... λm(β, p, t

1
γ σ)

... ... ...

λm−1
1 (β, p, t

1
γ σ) ... λm−1

m (β, p, t
1
γ σ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

hl,j(al) = j!a−jl

(
eal − 1− al −

a2l
2!

− ...− aj−1
l

(j − 1)!

)
.

Нехай виконуються умови 1), 2) з k0γ + ν = mγ, N ≥ 2n + [γ] + 1, то для
функцiй {Zj(t, x, β, p)}mj=1 справджуються оцiнки рiвномiрно по параметрам β,
p

|Zj(t, x, β, p)| ≤ C
tj

(t
1
γ + |x|)n+γ

, (13)

|Dk0
t Zj(t, x, β, p)| ≤ C

tj−1

(t
1
γ + |x|)n+γk0

, k0 ≥ 1, (14)

|Zj(t, x, β, p1)− Zj(t, x, β, p2)| ≤ C · |p1 − p2|λ
tj

(t
1
γ + |x|)n+γ

, (15)∣∣∣∣ ∂k0∂tk0
Zj(t, x, β, p1)−

∂k0

∂tk0
Zj(t, x, β, p2)

∣∣∣∣ ≤ C · |p1 − p2|λ
tj−1

(t
1
γ + |x|)n+2γk0

. (16)

Розглянемо задачу Кошi (1)–(2). Будемо припускати, що функцiї {φj}mi=1 не-
перервнi i обмеженi. Пiд розв’язком задачi (1)–(2) будемо розумiти обмежену
функцiю u(t, x), неперервну на Rn× [0, T ] за сукупнiстю змiнних, яка задоволь-
няє рiвняння (1) i початковi умови (2).

Теорема 3. Розв’язок задачi Кошi (1)–(2) iснує i записується у виглядi

u(t, x) =
m∑
j=1

∫
Rn

Γj(t, x, 0, ξ)φj(ξ)dξ, (17)
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де ф.с.р. {Γj(t, x, τ, ξ)}mj=1, x, ξ ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ T має вигляд

Γj(t, x, τ, ξ) = Zj(t, x, τ, ξ) +Wj(t, x, τ, ξ), (18)

|Wj(t, x, τ, ξ)| ≤ C
t
γj+λ

γ

(t
1
γ + |x|)n+γ

, (19)

а для Zj мають мiсце оцiнки (13)–(16).

Доведення. У вiдповiдностi з звичайною схемою методу Левi, компоненти
фундаментальної системи розв’язкiв задачi Кошi шукаються у виглядi (18), де

Wj(t, x, τ, ξ) =

t∫
τ

dµ

∫
Rn

Zj(t− µ, x− η, µ, η)Φj(µ, η, τ, ξ)dη,

а функцiї Φj визначаються iз iнтегрального рiвняння

Φj(t, x, τ, ξ) = Pj(t, x, τ, ξ) +

t∫
τ

dµ

∫
Rn

Pj(t, x, µ, η)Φj(µ, η, τ, ξ)dη, (19)

у якому

Pj(t, x, τ, ξ) =
1

(2π)n

∫
Rn

∑
k0γ+ν=mγ

[Pνk0(τ, ξ, σ)−

−Pνk0(t, x, σ)] ei(x−ξ)σ
dk0

dtk0
Kj(τ, ξ, t, σ)dσ.

Згiдно теореми 1 отримуємо

|Pj(t, x, τ, ξ)| ≤ c
(
(t− τ)

1
γ + |x− ξ|

)−n−γ−λ
.

Таким чином, iнтегральне рiвняння (19) може бути розв’язане i дослiджене
за допомогою методики, наведеної при доведеннi теореми 1 у [6].
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