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ПРО МАТЕМАТИЧНI МОДЕЛI ДЕЯКИХ НЕЛIНIЙНИХ
ПРОЦЕСIВ ТА ЇХ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ

In this paper was cited some nonlinear functional equations which are mathematical models of real
physical processes.

В роботi наведенi та розв’язанi деякi нелiнiйнi функцiональнi рiвняння, якi є математичними
моделями реальних фiзичних процесiв.

Одним з основних методiв дослiдження багатьох складних явищ i процесiв у
фiзицi, хiмiї, бiологiї, економiцi та екологiї є математичне моделювання. Ефе-
ктивним математичним описом багатьох задач часто служать нелiнiйнi фун-
кцiональнi рiвняння: системи нелiнiйних скалярних рiвнянь, диференцiальнi,
iнтегральнi та iнтегро-диференцiальнi рiвняння.

Важливим моментом при виборi тих або iнших видiв рiвнянь чи iнших мате-
матичних залежностей є пошук вдалої метематичної моделi, яка би вiдображала
реальне явище i разом з тим яку можна було б дослiдити та отримати чисельний
результат. Наприклад, звичайнi диференцiальнi рiвняння чи рiвняння з частин-
ними похiдними стали традицiйними математичними моделями для багатьох
фiзичних та ряду iнших явищ, а iнтегральнi рiвняння в якостi математичних
моделей реальних процесiв почали застосовуватися пiзнiше диференцiальних,
причому загальних рекомендацiй для їх застосування iснує значно менше. В
бiльшостi випадкiв, для побудови таких моделей служать вiдповiднi загальнi
фiзичнi закони. Зокрема, застосування вiдомих законiв збереження маси, iм-
пульсу i енергiї приводять до моделей конкретних явищ i процесiв у виглядi
iнтегральних рiвнянь. Використання вказаних моделей має ряд переваг: вони
не мiстять похiдних вiд функцiй i тим самим не накладають обмежень на їх
гладкiсть, крiм цього такi моделi допускають iснування розривних розв’язкiв.
Важливе значення iнтегральних рiвнянь в розв’язуваннi задач дослiдження рi-
зного роду полiв i середовищ, задач електродинамiки та моделювання динамi-
чних об’єктiв i систем.

Наведемо декiлька прикладiв, якi iлюструють застосування нелiнiйних фун-
кцiональних рiвнянь для моделювання фiзичних процесiв. Розглянемо модель-
ний приклад детонацiї твердої вибухової речовини [1].

Рiвняння енергiї, якому задовольняє розподiл температури при детонацiї
твердої вибухової речовини може бути записане у виглядi рiвняння

d2θ

dt2
+

2

t

dθ

dt
+ α · e

θ

1+ θ
γ = 0. (1)

Воно доповнюється крайовими умовами для t = 0 i t = 1

dθ(0)

dt
= 0, Nnuθ(1) +

dθ(1)

dt
= 0, (2)

де Nnu – число Нуссельта.
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Для розв’язання (1), (2) застосуємо метод iнтегральних рiвнянь [1], який
полягає в замiнi крайової задачi еквiвалентним їй iнтегральним рiвнянням. Для
побудови такого рiвняння використовують функцiю Грiна, яка породжується
лiнiйною частиною рiвняння (1) та крайовими умовами (2). Дана функцiя має
вигляд

G(t, ξ) =


1

ξ
− 1 +

1

Nnu

, t < ξ,

1

t
− 1 +

1

Nnu

, t > ξ,

а розв’язування крайової задачi (1), (2) зводиться до розв’язування нелiнiйного
iнтегрального рiвняння

θ(t) =

1∫
0

G(t, ξ)αξ2e
γθ
γ+θ dξ. (3)

Розглянемо випадок, коли Nnu = 1; α = 1; γ = 0, 1. Тодi задача (1), (2) та
функцiя Грiна G(t, ξ) вiдповiдно будуть мати вигляд
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(4)

G(t, ξ) =


1

ξ
, t < ξ,

1

t
, t > ξ.

(5)

Замiнюючи iнтеграл у правiй частинi рiвняння (3) при вказаних значеннях
параметрiв Nnu, α, γ його наближеним значенням за формулою Сiмпсона з
числом вузлiв n = 4, будемо мати для значень розв’язкiв θ(ti) = θi у вузлах
ti = 0, 25i, i = 1, 4 наступну систему нелiнiйних скалярних рiвнянь
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(6)

Для розв’язування системи (6) використано εs-алгоритм [2] та, з точ-
нiстю η = 0, 0001 за нев’язкою, отримано один розв’язок: θ1 = 0, 54270,
θ2 = 0, 49737, θ3 = 0, 45206, θ4 = 0, 36158.

Системи нелiнiйних скалярних рiвнянь безпосередньо можуть служити мате-
матичними моделями реальних природничих процесiв. Серед них iснує клас
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задач з параметрами, де є функцiональна залежнiсть фiзичних величин вiд на-
бору параметрiв. В залежностi вiд значень параметрiв вони будуть визначати
певний конкретний стан фiзичного процесу. Результатом обчислення математи-
чної моделi будуть множини розв’язкiв, якi вiдповiдатимуть множинам значень
параметрiв. Розглянемо систему нелiнiйних скалярних рiвнянь [3], в якiй фiгу-
рують три множини параметрiв. Наступна система визначає швидкостi рiзних
стадiй хiмiчної реакцiї:

r1 = 1− x1 − k1x1x6 + kr1x4,
r2 = 1− x2 − k2x2x6 + kr2x5,
r3 = −x3 + 2k3x4x5,
r4 = k1x1x6 − kr1x4 − k3x4x5,
r5 = 1, 5(k2x2x6 − kr2x5)− k3x4x5,
r6 = 1− x4 − x5 − x6,

(7)

де k1, kr1, k2, kr2, k3 — визначенi коефiцiєнти швидкостi реакцiї (параметри),
x1, . . . , x6 — число молiв компонентiв, якi приймають участь у хiмiчнiй реакцii,
a r1, . . . , r6 — швидкостi реакцiї.

У стацiонарному станi швидкостi стадiй хiмiчного процесу досягають
рiвноважного стану, тобто змiна їх ri рiвна нулю (i = 1, 6). Вико-

ристовуючи εs-алгоритм [2] було знайдено всi iзольованi розв’язки системи (7)
при ri = 0, i = 1, 6 для трьох рiзних множин коефiцiєнтiв швидкостi реакцiї
(таблиця 1).

Таблиця 1

Множини параметрiв
Параметр Множина 1 Множина 2 Множина 3

k1 31,24 17,721 17,721
kr1 2,062 3,483 6,966
k2 0,272 0,118 0,118
kr2 0,02 0,033 333,333
k3 303,03 505,051 505,051

Отриманi розв’язки для кожної множини параметрiв наведенi у таблицi 2.
Таблиця 2

Наближенi розв’язки системи нелiнiйних скалярних рiвнянь (7)
Множина 1 Множина 2 Множина 3

i 1 2 1 2 1 2
x1 0,973898 1,030740 0,971359 1,051102 0,978726 -0,170347
x2 0,982821 1,020285 0,980375 1,033431 0,986220 0,219778
x3 0,052169 -0,060063 0,057867 -0,100286 0,042464 2,340585
x4 0,935638 -0,000099 0,830269 -0,000099 0,712534 -1,062925
x5 0,000092 1,001060 0,0000069 1,002861 0,000059 -0,002180
x6 0,06427 -0,000961 0,169662 -0,002762 0,287407 2,065105
η 0,000316 0,000814 0,000582 0,000960 0,000564 0,000068
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Хоч при кожнiй, з наведених в таблицi 2, множинi параметрiв система (7) має
два розв’язки, проте фiзичний змiст має тiльки перший, оскiльки допустимими
є розв’язки, у яких xi ≥ 0, i = 1, 6.

До розв’язування систем нелiнiйних склярних рiвнянь також приводить за-
дача теоретичного визначення рiвноважного складу сумiшi реагуючих газiв, яка
часто зутрiчається у рiзних областях технiки. Одна з таких задач описана в [1].
Нехай нагрiвається один моль CO2 при сталому тиску 10 атм. Потрiбно знайти
рiвноважнi складовi в iнтервалi температур вiд 1000 до 6000 K в припущеннi,
що рiвноважний склад мiстить CO2, CO та O2. Виходячи з умови запишемо
рiвняння

CO2 → αCO2 + βCO + γO2,

де в лiвiй частинi вказано початковий стан, а в правiй — хiмiчний склад при
рiвновазi. Шуканi параметри α, β, γ — числа молiв компонентiв. З останнього
рiвняння, враховуючи баланс елементiв C i O, отримаємо спiввiдношення

α + β = 1,
2α + β + 2γ = 2.

(8)

Опишемо спосiб, який дозволяє отримати ще одне рiвняння для визначення
трьох невiдомих величин α, β, γ, використовуючи закон дiючих мас.

В загальному виглядi рiвняння хiмiчної реакцiї записується за допомогою
стехiометричної формули [4]:

v1A1 + v2A2 + · · · ↔ v′1A
′
1 + v′2A

′
2 + · · · ,

де vi, v′i, i = 1, 2, . . .— стехiометричнi коефiцiєнти вiдповiдно вихiдних i кiнцевих
речовин, Ai, A′

i, i = 1, 2, . . .— вихiднi i кiнцевi речовини. Запишемо закон дiючих
мас ∏

i

pvii = Kp,

де Kp — константа хiмiчної рiвноваги, виражена через парцiальнi тиски реаген-
тiв в iдеальнiй газовiй сумiшi i є функцiєю тiльки температури Kp(T ). Викори-
стаємо формулу для константи рiвноваги

Kp =
nv1A1

· nv2A2
· · ·

n
v′1
A′

1
· nv

′
2

A′
2
· · ·

 p∑
i

ni

∆n

, (9)

де nAi та nA′
i
, i = 1, 2, . . . — число молiв вiдповiдно вихiдних i кiнцевих речовин,

vi, v′i, i = 1, 2, . . . — стехiометричнi коефiцiєнти вiдповiдно вихiдних i кiнцевих
речовин, p— тиск, ni, i = 1, 2, . . .— число молiв реагента у станi рiвноваги, ∆n =
v1 + v2 ++ · · · − v′1 + v′2 − · · · — змiна числа молiв реагентiв за стехiометричним
рiвнянням.

Розглянемо рiвняння хiмiчної реакцiї

CO2 � CO +
1

2
O2 (10)
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i використаємо для нього формулу (9). В нашому випадку n
v′1
A′

1
= β, nv

′
2

A′
2
= γ

1
2 ,

nv1A1
= α,

3∑
i=1

ni = α+β+ γ, а ∆n = 1+
1

2
− 1 =

1

2
. Тодi, згiдно (9), для реакцiї

(10) справедлива формула

β
√
γ

α

√
p

√
α + β + γ

= Kp,

або
β2γp−K2

pα
2(α + β + γ) = 0. (11)

Для визначення α, β, γ при заданiй температурi, враховуючи рiвняння (8)
та (11), одежимо систему нелiнiйних скалярних рiвнянь:

α+ β − 1 = 0,
2α + β + 2γ − 2 = 0,
β2γp−K2

pα
2(α + β + γ) = 0.

В роботi [5] наведено розвязки даної СНСР, отриманi використовуючи εs-алго-
ритм, при рiзних значеннях Kp.

Описанi приклади iлюструють можливiсть ефективного застосування нелi-
нiйних функцiональних рiвнянь при вивченнi багатьох складних природничих
явищ та процесiв.
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