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ПРО ВЛАСТИВОСТI ПРОЦЕСIВ НАКОПИЧЕННЯ,
ПОРОДЖЕНИХ СУБГАУССОВИМИ ПРОЦЕСАМИ
ОРНШТЕЙНА-УЛЕНБЕКА

The properties of continuous queue filled by cumulative process created by generalized sub-Gaussian
Ornstein-Uhlenbeck process are studied. The distributions of certain functionals of the cumulative
stochastic process are obtained.

Дослiджуються властивостi неперевної черги, породженої процесом накопичення, утвореним
узагальненим субгауссовим процесом Орнштейна-Уленбека. Отримано оцiнки розподiлiв пев-
них функцiоналiв вiд вiдповiдного стохастичного процесу.

Вступ. Робота продовжує цикл статей iз вивчення черг, утворених стохасти-
чними процесами з φ-субгауссовими приростами (див., зокрема, [2,4,6,7]). Кла-
си V (φ, ψ) процесiв iз такими приростами є загальними класами випадкових
процесiв. Зокрема, у частковому випадку вони мiстять i гауссовi. Тобто, вивча-
ючи властивостi цих класiв, можна отримувати новi результати як для вiдомих
випадкових процесiв, так i для їх узагальнень. Зокрема, у данiй роботi ми засто-
суємо результати з [7] до процесу накопичення неперервної черги, породженої
узагальненим процесом Орнштейна-Уленбека з класу V (φ, ψ).

Поведiнка вiдповiдної черги вивчатимемо через оцiнювання розподiлу пев-
них екстремальних функцiоналiв вiд приростiв випадкового процесу {X(t), t ∈
T} з класу V (φ, ψ), зокрема

sup
s≤t;s,t∈B

(
X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))

)
, inf

s≤t;s,t∈B

(
X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))

)
,

де f(t) – деяка неперервна функцiя. Отриманi оцiнки є корисними для дослi-
дження розподiлу максимальної довжини черги чи ймовiрностi переповнення
чергою буфера. Функцiю f трактуватимемо при цьому як iнтенсивнiсть обслу-
говування черги (див., наприклад, [1]).

Робота складається iз двох роздiлiв. У першому згадуються деякi необхiднi
поняття та теореми з теорiї φ-субгауссових випадкових величин та процесiв. У
другому роздiлi наведено приклад застосування отриманих оцiнок до субгаус-
сових процесiв, якi, зокрема, мають мiсце для процесiв дробового броунiвського
руху.

1. Випадковi процеси з класiв V (φ, ψ) Нехай {Ω,B,P} – стандартний
iмовiрнiсний простiр, T – деяка параметрична множина.

Означення 1. [3] Функцiю U = {U(x), x ∈ R} є N-функцiєю Орлiча, якщо
U – неперервна парна опукла функцiя така, що U(0) = 0, U(x) монотонно
зростає при x > 0, U(x)

x
→ 0 при x→ 0 та U(x)

x
→ ∞ при x→ ∞.

Будемо казати, що для N -функцiї φ виконується умова Q, якщо

lim inf
x→0

φ(x)

x2
= c > 0. (1)
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Означення 2. N-функцiя φ1 пiдпорядкована N-функцiї φ2 (φ1 ≺ φ2), якщо
iснують певнi сталi c > 0 та x0 > 0 такi, що для x > x0 має мiсце нерiвнiсть
φ1(x) < φ2(cx). N-функцiї φ1 та φ2 еквiвалентнi, якщо φ1 ≺ φ2 та φ2 ≺ φ1.

Означення 3. [3] Нехай φ – N-функцiя, для якої виконується умова Q.
Випадкова величина ξ належить простору Subφ(Ω), якщо Eξ = 0, E exp{λξ}
iснує для всiх λ ∈ R та iснує така стала a > 0, що для всiх λ ∈ R виконується
така нерiвнiсть

E exp{λξ} ≤ exp{φ(λa)}. (2)

Теорема 1. [3] Простiр Subφ(Ω) є банаховим простором з нормою

τφ(ξ) = sup
λ>0

φ(−1)(log E exp{λξ})
λ

, (3)

де φ(−1) – функцiя, обернена до функцiї φ, i для всiх λ ∈ R виконується нерiв-
нiсть

E exp{λξ} ≤ exp{φ(λτφ(ξ))}. (4)

Означення 4. [4] Нехай φ ≺ ψ – двi N-функцiї Орлiча. Скажемо, що
випадковий процес X = {X(t), t ∈ T} належить класу V (φ, ψ), якщо для всiх
t ∈ T випадковi величини X(t) належать простору Subψ(Ω), та для всiх s, t ∈
T їхнi прирости (X(t)−X(s)) належать простору Subφ(Ω).

Приклад 1. [3] Гауссовi та субгауссовi процеси належать класу V (φ, φ),
де φ(x) = x2

2
. Зокрема, для такої N-функцiї τφ(ξ) = (Eξ2)

1
2 .

Приклад 2. [4] Нехай

X(t) = ξ0 +
∞∑
k=1

ξkfk(t),

де випадкова величина ξ0 ∈ Subψ(Ω), {ξk, k = 1, 2, . . .} ∈ Subφ(Ω) та
∞∑
k=1

τφ(ξk)|fk(t)| <∞.

Тодi випадковий процес X(t) належить класу V (φ, ψ).

Бiльш детально про властивостi, приклади та рiзне застосування випадкових
процесiв з класiв V (φ, ψ) можна прочитати у книгах [3], [4] та iнших роботах,
вказаних у бiблiографiї.

Нехай (T, ρ) – псевдометричний (метричний) сепарабельний простiр з псев-
дометрикою (метрикою) ρ. Будемо розглядати сепарабельний випадковий про-
цес X = {X(t), t ∈ T} з класу V (φ, ψ). Припустимо, що iснує така неперервна
монотонно зростаюча функцiя σ = {σ(h), h > 0}, що σ(h) → 0, коли h → 0, та
має мiсце нерiвнiсть

sup
ρ(t,s)≤h

τφ(X(t)−X(s)) ≤ σ(h). (5)

Зауважимо, що таку властивiсть має функцiя

σ(h) = sup
ρ(t,s)≤h

τφ(X(t)−X(s)),
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якщо процес X(t) неперервний у нормi τφ(·).
Нехай B – компактна множина, B ⊆ T . Надалi будемо використовувати такi

позначення:

— β > 0 – деяке число, таке що β ≤ σ

(
inf
s∈B

sup
t∈B

ρ(t, s)

)
;

— N(u) = N(B,ρ)(u) – метрична масивнiсть простору (B, ρ) (мiнiмальна кiль-
кiсть замкнених куль радiуса u, що покривають простiр (B, ρ));

— L(u) = (N(u))2+N(u)
2

.

Теорема 2. [7] Нехай для випадкового процесу X(t) = {X(t), t ∈ B} iз
класу V (φ, ψ) виконується умова (5), i нехай f = {f(t), t ∈ B} — неперервна
функцiя, така що |f(u) − f(w)| ≤ δ(ρ(u,w)), де функцiя δ = {δ(s), s > 0}
— невiд’ємна монотонно зростаюча, а r = {r(u), u ≥ 1} — така неперервна
функцiя, що r(u) > 0, коли u > 1, причому функцiя s(t) = r(exp{t}), t ≥ 0, —
опукла. Тодi при виконаннi умови

β∫
0

r
(
L
(
σ(−1)(u)

))
du <∞ (6)

для всiх p ∈ (0; 1) i x > 0 справджуються нерiвностi

P

{
sup

s≤t;s,t∈B
(X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))) > x

}
≤ Zr(p, x),

P

{
inf

s≤t;s,t∈B
(X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))) < −x

}
≤ Zr(p, x),

P

{
sup

s≤t;s,t∈B
|X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))| > x

}
≤ 2Zr(p, x),

де

Zr(p, t, x) = r(−1)

(
1
βp

βp2∫
0

r
(
L
(
σ(−1)(u)

))
du

)
×

× inf
λ>0

W2(λ, p) exp

{
pφ
(

2λβ
1−p

)
+ λ

(
2

∞∑
k=1

δ
(
σ(−1)(βpk)

)
− x

)}
,

W2(λ, p) =

(
N(σ(−1)(βp))−1∑

l=0

(
N(σ(−1)(βp))− l

)
×

× exp

{
φ

(
λσ(2lσ(−1)(βp))

1−p

)
+ λδ(2lσ(−1)(βp))

1−p

})1−p

.

(7)

2. Процеси накопичення, породженi узагальненими процесами Ор-
нштейна-Уленбека
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Означення 5. Будемо називати випадковий процес Y = {Y (t), t ∈ T} су-
бгауссовим узагальненим процесом Орнштейна-Уленбека, якщо Y є субгауссо-
вим процесом iз такою коварiацiйною функцiєю:

BY (t, s) = EY (t)Y (s) = e−τ |t−s|, τ > 0. (8)

Розглянемо процес накопичення неперевної черги, вхiдний процес якого має
вигляд

X(t) =

t∫
0

Y (u)du, (9)

де Y (u) – субгауссовий узагальнений процес Орнштейна-Уленбека, тобто нале-
жить класу V (x

2

2
, x

2

2
).

Легко пересвiдчитись, що коварiацiйна функцiя процесу X(t) дорiвнює

BX(t, s) =
2min(t, s)

τ
+

1

τ 2
(
e−τt + e−τs − e−τ |t−s|

)
. (10)

Припустимо також, що f(t) – неперервна функцiя, визначена на T = [a, b],
така що

|f(t)− f(s)| ≤ c|t− s|n, (11)

де c > 0 та n > 0 – деякi сталi. Тодi, користуючись результатами теореми 2,
можна отримати наступнi оцiнки.

Теорема 3. Нехай для субгауссового випадкового процесу X(t) = {X(t),
t ∈ [a, b]} та функцiї f = {f(t), t ∈ [a, b]} виконуються умови теореми 2 та
(11) вiдповiдно. Тодi для всiх p ∈

(
0;
(
2
3

)H] i

x > c(b− a)n +
2c(βp2)2n

1− p2n
(12)

мають мiсце оцiнки

P

{
sup

s≤t;s,t∈B
(X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))) > x

}
≤ Z(p, x),

P

{
inf

s≤t;s,t∈B
(X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))) < −x

}
≤ Z(p, x),

P

{
sup

s≤t;s,t∈B
|X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))| > x

}
≤ 2Z(p, x),

де

Z(p, x) = 2τ2e4

p4
×

×

∑ τ
2p2

l=0

(
τ
2p2

+ 1− l
)
exp

−

(
x−c(2l)np2n(b−a)nτ−n− 2cp4n(b−a)n

τn(1−p2n)

)2

4lp2(b−a)nτ−n+ 8p(b−a)
τ(1−p)


1−p

.
(13)
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Z(p, x) = 2τ2e4

p4
×

×

∑ τ
2p2

l=0

(
τ
2p2

+ 1− l
)
exp

−

(
x−c(2l)np2n(b−a)nτ−n− 2cp4n(b−a)n

τn(1−p2n)

)2

4lp2(b−a)nτ−n+ 8p(b−a)
τ(1−p)


1−p

.
(14)

Доведення. Перевiримо спершу умову (5). Оскiльки

sup
|t−s|≤h

τφ(Y (t)− Y (s)) = sup
|t−s|≤h

(E(Y (t)− Y (s))2)
1
2 =

= sup
|t−s|≤h

√
2
τ

(
τ |t− s| − 1 + e−τ |t−s|

) 1
2 =

√
2
τ

(
τh− 1 + e−τh

) 1
2 ≤

(
2h
τ

) 1
2 ,

то покладемо

σ(h) =

(
2h

τ

) 1
2

.

Тодi σ(−1)(u) = τu2

2
, i якщо u ≤ β, то σ(−1)(u) ≤ σ(−1)(β) ≤ b−a

2
, причому викону-

ється нерiвнiсть

N
(
σ(−1)(u)

)
≤ b− a

2σ(−1)(u)
+ 1 ≤ b− a

σ(−1)(u)
=

2(b− a)

τu2
.

Покладемо r(u) = uα, 0 < α < 1
4
. Перевiримо виконання умови (6). Коли

p ≤
(
2
3

)1/2, то b−a
τu2

> 3
2
, оскiльки u ≤

(
2
3

)1/2 ( b−a
τ

)1/2 ≤ pβ. Тодi

r(−1)

(
1
βp

βp2∫
0

r
(
L
(
σ(−1)(u)

))
du

)
≤

≤

(
1
βp

βp2∫
0

((
b−a
τu2

+ 1
)2

+ b−a
τu2

+ 1
)α
/2αdu

) 1
α

<

< 1
2

(
1
βp

βp2∫
0

(
b−a
τu2

+ 3
2

)2α
du

) 1
α

≤ 2

(
1
βp

βp∫
0

(
b−a
τu2

)2α
du

) 1
α

=

= 2 (b−a)2
τ2

(βp)
2
H (1− 4α)−

1
α → 2(b− a)2

(
e
βp

)4
, α → 0.

(15)

Також справедливою є рiвнiсть

∞∑
k=1

δ(σ(−1)(βpk)) =
∞∑
k=1

c(βpk)
n
H =

cβ
n
H p2n

1− p2n
. (16)

Застосовуючи (15) та наступний ланцюжок перетворень
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inf
λ>0

exp

{
pφ
(

2λβ
1−p

)
+ λ

(
2

∞∑
k=1

δ
(
σ(−1)(βpk)

)
− x

)}
W2(λ, p) =

= infλ>0 exp
{

2pλ2β2

(1−p)2 + λ
(

2cβ2np2n

1−p2n − x
)}

×

×

(
N((βp)2)−1∑

l=0

(N ((βp)2)− l) exp

{
2lλ2(βp)2

2(1−p)2 + λ(2l)nc(βp)2n

1−p

})1−p

≤

≤

(
N((βp)2)−1∑

l=0

(
b−a

2(βp)2
+ 1− l

)
inf
λ>0

exp

{
λ2
(

2pβ2

(1−p)3 +
2l(βp)2

2(1−p)2

)
−

−λ

(
x− 2cβ2np2n

1−p2n

1−p − (2l)nc(βp)2n

1−p

)})1−p

≤

≤

∑ b−a
2(βp)2

l=0

(
b−a

2(βp)2
+ 1− l

)
exp

−

(
x−c(2l)n(βp)2n− 2c(βp2)2n

1−p2n

)2

4l(βp)2+ 8pβ2

1−p


1−p

=

=

∑ τ
2p2

l=0

(
τ
2p2

+ 1− l
)
exp

−

(
x−c(2l)np2n(b−a)nτ−n− 2cp4n(b−a)n

τn(1−p2n)

)2

4lp2(b−a)nτ−n+ 8p(b−a)
τ(1−p)


1−p

,

(17)

при пiдстановцi β2 = b−a
τ

до теореми 2, пересвiдчуємося в справедливостi тео-
реми 3..
Висновки. Застосовано результати роботи [7] до субгауссових процесiв нако-
пичення, породжених процесами Орнштейна-Уленбека. Отримано оцiнки, що
характеризують надiйнiсть черг, утворених вiдповiдними процесами накопиче-
ння. Одержанi результати також можуть бути застосованi до широкого класу
iнших випадкових процесiв, зокрема, гауссових.
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