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МIНIМАКСНА IНТЕРПОЛЯЦIЯ ПЕРIОДИЧНО
КОРЕЛЬОВАНИХ ПРОЦЕСIВ

The problem of mean square optimal estimation of the functional ANζ =
(N+1)T∫

0

a(t)ζ(t)dt de-

pending on the unknown values of periodically correlated stochastic process ζ(t) from observations
of the process ζ(t) + θ(t) for t ∈ R\[0, (N + 1)T ], where θ(t) is uncorrelated with ζ(t) periodically
correlated process, is considered. Formulas for calculating spectral characteristic and mean square
error of optimal linear estimation of the functional are proposed. Formulas that determine the
least favorable spectral densities and the minimax (robust) spectral characteristics are proposed
for the given sets of admissible spectral densities.

Дослiджується задача оптимального в середньоквадратичному сенсi лiнiйного оцiнювання

функцiонала ANζ =
(N+1)T∫

0

a(t)ζ(t)dt вiд невiдомих значень перiодично корельованого стоха-

стичного процесу ζ(t) за результатами спостережень процесу ζ(t)+θ(t) при t ∈ R\[0, (N+1)T ],
де θ(t) - некорельований iз ζ(t) перiодично корельований процес. Виведенi формули для об-
числення спектральної характеристики та середньоквадратичної похибки оптимальної оцiнки
функцiонала. Знайденi найменш сприятливi спектральнi щiльностi та мiнiмакснi (робастнi)
спектральнi характеристики оптимальних оцiнок функцiонала для рiзних класiв спектраль-
них щiльностей.

Вступ. Методи дослiдження задач оцiнювання невiдомих значень стацiонарних
процесiв (задачi екстраполяцiї, iнтерполяцiї та фiльтрацiї) розробленi у роботах
А. М. Колмогорова [1], Н. Вiнера [2], А. М. Яглома [3, 4], Ю. А. Розанова [5].
Цi методи базуються на припущеннi, що точнi значення спектральних щiльно-
стей процесiв вiдомi. У тому випадку, коли повна iнформацiя про значення спе-
ктральних щiльностей вiдсутня, проте задана множина допустимих спектраль-
них щiльностей, застосовують мiнiмаксний метод розв’язування задач оцiню-
вання. Тобто шукають оцiнку, яка мiнiмiзує величину похибки одночасно для
всiх щiльностей iз заданого класу. У. Гренандер [6] вперше застосував мiнiма-
ксний пiдхiд до задачi екстраполяцiї стацiонарних процесiв. М. П. Моклячук [7],
М. П. Моклячук та О. Ю. Масютка [8] дослiджували задачi екстраполяцiї, iн-
терполяцiї та фiльтрацiї для стацiонарних процесiв i послiдовностей.

Дослiдження перiодично корельованих процесiв розпочато у статтi Є. Г. Гла-
дишева [9], де проведено аналiз властивостей кореляцiйної функцiї та зобра-
жень перiодично корельованих процесiв. Зв’язок мiж перiодично корельовани-
ми та нескiнченновимiрними стацiонарними процесами дослiджував А. Мака-
гон [10], [11].

У данiй статтi дослiджується задача середньоквадратичного оптимального
лiнiйного оцiнювання функцiонала ANζ =

∫ (N+1)T

0
a(t)ζ(t)dt вiд невiдомих зна-

чень стохастичного процесу ζ(t) з класу Y середньоквадратично неперервних
перiодично корельованих процесiв ζ(t), за результатами спостережень процесу
ζ(t) + θ(t) при t ∈ R\[0, (N + 1)T ], де θ(t) - некорельований iз ζ(t) перiодично
корельований процес. Знайденi формули для обчислення спектральної хара-
ктеристики та середньоквадратичної похибки оптимальної оцiнки функцiонала
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ANζ у тому випадку, коли спектральнi щiльностi породжених стацiонарних по-
слiдовностей {ζj, j ∈ Z} та {θj, j ∈ Z} вiдомi. Якщо ж повна iнформацiя про
значення спектральних щiльностей вiдсутня, проте задана множина допусти-
мих спектральних щiльностей, застосовано мiнiмаксний пiдхiд до розв’язуван-
ня задач оцiнювання. Для заданих класiв допустимих спектральних щiльностей
визначенi найменш сприятливi спектральнi щiльностi та мiнiмаксна спектраль-
на характеристика оптимальної оцiнки функцiонала ANζ.

1. Перiодично корельованi процеси та вiдповiднi векторнi стацiо-
нарнi послiдовностi.

Означення 1. [9] Середньоквадратично неперервний стохастичний про-
цес ζ : R → H = L2(Ω,F,P), Eζ(t) = 0, називається перiодично корельованим з
перiодом T , якщо його кореляцiйна функцiя K(t+u, u) = Eζ(t+ u)ζ(u) для всiх
t, u ∈ R та деякого фiксованого T задовольняє умову

K(t+ u, u) = Eζ(t+ u)ζ(u) = Eζ(t+ u+ T )ζ(u+ T ) = K(t+ u+ T, u+ T ).

Нехай ζ(t), θ(t), t ∈ R, - некорельованi мiж собою перiодично корельованi
стохастичнi процеси. Побудуємо двi послiдовностi стохастичних функцiй

{ζj(u) = ζ(u+ jT ), u ∈ [0, T ), j ∈ Z}, (1)

{θj(u) = θ(u+ jT ), u ∈ [0, T ), j ∈ Z}. (2)

Кожна з послiдовностей (1), (2) утворює L2([0, T );H)-значну стацiонарну по-
слiдовнiсть {ζj, j ∈ Z}, {θj, j ∈ Z}, вiдповiдно, iз кореляцiйними функцiями

Bζ(l, j)=⟨ζl, ζj⟩H=

T∫
0

E[ζ(u+ lT )ζ(u+ jT )]du=

T∫
0

Kζ(u+(l− j)T, u)du=Bζ(l− j),

Bθ(l, j)=⟨θl, θj⟩H=

T∫
0

E[θ(u+ lT )θ(u+ jT )]du=

T∫
0

Kθ(u+(l− j)T, u)du=Bθ(l− j),

де Kζ(t, s) = Eζ(t)ζ(s), Kθ(t, s) = Eθ(t)θ(s) - кореляцiйнi функцiї перiодично
корельованих процеciв ζ(t), та θ(t).

Якщо у L2([0, T );R) визначити ортонормований базис

{ẽk =
1√
T
e2πi{(−1)k[ k2 ]}u/T , k = 1, 2, 3, . . . }, ⟨ẽj, ẽk⟩ = δkj,

то стацiонарнi послiдовностi {ζj, j ∈ Z} та {θj, j ∈ Z} можна подати у виглядi

ζj =
∞∑
k=1

ζkj ẽk, ζkj = ⟨ζj, ẽk⟩ =
1√
T

T∫
0

ζj(v)e
−2πi{(−1)k[ k2 ]}v/Tdv, (3)

θj =
∞∑
k=1

θkj ẽk, θkj = ⟨θj, ẽk⟩ =
1√
T

T∫
0

θj(v)e
−2πi{(−1)k[ k2 ]}v/Tdv. (4)
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Компоненти ζkj та θkj стацiонарних послiдовностей {ζj, j ∈ Z} та {θj, j ∈ Z}
задовольняють умови [12]:

Eζkj = 0, ∥ζj∥2H =
∞∑
k=1

E|ζkj|2 ≤ P1, Eζklζnj = ⟨Rζ(l − j)ek, en⟩,

Eθkj = 0, ∥θj∥2H =
∞∑
k=1

E|θkj|2 ≤ P2, Eθklθnj = ⟨Rθ(l − j)ek, en⟩,

де {ek, k = 1, 2, . . . } - базис у просторi ℓ2. Кореляцiйнi функцiї Rζ(j) та Rθ(j)
стацiонарних послiдовностей {ζj, j ∈ Z} та {θj, j ∈ Z} є операторними функцi-
ями в ℓ2. Кореляцiйнi оператори Rζ(0) = Rζ , Rθ(0) = Rθ - ядернi i їх ядернi
норми задовольняють обмеження

∥ζj∥2H =
∞∑
k=1

⟨Rζek, ek⟩ ≤ P1, ∥θj∥2H =
∞∑
k=1

⟨Rθek, ek⟩ ≤ P2.

Стацiонарнi послiдовностi {ζj, j ∈ Z}, {θj, j ∈ Z} мають спектральнi щiльно-
стi f(λ), g(λ) - додатнi операторнозначнi функцiї в ℓ2 змiнної λ ∈ [−π, π), якщо
їх кореляцiйнi функцiї Rζ(j) та Rθ(j) можна записати у виглядi

⟨Rζ(j)ek, en⟩ =
1

2π

π∫
−π

eijλ⟨f(λ)ek, en⟩dλ,

⟨Rθ(j)ek, en⟩ =
1

2π

π∫
−π

eijλ⟨g(λ)ek, en⟩dλ, k, n = 1, 2, . . . .

Для майже всiх λ ∈ [−π, π) спектральнi щiльностi f(λ), g(λ) є ядерними
операторами з iнтегровними ядерними нормами

∞∑
k=1

1

2π

π∫
−π

⟨f(λ)ek, ek⟩dλ =
∞∑
k=1

⟨Rζek, ek⟩ = ∥ζj∥2H ≤ P1,

∞∑
k=1

1

2π

π∫
−π

⟨g(λ)ek, ek⟩dλ =
∞∑
k=1

⟨Rθek, ek⟩ = ∥θj∥2H ≤ P2.

2. Класичний метод лiнiйної iнтерполяцiї перiодично корельованих
процесiв. Вивчатимемо задачу середньоквадратичного оптимального лiнiйно-
го оцiнювання функцiонала

ANζ =

(N+1)T∫
0

a(t)ζ(t)dt

вiд невiдомих значень стохастичного процесу ζ(t) з класу Y середньоквадрати-
чно неперервних перiодично корельованих процесiв ζ(t), за результатами спо-
стережень процесу ζ(t) + θ(t) при t ∈ R\[0, (N + 1)T ]. Процес θ(t) - некорельо-
ваний iз ζ(t) перiодично корельований процес. Функцiя a(t), t ∈ R, задовольняє
умову

∫ (N+1)T

0
|a(t)|dt <∞.
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Запишемо функцiонал ANζ у такому виглядi

ANζ =

(N+1)T∫
0

a(t)ζ(t)dt =
N∑
j=0

T∫
0

aj(u)ζj(u)du,

a(u+ jT ) = aj(u), ζ(u+ jT ) = ζj(u), u ∈ [0, T ).

Враховуючи розклад (3) стацiонарної послiдовностi {ζj, j ∈ Z}, функцiонал
ANζ можна подати наступним чином

ANζ =
N∑
j=0

T∫
0

aj(u)ζj(u)du =
N∑
j=0

∞∑
k=1

akjζkj =
N∑
j=0

a⃗⊤j ζ⃗j,

де
ζ⃗j = (ζkj, k = 1, 2, . . . ),

a⃗j = (akj, k = 1, 2, . . . ) = (a1j, a3j, a2j, . . . , a2k+1,j, a2k,j, . . . )
⊤,

akj = ⟨aj, ẽk⟩ =
1√
T

T∫
0

aj(v)e
−2πi{(−1)k[ k2 ]}v/Tdv.

Будемо вважати, що послiдовнiсть векторiв {a⃗j, j = 0, 1, . . . , N} задовольняє
умову

∥a⃗j∥ <∞, ∥a⃗j∥2 =
∞∑
k=1

|akj|2, j = 0, 1, . . . , N. (5)

За умови (5) функцiонал ANζ має скiнченний другий момент.
Нехай спектральнi щiльностi f(λ), g(λ) послiдовностей {ζj, j ∈ Z}, {θj, j ∈

Z}, вiдповiдно, задовольняють умову мiнiмальностi

π∫
−π

Tr
[
(f(λ) + g(λ))−1

]
dλ <∞. (6)

Умова (6) є необхiдною та достатньою для неможливостi безпомилкової iнтер-
поляцiї невiдомих значень послiдовностi {ζj + θj, j ∈ Z} [5].

Позначимо через L2(f) гiльбертiв простiр векторних комплекснозначних фу-
нкцiй b(λ) = {bk(λ)}∞k=1, iнтегрованих в квадратi за мiрою iз щiльнiстю f(λ) =
{fkn(λ)}∞k,n=1:

π∫
−π

b⊤(λ)f(λ)b(λ)dλ =

π∫
−π

∞∑
k,n=1

bk(λ)bn(λ)fkn(λ)dλ <∞.

Через LN−
2 (f) позначимо пiдпростiр в L2(f), породжений функцiями eijλδk, δk =

{δkn}∞n=1, k = 1, 2, . . . , j ∈ Z \ {0, 1, . . . , N}, де δkk = 1, δkn = 0 для k ̸= n.
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Кожна лiнiйна оцiнка ÂNζ функцiонала ANζ вiд спостережень послiдовностi
{ζj + θj} при j ∈ Z \ {0, 1, . . . , N} має вигляд

ÂNζ =

π∫
−π

h⊤(eiλ)(Zζ(dλ) + Zθ(dλ)) =

π∫
−π

∞∑
k=1

hk(e
iλ)(Zζ

k(dλ) + Zθ
k(dλ)), (7)

де Zζ(∆) = {Zζ
k(∆)}∞k=1 та Zθ(∆) =

{
Zθ
k(∆)

}∞
k=1

- ортогональнi випадковi мiри
послiдовностей {ζj} та {θj}, вiдповiдно, h(eiλ) =

{
hk(e

iλ)
}∞
k=1

- спектральна
характеристика оцiнки ÂNζ. Функцiя h(eiλ) ∈ LN−

2 (f + g).
Середньоквадратична похибка ∆(h; f, g) оцiнки ÂNζ обчислюється за фор-

мулою
∆(h; f, g) = E|ANζ − ÂNζ|2 =

=
1

2π

π∫
−π

([
AN(e

iλ)− h(eiλ)
]⊤
f(λ)[AN(eiλ)− h(eiλ)] + h⊤(eiλ)g(λ)h(eiλ)

)
dλ,

AN(e
iλ) =

N∑
j=0

a⃗je
ijλ.

Спектральна характеристика h(f, g) оптимальної лiнiйної оцiнки ÂNζ мiнiмiзує
величину середньоквадратичної похибки

∆(f, g) = ∆(h(f, g); f, g) = min
h∈LN−

2 (f+g)
∆(h; f, g) = min

ÂN ζ
E|ANζ − ÂNζ|2. (8)

Оптимальна лiнiйна оцiнка ÂNζ є розв’язком оптимiзацiйної задачi (8). Ви-
користавши класичний метод проекцiй А.М. Колмогорова [1], можна вивести
формули для обчислення величини середньокваратичної похибки ∆(f, g) та спе-
ктральної характеристики h(f, g) оптимальної оцiнки функцiонала ANζ за умо-
ви, що спектральнi щiльностi f(λ), g(λ) послiдовностей {ζj, j ∈ Z}, {θj, j ∈ Z},
вiдповiдно, вiдомi. Тодi

h⊤(f, g) =
(
A⊤
N(e

iλ)f(λ)− C⊤
N(e

iλ)
)
[f(λ) + g(λ)]−1 =

= A⊤
N(e

iλ)−
(
A⊤
N(e

iλ)g(λ) + C⊤
N(e

iλ)
)
[f(λ) + g(λ)]−1 ,

(9)

∆(f, g) = ⟨aN ,RNaN⟩+ ⟨cN ,BNcN⟩, (10)

де

CN(e
iλ) =

N∑
j=0

c⃗je
ijλ, aN = {a⃗j}Nj=0 , cN = {c⃗j}Nj=0 = B−1

N DNaN ,

⟨a, b⟩ - скалярний добуток в ℓ2, матрицi BN={BN(j, l)}Nj,l=0 ,DN = {DN(j, l)}Nj,l=0,
RN = {RN(j, l)}Nj,l=0 задаються елементами :

BN(j, l) =
1

2π

π∫
−π

[
(f(λ) + g(λ))−1

]⊤
ei(l−j)λdλ,
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DN(j, l) =
1

2π

π∫
−π

[
f(λ)(f(λ) + g(λ))−1

]⊤
ei(l−j)λdλ,

RN(j, l) =
1

2π

π∫
−π

[
f(λ)(f(λ) + g(λ))−1g(λ)

]⊤
ei(l−j)λdλ, j, l = 0, 1, . . . , N.

Теорема 1. Нехай {ζ(t), t ∈ R} та {θ(t), t ∈ R} - некорельованi мiж со-
бою перiодично корельованi стохастичнi процеси такi, що стацiонарнi по-
слiдовностi {ζj, j ∈ Z} та {θj, j ∈ Z}, побудованi за спiввiдношеннями (1),
(2), вiдповiдно, мають спектральнi щiльностi f(λ) та g(λ), якi задовольня-
ють умову мiнiмальностi (6). Нехай коефiцiєнти {a⃗j, j = 0, 1, . . . , N}, якi ви-
значають функцiонал ANζ, задовольняють умову (5). Tодi спектральна ха-
рактеристика h(f, g) i середньоквадратична похибка ∆(f, g) лiнiйної опти-
мальної оцiнки функцiонала ANζ за спостереженнями процесу ζ(t) + θ(t) при
t ∈ R\[0, (N + 1)T ], обчислюються за формулами (9) та (10). Оптимальна
оцiнка ÂNζ функцiонала ANζ обчислюється за формулою (7).

Наслiдок 1. Нехай {ζ(t), t ∈ R} - перiодично корельований стохастичний
процес такий, що стацiонарна послiдовнiсть {ζj, j ∈ Z}, яка побудована за
спiввiдношенням (1), має спектральну щiльнiсть f(λ), що задовольняє умову
мiнiмальностi

π∫
−π

Tr
[
(f(λ))−1

]
dλ <∞. (11)

Нехай коефiцiєнти {a⃗j, j=0, 1, . . . , N}, якi визначають функцiонал ANζ, задо-
вольняють умову (5). Тодi спектральна характеристика h(f) та середньоква-
дратична похибка ∆(f) оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала ANζ за спо-
стреженнями процеса ζ(t) при t∈R\[0, (N+1)T ] обчислюються за формулами

h⊤(f) = A⊤
N(e

iλ)− C⊤
N(e

iλ)[f(λ)]−1, (12)

∆(f) = ⟨cN , aN⟩, (13)

де aN = {a⃗j}Nj=0 , cN = {c⃗j}Nj=0 = B−1
N aN , матриця BN = {BN(j, l)}Nj,l=0 задає-

ться елементами:

BN(j, l) =
1

2π

π∫
−π

[
(f(λ))−1

]⊤
ei(l−j)λdλ, j, l = 0, 1, . . . , N.

Оптимальна оцiнка ÂNζ функцiонала ANζ обчислюється за формулою

ÂNζ =

π∫
−π

h⊤(eiλ)Zζ(dλ) =

π∫
−π

∞∑
k=1

hk(e
iλ)Zζ

k(dλ).

3. Мiнiмаксний (робастний) метод iнтерполяцiї. Щоб користуватись
формулами (9), (10), (12), (13) для обчислення спектральної характеристики та
середньоквадратичної похибки оптимальної оцiнки функцiонала ANζ, потрiбно
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знати спектральнi щiльностi f(λ) та g(λ) стацiонарних послiдовностей {ζj, j ∈
Z} та {θj, j ∈ Z}, якi побудованi за спiввiдношеннями (1), (2), вiдповiдно. У
тому випадку, коли спектральнi щiльностi точно не вiдомi, але задана множина
D = Df×Dg допустимих спектральних щiльностей, застосовується мiнiмаксний
пiдхiд до задач оцiнювання функцiоналiв вiд невiдомих значень процесу. Ми
шукаємо оцiнку, яка дає найменшу похибку одночасно для всiх спектральних
щiльностей iз заданого класу D.

Означення 2. Для заданої множини пар спектральних щiльностей D =
Df ×Dg спектральнi щiльностi f 0(λ) ∈ Df , g0(λ) ∈ Dg називаються найменш
сприятливими у D для оптимальної оцiнки функцiонала ANζ, якщо

∆(f 0, g0) = ∆(h(f 0, g0); f 0, g0) = max
(f,g)∈D

∆(h(f, g); f, g).

Означення 3. Для заданої множини пар спектральних щiльностей D =
Df ×Dg спектральна характеристика h0(λ) оптимальної оцiнки функцiонала
ANζ називається мiнiмаксною (робастною), якщо

h0(λ) ∈ HD =
∩

(f,g)∈D

LN−
2 (f + g), min

h∈HD
max

(f,g)∈D
∆(h; f, g) = max

(f,g)∈D
∆(h0; f, g).

Виходячи iз цих означень та спiввiдношень (9), (10), (12), (13), можна переко-
натись у справедливостi наступних лем.

Лема 1. Спектральнi щiльностi f 0(λ) ∈ Df , g0(λ) ∈ Dg, якi задовольня-
ють умову (6), найменш сприятливi в класi D для оптимальної оцiнки фун-
кцiонала ANζ, якщо коефiцiєнти Фур’є функцiй

(f 0(λ) + g0(λ))−1, f 0(λ)(f 0(λ) + g0(λ))−1, f 0(λ)(f 0(λ) + g0(λ))−1g0(λ)

задають матрицi B0
N ,D

0
N ,R

0
N , якi визначають розв’язок екстремальної задачi

max
(f,g)∈D

(
⟨aN ,RNaN⟩+ ⟨(BN)

−1DNaN ,DNaN⟩
)
=

= ⟨aN ,R0
NaN⟩+ ⟨(B0

N)
−1D0

NaN ,D
0
NaN⟩.

Мiнiмаксна спектральна характеристика h0 = h(f 0, g0) оптимальної оцiнки
функцiонала ANζ обчислюється за формулою (9) за умови, що h(f 0, g0) ∈ HD.

Лема 2. Спектральна щiльнiсть f 0(λ) ∈ Df , яка задовольняє умову (11),
найменш сприятлива в класi Df для оптимальної оцiнки функцiонала ANζ за
спостреженнями процесу ζ(t) при t ∈ R\[0, (N +1)T ], якщо коефiцiєнти Фур’є
функцiї (f 0(λ))−1 задають матрицю B0

N , яка визначає розв’язок екстремаль-
ної задачi

max
f∈Df

⟨(BN)
−1aN , aN⟩ = ⟨(B0

N)
−1aN , aN⟩.

Мiнiмаксна спектральна характеристика h0 = h(f 0) оптимальної оцiнки фун-
кцiонала ANζ обчислюється за формулою (12) за умови, що h(f 0) ∈ HD.
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Найменш сприятливi спектральнi щiльностi f 0(λ) ∈ Df , g0(λ) ∈ Dg та мi-
нiмаксна спектральна характеристика h0 = h(f 0, g0) утворюють сiдлову точку
функцiї ∆(h; f, g) на множинi HD ×D. Нерiвностi сiдлової точки

∆(h0; f, g) ≤ ∆(h0; f 0, g0) ≤ ∆(h; f 0, g0),∀h ∈ HD,∀f ∈ Df , ∀g ∈ Dg

виконуються, якщо h0 = h(f 0, g0), h(f 0, g0) ∈ HD та (f 0, g0) є розв’язком задачi
на умовний екстремум

∆(h(f 0, g0); f, g) → sup, (f, g) ∈ D, (14)

∆(h(f 0, g0); f, g) =
1

2π

π∫
−π

(AN(e
iλ)g0(λ) + C0

N(e
iλ))⊤(f 0(λ) + g0(λ))−1f(λ)×

×(f 0(λ)+g0(λ))−1(AN(eiλ)g0(λ) + C0
N(e

iλ))dλ+
1

2π

π∫
−π

(AN(e
iλ)f 0(λ)−C0

N(e
iλ))⊤×

×(f 0(λ) + g0(λ))−1g(λ)(f 0(λ) + g0(λ))−1(AN(eiλ)f 0(λ)− C0
N(e

iλ))dλ.

Лема 3. Нехай f 0(λ) задовольняє умову мiнiмальностi (11) та є розв’яз-
ком задачi на умовний екстремум

∆(h(f 0); f) → sup, f(λ) ∈ Df ,

∆(h(f 0); f) =
1

2π

π∫
−π

(C0
N(e

iλ))⊤(f 0(λ))−1f(λ)(f 0(λ))−1(C0
N(e

iλ))dλ.
(15)

Тодi f 0(λ) є найменш сприятливою спектральною щiльнiстю для оптимальної
оцiнки функцiонала ANζ за спостреженнями процесу ζ(t) при t ∈ R\[0, (N +
1)T ]. Спектральна характеристика h0 = h(f 0) оптимальної оцiнки функцiо-
нала ANζ, обчислена за формулою (12), є мiнiмаксною, якщо h(f 0) ∈ HD.

Задача на умовний екстремум (14) еквiвалентна такiй задачi на безумовний
екстремум

∆D(f, g) = −∆(h(f 0, g0); f, g) + δ((f, g)|D) → inf,

де δ((f, g)|D) - iндикаторна функцiя множини D. Розв’язок (f 0, g0) останньої за-
дачi визначається умовою 0 ∈ ∂∆D(f

0, g0) [13], яка є необхiдною та достатньою
для того, щоб точка (f 0, g0) належала множинi мiнiмумiв опуклої функцiї.
∂∆D(f

0, g0) - субдиференцiал опуклого функцiоналу ∆D(f, g) в точцi (f, g) =
(f 0, g0).

4. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi на множинi D−
0 .

Розглянемо задачу мiнiмаксного оцiнювання функцiонала ANζ за спостере-
женнями ζ(t) при t ∈ R\[0, (N + 1)T ], за умови, що спектральна щiльнiсть f(λ)
стацiонарної послiдовностi {ζj, j ∈ Z}, яка побудована за спiввiдношенням (1),
належить множинi

D−
0 =

f(λ)| 12π
π∫

−π

f−1(λ)dλ = P

,
Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2012, вип. 23 , N 2



МIНIМАКСНА IНТЕРПОЛЯЦIЯ ПЕРIОДИЧНО КОРЕЛЬОВАНИХ ПРОЦЕСIВ 59

де P = {pkn}∞k,n=1 - задана додатно визначена матриця з detP ̸= 0.
За допомогою методу невизначених множникiв Лагранжа знаходимо, що

розв’язок f 0(λ) задачi (15) на умовний екстремум задовольняє рiвняння[
(f 0(λ))−1

]⊤
C0
N(e

iλ)
(
C0
N(e

iλ)
)∗ [

(f 0(λ))−1
]⊤

=
[
(f 0(λ))−1

]⊤
α⃗α⃗∗[(f 0(λ))−1

]⊤
, (16)

де α⃗ = {αk}∞k=1 - вектор множникiв Лагранжа,

C0
N(e

iλ) =
N∑
j=0

c⃗0je
ijλ, c0N = {c⃗0j}Nj=0 = (B0

N)
−1aN ,

матриця B0
N побудована iз коефiцiєнтiв Фур’є матричної функцiї [(f 0(λ))−1]

⊤:

B0
N(j, l) = R⊤(j − l) =

1

2π

π∫
−π

[
(f 0(λ))−1

]⊤
ei(l−j)λdλ, j, l = 0, 1, . . . , N.

Коефiцiєнти Фур’є R(j) = R∗(−j), j = 0, 1, . . . , N , знайденi з рiвностi

B0
N α⃗N = aN ,

для α⃗N = (α⃗, 0⃗, . . . , 0⃗)⊤, задовольняють спiввiдношення (16) та B0
Nc

0
N = aN . З

виведених рiвнянь отримуємо, що

R(j) = P (⃗a0)
−1a⃗⊤j , j = 0, 1, . . . , N,

де [(⃗a0)
−1]

⊤ · a⃗0 = 1. Як наслiдок маємо рiвнiсть R(0) = P .
Нехай послiдовнiсть {a⃗j, j = 0, 1, . . . , N} визначена таким чином, що матри-

чна функцiя (f 0(λ))−1 =
∑N

j=−N R(j)e
ijλ є додатно визначеною та має ненульо-

вий дискримiнант. Тодi (f 0(λ))−1 можна зобразити у виглядi [14]

(f 0(λ))−1 =

(
N∑
j=0

Aje
−ijλ

)
·

(
N∑
j=0

Aje
−ijλ

)∗

.

Отже, f 0(λ) - спектральна щiльнiсть стохастичної векторної послiдовностi ав-
торегресiї порядку N , яка задається рiвнянням

N∑
j=0

Aj ζ⃗l−j = ε⃗l,

де ε⃗l -векторна послiдовнiсть бiлого шуму. Мiнiмаксна спектральна характери-
стика h(f 0) обчислюється за формулою

h(f 0) = −
N∑
j=1

R(j)(P T )−1a⃗0e
−ijλ. (17)

Отже, справедлива теорема.
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Теорема 2. Нехай послiдовнiсть коефiцiєнтiв {a⃗j, j = 0, 1, . . . , N}, що ви-
значає лiнiйний функцiонал ANζ, визначена таким чином, що матрична фун-
кцiя

∑N
j=−N R(j)e

ijλ, де

R(j) = R∗(−j) = P (⃗a0)
−1a⃗⊤j , j = 0, 1, . . . , N,

додатно визначена та має ненульовий визначник. Тодi найменш сприятли-
ва спектральна щiльнiсть у класi D−

0 оптимальної оцiнки функцiонала ANζ
задається формулою

f 0(λ) =

(
N∑

j=−N

R(j)eijλ

)−1

.

Мiнiмаксна спектральна характеристика h(f 0) визначається формулою (17).
Найбiльше значення середньоквадратичної похибки оцiнки ÂNζ обчислюється
за формулою

∆(f 0) = ⟨c0N , aN⟩. (18)

5. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi на множинi D−
M . Роз-

глянемо задачу мiнiмаксного оцiнювання функцiонала ANζ за спостереженнями
ζ(t) при t ∈ R\[0, (N+1)T ], за умови, що спектральна щiльнiсть f(λ) стацiонар-
ної послiдовностi {ζj, j ∈ Z}, яка побудована за спiввiдношенням (1), належить
множинi

D−
M =

f(λ)| 12π
π∫

−π

f−1(λ) cos(mλ)dλ = P (m),m = 0, 1, . . . ,M

,
де послiдовнiсть матриць P (m) = {pkn(m)}∞k,n=1, m = 0, 1, . . . ,M , задана та-
ким чином, що P (m) = P ∗(−m) та матрична функцiя

∑M
m=−M P (m)eimλ дода-

тно визначена i має ненульовий визначник. За допомогою методу невизначених
множникiв Лагранжа знаходимо, що розв’язок f 0(λ) задачi (15) на умовний
екстремум задовольняє рiвняння[

(f 0(λ))−1
]⊤
C0
N(e

iλ)
(
C0
N(e

iλ)
)∗ [

(f 0(λ))−1
]⊤

=

=
[
(f 0(λ))−1

]⊤( M∑
m=0

α⃗me
imλ

)(
M∑
m=0

α⃗me
imλ

)∗ [
(f 0(λ))−1

]⊤
,

(19)

де α⃗m,m = 0, 1, . . . ,M, - невизначенi множники Лагранжа. Рiвнiсть (19) вико-
нується, якщо

N∑
j=0

c⃗je
ijλ =

M∑
m=0

α⃗me
imλ.

Розглянемо такi випадки:M ≥ N таM < N . НехайM ≥ N . Тодi коефiцiєнти
Фур’є функцiї (f 0(λ))−1 визначають матрицю B0

N . Отже екстремальна задача
(15) вирождена. Покладемо

α⃗N+1 = · · · = α⃗M = 0⃗,
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a α⃗0, . . . , α⃗N знайдемо з рiвняння B0
Nα

N
0 = aN , де αN0 = (α⃗0, . . . , α⃗N)

⊤. Тодi
найменш сприятлива щiльнiсть задовольняє спiввiдношення

(f 0(λ))−1 =
M∑

m=−M

P (m)eimλ =

(
M∑
j=0

Aje
−ijλ

)(
M∑
j=0

Aje
−ijλ

)∗

. (20)

Така спектральна щiльнiсть f 0(λ) є спектральною щiльнiстю стохастичної ве-
кторної послiдовностi авторегресiї порядку M

M∑
j=0

Aj ζ⃗l−j = ε⃗l.

Нехай M < N . Тодi матрицю BN визначють коефiцiєнти Фур’є функцiї
(f(λ))−1. Серед них вiдомi P (m),m = 0, . . . ,M, та невiдомi P (m),m = M +
1, . . . , N. Невiдомi α⃗m,m = 0, . . . ,M , та P (m),m = M + 1, . . . , N, знаходимо з
рiвняння

BNα
M
0 = aN , αM0 = (α⃗0, . . . , α⃗M , 0⃗, . . . , 0⃗)

⊤.

Якщо послiдовнiсть матриць P (m),m = 0, . . . , N, така, що матрична функцiя∑N
m=−N P (m)eimλ додатно визначена i має ненульовий визначник, то найменш

сприятлива спектральна щiльнiсть (f 0(λ))−1 визначається формулою

(f 0(λ))−1 =
N∑

m=−N

P (m)eimλ =

(
N∑
j=0

Aje
−ijλ

)(
N∑
j=0

Aje
−ijλ

)∗

. (21)

Отже, f 0(λ) - щiльнiсть стохастичної векторної послiдовностi авторегресiї
порядку N

N∑
j=0

Aj ζ⃗l−j = ε⃗l.

Тодi справедлива наступна теорема.

Теорема 3. Спектральна щiльнiсть (20) стохастичної векторної послi-
довностi авторегресiї порядку M , яка визначається матрицями P (m),m =
0, 1, . . . ,M, є найменш сприятливою в класi D−

M в задачi оптимальної iнтер-
поляцiї функцiонала AN ζ⃗ при M ≥ N . Якщо ж M < N та розв’язки P (m),m =
M+1, . . . , N, рiвняння BNα

M
0 = aN з коефiцiєнтами P (m),m = 0, . . . ,M, утво-

рюють додатно визначену матричну функцiю
∑N

m=−N P (m)eimλ з визначни-
ком тотожньо не рiвним нулю, то спектральна щiльнiсть (21) стохасти-
чної векторної послiдовностi авторегресiї порядку N є найменш сприятливою
в класi D−

M . Мiнiмаксна спектральна характеристика h(f 0) визначається фор-
мулою (12). Найбiльше значення середньоквадратичної похибки оцiнки ÂNζ
обчислюється за формулою (18).

Висновки. Запропоновано формули для обчислення середньоквадратичної
похибки та спектральної характеристики в задачi оптимальної iнтерполяцiї фун-
кцiонала ANζ =

∫ (N+1)T

0
a(t)ζ(t)dt, який залежить вiд невiдомих значень перiо-

дично корельованого стохастичного процесу ζ(t) за результатами спостережень
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процесу ζ(t) + θ(t) при t ∈ R\[0, (N + 1)T ], де θ(t) - некорельований з ζ(t)
перiодично корельований стохастичний процес. Задача вивчається за умов спе-
ктральної визначеностi та спектральної невизначеностi. Результати отриманi з
використанням властивостей гiльбертового простору, теорiї оцiнювання вектор-
них стацiонарних послiдовностей.
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