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ÅÍÄÎÒÈÏÈ ÄÅßÊÈÕ ×ÀÑÒÊÎÂÈÕ ÂIÄÍÎØÅÍÜ ÅÊÂIÂÀËÅÍÒÍÎÑÒI 137ÓÄÊ 512.53Î. Î. Òîi÷êiíà (Ëóãàíñüêèé íàö. óí-ò iì. Ò. Øåâ÷åíêà, Ñòàðîáiëüñüê)ÅÍÄÎÒÈÏÈ ÄÅßÊÈÕ ×ÀÑÒÊÎÂÈÕ ÂIÄÍÎØÅÍÜÅÊÂIÂÀËÅÍÒÍÎÑÒIWe lassify ertain partial equivalene relations aording to their type of an endomorphism.Â ðîáîòi êëàñè�iêóþòüñÿ ÷àñòêîâi âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ïåâíîãî âèäó çà ¨õ åíäîòèïàìèâiäíîñíî åíäîìîð�içìiâ.Íàïiâãðóïè åíäîìîð�içìiâ ðåëÿöiéíèõ ñèñòåì âèâ÷àëèñÿ áàãàòüìà àâòîðàìè.Îñíîâíà óâàãà ïðè ¨õ âèâ÷åííi ïðèäiëÿëàñÿ äîñëiäæåííþ âèçíà÷åíîñòi ðåëÿöié-íèõ ñèñòåì ¨õ íàïiâãðóïàìè åíäîìîð�içìiâ [1�3℄, îïèñó ¨õ àáñòðàêòíèõ âëàñòè-âîñòåé i çîáðàæåíü [4�6℄, âèâ÷åííþ àëãåáðà¨÷íèõ i êîìáiíàòîðíèõ âëàñòèâîñòåéìîíî¨äiâ åíäîìîð�içìiâ [7,8℄. Îñíîâíèì ïîíÿòòÿì, ÿêå òóò âèâ÷à¹òüñÿ, ¹ ïîíÿòòÿåíäîòèïó ðåëÿöiéíî¨ ñèñòåìè. Ïîíÿòòÿ åíäîòèïó, ÿê ÷èñëîâî¨ õàðàêòåðèñòèêè,ùî çâ'ÿçó¹ ìíîæèíè øåñòè òèïiâ åíäîìîð�içìiâ ñèìåòðè÷íîãî áiíàðíîãî âiäíî-øåííÿ, áóëî ââåäåíå â [9℄, à íàäàëi â [10℄ i äëÿ âiäíîøåíü äîâiëüíî¨ àðíîñòi. Âè-êîðèñòîâóþ÷è öå ïîíÿòòÿ, ìîæíà êëàñè�iêóâàòè âiäíîøåííÿ çà ¨õ åíäîòèïàìèâiäíîñíî åíäîìîð�içìiâ. Òàê, â [11℄ çíàéäåíî åíäîòèïè óçàãàëüíåíèõ ïîëiãîíiâ,â [12℄ � åíäîòèïè äîïîâíåíü ñêií÷åííîãî øëÿõó, à â [13℄ � åíäîòèïè ãðà�iâ
N-ïðèçì. Ó [14℄ êëàñè�iêîâàíî âñi âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi çà ¨õ åíäîòèïà-ìè âiäíîñíî åíäîìîð�içìiâ. Ó [15℄ îá÷èñëåíi âñi çíà÷åííÿ åíäîòèïó äîâiëüíî-ãî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi âiäíîñíî éîãî åíäîòîïiçìiâ. Òóò ìè âèçíà÷à¹ìîâñi åíäîòèïè ÷àñòêîâèõ âiäíîøåíü åêâiâàëåíòíîñòi ïåâíîãî âèäó, ùî äîïîâíþ¹îñíîâíèé ðåçóëüòàò ç [14℄.�îáîòà ïîáóäîâàíà òàêèì ÷èíîì. Ó ïóíêòi 1 äàþòüñÿ âèçíà÷åííÿ øåñòè òèïiâåíäîìîð�içìiâ i ïðèêëàäè åíäîìîð�içìiâ êîæíîãî òèïó. Ó ïóíêòi 2 íàâåäåíîíåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ âiäïîâiäíèõ åíäîìîð�içìiâ ÷àñòêîâîãîâiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi. Ó ïóíêòi 3 îá÷èñëþþòüñÿ âñi ìîæëèâi çíà÷åííÿåíäîòèïó çàäàíèõ ÷àñòêîâèõ åêâiâàëåíòíîñòåé.1. Òèïè åíäîìîð�içìiâ. Íåõàé X � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, ℑ(X)� ñèìåòðè÷íà íàïiâãðóïà íà ìíîæèíi X i ρ ⊆ X ×X.Ïåðåòâîðåííÿ f ∈ ℑ(X) íàçèâà¹òüñÿ åíäîìîð�içìîì âiäíîøåííÿ ρ ⊆ X×X,ÿêùî ç (x, y) ∈ ρ âèïëèâà¹, ùî (xf, yf) ∈ ρ ïðè áóäü-ÿêèõ x, y ∈ X . Ìíîæèíàâñiõ åíäîìîð�içìiâ áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ ρ âiäíîñíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöi¨ ïåðå-òâîðåíü óòâîðþ¹ íàïiâãðóïó, ÿêà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç End (X, ρ).Åíäîìîð�içì f âiäíîøåííÿ ρ ⊆ X × X íàçèâà¹òüñÿ íàïiâñèëüíèì, ÿêùî ç
(xf, yf) ∈ ρ âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü òàêi x′ ∈ xff−1, y′ ∈ yff−1, ùî (x′, y′) ∈
ρ. Ìíîæèíà âñiõ íàïiâñèëüíèõ åíäîìîð�içìiâ âiäíîøåííÿ ρ ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê
HEnd(X, ρ).Åíäîìîð�içì f âiäíîøåííÿ ρ ⊆ X × X íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî ñèëüíèì,ÿêùî ç (xf, yf) ∈ ρ âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî x′ ∈ xff−1 çíàéäåòüñÿ òàêèé
y′ ∈ yff−1, ùî (x′, y′) ∈ ρ, i àíàëîãi÷íî äëÿ êîæíîãî ïðîîáðàçó y′ ∈ yff−1.Ìíîæèíà âñiõ ëîêàëüíî ñèëüíèõ åíäîìîð�içìiâ âiäíîøåííÿ ρ ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê
LEnd(X, ρ).Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2017, âèï. �2 (31)



138 Î. Î. ÒÎI×ÊIÍÀÅíäîìîð�içì f âiäíîøåííÿ ρ ⊆ X × X íàçèâà¹òüñÿ êâàçiñèëüíèì, ÿêùîç (xf, yf) ∈ ρ âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêèé x′ ∈ xff−1, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ ó âiä-íîøåííi ρ ç êîæíèì ïðîîáðàçîì ç yff−1, i àíàëîãi÷íî äëÿ äåÿêîãî ïðîîáðàçó
y′ ∈ yff−1. Ìíîæèíà âñiõ êâàçiñèëüíèõ åíäîìîð�içìiâ áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ ρïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç QEnd(X, ρ).Çàçíà÷èìî, ùî ìíîæèíè HEnd(X, ρ), LEnd(X, ρ) iQEnd(X, ρ) ó çàãàëüíîìóâèïàäêó íå ¹ íàïiâãðóïàìè [9℄.Åíäîìîð�içì f âiäíîøåííÿ ρ ⊆ X×X íàçèâà¹òüñÿ ñèëüíèì, ÿêùî ç (xf, yf) ∈
ρ âèïëèâà¹, ùî (x, y) ∈ ρ ïðè áóäü-ÿêèõ x, y ∈ X . Ìíîæèíà âñiõ ñèëüíèõ åíäî-ìîð�içìiâ âiäíîøåííÿ ρ âiäíîñíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöi¨ ïåðåòâîðåíü óòâîðþ¹ ìî-íî¨ä, ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê SEnd (X, ρ). Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî SEnd(X, ρ)¹ ïiäíàïiâãðóïîþ End(X, ρ).Åíäîìîð�içì f âiäíîøåííÿ ρ ⊆ X × X íàçèâà¹òüñÿ àâòîìîð�içìîì, ÿêùî
f ¹ ái¹êöi¹þ i f−1 � åíäîìîð�içì áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ ρ. Ìíîæèíà âñiõ àâ-òîìîð�içìiâ âiäíîøåííÿ ρ âiäíîñíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöi¨ ïiäñòàíîâîê óòâîðþ¹ãðóïó, ÿêà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Aut (X, ρ). Çðîçóìiëî, ùî Aut(X, ρ) ¹ ïiäãðóïîþ
End(X, ρ).ßê âiäîìî [9℄, äëÿ äîâiëüíîãî áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ ρ íà ìíîæèíi X ìà¹ìiñöå ëàíöþã âêëþ÷åíü:

End(X, ρ) ⊇ HEnd(X, ρ) ⊇ LEnd(X, ρ) ⊇ QEnd(X, ρ) ⊇

⊇ SEnd(X, ρ) ⊇ Aut(X, ρ).�îçãëÿíåìî ïðèêëàäè åíäîìîð�içìiâ êîæíîãî òèïó äëÿ âiäíîøåííÿ ρ = {(a, b),
(b, a), (a, c), (c, a), (b, c), (c, b), (c, d), (b, b), (c, c), (d, d), (e, e), (e, f), (f, e), (f, f)}, âè-çíà÷åíîãî íà ìíîæèíi X = {a, b, c, d, e, f} :

(

a b c d e f
c c c b c c

)

∈ End(X, ρ)\HEnd(X, ρ),

(

a b c d e f
c c b b e e

)

∈ HEnd(X, ρ)\LEnd(X, ρ),

(

a b c d e f
b b b b d d

)

∈ LEnd(X, ρ)\QEnd(X, ρ),

(

a b c d e f
b b c d e e

)

∈ QEnd(X, ρ)\SEnd(X, ρ),

(

a b c d e f
a b c d e e

)

∈ SEnd(X, ρ)\Aut(X, ρ),

(

a b c d e f
a b c d f e

)

∈ Aut(X, ρ).2. Åíäîìîð�içìè ÷àñòêîâèõ åêâiâàëåíòíîñòåé. Íåõàé Eq(X) � ìíî-æèíà âñiõ åêâiâàëåíòíîñòåé íà X i α ∈ Eq(X). ×åðåç X/α ïîçíà÷à¹òüñÿ �àêòîð-ìíîæèíà ìíîæèíè X ïî åêâiâàëåíòíîñòi α, à ÷åðåç x � êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi,ÿêèé ìiñòèòü x ∈ X. Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2017, âèï. �2 (31)



ÅÍÄÎÒÈÏÈ ÄÅßÊÈÕ ×ÀÑÒÊÎÂÈÕ ÂIÄÍÎØÅÍÜ ÅÊÂIÂÀËÅÍÒÍÎÑÒI 139Ëåìà 1 ([16℄). Ïåðåòâîðåííÿ f ∈ ℑ(X) ¹ åíäîìîð�içìîì âiäíîøåííÿ α ∈
Eq(X) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî êëàñó åêâiâàëåíòíîñòi A ∈ X/αiñíó¹ êëàñ B ∈ X/α, òàêèé ùî Af ⊆ B.Ëåìà 2 ( [17℄). (i) Åíäîìîð�içì f ∈ End(X,α) âiäíîøåííÿ α ∈ Eq(X) ¹íàïiâñèëüíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêîãî B ∈ X/α, òàêîãî ùî
B ∩ im(f) 6= ∅, i áóäü-ÿêèõ a, b ∈ B ∩ im(f) iñíó¹ A ∈ X/α, òàêèé ùî a, b ∈ Af.(ii) Åíäîìîð�içì f ∈ End(X,α) âiäíîøåííÿ α ∈ Eq(X) ¹ ëîêàëüíî ñèëüíèìåíäîìîð�içìîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ A,B,C ∈ X/α ç òîãî,ùî Af ⊆ C,Bf ⊆ C, âèïëèâà¹ Af = Bf.(iii) Äëÿ áóäü-ÿêîãî âiäíîøåííÿ α ∈ Eq(X) ìà¹ìî QEnd(X,α) = SEnd(X,α).Ëåìà 3. Åíäîìîð�içì f ∈ End(X,α) âiäíîøåííÿ α ∈ Eq(X) ¹ ñèëüíèì òîäii òiëüêè òîäi, êîëè τ ∗ : X/α → X/α : a 7→ af ¹ ií'¹êòèâíèì ïåðåòâîðåííÿì.Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ ç ëåìè 3.1 â [5℄.Áiíàðíå âiäíîøåííÿ ρ íà ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòêîâîþ åêâiâàëåíò-íiñòþ (äèâ., íàïðèêëàä, [18℄) íà X, ÿêùî âîíî ñèìåòðè÷íå i òðàíçèòèâíå.Íåõàé A � íåïîðîæíÿ âëàñíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíèX, αA � åêâiâàëåíòíiñòüíà A. Âiäíîøåííÿ αA ⊂ X×X î÷åâèäíî ¹ ÷àñòêîâèì âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíî-ñòi íà ìíîæèíi X. Ìíîæèíó âñiõ òàêèõ ÷àñòêîâèõ åêâiâàëåíòíîñòåé αA, A ⊂ X,áóäåìî ïîçíà÷àòè EqA(X).ßêùî f : X → X � äåÿêå ïåðåòâîðåííÿ i A ⊆ X, òî ÷åðåç f |A ïîçíà÷àòèìåìîîáìåæåííÿ ïåðåòâîðåííÿ f íà ïiäìíîæèíó A.Ëåìà 4. (i) Ïåðåòâîðåííÿ f ∈ ℑ(X) ¹ åíäîìîð�içìîì ÷àñòêîâî¨ åêâiâàëåíò-íîñòi αA ∈ EqA(X) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f |A ∈ End(A, αA).(ii) Ïiäñòàíîâêà f ìíîæèíè X ¹ àâòîìîð�içìîì ÷àñòêîâî¨ åêâiâàëåíòíîñòi
αA ∈ EqA(X) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f |A ∈ Aut(A, αA).(iii) Åíäîìîð�içì f ÷àñòêîâîãî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi αA ∈ EqA(X) ¹íàïiâñèëüíèì åíäîìîð�içìîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêîãî êëàñó
B ∈ A/αA òàêîãî, ùî B∩im(f) 6= ∅, i áóäü-ÿêèõ a, b ∈ B∩im(f) iñíó¹ Y ∈ A/αAòàêèé, ùî a, b ∈ Y f.(iv) Åíäîìîð�içì f ÷àñòêîâîãî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi αA ∈ EqA(X) ¹ëîêàëüíî ñèëüíèì åíäîìîð�içìîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

(X\A)f ⊆ X\A i f |A ∈ LEnd(A, αA).(v) Åíäîìîð�içì f ÷àñòêîâîãî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi αA ∈ EqA(X) ¹ñèëüíèì åíäîìîð�içìîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
(X\A)f ⊆ X\A i f ∈ SEnd(A, αA).(vi) Åíäîìîð�içì f ÷àñòêîâîãî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi αA ∈ EqA(X) ¹êâàçiñèëüíèì åíäîìîð�içìîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f � ñèëüíèé åíäîìîð-�içì.Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ (iii) äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê ëåìà 2 ç [17℄, àðåøòà òâåðäæåíü (i), (ii), (iv)�(vi) � ïîäiáíî ëåìàì 1�3 öüîãî ïóíêòó.Âiäìiòèìî, ùî ç ïóíêòiâ (v), (vi) ëåìè 4 âèïëèâà¹, ùî QEnd(X,αA) =

= SEnd(X,αA) äëÿ áóäü-ÿêîãî αA ∈ EqA(X).Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2017, âèï. �2 (31)



140 Î. Î. ÒÎI×ÊIÍÀ3. Åíäîòèïè ÷àñòêîâèõ âiäíîøåíü åêâiâàëåíòíîñòi. Íåõàé X � äî-âiëüíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, ρ � áiíàðíå âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi X. Ëàíöþãóâêëþ÷åíü
End(X, ρ) ⊇ HEnd(X, ρ) ⊇ LEnd(X, ρ) ⊇ QEnd(X, ρ) ⊇

⊇ SEnd(X, ρ) ⊇ Aut(X, ρ)âiäïîâiäà¹ ïîñëiäîâíiñòü (s1, s2, s3, s4, s5), äå si ∈ {0, 1}, i ∈ {1, .., 5}. Ïðè öüîìó
si = 0, ÿêùî íà i-òié ïîçèöi¨ â íàâåäåíié âèùå ïîñëiäîâíîñòi âêëþ÷åíü ìíî-æèíè çáiãàþòüñÿ, si = 1 â ïðîòèâíîìó âèïàäêó. Íàïðèêëàä, s3 = 0 îçíà÷à¹
LEnd(X, ρ) = QEnd(X, ρ), à s5 = 1 âêàçó¹ íà SEnd(X, ρ) 6= Aut(X, ρ). Çíà÷åí-íÿ ñóìè Σ5

i=1
si2

i−1 íàçèâà¹òüñÿ åíäîòèïîì áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ ρ âiäíîñíî éî-ãî åíäîìîð�içìiâ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Endotype(X, ρ).Âiäíîøåííÿ ρ ⊆ X ×X íàçèâà¹òüñÿ òîòîæíèì, ÿêùî ρ = iX = {(x, x)|x ∈
X} i óíiâåðñàëüíèì, ÿêùî ρ = ωX = X ×X.Òåîðåìà 1. Íåõàé A 6= ∅ i A ⊂ X. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ÷àñòêîâî¨ åêâiâàëåíòíî-ñòi αA ∈ EqA(X) :

Endotype(X,αA) =



















































2, ÿêùî |A| = 1, |X| = 2;

7, ÿêùî 2 ≤ |A| < ∞, |X\A| = 1, αA = iA;

18, ÿêùî |A| = 1, 2 < |X|;

19, ÿêùî 2 ≤ |A|, αA = ωA;

23, ÿêùî 2 ≤ |A| < ∞, iA 6= αA 6= ωA àáî
2 ≤ |A| < ∞, 1 < |X\A|, αA = iA àáî
|A| = ∞, αA 6= ωA.Äîâåäåííÿ. 1) Íåõàé |X| = 2, A ⊂ X � ïiäìíîæèíà, ùî ìiñòèòü îäèí åëå-ìåíò. Òîäi EqA(X) âè÷åðïó¹òüñÿ åêâiâàëåíòíiñòþ αA = iA = ωA, ïðè öüîìó, ÿêâèïëèâà¹ ç ëåìè 4, End(X,αA) = HEnd(X,αA) i ïîòóæíiñòü öèõ ìíîæèí äîðiâ-íþ¹ 2, à LEnd(X,αA) = Aut(X,αA) ç ïîòóæíiñòþ 1, îòæå, Endotype(X,αA) =

∑

5

i=1
si · 2

i−1 = 2.2) Íåõàé A ⊂ X � ñêií÷åííà ìíîæèíà, ùî ìiñòèòü íå ìåíøå äâîõ åëåìåíòiâ,
|X\A| = 1 i αA � òîòîæíå âiäíîøåííÿ. Âiçüìåìî ðiçíi a, b ∈ A i âèçíà÷èìîïåðåòâîðåííÿ f ìíîæèíè X òàêèì ÷èíîì:

xf =

{

a, ÿêùî x ∈ A,
b, ÿêùî x /∈ A.Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî f ∈ End(X,αA), ïðîòå f /∈ HEnd(X,αA), ùî âè-ïëèâà¹ ç ï. (iii) ëåìè 4. Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî HEnd(X,αA) 6=

6= LEnd(X,αA) 6= QEnd(X,αA). Äiéñíî, âèçíà÷èâøè f : X → X, ÿê
xf =

{

a, ÿêùî x ∈ A\{b},
b, ÿêùî x ∈ {b} ∪X\AÍàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2017, âèï. �2 (31)



ÅÍÄÎÒÈÏÈ ÄÅßÊÈÕ ×ÀÑÒÊÎÂÈÕ ÂIÄÍÎØÅÍÜ ÅÊÂIÂÀËÅÍÒÍÎÑÒI 141äëÿ ðiçíèõ a, b ∈ A, ïðèõîäèìî äî f ∈ HEnd(X,αA)\LEnd(X,αA). Ïåðåòâîðåí-íÿ
xf =

{

a, ÿêùî x ∈ A,
x, ÿêùî x /∈ Aäà¹ íàì ïðèêëàä òàêîãî f ∈ LEnd(X,αA)\QEnd(X,αA). Îñêiëüêè |X\A| = 1,

αA = iA i A � ñêií÷åííà ìíîæèíà, çãiäíî ç ëåìîþ 3, ï. (ii) i ï. (v) ëåìè 4, f ∈
Aut(X,αA) äëÿ áóäü-ÿêîãî f ∈ SEnd(X,αA), òîìó Aut(X,αA) = SEnd(X,αA).Òàêèì ÷èíîì,

End(X,αA) ⊃ HEnd(X,αA) ⊃ LEnd(X,αA) ⊃ QEnd(X,αA) = Aut(X,αA).Îòæå, Endotype(X,αA) =
∑

5

i=1
si · 2

i−1 = 7.3) Íåõàé A = {a}, X � ìíîæèíà, ùî ìiñòèòü áiëüøå äâîõ åëåìåíòiâ. ßê i âï. 1), EqA(X) âè÷åðïó¹òüñÿ åêâiâàëåíòíiñòþ αA = iA = ωA, ïðè öüîìó äëÿ åíäî-ìîð�içìó f áóäü-ÿêîãî òèïó î÷åâèäíî, ùî af = a. Çãiäíî ç ï. (iii) ëåìè 4, f ∈
HEnd(X,αA) äëÿ áóäü-ÿêîãî f ∈ End(X,αA), òîìóHEnd(X,αA) = End(X,αA).Óìîâè ïóíêòiâ (iv)�(vi) ëåìè 4 â äàíîìó âèïàäêó âèçíà÷àþòü îäèí i òîé ñàìèéåíäîìîð�içì, íå îáîâ'ÿçêîâî ái¹êòèâíèé, òîìó LEnd(X,αA) = SEnd(X,αA) i
SEnd(X,α) 6= Aut(X,α). Òàêèì ÷èíîì,

End(X,αA) = HEnd(X,αA) ⊃ LEnd(X,αA) = SEnd(X,αA) ⊃ Aut(X,αA),îòæå, Endotype(X,αA) =
∑

5

i=1
si · 2

i−1 = 18.4) Íåõàé A � ìíîæèíà, ùî ìiñòèòü íå ìåíøå äâîõ åëåìåíòiâ i αA � óíiâåð-ñàëüíå âiäíîøåííÿ. Âiçüìåìî ðiçíi a, b ∈ A i âèçíà÷èìî ïåðåòâîðåííÿ f : X → Xçà ïðàâèëîì:
xf =

{

a, ÿêùî x ∈ A,
b, ÿêùî x /∈ A.Çãiäíî ç ëåìîþ 1 i ï. (i) ëåìè 4, f ∈ End(X,αA), àëå f /∈ HEnd(X,αA),ùî âèïëè-âà¹ ç ï. (iii) ëåìè 4. ßêùî Xf = {a}, ìàòèìåìî f ∈ HEnd(X,αA)\LEnd(X,αA).Îñêiëüêè |A/αA| = 1, óìîâè ïóíêòiâ (iv)�(vi) âèçíà÷àþòü îäèí i òîé ñàìèéíå îáîâ'ÿçêîâî ái¹êòèâíèé åíäîìîð�içì, òîìó LEnd(X,αA) = SEnd(X,αA) i

SEnd(X,αA) 6= Aut(X,αA). Òàêèì ÷èíîì,
End(X,αA) ⊃ HEnd(X,αA) ⊃ LEnd(X,αA) = SEnd(X,αA) ⊃ Aut(X,αA),îòæå, Endotype(X,αA) =

∑

5

i=1
si · 2

i−1 = 19.5) a) Íåõàé A � ñêií÷åííà ìíîæèíà, ùî ìiñòèòü íå ìåíøå äâîõ åëåìåíòiâ, i
αA 6= iA, αA 6= ωA. Òîäi |A| ≥ 3, |A/αA| ≥ 2 i â A/αA iñíó¹ ïðèíàéìíi îäèí êëàñ,ïîòóæíiñòü ÿêîãî íå ìåíøå 2. Ïîçíà÷èìî éîãî ÷åðåç x. Âiçüìåìî ðiçíi a, b ∈ x iâèçíà÷èìî ïåðåòâîðåííÿ f : X → X, ïîêëàâøè

xf =

{

a, ÿêùî x ∈ A,
b, ÿêùî x /∈ A.Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî f ∈ End(X,αA), àëå f /∈ HEnd(X,αA), ùî âèïëèâà¹ç ï. (iii) ëåìè 4. ßêùî Xf = {a}, áóäåìî ìàòè ïðèêëàä f ∈ HEnd(X,αA)\
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142 Î. Î. ÒÎI×ÊIÍÀÂèçíà÷èìî òåïåð ïåðåòâîðåííÿ f ìíîæèíè X, ïîêëàâøè
xf =

{

a, ÿêùî x ∈ A,
x, ÿêùî x /∈ Aäëÿ âñiõ x ∈ X . Çãiäíî ç ïóíêòàìè (iv) i (v) ëåìè 4, f ∈ LEnd(X,αA), ïðîòå f /∈

SEnd(X,αA), ùî âèïëèâà¹ ç ï. (v) ëåìè 4. Çâiäñè SEnd(X,αA) 6= LEnd(X,αA).Íåðiâíiñòü Aut(X,αA) 6= SEnd(X,αA) ¹ î÷åâèäíîþ. Îòæå,
End(X,αA) ⊃ HEnd(X,αA) ⊃ LEnd(X,αA) ⊃ QEnd(X,αA) =

= SEnd(X,αA) ⊃ Aut(X,αA)i Endotype(X,αA) =
∑

5

i=1
si · 2

i−1 = 23.b) Íåõàé A � ñêií÷åííà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà ç |A| ≥ 2, |X\A| > 1 i αA = iA.Ëàíöþã âêëþ÷åíü
End(X,αA) ⊃ HEnd(X,αA) ⊃ LEnd(X,αA) ⊃ QEnd(X,αA) = SEnd(X,αA)äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê â ï. 2) öüîãî äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ìíîæèíàX\Aìiñòèòü íå ìåíøå 2 åëåìåíòiâ, âèáåðåìî â íié äîâiëüíèé åëåìåíò a i âèçíà÷èìîïåðåòâîðåííÿ f ìíîæèíè X òàêèì ÷èíîì:

xf =

{

x, ÿêùî x ∈ A,
a, ÿêùî x /∈ A.Çðîçóìiëî, ùî f ∈ SEnd(X,αA)\Aut(X,αA) i, ÿê ðåçóëüòàò, Endotype(X,αA) =

=
∑

5

i=1
si · 2

i−1 = 23.) Íåõàé A � íåñêií÷åííà ìíîæèíà i αA 6= ωA. �îçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè αA =
iA. Îñêiëüêè ìíîæèíà A íåñêií÷åííà, íà âiäìiíó âiä ïóíêòó 2), SEnd(X,αA) 6=
Aut(X,αA). Ïðèêëàä åíäîìîð�içìó f ∈ SEnd(X,αA)\Aut(X,αA) îòðèìó¹ìîïðè âèáîði íà îáìåæåííi f |A ií'¹êöi¨, ÿêà íå ¹ ñþð'¹êöi¹þ. Â öüîìó âèïàäêó

End(X,αA) ⊃ HEnd(X,αA) ⊃ LEnd(X,αA) ⊃ QEnd(X,αA) =

= SEnd(X,αA) ⊃ Aut(X,αA).Òàêèì ÷èíîì, Endotype(X,αA) =
∑

5

i=1
si · 2

i−1 = 23.ßêùî æ αA 6= iA, αA 6= ωA, òî, ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê â ï. 5), à),ïðèõîäèìî äî Endotype(X,αA) = 23. Òåîðåìà äîâåäåíà.Òàêèì ÷èíîì, âñi ìîæëèâi çíà÷åííÿ åíäîòèïó äîâiëüíîãî âiäíîøåííÿ åêâiâà-ëåíòíîñòi, çíàéäåíi â [14℄, i îòðèìàíèé òóò ðåçóëüòàò äàþòü ïîâíó êëàñè�iêàöiþâñiõ ÷àñòêîâèõ âiäíîøåíü åêâiâàëåíòíîñòi âèäó αA, A ⊆ X, çà ¨õ åíäîòèïàìè âiä-íîñíî åíäîìîð�içìiâ.Ñïèñîê âèêîðèñòàíî¨ ëiòåðàòóðè1. �ëóñêèí Ë. Ì. Ïîëóãðóïïà èçîòîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé // Óñïåõè ìàò. íàóê. � 1961.� � 5.� Ñ. 157�162.2. Øíåïåðìàí Ë. Á. Ïîëóãðóïïû ýíäîìîð�èçìîâ êâàçèóïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ // Ó÷¼íûåçàïèñêè Ë�ÏÈ èì. À. È. �åðöåíà. � 1962.� 238. � Ñ. 21�37.Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2017, âèï. �2 (31)



ÅÍÄÎÒÈÏÈ ÄÅßÊÈÕ ×ÀÑÒÊÎÂÈÕ ÂIÄÍÎØÅÍÜ ÅÊÂIÂÀËÅÍÒÍÎÑÒI 1433. Àéçåíøòàò À. ß. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïîëóãðóïïû ýíäîìîð�èçìîâ êîíå÷íîãîëèíåéíîãî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà // Ñèá. ìàò. æóðí. � 1962.� 3, � 2. � Ñ. 161�169.4. Áîíäàðü Å. À., Æó÷îê Þ. Â. Ïðåäñòàâëåíèÿ ìîíîèäà ñèëüíûõ ýíäîìîð�èçìîâ êîíå÷íûõ
n-îäíîðîäíûõ ãèïåðãðà�îâ // Ôóíäàìåíò. è ïðèêë. ìàòåì. � 2013. � 18, � 1. � Ñ. 21�34.5. Áîíäàðü Å. À., Æó÷îê Þ. Â. Ïîëóãðóïïû ñèëüíûõ ýíäîìîð�èçìîâ áåñêîíå÷íûõ ãðà�îâè ãèïåðãðà�îâ // Óêð. ìàò. æóðí. � 2013. � 65, � 6. � Ñ. 743�754.6. Øàéí Á. Ì. Ïðåäñòàâëåíèå óïîðÿäî÷åííûõ ïîëóãðóïï // Ìàò. ñáîðíèê � 1964.� 65, � 107(2). � Ñ. 161�169.7. Mashevitzky G., Shein B. M. Automorphisms of the endomorphism semigroup of a free monoidor a free semigroup // Proeedings of the Amerian Mathematial Soiety. � 2003. � 131, � 6.� P. 1655�1660.8. Laradji A., Umar A. Combinatorial results for semigroups of order-preserving partialtransformations // Journal of Algebra. � 2004. � 278, � 1. � P. 342�359.9. Bötther M., Knauer U. Endomorphism spetra of graphs // Disr. Math. � 1992. � 109. � P.45�57.10. �åøåòíèêîâ À. Â. Îá îïðåäåëåíèÿõ ãîìîìîð�èçìà ãèïåðãðà�îâ // Äèñêðåòíàÿ ìàòå-ìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ: Ìàòåðèàëû Õ Ìåæäóíàð. ñåì. � Ìîñêâà: Ì�Ó. � 2010. � Ñ.325�327.11. Hou H., Fan X., Luo Y. Endomorphism types of generalized polygon // Southeast AsianBulletin of Mathematis. � 2009. � 33, � 3. � P. 433�441.12. Hou H., Fan X., Luo Y. The endomorphism monoid of Pn // European J. Combinatoris. �2008. � 29, � 5. � P. 1173�1185.13. Wang W., Hou H. The endomorphism monoid of N -prism // Intern. Math. Forum. � 2011. �50. � P. 2461-2471.14. Zhuhok Y. V. Endotypes of equivalene relations // Quasigroups and Related Systems. �2014. � 22. � P. 295�300.15. Æó÷îê Þ. Â., Òîè÷êèíà Å. À. Ïîëóãðóïïû ýíäîòîïèçìîâ îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè //Ìàòåì. ñá. � 2014. � 205, � 5. � Ñ. 37�54.16. Æó÷îê Þ. Â. Åíäîìîð�içìè âiäíîøåíü åêâiâàëåíòíîñòi // Âiñí. Êè¨â. óíiâ. Ñåð. Ôiç.-ìàò. íàóêè. � 2007.� 3. � Ñ. 22�26.17. Áîíäàðü Å. À. Î ðåãóëÿðíîñòè íåêîòîðûõ ïîäïîëóãðóïï ìîíîèäà ýíäîìîð�èçìîâ îòíî-øåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè // Ïðèêëàäíàÿ äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. � 2014. � � 3(25). � Ñ.5�11.18. Äóäåê Â. À. Àëãåáðû Ìåíãåðà ìíîãîìåñòíûõ �óíêöèé / Â. À. Äóäåê, Â. Ñ. Òðîõèìåíêî.� Ch.: S. n., 2006. � 237 p. Îäåðæàíî 10.08.2017

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2017, âèï. �2 (31)


