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IНВАРIАНТНI МНОГОВИДИ ОДНОГО КЛАСУ СИСТЕМ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

In this article class of differential equations defined in direct product of m-measurable torus and n-
measurable Euclidean space for which the conditions of existence of asymptotically stable invariant
toroidal manifold are satisfies are investigated.

В данiй статтi дослiджено клас диференцiальних рiвнянь, визначених у прямому добутку m-
вимiрного тора i n-вимiрного евклiдового простору, для якого мають мiсце умови iснування
асимптотично стiйкого iнварiантного тороїдального многовиду.

1. Вступ. Системи диференцiальних рiвнянь, що є розширенням динамiчної
системи на торi, описують процеси, що носять коливний характер. Важливим є
встановлення умов iснування i збереження iнварiантних торiв при малих збуре-
ннях. Основнi результати дослiдження iнварiантних тороїдальних многовидiв
пiдсумованi в працях [2] i [4]. Дана робота присвячена дослiдженню умов iсну-
вання iнварiантних множин лiнiйної системи диференцiальних рiвнянь, визна-
ченої в прямому добутку тора Tm i евклiдового простору Rn, та виокремлено
один клас задач, для якого умови iснування мають мiсце.

2. Постановка задачi та фомулювання одержаного результату. Роз-
глянемо систему рiвнянь

ϕ̇ = a(ϕ), ẋ = A(ϕ)x+ f(ϕ), (1)

в якiй ϕ = (ϕ1, ..., ϕm)T ∈ Tm, x = (x1, ..., xn)T ∈ Rn, A(ϕ) i f(ϕ) ∈ C(Tm),
C(Tm) — простiр неперервних 2π-перiодичних по кожнiй з компонент ϕj,
j = 1, 2, ...,m функцiй, визначених на m-вимiрному торi Tm. Функцiя a(ϕ) на-
лежить C(Tm) i задовольняє умову Лiпшиця

‖a(ϕ
′′
)− a(ϕ

′
)‖ ≤ L‖ϕ′′ − ϕ′‖

для довiльних ϕ′ , ϕ′′ ∈ Tm та деякої сталої L > 0.
Позначимо через ϕt(ϕ) розв’язок першого iз рiвнянь системи (1) такий, що

ϕ0(ϕ) = ϕ. Умова Лiпшиця гарантує iснування та єдинiсть такого розв’язку.
Через Ωt

τ (ϕ) позначимо матрицант однорiдної системи

ẋ = A(ϕt(ϕ))x (2)

залежної вiд ϕ ∈ Tm як вiд параметра, що при t = τ перетворюється в одини-
чну матрицю, тобто Ωτ

τ (ϕ) ≡ E. Пiд iнварiантним многовидом системи рiвнянь
(1) розумiємо множину, яка визначається функцiєю u(ϕ) ∈ C(Tm) такою, що
функцiя x(t, ϕ) = u(ϕt(ϕ)) є розв’язком системи рiвнянь

ẋ = A(ϕt(ϕ))x+ f(ϕt(ϕ))

для довiльного ϕ ∈ Tm. Покладемо

G(t, τ, ϕ) =

{
Ωt
τ (ϕ)C(ϕτ (ϕ)), t ≥ τ,

Ωt
τ (ϕ)(C(ϕτ (ϕ))− E), t < τ,
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де C(ϕ) — матриця, що належить простору C(Tm).
Функцiю G(0, τ, ϕ) назвемо функцiєю Грiна-Самойленка [2] системи рiвнянь

ϕ̇ = a(ϕ), ẋ = A(ϕ)x, якщо iнтеграл
+∞∫
−∞
‖ G(0, τ, ϕ) ‖ dτ рiвномiрно обмежений

по ϕ:
+∞∫
−∞

‖ G(0, τ, ϕ) ‖ dτ ≤ k <∞ (3)

для всiх ϕ ∈ Tm. Функцiя G(t, τ, ϕ) задовольняє систему (2) при t 6= τ , а при
t = τ вона має розрив першого роду зi стрибком

G(τ + 0, τ, ϕ)−G(τ − 0, τ, ϕ) = E.

Легко перевiрити, що G(t, τ, ϕ) задовольняє рiвностi

G(t, τ, ϕ+ 2π) = G(t, τ, ϕ), G(t, t+ τ, ϕ) = G(0, τ, ϕτ (ϕ)). (4)

Нехай матриця G(t, τ, ϕ) така, що функцiя xt(ϕ), залежна вiд ϕ ∈ Tm як вiд
параметра,

xt(ϕ) =

+∞∫
−∞

G(t, τ, ϕ)f(ϕτ (ϕ))dτ (5)

визначена для всiх t ∈ R i рiвномiрно обмежена. Покладемо xt(ϕ) = u(ϕt(ϕ)) i
замiнимо у (5) ϕ на ϕ−t(ϕ). Тодi з урахуванням (4)

u(ϕ) =

+∞∫
−∞

G(0, τ, ϕ)f(ϕτ (ϕ))dτ. (6)

Якщо iнтеграл в (6) є збiжним, то функцiя u(ϕ) визначає iнварiантний торо-
їдальний многовид системи рiвнянь (1), а функцiя xt(ϕ) = u(ϕt(ϕ)) задовольняє
рiвняння

ẋ = A(ϕt(ϕ))x+ f(ϕt(ϕ)).

Нехай Ωϕ — ω-гранична множина розв’язку першого iз рiвнянь системи (1)
ϕt(ϕ) такого, що ϕ0(ϕ) = ϕ. Як вiдомо, наприклад iз [4], Ωϕ не пуста множина
для всiх ϕ ∈ Tm в силу компактностi фазового простору Tm, Ω = ∪

ϕ∈Tm
Ωϕ. У

статтi [3] виокремлено класи диференцiальних рiвнянь, для яких iснує асимпто-
тично стiйка iнварiантна тороїдальна множина x = u(ϕ) системи (1) в просторi
Tm × Rn для довiльної функцiї f(ϕ) ∈ C(Tm).

Розглянемо тепер лiнiйне розширення динамiчної системи рiвнянь на торi з
малим параметром

ϕ̇ = εa(ϕ), ẋ = A(ϕ)x+ f(ϕ), (7)

в якiй, як i в (1), ϕ ∈ Tm, x ∈ Rn, a(ϕ) ∈ CLip(Tm), A(ϕ), f(ϕ) ∈ C(Tm) , ε > 0 −
малий параметр. Вiдомо [2], що при ε = 0 система (7) має iнварiантний тор
для кожної вектор-функцiї f(ϕ) ∈ C1(Tm) тiльки у випадку, коли detA(ϕ) 6= 0
для всiх ϕ ∈ Tm. Для того, щоб система (7) (ε > 0) мала iнварiантний тор для
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довiльної функцiї f(ϕ) ∈ C1(Tm), дiйснi частини всiх власних чисел матрицi
A(ϕ) для кожного фiксованого ϕ ∈ Tm повиннi бути вiдмiннi вiд нуля [2].

Нехай для всiх ϕ ∈ Tm i ε ∈ (0, ε0], ε0 > 0 iснує границя

lim
t→∞

A(ϕεt(ϕ)) = A, (8)

де ϕεt(ϕ) — розв’язок задачi Кошi ϕ̇ = εa(ϕ), ϕε0(ϕ) = ϕ. Це означає, що ма-
трична функцiя A(ϕ) на множинi Ω є сталою матрицею A(ϕ) = A для всiх
ϕ ∈ Ω.

Теорема 1. Нехай має мiсце рiвнiсть (8) i дiйснi частини всiх власних чи-
сел граничної матрицi A вiд’ємнi Re(λj(A)) < 0, j = 1, 2, ..., n. Тодi iснує таке
число ε0 > 0, що при всiх ε ∈ (0, ε0] i для довiльної неперервної 2π-перiодичної
по ϕj, j = 1, 2, ...,m функцiї f(ϕ) система (7) має асимптотично стiйку iнва-
рiантну тороїдальну множину x = uε(ϕ).

Доведення. Розглянемо лiнiйну неоднорiдну систему диференцiальних рiв-
нянь, залежну вiд ϕ ∈ Tm як вiд параметра:

ẋ = A(ϕεt(ϕ))x+ f(ϕεt(ϕ)). (9)

Позначимо через Ωt
τ (ϕ) — матрицант однорiдної системи

ẋ = A(ϕεt(ϕ))x.

Проведемо мiркування, аналогiчно як у [3].
Оскiльки матрицант Ωt

τ (ϕ) допускає iнтегральне представлення

Ωt
τ (ϕ) = eA(t−τ) +

t∫
τ

eA(t−s)(A(ϕεs(ϕ))− A)Ωt
s(ϕ)ds (10)

i при деяких K ≥ 1 i γ > 0∥∥eA(t−τ)
∥∥ ≤ Ke−γ(t−τ), t ≥ τ,

а при достатньо великому t ≥ T i досить малому a

‖A(ϕεt(ϕ))− A‖ ≤ a,

ε ∈ (0, ε0], ε0 > 0, з рiвностi (10) маємо

∥∥Ωt
τ (ϕ)

∥∥ ≤ Ke−γ(t−τ) +

t∫
τ

Ke−γ(t−s) ‖A(ϕεs(ϕ))− A‖ ‖Ωs
τ (ϕ)‖ ds,

eγ(t−τ)
∥∥Ωt

τ (ϕ)
∥∥ ≤ K +

T∫
τ

Keγ(s−τ) ‖A(ϕεs(ϕ))− A‖ ‖Ωs
τ (ϕ)‖ ds+

+

t∫
τ

Kaeγ(s−τ)‖Ωs
τ (ϕ)‖ds.
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В силу леми Гронуолла-Беллмана знаходимо∥∥Ωt
τ (ϕ)

∥∥ ≤ K1e
−(γ−Ka)(t−τ), (11)

де

K1 = K +

T∫
τ

Keγ(s−τ) ‖A(ϕεs(ϕ))− A‖ ‖Ωs
τ (ϕ)‖ ds.

Позначимо через

G(t, τ, ϕ) =

{
Ωt
τ (ϕ), t ≥ τ,

0, t < τ.

Iз нерiвностей (11) випливає, що G(t, τ, ϕ) задовольняє оцiнку

‖G(0, τ, ϕ)‖ ≤ K1e
−γ1|τ |, (12)

при K1 ≥ 1, γ1 > 0, τ ∈ R, ϕ ∈ Tm. Враховуючи це, отримуємо
0∫
−∞

‖G(0, τ, ϕ)‖ dτ ≤ K1

0∫
−∞

e(γ−Ka)τdτ =
K1

γ −Ka
<∞, γ > Ka.

Отже, G(0, τ, ϕ) є функцiєю Грiна-Самойленка задачi про iнварiантнi тори, а
система (7) має асимптотично стiйку iнварiантну множину x = uε(ϕ), що зада-
ється спiввiдношенням

uε(ϕ) =

0∫
−∞

G(0, τ, ϕ)f(ϕετ (ϕ))dτ.

Дiйсно, нехай x = x(t, ϕ) — довiльний розв’язок системи рiвнянь (9), а
x∗(t) = uε(ϕ

ε
t(ϕ)) — розв’язок цього ж рiвняння, що лежить на iнварiантнiй

множинi. Рiзниця цих розв’язкiв допускає представлення

x(t, ϕ)− uε(ϕεt(ϕ)) = Ωt
0(ϕ)(x(0, ϕ)− uε(ϕ))

i на пiдставi (11) робимо висновок, що

lim
t→∞
‖x(t, ϕ)− uε(ϕεt(ϕ))‖ = 0,

тобто iнварiантна множина x = uε(ϕ) є асимптотично стiйкою, що i завершує
доведення теореми.

Приклад. Нехай задано систему рiвнянь

ϕ̇ = εa(ϕ), ẋ = cosϕ · x+ f(ϕ),

в якiй a(ϕ), f(ϕ) ∈ C(T 1), крiм того a(π) = 0, а для всiх iнших ϕ ∈ T 1 a(ϕ) > 0,
x ∈ R, ε > 0 — малий параметр. Точка π є положенням рiвноваги динамiчної
системи ϕ̇ = εa(ϕ) на торi T 1, тобто ϕεt(π) = π. ω−гранична множина Ω скла-
дається з однiєї точки Ω = {π}, тому точка ϕ = π є нерухомою, а всi iншi
траєкторiї ϕεt(ϕ) прямують до π при t→ +∞ :

Reλ(A(ϕ)|ϕ∈Ω) = Reλ(cos(ϕ)|ϕ=π)) = −1 < 0.
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Система рiвнянь має асимптотично стiйку iнварiантну тороїдальну множину.
Розглянемо тепер збурену систему рiвнянь

ϕ̇ = εa(ϕ), ẋ = (A(ϕ) +B(ϕ))x+ f(ϕ). (13)

Теорема 2. Нехай для всiх ϕ ∈ Tm iснує границя (8) i дiйснi частини
всiх власних чисел граничної матрицi A вiд’ємнi Re(λj(A)) < 0 при j =
1, 2, . . . , n. Тодi iснують такi числа ε0 > 0 i b > 0, що при всiх ε ∈ (0, ε0] i
для будь-якої неперервної 2π-перiодичної по ϕj, j = 1, 2, . . . ,m матрицi B(ϕ)
такої, що

max
ϕ∈ Tm

‖B(ϕ)‖ ≤ b, (14)

система (13) має асимптотично стiйку iнварiантну тороїдальну множину.

Доведення. Доведення теореми полягає в тому, щоб показати, що матри-
цант Ψt

τ (ϕ) системи рiвнянь

ẋ = A(ϕεt(ϕ))x+B(ϕεt(ϕ))x (15)

при досить великих t допускає оцiнку типу exp(−γ(t− τ)).
Матрицант Ψt

τ (ϕ) допускає представлення

Ψt
τ (ϕ) = Ωt

τ (ϕ) +

t∫
τ

Ωt
s(ϕ)B(ϕεs(ϕ))Ψt

s(ϕ)ds.

Враховуючи оцiнку (11), аналогiчними мiркуваннями як при доведеннi теоре-
ми 1 отримаємо оцiнку для матрицанта системи (15)∥∥Ψt

τ (ϕ)
∥∥ ≤ K2e

−γ2(t−τ) (16)

при всiх t ≥ τ, ϕ ∈ Tm i деяких K2 ≥ 1, γ2 > 0. З оцiнки (16) випливає, що
система (13) має асимптотично стiйкий iнварiантний многовид x = uε(ϕ), який
задається спiввiдношенням

uε(ϕ) =

0∫
−∞

Ψ0
τ (ϕ)f(ϕετ (ϕ))dτ,

що i доводить теорему.
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