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СИГНАТУРНА РЕШIТКА ОДНОГО КЛАСУ АЛГЕБР

In the paper has been explored structure class of algebra which are given above binary square
matrices with conjunctions, disjunctions and turn operations. Lattice signature is observed in one
class of algebra and her connection with equivalent lattice. The lattice is constructed of some class
of algebra.

У роботi дослiджується структура класiв алгебр, якi заданi над бiнарними квадратними ма-
трицями з операцiями кон’юнкцiї, диз’юнкцiї та поворотiв. Вивчається сигнатурна решiтка
такого класу алгебр, її зв’язок з еквацiональною решiткою, будуються решiтки деяких класiв
алгебр.

Дана робота є продовженням дослiджень, приведених у статтях [1-3].
Наведемо деякi поняття теорiї алгебраїчних систем [4], якi використовую-

ться у роботi.

Означення 1. Алгебраїчною системою називається кортеж U=(A,ΩF ,ΩP),
який складається з трьох множин: непустої множини A, множини операцiй
ΩF = {F0, F1, . . . , Fξ, . . .} визначених на множинi A та множини предикатiв
ΩP = {P0, P1, . . . , Pη, . . .} заданих на множинi A.

Множина A називається носiєм або основною множиною системи U , її еле-
менти – елементами системи U .

Потужнiсть A називається потужнiстю або порядком системи U i позначає-
ться |U |.

Означення 2. Алгебраїчна система U=(A,ΩF ,ΩP ) називається алгеброю,
якщо ΩP = ∅ i моделлю, якщо ΩF = ∅.

Означення 3. Непуста пiдмножина A1 основної множини A деякої ал-
гебраїчної системи U = (A,Ω) називається замкнутою в системi U, якщо A
замкнена вiдносно кожної операцiї Fξ ∈ Ω цiєї системи: результат будь-якої
операцiї над довiльними елементами A1 належить A1.

Розглянемо довiльний класR алгебраїчних систем заданого типу (m0, . . .,mξ,
n0, . . . , nη). Цьому типу ставимо у вiдповiднiсть набiр Ω функцiональних i пре-
дикатних символiв F0, F1, . . . , Fξ, P0, P1, . . . , Pη, арнiсть яких дорiвнює числам
m0, . . . ,mξ, n0, . . . , nη i розглядаються як загальнi iмена вiдповiдних операцiй
i предикатiв систем класу R. Сукупнiсть указаних символiв будемо називати
сигнатурою класу R.

Задати на множинi A систему U сигнатури Ω − це значить задати деяку
непусту множину A i кожному сигнатурному знаку поставити у вiдповiднiсть
його значення – деяку операцiю або предикат вiдповiдної арностi на A.

Означення 4. Унiверсальнi алгебри U1 i U2 iз заданими системами опе-
рацiй Ω1 i Ω2 називаються однотипними, якщо можна встановити взаємно
однозначну вiдповiднiсть мiж Ω1 i Ω2, причому вiдповiднi операцiї ω1 ∈ Ω1 i
ω2 ∈ Ω2 мають однакову арнiсть.
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Нехай M = {Un = (A,Ω)}, n = 1, 2, ... – клас однотипних алгебр. Позначимо
через R(Un) множину всiх тотожностей алгебри Un.

Означення 5. Алгебра U1 еквацiонально вкладається в алгебру U2 (U1, U2 ∈
M), якщо R(U1) ⊂ R(U2).

Означення 6. Алгебри U1 i U2 (U1, U2 ∈ M) називаються еквацiонально
еквiвалентними, якщо R(U1) = R(U2).

Означення 7. Клас алгебр M утворює еквацiональну решiтку, якщо для
будь-яких алгебр U1, U2 ∈ M iснують алгебри U3, U4 ∈ M такi, що мають
мiсце рiвностi

R(U3) = R(U1) ∩R(U2),

R(U4) = R(U1) ∪R(U2).

Означення 8. Алгебри U1 = (A1,Ω1) i U2 = (A2,Ω2) називаються одноно-
сiєвими, якщо A1 = A2.

Нехай N = {Un = (An×n,Ω)} – клас одноносiєвих алгебр.

Означення 9. Алгебра U1 = (A, Ω1) називається сигнатурним розширен-
ням (звуженням) алгебри U2 = (A, Ω2), якщо Ω2 ⊂ Ω1 (Ω1 ⊂ Ω2).

Означення 10. Алгебра U3 = (A, Ω3) називається сигнатурним об’єдна-
нням (перетином) алгебр U1 = (A, Ω1), U2 = (A, Ω2), якщо Ω3 = Ω1 ∪ Ω2

(Ω3 = Ω1 ∩ Ω2).

Означення 11. Клас алгебр N називається сигнатурно замкненим, якщо
для будь-яких алгебр U1 = (A, Ω1), U2 = (A, Ω2) iснують алгебри U3 = (A, Ω3),
U4 = (A, Ω4) такi, що

Ω3 = Ω1 ∪ Ω2, Ω4 = Ω1 ∩ Ω2. (1)

Означення 12. Алгебра Umax ∈ N (Umin ∈ N) називається Ω-максимальною
(Ω-мiнiмальною) в N , якщо Ωmax =

⋃
Ωi (Ωmin =

⋂
Ωi) для усiх сигнатур ал-

гебр класу N .

Твердження 1. Нехай N = {Ui = (An×n,Ωi)} – сигнатурно замкнений
клас одноносiєвих алгебр, |Ω| – потужнiсть сигнатури алгебри. Алгебри класу
N вiдносно операцiй сигнатурного об’єднання i перетину утворюють решiтку,
яка не перевищує 2|Ω| – мiрний куб.

Доведення випливає з приведених вище означень.

Означення 13. Алгебра Ui = (An×n,Ωi) (Ωi 6= Ωmin) називається Ω-атомар-
ною в N , якщо Ωmin ⊂ Ωi i для будь-якої алгебри Uj ∈ N такої, що Uj 6= Umin

виконується спiввiдношення Ωj 6⊂ Ωi.

Твердження 2. Якщо у сигнатурно замкненому класi N є k Ω-атомарних
алгебр, то алгебри цього класу утворюють k-мiрний Ω-куб.

Доведення. Нехай N− сигнатурно замкнений клас одноносiєвих алгебр.
Побудуємо k-мiрний Ω-куб: Umin – елемент нульового ярусу; Ω-атомарнi алге-
бри Ui1 , Ui2 , . . . Uik є елементами першого ярусу; елементи другого ярусу утво-
рюються з елементiв першого ярусу за допомогою операцiї об’єднання сигнатур
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атомарних алгебр i т.д. Продовжуючи цю процедуру ми побудуємо всi елементи
k-мiрного кубу.

Зауваження. Аналогiчно Ω-куб можемо побудувати використовуючи множи-
ну k-атомарних алгебр i операцiю перетину.

Розглянемо сигнатурно замкнений клас одноносiєвих алгебр N4 = {Ui =
= (A4×4,Ωi)} , де A4×4 – множина бiнарних матриць розмiром 4 × 4, Ωi =
= {∨,∧, T0, T1, . . . , T7} . У цьому класi Ωmin-мiнiмальною алгеброю є алгебра
Umin = (A4×4,∧,∨, T0), а Ωmax-максимальною – Umax = (A4×4,∨,∧, T0, T1, . . . , T7).

Кожнiй алгебрi Ui ∈ N4 поставимо у вiдповiднiсть 7-мiрний вектор T (Ui) =

= (ai1, a
i
2, . . . , a

i
7), де aji =

{
1, якщо Tj ∈ Ωi,
0, якщо Tj /∈ Ωi,

j = 1, 2, . . . , 7.

Вектор T (Ui) називається типом алгебри U .
Задамо операцiї над типами алгебр:

T (Ui) ∨ T (Ut) = T (Uk), T (Ui) ∧ T (Ut) = T (Uk), (2)

де akj = aij ∨ atj,
(
akj = aij ∧ atj

)
– операцiя диз’юнкцiї (кон’юнкцiї).

Множина всiх булевих 7-мiрних векторiв з операцiями (2) утворює 7-мiрний
куб. Мiж алгебрами класу N4 i множиною всiх бiнарних 7-мiрних векторiв iснує
взаємнооднозначна вiдповiднiсть. Звiдси випливає справедливiсть теореми.

Теорема 1. Алгебри класу N4 вiдносно операцiй (2) утворюють 7-мiрний
Ω-куб.

Побудований 7-мiрний куб складається з 128 вершин i 889 ребер.

Твердження 3. Для кожної вершини T (Ui) k-ярусу 7-мiрного кубу iсну-
ють пiдрешiтки R1(Ui), R2(Ui) такi, що в решiтцi R1(Ui) T (Ui) є мiнiмальним
елементом, а в решiтцi R2(Ui) – максимальним елементом.

Твердження 4. Якщо алгебра U1 належить k1-ярусу Ω-куба, а алгебра U2

належить k2-ярусу i k1 > k2, Ω2 ⊂ Ω1, то в Ω-кубi iснує пiдрешiтка, яка є
k1 − k2-мiрним кубом з мiнiмальним елементом U2 i максимальним — U1.

Означення 14. [1] Множину операцiй повороту Mk = {Tj1, Tj2, . . . , Tjk} ⊂
⊂ {T1, T2, . . . , T7} будемо називати повною, якщо в результатi застосування
операцiї суперпозицiї до елементiв цiєї множини можемо отримати всi опе-
рацiї повороту Ti, i = 1, 2, . . . , 7.

Означення 15. Множину операцiйMk = {Tj1, Tj2, . . ., Tjk} ⊂ {T1, T2, . . ., T7}
будемо називати замкненою, якщо в результатi суперпозицiї операцiй цiєї
множини отримаємо тiльки операцiї з Mk.

Означення 16. Алгебри з повними системами операцiй повороту назива-
ються повними, а з замкненими системами операцiй повороту − замкненими.

Розiб’ємо клас алгебр N4 на чотири пiдкласи: замкненi алгебри, замкненi
повнi алгебри, незамкненi неповнi, незамкненi повнi.

У роботi [2] зазначено, що замкненими алгебрами в класiN4 є дев’ять алгебр;
замкнутою повною є одна алгебра; неповними є дев’ятнадцять алгебр, а решта
107 алгебр є незамкненими повними.

У роботi [1] показано, що в замкненiй алгебрi, яка є Ωmax- алгеброю, ДНФ
спiвпадає з ДДНФ. Аналогiчно, це можна показати для довiльної замкненої
алгебри.
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Теорема 2. У замкнених алгебрах класу N4 ДНФ спiвпадають з ДДНФ.

Всi неповнi алгебри є елементами 3-мiрних кубiв, максимальними елемента-
ми яких є алгебри типiв (1001001), (0110001), (0000111). Неповнi алгебри, разом
з алгеброю Ωmax утворюють пiдрешiтку 7-мiрного Ω-куба.

Позначимо через Nk = {Ui = (Ak×k,Ωi)} , k ∈ N – сигнатурно замкнений
клас одноносiєвих алгебр, де Ak×k−множина бiнарних матриць розмiром k× k,
Ωi ⊂ {∨,∧, T0, T1, . . . , T7} .

Теорема 3. Алгебри класу Nk, k ∈ N вiдносно операцiй сигнатурного об’-
єднання i перетину утворюють 7-мiрний куб.

Нехай N = {U = (A,Ωi)} – сигнатурно замкнений клас одноносiєвих алгебр
i Umax = (A,Ωi) ∈ N – Ω-максимальна алгебра цього класу.

Означення 17. Клас алгебр N називається Ω-повним, якщо для будь-якої
алгебри Ωi ⊂ Ωmax iснує Ui = (A,Ωi) ∈ N .

Твердження 5. Якщо N Ω-повний клас алгебр, то вiн мiстить 2|Ωmax|

алгебр, якi вiдносно операцiй (1) утворюють 2|Ωmax|-мiрний куб.

Твердження 6. Якщо N – клас замкнених одноносiєвих алгебр, то алгебри
цього класу утворюють дистрибутивну решiтку, яка є пiдрешiткою 2|Ωmax| -
мiрного кубу.

Означення 18. Множина алгебр T (M) = {U1, U2, . . . , Un} ∈ M утворює
Т-базис, якщо
1. Для будь-яких Ui, Uj ∈ T (M), i 6= j виконується нерiвнiсть R(Ui) 6= R(Uj).
2. Для будь-якої алгебри U ∈ M iснує алгебра Ui ∈ T (M) така, що R(U) =
= R(Ui).

Дане означення узагальнює поняття Т-базису, приведеному в [5].

Твердження 7. Нехай U1 = (A,Ω1) i U2 = (A,Ω2) ∈ N .
1. Якщо Ω1 6= Ω2, то R(U1) 6= R(U2).
2. Якщо R(U1) = R(U2), то Ω1 = Ω2.
3. Якщо Ω1 ⊂ Ω2, то R(U1) ⊂ R(U2).

З останнiх тверджень i означення Т-базису випливає справедливiсть теореми.

Теорема 4. Якщо у замкненому класi одноносiєвих алгебр N = {U = (A,Ω)}
Т-базис утворює еквацiональну решiтку, то вона iзоморфна сигнатурнiй ре-
шiтцi цього класу.
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