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ПРО РОЗПОДIЛ ПЕРЕСТРИБКIВ ЧЕРЕЗ НУЛЬОВИЙ РIВЕНЬ
ДЛЯ ОДНОГО КЛАСУ ГРАТЧАСТИХ ПРОЦЕСIВ

Unexplored in the question of the function of crossing a zero-level for oscillating lattice random
walks and processes are investigated in this article for almost semicontinuous bottom of all-valued
Poisson processes.

Невивченi в питання про функцiонали перетину нульового рiвня для осцилюючих гратчастих
випадкових блукань та процесiв дослiджуються в данiй статтi для майже напiвнеперервних
знизу цiлозначних пуассонiвських процесiв.

Дана стаття присвячена вивченню розподiлiв перестрибкових функцiоналiв для
цiлочислових пуассонiвських гратчастих процесiв. Зауважимо, що в роздiлi 7
монографiї [5] та [6] для цiлочислових гратчастих пуассонiвських процесiв ξ(t)
розподiли γk(x) розглядалися не для всiх випадкiв значень m0

1 = Eξ(1) i лише
при скiнченних x <∞, крiм рiвня x = 0. Там детально вивчався розподiл γk(x).
Щоб усунути цю прогалину, ми детальнiше розглянемо розподiли перестриб-
кових функцiоналiв через рiвень x = 0 та для майже напiвнеперервних знизу
цiлозначних процесiв, а саме, генератриси γk(0) при рiзних знаках значення
m0

1 ≥ 0.
Розглянемо складний пуассонiвський процес

ξ(t) =
∑
k≤ν(t)

ξ k ,

де ν(t) – процес Пуассона з параметром λ > 0.

Означення 1. Однорiдний процес з незалежними приростами {ξ(t), t ≥ 0,
ξ(0) = 0} називається гратчастим пуассонiвським процесом, якщо стрибкова
мiра Левi зосереджена в послiдовностi точок {xr = rh} (h > 0, r 6= 0 — цiле) i
визначається спiввiдношенням

Π0(r) = Π0(xr) = λpr, pr = P{ξ1 = rh}, r = ±1,±2,±3, . . . ,

а генератриса такого процесу визначається спiввiдношенням

gt(z) = Ezξ(t) = etk(z), |z| = 1,

k(z) = λ(p(z)− 1), p(z) = Ezξ1 =
∑
r 6=0

zrhpr, |z| = 1. (1)

Без обмеження загальностi можна вважати, що h = 1 i розглядати тiльки
цiлозначнi процеси. Як i ранiше функцiю k(z) = ln g1(z) називаємо кумулянтою
процесу.

Означення 2. Цiлозначний пуассонiвський процес {ξ(t), t ≥ 0, ξ(0) = 0}
називається майже напiвнеперервним знизу, якщо ξ(t) перетинає вiд’ємний
рiвень лише геометрично розподiленими стрибками, а його кумулянта має
вигляд

k(z) = λ1(p1(z)− 1) + λ2
1− z
z − b

(0 < b < 1, λ1, λ2 > 0), |m0
1| <∞. (2)
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Означення 3. Цiлозначний пуассонiвський процес {ξ(t), t ≥ 0, ξ(0) = 0}
називається напiвнеперервним знизу, якщо b = 0.

Зокрема, процес ξ(θs) має генератрису

g(s, z) = Ezξ(θs) =
s

s− k(z)
, |z| = 1. (3)

Крiм того, для генератриси процесу ξ(θs) має мiсце основна факторизацiйна
тотожнiсть (див. [1])

g(s, z) = g+(s, z)g−(s, z), |z| = 1, (4)

де g±(s, z) = Ezξ
±(θs) (|z|±1 ≤ 1).

Оскiльки в роботах [6], [3] для гратчастих пуассонiвських процесiв розподiли
γk(x) розглядалися не для всiх випадкiв знаку m0

1 = Eξ(1).
Введемо позначення граничних функцiоналiв процесу

τ+(x) = inf{t > 0 : ξ(t) > x} – момент 1-го досягнення рiвня x ≥ 0,
γ1(x) = γ+(x) = ξ(τ+(x))− x – перший перестрибок через x,
γ2(x) = γ+(x) = x− ξ(τ+(x)− 0) – перший недострибок ξ(t),
γ3(x) = γ+

x = γ1(x) + γ2(x) – перший стрибок, що накриває рiвень x,
ξ±(t) = sup

0≤u≤t
(inf) ξ(u), ξ± = sup

0≤t<∞
(inf) ξ(t) – екстремуми процесу ξ(t).

Позначимо через θs випадкову величину з показниковим розподiлом:
P{θs > t} = e−st, s > 0, t ≥ 0 i вiдповiдно генератриси цих функцiоналiв

g(s, z) = Ezξ(θs) (|z| = 1), g±(s, z) = Ezξ
±(θs) (|z|±1 ≤ 1);

V (s, x, u1, u2, u3) = E[e−sτ
+(x)u

γ1(x)
1 u

γ2(x)
2 u

γ3(x)
3 , τ+(x) <∞];

Vk(s, x, uk) = E[e−sτ
+(x)u

γk(x)
k , τ+(x) <∞], k = 1, 3.

В позначеннях V (...) та Vk(...) у випадку m0
1≥ 0 P{τ+(x)<∞}= 1, тому в

них достовiрна подiя пропускається.
Спiльна генератриса всiх перестрибкових функцiоналiв визначається при

довiльному знаку m0
1, згiдно з теоремою 7.7. в [6], таким чином

sV (s, x, u1, u2, u3) =
x∑
y=0

p+
y (s)W (s, x− y, u1, u2, u3), x ∈ Z+

0 , (5)

p±±y(s) = P{ξ±(θs) = ±y}, y ∈ Z+
0 ,

W (s, x, u1, u2, u3) =
∑
y≥0

A(x+ y, u1, u2, u3)p−−y(s), x ∈ Z+
0 ,

A(x, u1, u2, u3) =
∑
k≥x+1

uk−x1 ux2u
k
3Π+

0 (k), Π+
0 (k) = λ1pk, x ∈ Z+

0 .

Ми обмежимось розглядом генератрис маргiнальних розподiлiв. Зокрема,
згiдно з теоремою 7.7. в [6], для маргiнальних генератрис

Vk(s, x, uk) = E
[
e−sτ

+(x)u
γk(x)
k , τ+(x) <∞

]
=

= E
[
u
γk(x)
k , ξ+(θs) > x

]
, 0 < x <∞, k = 1, 3
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та їх твiрних перетворень

vk(s, z, uk) =
∞∑
x=0

zxVk(s, x, uk), k = 1, 3

одержанi спiввiдношення

Vk(s, x, uk) = s−1

x∑
y=0

p+
y (s)Wk(s, x− y, uk), x ≥ 0, k = 1, 3, (6)

vk(s, z, uk) = s−1wk(s, z, uk)g+(s, z), k = 1, 3. (7)

Функцiї Wk(s, x, uk) визначаються таким чином

Wk(s, x, uk) =
∑
y≥0

Ak(x+ y, uk)p
−
−y(s), x ≥ 0, (8)

де
A1(x, u1) =

∑
k≥x+1

uk−x1 Π+
0 (k), A2(x, u2) =

∑
k≥x+1

ux2Π+
0 (k) = ux2Π(x),

A3(x, u3) =
∑
k≥x+1

uk3Π+
0 (k), ak(z, uk) =

∑
x≥0

zxAk(x, uk),

якi остаточно виражаються через генератрису додатних стрибкiв

Π̃+
0 (z) =

∞∑
x≥0

zxΠ+
0 (x) = λ1p̃1(z),

де Π̃+
0 (1) = λ1, та генератриси хвостiв розподiлу

Π̃(z) =
∞∑
r≥0

zrΠ(r), Π(r) =
∞∑

k≥r+1

Π+
0 (k), Π(0) = λ1,

Π̃(1) =
∞∑
r≥0

Π(r) = λ1

∑
r>0

rpr. Причому генератриса хвостiв зв’язана з розподiлом

стрибкiв наступним спiввiдношенням

Π̃(z) =
λ1

1− z
(1− p̃1(z)), (9)

A1(0, u1) = λ1p̃1(u1) = Π̃+
0 (u1), A1(0, 1) = λ1, A1(x, 1) = Π(x),

a1(z, u1) =
u1

u1 − z
(Π̃+

0 (u1)− Π̃+
0 (z)) =

λ1u1

u1 − z
(p̃1(u1)− p̃1(z)),

a1(1, u1) = u1Π̃(u1),

A2(0, u2) = Π(0) = λ1, A2(0, 1) = λ1, A2(x, 1) = Π(x),

a2(z, u2) =
1

1− zu2

(Π̃+
0 (1)− Π̃+

0 (zu2)) =
λ1

1− zu2

(1− p̃1(zu2)) = Π̃(zu2),
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a2(1, u2) = Π̃(u2),

A3(0, u3) = Π̃+
0 (u3), A3(0, 1) = λ1, A3(x, 1) = Π(x),

a3(z, u3) =
1

1− z
(Π̃+

0 (u3)− Π̃+
0 (zu3)) =

λ1

1− z
(p̃1(u3)− p̃1(zu3)),

a3(1, u3) = λ1u3p̃
′
1(u3).

Твiрнi перетворення функцiй (8) мають вигляд

wk(s, z, uk) =
∑
x≥0

zxWk(s, x, uk). (10)

Якщо ξ(t) (ξ(0) = 0) – майже напiвнеперервний знизу цiлозначний процес Пуа-
сона з кумулянтою (2), тодi ξ−(θs) має геометричний розподiл, завдяки якому
вдається конкретизувати представлення (8) для Wk(s, x, uk) (k = 1, 3).

Для дослiдження розподiлу перестрибкiв через рiвень x = 0 та x → ∞
використаємо лему, що випливає з результатiв роздiлу 7 в [6], про асимптотичну
поведiнку коренiв кумулянтного рiвняння Лундберга при s→ 0

k(z) = s, s ≥ 0. (Ls)

Лема 1. [5] Для ξ(t) з кумулянтою (2) з |m0
1|<∞ та σ2

1 < ∞ рiвняння
(Ls) при s → 0 має 2 дiйснi коренi 0 < z1(s) < 1 < z2(s). Лiвий корiнь z1(s)
визначає генератрису ξ−(θs)

g−(s, z) =
p−(s)(z − b)
z − z1(s)

, p−(s) =
1− z1(s)

1− b
,

z1(s) = q−(s) + bp−(s),

p−−k(s) = p−(s)(z1(s)− b)(z1(s))k−1, k ≥ 1.

(11)

а) Якщо m0
1 = 0, тодi при s → 0 добуток доповнень коренiв z1(s) =

1− z1(s), z2(s) = z2(s)− 1

z1(s)z2(s) = O(s), p−(s)p+(s) ≈ k1s, k1 = (λ1b+ λ2)−1. (12)

б) Якщо m0
1 > 0, тодi z2(0) = 1, а z1(0) < 1 визначає генератрису ξ−

E zξ
−

=
p−(1− b)(z − b)

z − z1(0)
, p− =

1− z1(0)

(1− b)
, z1(0) = q− + bp−,

s−1p+(s)p−(s)→s→0 p
′
+(0)p−, p

′
+(0) = E[τ+(0)].

(13)

в) Якщо m0
1 < 0, тодi z2(0) > 1, а z1(0) = 1, при цьому ( див. (7.91) в [6])

z1(s) ≈ 1 +
s

|m0
1|
, p−(s) ≈ s

|m0
1|(1− b)

,

s−1p−(s)p+(s)→s→0 p
′
−(0)p+, s→ 0,

p′−(0) = E[τ−(0)] =
1

|m0
1|(1− b)

.

(14)
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Отже, при m0
1 = 0 рiвняння (L0) має двократний корiнь z1,2(0) = 1 (див.

(12)). При m0
1 > 0 рiвняння (L0) має корiнь z2(0) = 1, а z1(0) < 1 (визначає

p− в (13)). При m0
1 < 0 рiвняння (L0) має корiнь z2(0) > 1, i z1(0) = 1, а

1− z1(s) ≈ O(s) визначає асимптотику p−(s) в (14).
Надалi будемо розглядати майже напiвнеперервний знизу процес. Знайдемо

для цих процесiв вигляд для спiльних генератрис пар функцiоналiв {τ+(x), γk(x)}.
Лема 2. [6] Для процесу ξ(t) з кумулянтою (2) має мiсце спiввiдношення

(6), де Wk(s, x, uk) визначаються через Ak(x, uk)

W1(s, x, u1) = p−(s)(z1(s))−1[bA1(x, u1)+

+
(z1(s)− b)u1

u1 − z1(s)
{A1(x, u1)− A1(x, z1(s))}],

(15)

W2(s, x, u2) = p−(s)ux2(z1(s))−1[bΠ(x)+

+(z1(s)− b)
∑
y≥0

(u2z1(s))yΠ(x+ y)], (16)

W3(s, x, u3) = p−(s)(z1(s))−1[bA3(x, u3)+

+
z1(s)− b
1− z1(s)

{
A3(x, u3)− (z1(s))−xA3(x, u3z1(s))

}
].

(17)

Iз спiввiдношеня в (7.46) (див. теорему 7.7 в [6]) та (5) випливає твердження
для спiльної генератриси функцiоналiв

Теорема 1. [6] Для майже напiвнеперервного знизу процесу ξ(t) з куму-
лянтою (2) має мiсце спiввiдношення

ṽ(s, ε, u1, u2, u3) = s−1g+(s, ε)w̃(s, ε, u1, u2, u3) =

= s−1(1− ε)g+(s, ε)w(s, ε, u1, u2, u3),
(18)

де

w(s, ε, u1, u2, u3) = p−(s)

[
a(ε, u1, u2, u3) +

u2(z1(s)− b)
u1 − u2z1(s)

·

·
{
a(ε, u1, u2, u3)− u1u

−1
2 (z1(s))−1a3(ε(z1(s))−1, u2u3z1(s)

}]
.

(19)

З теореми 1 випливає наступний наслiдок.

Наслiдок 1. Спiльнi генератриси пар функцiоналiв {τ+(ν̃ε), γk(ν̃ε)} мають
вигляд

ṽk(s, ε, uk) = E
[
e−sτ

+(ν̃ε)u
γk(ν̃ε)
k , τ+(ν̃ε) <∞

]
=

= (1− ε)vk(s, ε, uk) = s−1(1− ε)g+(s, ε)wk(s, ε, uk) =

= s−1g+(s, ε)w̃k(s, ε, uk), k = 1, 3 , (20)

де

w1(s, ε, u1) = p−(s)(z1(s))−1

[
ba1(ε, u1) +

(z1(s)− b)u1

u1 − z1(s)
·

·
{
a1(ε, u1)− a1(ε, z1(s)

}]
,

(21)
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w2(s, ε, u2) = p−(s)(z1(s))−1

[
bΠ̃(εu2) +

z1(s)(z1(s)− b)
z1(s)− ε

·

·
{

Π̃(z1(s)u2)− ε(z1(s))−1Π̃(εu2)
}]
,

(22)

w3(s, ε, u3) = p−(s)(z1(s))−1

[
ba3(ε, u3) +

z1(s)− b
1− z1(s)

·

·
{
a3(ε, u3)− a3(ε(z1(s))−1, u3z1(s)

}]
.

(23)

У випадку m0
1 ≤ 0, z1(s) → 1 при s → 0, тому w0

k(ε, uk) = lim
s→0

wk(s, ε, uk)

залежить тiльки вiд ε, uk.
У випадку m0

1 > 0, z1(s) → z1(0) = q− + bp− < 1 при s → 0, тому границя
w+
k (ε, uk) = lim

s→0
wk(s, ε, uk) крiм ε, uk суттєво залежить вiд z1(0) < 1.

Лема 3. Для процесу ξ(t) з кумулянтою (2) при |m0
1| <∞ та σ2

1 <∞

1) При m0
1 = 0

m0(1) = lim
s→0
ε→1

m0(s, ε) = lim
ε→1
s→0

1− ε
s

p−(s)g+(s, ε) =
1

σ2
1(1− b)

. (24)

2) При m0
1 > 0

m+(1) = lim
s→0
ε→1

m+(s, ε) = lim
s→0
ε→1

1− ε
s

g+(s, ε) =
1

m0
1

. (25)

Зауважимо, що при m0
1 = 0 моменти додатних стрибкiв µ1 = p̃ ′1(1), µ2 =

p̃ ′′1(1) пов’язанi з моментами геометричного розподiлу:

λ1µ1 = λ2(1− b)−1,

σ2
1 = k′′(1) = λ1µ2 +

λ2b

(1− b)2
= λ1(1− b)−1(bµ1 + (1− b)µ2).

(26)

Для скiнченного рiвня 0 < x <∞ лише при m0
1 < 0 в наслiдку 7.1 (див. [5])

наведенi граничнi розподiли γk(x), k = 1, 3, якi називаються функцiями бан-
крутства i визначаються спiввiдношеннями (7.73). В теорiї ризику вважається
перша функцiя банкрутства при k = 1 з перестрибком γ1(u) = γ+(u), що нази-
вається "дефiцитною" , оскiльки пiсля банкрутства резерв страховика вичерпа-
ний.

Позначимо z1(s) = zs i розглянемо спочатку перестрибковi функцiонали че-
рез рiвень x = 0. Нехай

W 0
k (s, x, uk) = p−1

− (s)Wk(s, x, uk), x ≥ 0, k = 1, 3. (27)

Лема 4. Згiдно з (6) спiльнi генератриси пар {τ+(0), γk(0)} для довiльного
знаку m0

1 визначаються простими спiввiдношеннями

Vk(s, 0, uk) = s−1p+(s)Wk(s, 0, uk) =

= s−1p−(s)p+(s)W 0
k (s, 0, uk), k = 1, 3, (28)
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де

W 0
1 (s, 0, u1) = bz−1

s A1(0, u1) + (zs − b)z−1
s a1(zs, u1),

W 0
2 (s, 0, u2) = bz−1

s A2(0, u2) + (zs − b)z−1
s a2(zs, u2),

W 0
3 (s, 0, u3) = bz−1

s A3(0, u3) + (zs − b)z−1
s a3(zs, u3).

(29)

Доведення. Використовуючи означення W 0
k (s, x, uk) та спiввiдношення (6)

при x = 0, отримаємо (28). Пiдставивши (15)-(17) в (27) при x = 0, отримаємо
вiдповiдно перше, друге та третє спiввiдношення в (29).

Теорема 2. Для процесу ξ(t) з кумулянтою (2) генератриси перестрибкiв
мають вигляд

1) Якщо m0
1 = 0, то

E [u
γ1(0)
1 ] = [bΠ̃+

0 (u1) + (1− b)a1(1, u1)](λ1b+ λ2)−1,

E [u
γ2(0)
2 ] = [bΠ(0) + (1− b)a2(1, u2)](λ1b+ λ2)−1,

E [u
γ3(0)
3 ] = [bΠ̃+

0 (u3) + (1− b)a3(1, u3)](λ1b+ λ2)−1.

(30)

2) Якщо m0
1 < 0, тодi згiдно з (27)

E [u
γ1(0)
1 , τ+(0)<∞]=p+p

′
−(0)[bΠ̃+

0 (u1) + (1− b)a1(1, u1)],

E [u
γ2(0)
2 , τ+(0)<∞]=p+p

′
−(0)[bΠ(0) + (1− b)a2(1, u2)],

E [u
γ3(0)
3 , τ+(0)<∞]=p+p

′
−(0)[bΠ̃+

0 (u3) + (1− b)a3(1, u3)].

(31)

3) Якщо m0
1 > 0, тодi

E [u
γ1(0)
1 ] = z−1

0 p′+(0)p−[bΠ̃+
0 (u1) + (z0 − b)a1(z0, u1)],

E [u
γ2(0)
2 ] = z−1

0 p′+(0)p−[bΠ(0) + (z0 − b)a2(z0, u2)],

E [u
γ3(0)
3 ] = z−1

0 p′+(0)p−[bΠ̃+
0 (u3) + (z0 − b)a3(z0, u3)].

(32)

Доведення. Спочатку розглянемо випадок m0
1 = 0. Зауважимо, що zs → 1

при s→ 0. З першого спiввiдношення (29) леми 4

W 0
1 (s, 0, u1) = bz−1

s A1(0, u1) + (zs − b)z−1
s a1(zs, u1),

ї ї граничнi значення при s→ 0, u1 → 1

W 0
1 (0, 0, u1) = bΠ̃+

0 (u1) + (1− b)a1(1, u1), (33)

W 0
1 (0, 0, 1) = bλ1 + λ1(1− b)µ1. (34)

Згiдно з (28) при k = 1, 3

E[e−sτ
+(0)u

γk(0)
k ] = s−1p−(s)p+(s)W 0

k (s, 0, uk). (35)

Враховуючи друге спiввiдношення (12) (див. лему 1) пiсля граничного переходу
s→ 0 з (35) випливає:

E[u
γ1(0)
1 ] = k1W

0
1 (0, 0, u1) −−−→

u1→1
1, (36)
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отже, k1 = (W 0
1 (0, 0, 1))−1.

Згiдно (26), перепишемо (34) у видi

W 0
1 (0, 0, 1) = bλ1 + λ2. (37)

Пiдставивши в лiву частину (36) спiввiдношення (33) i (37) отримаємо перше
спiввiдношення (29).

У випадку k = 2 з другого спiввiдношення (29) обчислюється функцiя W 0
2 з

її граничними значеннями s→ 0, u2 → 1

W 0
2 (0, 0, u2) = bΠ(0) + (1− b)a2(1, u2), (38)

W 0
2 (0, 0, 1) = bλ1 + λ1(1− b)µ1. (39)

Як i в попередньому випадку з урахуванням (26) генератриса γ2(0) визначається
через (38) i (39) пiсля граничного переходу s→ 0 у (35) при k = 2. Таким чином,
отримане друге спiввiдношення (30).

Для випадку k = 3, аналогiчно з третього спiввiдношення (29) при грани-
чному переходi s→ 0, u3 → 1

W 0
3 (0, 0, u3) = bΠ̃+

0 (u3) + (1− b)a3(1, u3), (40)

W 0
2 (0, 0, 1) = bλ1 + λ1(1− b)µ1. (41)

Iз урахуванням (26) генератриса γ3(0) визначається через (40) i (41) пiсля гра-
ничного переходу s → 0 у (35) при k = 3. Отже, третє спiввiдношення в (30)
доведено.

Далi встановимо справедливiсть спiввiдношень (31) у випадку m0
1 < 0. За-

уважимо, що zs → 1 при s→ 0.
Здiйснивши граничний перехiд в (28) при s→ 0, згiдно (14), отримаємо

E[u
γk(0)
k ] = lim

s→0
Vk(s, 0, uk) = p+p

′
−(0)W 0

k (0, 0, uk), (42)

i пiдставивши в (42) замiсть W 0
k (0, 0, uk) при k = 1, 2, 3 вiдповiдно (33), (38) i

(40) отримаємо (31).
I накiнець зупинимось на випадку m0

1 > 0. З (28) при s → 0, врахувавши
(13), отримаємо

E[u
γk(0)
k ] = lim

s→0
Vk(s, 0, uk) = p′+(0)p−W

0
k (0, 0, uk), (43)

де W 0
k (0, 0, uk) визначенi в (28). Пiдставивши в (43) граничнi спiввiдношення

отриманi iз (28) при s → 0, вiдповiдно при k = 1, 2, 3, отримаємо всi спiввiдно-
шення (32). Теорема доведена.

Пiсля обернення спiввiдношень (30)– (32) отримаємо

Наслiдок 2. Для процесу ξ(t) з кумулянтою (2) розподiли перестрибкiв
мають вигляд

1) Якщо m0
1 = 0, то

P{γ1(0) = r} = [bΠ+
0 (r) + (1− b)Π(r − 1)]k1, r ∈ Z+,

P{γ2(0) = r} = [bΠ(0) + (1− b)Π(r)]k1, r ∈ Z0
+,

P{γ3(0) = r} = [bΠ+
0 (r) + (1− b)rΠ+

0 (r)]k1, r ∈ Z0
+,

(44)

де k1 = (λ1b+ λ2)−1.
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2) Якщо m0
1 < 0, тодi

P{γ1(0) = r, τ+(0) <∞} = p+p
′
−(0)[bΠ+

0 (r) + (1− b)Π(r − 1)], r ∈ Z+,

P{γ2(0) = r, τ+(0) <∞} = p+p
′
−(0)[bΠ(0) + (1− b)Π(r)], r ∈ Z0

+,

P{γ3(0) = r, τ+(0) <∞} = p+p
′
−(0)[bΠ+

0 (r) + (1− b)rΠ+
0 (r)], r ∈ Z0

+.

(45)

3) Якщо m0
1 > 0, тодi

P{γ1(0) = r} = z−1
0 p−p

′
+(0)[bΠ+

0 (r) + (z0 − b)(z−r0 Π̃(z0)−

−
r−1∑
k=0

z−k−1
0 Π+

0 (r − k − 1))], r ∈ Z+,

P{γ2(0) = r} = z−1
0 p−p

′
+(0)[bΠ(0) + (z0 − b)zr0Π(r)], r ∈ Z0

+,

P{γ3(0) = r} = p−p
′
+(0)[bΠ+

0 (r) + (z0 − b)
r−1∑
k=0

zk0 Π+
0 (r)], r ∈ Z0

+.

(46)

Доведення. Пiсля обернення спiввiдношень (30)-(31) вiдповiдно по uk, k =
1, 3 одержуються розподiли γk(0) в термiнах хвостiв розподiлу Π(r). Отже, (44)-
(45) доведено.

Приm0
1 > 0 (32) теж можна обернути по uk, k = 1, 3, але спiввiдношення для

розподiлу γk(0) будуть складнiшими, поскiльки залежать вiд z1(0) < 1, зокрема

a1(z0, u1) =
λ1u1

u1 − z0

(p̃1(u1)− p̃1(z0)),

a2(z0, u2) = Π̃(z0u2),

a3(z0, u3) =
λ1

1− z0

(p̃1(u3)− p̃1(z0u3)).

(47)

Для обернення (47) по uk, k = 1, 3 слiд здiйснити деякi перетворення i звести
їх до вигляду

a1(z0, u1) =
u1

u1 − z0

((1− z0)Π̃(z0)− (1− u1)Π̃(u1)),

a2(z0, u2) = Π̃(z0u2),

a3(z0, u3) =
1

1− z0

((1− u3z0)Π̃(u3z0)− (1− u3)Π̃(u3)).

(48)

Пiсля обернення (48) одержується згортка геометричного розподiлу (з параме-
тром 0 < z1(0) < 1) з вiдповiдними послiдовностями

a(1)
r = z−r0 Π̃(z0)−

r−1∑
k=0

(z−1
0 )k+1Π+

0 (r − k − 1), r ∈ Z+,

a(2)
r = zr0Π(r), r ∈ Z0

+,

a(3)
r =

1− zr0
1− z0

Π̃+
0 (r).

(49)
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Обернення спiввiдношень (49) вiдповiдно по uk, k = 1, 3 визначає лише одну
складову розподiлу γk(0), а ще одна складова цього розподiлу визначається
простим оберненням Ak(0, uk), k = 1, 3. Таким чином, (46) доведено.

Зауваження 1. Слiд зауважити, що при m0
1 < 0

P{γ2(0) = 0, ξ+ > 0} = bp+p
′
−(0)Π(0) > 0

за рахунок того, що при перетинi рiвня x = 0 першим додатним стрибком
процеса ξ(t) недострибок є нульовим.

Отже, в данiй роботi розглянуто розподiли перестрибкових функцiоналiв
через рiвень x = 0 для майже напiвнеперервних знизу цiлозначних процесiв, а
саме, генератриси та розподiли γk(0), (k = 1, 3) для всiх значень m0

1 = Eξ(1) .
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