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ЧИСЕЛЬНИЙ МЕТОД ВIДШУКАННЯ НУЛIВ БУДЬ-ЯКОЇ
НЕПЕРЕРВНО ДИФЕРЕНЦIЙОВАНОЇ ФУНКЦIЇ НА
ЗАДАНОМУ ПРОМIЖКУ

The problem of finding the zeros of any continuously differentiated function of one variable at a
given interval is considered. A new numerical method is proposed, which is based on the use of
the apparatus of the non-classical majorant and Newton diagrams of functions.

Розглядається задача вiдшукання нулiв будь-якої неперервно диференцiйованої функцiї однiєї
змiнної, на заданому промiжку. Пропонується новий чисельний метод, який ґрунтується на
використаннi апарату некласичних мажорант i дiаграм Ньютона функцiй.

1. Вступ. В [1] побудовано апарат некласичних мажорант i дiаграм Ньютона
функцiй однiєї дiйсної змiнної, заданих таблично, який знайшов широке засто-
сування для побудови нових чисельних методiв розв’язування окремих класiв
задач алгебри, математичного аналiзу та диференцiальних рiвнянь. Зокрема,
його використано для розробки чисельних методiв розв’язування задачi Кошi
для звичайних диференцiальних рiвнянь i їхнiх систем, точних на певних класах
функцiй, чисельних методiв оптимiзацiї як гладких, так i негладких функцiй
однiєї та багатьох дiйсних змiнних (типу покоординатного пiдйому) [2, 3].

У роботi розглянуто побудову чисельного методу вiдшукання нулiв будь-якої
неперервно диференцiйованої функцiї однiєї змiнної, на заданому промiжку,
який використовує апарат некласичних мажорант i дiаграм Ньютона функцiй,
заданих таблично.

2. Поняття некласичної мажоранти та дiаграми Ньютона функцiй
однiєї дiйсної змiнної, заданих таблично.

Розглянемо функцiю дiйсної змiнної y = f(x), яка задана своїми значеннями
у деяких точках xi (i = 1, 2, . . . , n):

f(xi) = yi (i = 1, 2, . . . , n). (1)

Нехай
|yi| = ai ≤M (i = 1, 2, . . . , n) , a1 · an 6= 0, (2)

де M – деяка стала.

Означення 1. Точка Pi(xi,− ln ai) з координатами x = xi, y = − ln ai в пло-
щинi xy називається точкою зображення значення функцiї y = f(x) в точцi
x = xi.

Припустимо, що точки зображення Pi значень функцiї y = f(x) в точках
xi (i = 1, 2, . . . , n) в площинi xy побудованi. З кожної точки Pi проведемо пiв-
пряму в додатному напрямi осi Oy, перпендикулярно до осi Ox.Множину точок
цих пiвпрямих позначимо через S, а її опуклу оболонку через C (S) . Для ко-
жного x ∈ [x1, xn] визначимо точку Bx (x, κx) , де

κx = inf y
(x,y)∈C(S)

.
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Множина точок Bx (x, κx), x ∈ [x1, xn] утворює лiнiю δf , яка обмежує C (S)
знизу. Ця лiнiя є неперервною, опуклою ламаною лiнiєю, i її рiвняння має вигляд

y = κ(x), x ∈ [x1, xn] ,

де κ(x) = κx.

Означення 2. Ламана лiнiя δf , визначена на промiжку [x1, xn], називає-
ться некласичною дiаграмою Ньютона для функцiї y = f(x) на цьому промiж-
ку.

На рис. 1 побудована дiаграма Ньютона для функцiї, заданої в дев’ятьох
точках.

Рис. 1. Дiаграма Ньютона для функцiї, заданої в дев’ятьох точках

Дiаграма Ньютона δf функцiї y = f(x) має такi властивостi:

• кожна вершина δf розмiщена в однiй iз точок зображення Pi значення
функцiї y = f(x) в точцi xi (i = 1, 2, . . . , n);

• кожна точка зображення Pi (i = 1, 2, . . . , n) знаходиться на δf або розмi-
щена вище за неї.

Позначимо
Mf (x) = exp (−κ (x)) , x ∈ [x1, xn] .

Тодi для кожного xi (i = 1, 2, . . . , n) виконується нерiвнiсть

|f(xi)| = ai ≤Mf (xi).

Справдi, з побудови δf випливає, що

− ln |f (xi)| ≥ κ (xi) ,

або
|f (xi)| ≤ exp (−κ (xi)) = Mf (xi) .

Крiм того,
Mf (x1) = |f(x1)| ,Mf (xn) = |f(xn)| .
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Означення 3. Функцiя y = Mf (x), визначена на промiжку [x1, xn], нази-
вається мажорантою Ньютона функцiї y = f(x) на цьому промiжку.

Нехай
Mf (xi) = Ti (i = 1, 2, . . . , n) .

Означення 4. Величини

Ri =

(
Ti−1

Ti

) 1
xi−xi−1

(i = 2, 3, . . . , n; R1 = 0)

i
Di =

Ri+1

Ri

(i = 2, 3, . . . , n− 1; D1 = Dn =∞)

називаються вiдповiдно i–им числовим нахилом та i–им вiдхиленням дiаграми
Ньютона δf .

Означення 5. Якщо точка зображення Pi (i = 1, 2, . . . , n) знаходиться в
вершинi δf , то iндекс i називається вершинним iндексом, якщо ж на δf , то –
дiаграмним iндексом δf . Iндекси i = 1 та i = n вiдносяться до вершинних
iндексiв.

Множину всiх вершинних iндексiв позначимо через I, а множину дiаграмних
iндексiв – через G. Очевидно, I ⊂ G i Ti = ai для всiх i ∈ G.

Нехай ϕi – кут мiж вiдрiзком Bxi−1
Bxi дiаграми Ньютона δf i додатним

напрямком осi абсцис. Тодi кутовий коефiцiєнт ki вiдрiзка Bxi−1
Bxi визначається

за формулою

ki =
κxi − κxi−1

xi − xi−1

=
− lnTi + lnTi−1

xi − xi−1

= ln

(
Ti−1

Ti

) 1
xi−xi−1

.

Тому
ki = lnRi.

Звiдси випливає, що

Ri = exp (tgϕi) , Di = exp (tgϕi+1 − tgϕi) .

Якщо {ik} (k = 1, 2, . . . , s; s ≤ n) – послiдовнiсть вершинних iндексiв δf ,
то

0 = R1 = Ri1 < Ri2 < . . . < Ris = Rn;

Rik+1 = Rik+2 = . . . = Rik+1
;

Di ≥ 1 (i = 1, 2, . . . , n) ;

Dik > 1 (k = 1, 2, . . . , s) .

Нехай p i q – два послiдовнi вершиннi iндекси δf , а iндекс i задовольняє
умову p < i < q. Розглянемо вiдрiзок BxpBxq дiаграми δf рис. 2.

Тодi
κxq − κxp
xq − xp

=
κxi − κxp
xi − xp

,
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Рис. 2. Вiдрiзок BxpBxq дiаграми Ньютона δf

або
− ln aq + ln ap

xq − xp
=
− lnTi + ln ap

xi − xp
.

Звiдси
Ti =

(
axq−xip axi−xpq

) 1
xq−xp .

Аналогiчно одержуємо формулу для мажоранти НьютонаMf (x) на промiж-
ку [xp, xq].

Mf (x) =
(
axq−xp · ax−xpq

) 1
xq−xp .

3. Постановка задачi. Нехай на промiжку [a, b] треба вiдшукати всi нулi
будь-якої функцiї f (x) ∈ C1 [a, b]. Оскiльки нулi функцiї f (x) є нулями фун-
кцiї |f (x)| або − ln (1 + |f (x)|), то для вiдшукання нулiв функцiї f (x) будемо
шукати нулi функцiї

y = − ln (1 + |f (x)|)

Виберемо систему точок xk = x0 + kh, де k = 0, 1, . . . , n, x0 = a, h = b−a
n
, i в

площинi точок xOy побудуємо точки зображення [1].

Pk (xk,− ln (1 + |f (xk)| )) , k = 0, 1, . . . , n.

Позначимо
ak = 1 + |f (xk)| , k = 0, 1, . . . , n.

Величину

rk =

(
ak−1

ak

) 1
h
,

k = 1, 2, . . . , n,

назвемо числовим нахилом функцiї

y = − ln (1 + |f (x)| )

у точцi xk [1].
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4. Алгоритм методу. Алгоритм методу полягає в наступнiй послiдовностi
крокiв. Спочатку перевiряємо, чи точки x = a i x = b є нулями функцiї f (x).
Пiсля цього будуємо послiдовнiсть числових нахилiв r1, r2, . . . , rn. Якщо для
деякого iндекса k (k = 1, 2, . . . , n− 1) :

1) rk = 1 i
∣∣f (1

2
(xk−1 + xk)

)∣∣ < h, то точка

θ =
1

2
(xk−1 + xk) ∈ [xk−1, xk]

з точнiстю h є нулем функцiї f (x).

2) rk > 1, rk+1 < 1 i
∣∣f (1

2
(xk−1 + xk+1)

)∣∣ < h, то точка

θ =
1

2
(xk−1 + xk+1) ∈ [xk−1, xk+1]

з точнiстю h є нулем функцiї f (x).

Нехай знайдено промiжок, на якому з точнiстю h лежить нуль функцiї f (x).
Тодi для вiдшукання цього нуля з бiльшою точнiстю поступаємо таким чином.
Позначимо знайдений промiжок через [α, β], де [α, β] = [xk−1, xk] у випадку
rk = 1 i [α, β] = [xk−1, xk+1] при rk > 1, rk+1 < 1. Виберемо на цьому про-
мiжку чотири точки α, α + h

3
, α + 2h

3
, β та α, α + 2h

3
, α + 4h

3
, β вiдповiдно,

перепозначимо їх через x̃0, x̃1, x̃2, x̃3. Знайдемо ãk = 1 + |f (x̃k)| , k = 0, 1, 2, 3, i

r̃k =
(
ãk−1

ãk

) 3
h
, k = 1, 2, 3. Тодi можливi такi два випадки:

1) r̃2 = 1 i
∣∣f (1

2
(x̃1 + x̃2)

)∣∣ < h
3
, то точка

θ =
1

2
(x̃1 + x̃2) ∈ [x̃1, x̃2]

з точнiстю h
3
є нулем функцiї f (x).

2) rk > 1, rk+1 < 1 для k = 1 або 2. Точка

θ =
1

2
(x̃k−1 + x̃k+1) ∈ [x̃k−1, x̃k+1]

з точнiстю h
3
є нулем функцiї f (x).

Аналогiчно можна шукати нулi з точнiстю h
9
, h

27
, . . . .

Приклад 1. Знайдемо нулi полiнома Чебишева y = T5 (x) = 16x5 − 20x3 +
5x на промiжку [−1; 1]. Вiдомо, що цей полiном має 5 коренiв на заданому
промiжку. Графiк цiєї функцiї зображений на рис. 3, а графiк функцiї y =
|16x5 − 20x3 + 5x| на рис. 4.

Нехай n = 2000, h = 0, 001. Застосувавши вищезазначений алгоритм зна-
йдемо першi наближення до нулiв функцiї x1 ≈ −0, 951 на промiжку
[−0, 952;−0, 95], x2 ≈ −0, 588 на промiжку [−0, 589;−0, 587], x3 = 0 на про-
мiжку [−0, 001; 0, 001], x4 ≈ 0, 588 на промiжку [0, 587; 0, 589], x5 ≈ 0, 951 на
промiжку [0, 95; 0, 952]. Уточнимо знайденi коренi на кожному iз промiжкiв i
одержимо x1 ≈ −0, 95133, x2 ≈ −0, 58767, x3 = 0, x4 ≈ 0, 58767, x5 ≈ 0, 95133.
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Рис. 3

Рис. 4

5. Висновок. У роботi побудовано чисельний метод вiдшукання нулiв будь-
якої неперервно диференцiйованої функцiї однiєї змiнної, на заданому промiж-
ку, який використовує властивостi апарату некласичних мажорант i дiаграм
Ньютона функцiй, заданих таблично.
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