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ПРО ЗОБРАЖЕННЯ ВПОРЯДКОВАНИХ ТРIОЇДIВ
БIНАРНИМИ ВIДНОШЕННЯМИ

We prove that every ordered trioid is isomorphic to some ordered trioid of binary relations and
describe the faithful representations of ordered trioids by reflexive and transitive binary relations.

Доведено, що кожний впорядкований трiоїд є iзоморфним деякому впорядкованому трiоїду
бiнарних вiдношень, та описано точнi зображення впорядкованих трiоїдiв рефлексивними та
транзитивними бiнарними вiдношеннями.

1. Вступ. Трiоїди були введенi Ж.-Л. Лоде i М.О. Ронко в [1] для вивчення
тернарних планарних дерев. Непорожня множина T з трьома бiнарними асоцi-
ативними операцiями a, ` та ⊥ називається трiоїдом, якщо для всiх x, y, z ∈ T
виконуються умови:

(T1) (x a y) a z = x a (y ` z),
(T2) (x ` y) a z = x ` (y a z),
(T3) (x a y) ` z = x ` (y ` z),
(T4) (x a y) a z = x a (y⊥ z),
(T5) (x⊥ y) a z = x⊥ (y a z),
(T6) (x a y)⊥ z = x⊥ (y ` z),
(T7) (x ` y)⊥ z = x ` (y⊥ z),
(T8) (x⊥ y) ` z = x ` (y ` z).

Триалгебри i трiоїди, якi є основою триалгебр, вивчалися в рiзних роботах
(див., напр., [2 – 6]). Поняття трiоїда тiсно пов’язано з дiмоноїдами i, зокрема,
дiалгебрами, якi вiдiграють важливу роль при розв’язаннi актуальних проблем
теорiї алгебр Лейбнiца та останнiм часом досить активно вивчаються [7 – 10].
Нагадаємо, що непорожня множина D з двома бiнарними асоцiативними опе-
рацiями a та ` називається дiмоноїдом, якщо для всiх x, y, z ∈ D виконуються
аксiоми (T1)–(T3). Вiдзначимо, що коли всi операцiї трiоїда або дiмоноїда збiга-
ються, то кожен iз них перетворюється в напiвгрупу. Якщо збiгаються операцiї
` та ⊥ трiоїда, то вiн перетворюється в дiмоноїд. Таким чином, трiоїди та дiмо-
ноїди є узагальненням напiвгруп, до того ж, трiоїди є узагальненням дiмоноїдiв.

Добре вiдомо, що кожна напiвгрупа iзоморфна напiвгрупi перетворень де-
якої множини. Для впорядкованих напiвгруп подiбний результат був отриманий
К. А. Зарецьким [11], де було показано, зокрема, що кожна впорядкована напiв-
група може бути занурена в упорядковану напiвгрупу всiх бiнарних вiдношень
на деякiй множинi. Аналоги теореми Келi для напiвгруп у класi дiмоноїдiв та
згаданої теореми Зарецького в класi впорядкованих дiмоноїдiв були отриманi в
[12] та [13] вiдповiдно.

У цiй роботi визначено поняття впорядкованого трiоїда i наведено прикла-
ди таких трiоїдiв. Доведено, що будь-який впорядкований трiоїд iзоморфний
деякому впорядкованому трiоїду бiнарних вiдношень (теорема 1). Крiм того,
описано зображення впорядкованих трiоїдiв рефлексивними та транзитивними
бiнарними вiдношеннями (теореми 2 та 3).
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2. Упорядкованi трiоїди та їх приклади. Нехай (T,a,`,⊥) – довiльний
трiоїд, на якому задане вiдношення порядку ≤, що є стабiльним злiва (вiдпов.
справа) вiдносно кожної з операцiй a,` та ⊥. У цьому випадку алгебраїчну
систему (T,a,`,⊥,≤) називатимемо впорядкованим злiва (вiдпов. справа) трi-
оїдом. Алгебраїчну систему (T,a,`,⊥,≤), яка є впорядкованим злiва та впо-
рядкованим справа трiоїдом, будемо називати впорядкованим трiоїдом.

Нехай (T,a,`,⊥,≤) i (T ′,a′,`′,⊥′,≤′) – довiльнi впорядкованi трiоїди. Вi-
дображення ϕ : T → T ′ називається гомоморфiзмом упорядкованих трiоїдiв,
якщо для будь-яких x, y ∈ T та ∗ ∈ {a,`,⊥} виконуються такi умови:

1) (x ∗ y)ϕ = xϕ ∗′ yϕ,

2) x ≤ y ⇒ xϕ ≤′ yϕ.

Бiєктивний гомоморфiзм ϕ : T → T ′ упорядкованих трiоїдiв називається
iзоморфiзмом, якщо ϕ−1 – гомоморфiзм реляцiйної системи (T ′,≤′) в (T,≤).

Наведемо далi приклади впорядкованих трiоїдiв.
(а) Зрозумiло, що будь-який трiоїд може бути розглянутий як трiоїд, упо-

рядкований вiдношенням рiвностi. Отже, всi результати, якi отриманi для впо-
рядкованих трiоїдiв, будуть виконуватися також i для звичайних трiоїдiв.

(b) Неважко помiтити, що коли (S, ◦,≤) – упорядкована напiвгрупа, тодi
алгебраїчна система (S, ◦, ◦, ◦,≤) є впорядкованим трiоїдом.

(с) Дiмоноїд (D,a,`) називається впорядкованим [13], якщо на ньому визна-
чено вiдношення порядку ≤, стабiльне вiдносно кожної з операцiй a, `. Будь-
який впорядкований дiмоноїд (D,a,`,≤) може бути розглянутий як упорядко-
ваний трiоїд (D,a,`,`,≤).

(d) Нехай (X,⊥,≤) – довiльна впорядкована напiвгрупа та (X,a,`) – дiмо-
ноїд лiвих i правих нулiв [14], тобто (X,a) є напiвгрупою лiвих нулiв, а (X,`)
– напiвгрупою правих нулiв.

Твердження 1. Алгебраїчна система (X,a,`,⊥,≤) є впорядкованим трi-
оїдом.

Доведення. Перевiряється безпосередньо.

(е) Нехай (T,a,`,⊥,≤) – довiльний трiоїд, P(T ) – множина всiх пiдмножин
з T . Визначимо на множинi P(T ) три бiнарнi операцiї a′, `′ i ⊥′ за правилами:

A ∗′ B = {a ∗ b | a ∈ A, b ∈ B}, де ∗ ∈ {a,`,⊥}.

Твердження 2. Алгебраїчна система (P(T ),a′,`′,⊥′,⊆) є впорядкованим
трiоїдом вiдносно теоретико-множинного включення ⊆.

Доведення. Очевидно.

Отриманий трiоїд (P(T ),a′,`′,⊥′,⊆) назвемо впорядкованим глобальним
надтрiоїдом трiоїда (T,a,`,⊥,≤).

(f) Нехай N – множина всiх натуральних чисел, k ∈ N та Ik = {1, 2, . . . , k}.
Через U(Ik) позначимо множину всiх непорожнiх пiдмножин множини Ik. Для
пiдмножини A ⊆ N,A 6= ∅, та b ∈ N покладемо

A+ b = {a+ b | a ∈ A}.
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На множинi P =
⋃
k∈N({k} × U(Ik)) визначимо бiнарнi операцiї a,`,⊥ та

бiнарне вiдношення � за правилами:

(n,A) a (m,B) = (n+m,A),

(n,A) ` (m,B) = (n+m,B + n),

(n,A)⊥ (m,B) = (n+m,A ∪ (B + n)),

(n,A) � (m,B)⇔ n ≤ m&A ⊆ B,

де ≤ – звичайне арифметичне вiдношення порядку на множинi N .

Твердження 3. Алгебраїчна система (P,a,`,⊥,�) є впорядкованим злiва
трiоїдом.

Доведення. З твердження 2.2 [15] випливає, що (P,a,`,⊥) є трiоїдом. Зро-
зумiло, що � – вiдношення порядку на множинi P . До того ж, якщо (n,A) �
(m,B) i (k, C) ∈ P – довiльне, то

(k, C)a(n,A) = (k + n,C) �

� (k +m,C) = (k, C)a(m,B),

(k, C)`(n,A) = (k + n,A+ k) �

� (k +m,B + k) = (k, C)`(m,B),

(k, C)⊥(n,A) = (k + n,C ∪ (A+ k)) �

� (k +m,C ∪ (B + k)) = (k, C)⊥(m,B).

Отже, трiоїд (P,a,`,⊥,�) є упорядкованим злiва.
Твердження доведено.
Вiдзначимо, що трiоїд (P,a,`,⊥,�) з твердження 3 не є впорядкованим

справа. Дiйсно, наприклад, для довiльного k ∈ N маємо (k, Ik) � (k + 1, Ik+1),
але (k, Ik) ` (1, I1) = (k+1, {k+1}) не знаходиться у вiдношеннi� з (k+1, Ik+1) `
(1, I1) = (k + 2, {k + 2}).

3. Зображення впорядкованих трiоїдiв бiнарними вiдношеннями.
Нехай (T,a,`,⊥,≤) – довiльний упорядкований трiоїд. Зауважимо, що коли в
трiоїдi (T,a,`,⊥) iснує права одиниця вiдносно операцiї `, або лiва одиниця
вiдносно a, тодi всi операцiї трiоїда збiгаються.

Позначимо через T 1 множину T iз зовнiшньо приєднаним елементом 1 /∈ T
таким, що для всiх x ∈ T 1 маємо x a 1 = x. Далi для всiх x ∈ T покладемо

fx = {(a, b) ∈ T × T 1 | a ≤ x a b},

fx1 = {(a, b) ∈ T × T | a ≤ x ` b} ,

fx2 = {(a, b) ∈ T × T | a ≤ x⊥b}

та F = {fx |x ∈ T}.

Через B(X) позначається напiвгрупа всiх бiнарних вiдношень на множинi
X з операцiєю композицiї ◦.
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Лема 1. У напiвгрупi B(T 1) для всiх x, y ∈ T виконуються рiвностi:
(i) fx ◦ fy = fxay,
(ii) fx1 ◦ fy = fx`y,
(iii) fx2 ◦ fy = fx⊥y.

Доведення. (i) Нехай (a, b) ∈ fx ◦ fy для деяких x, y ∈ T . Tодi iснує c ∈ T
таке, що (a, c) ∈ fx i (c, b) ∈ fy. Звiдси a ≤ x a c i c ≤ y a b. Оскiльки ≤ є
стабiльним порядком на T , то x a c ≤ x a (y a b) i тому a ≤ x a (y a b) = (x a
y) a b, тобто (a, b) ∈ fxay. Tаким чином, fx ◦ fy ⊆ fxay.

Припустимо, що (a, b) ∈ fxay. Tодi a ≤ (x a y) a b = x a c, де c = y a b.
Звiдси (a, c) ∈ fx i (c, b) ∈ fy, отже (a, b) ∈ fx ◦ fy i, як наслiдок, fxay ⊆ fx ◦ fy.
А це означає, що fx ◦ fy = fxay.

(ii) Нехай (a, b) ∈ fx1 ◦ fy. Tодi (a, c) ∈ fx1 i (c, b) ∈ fy для деякого c ∈ T .
Це означає, що a ≤ x ` c i c ≤ y a b. За стабiльнiстю порядку ≤ на T маємо
x ` c ≤ x ` (y a b). За аксiомою трiоїда (T2) отримуємо

x ` (y a b) = (x ` y) a b,

тому a ≤ (x ` y) a b, тобто (a, b) ∈ fx`y. Tаким чином, fx1 ◦ fy ⊆ fx`y. Обернене
включення можна довести так само як в (i).

(iii) Доводиться аналогiчно (ii).
Лему доведено.

Лема 2. Для всiх x, y ∈ T виконуються такi твердження:
(i) x ≤ y тодi й лише тодi, коли fx ⊆ fy;
(ii) fxi ⊆ f yi для всiх i ∈ {1, 2}, якщо x ≤ y.

Доведення. (i) Нехай fx, fy ∈ F такi, що fx ⊆ fy. Оскiльки (x, 1) ∈ fx,
то x ≤ y. Навпаки, нехай x ≤ y для деяких x, y ∈ T . За стабiльнiстю ≤ маємо
x a b ≤ y a b для всiх b ∈ T , до того ж, очевидно, x a 1 ≤ y a 1. Якщо (a, b) ∈ fx,
то a ≤ x a b, що разом з x a b ≤ y a b для всiх b ∈ T 1 дає a ≤ y a b. Tаким
чином, (a, b) ∈ fy i, отже, fx ⊆ fy.

(ii) Аналогiчно тому як в доведеннi (i) можна показати, що для всiх x, y ∈ T
з умови x ≤ y випливають включення fxi ⊆ f yi , i ∈ {1, 2}.

Лему доведено.
Визначимо на множинi F двi бiнарнi операцiї ◦2 i ◦3 за правилами:

fx ◦2 fy = fx1 ◦ fy,

fx ◦3 fy = fx2 ◦ fy.
Згiдно з лемою 1 отримуємо, що

fx ◦2 fy = fx`y, fx ◦3 fy = fx⊥y,

тому операцiї ◦2 i ◦3 є коректно визначеними на F .
Наступна теорема показує, що кожний упорядкований трiоїд може бути точ-

но зображений як упорядкований трiоїд, який складається з деяких бiнарних
вiдношень.

Теорема 1. Алгебраїчна система (F, ◦, ◦2, ◦3,⊆) є впорядкованим трiоїдом,
iзоморфним упорядкованому трiоїду (T,a,`,⊥,≤).
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Доведення. З умови (i) леми 1 випливає, що операцiя композицiї ◦ є асоцi-
ативною на множинi F . Використовуючи твердження (i)–(iii) леми 1 та визна-
чення трiоїда, для всiх x, y, z ∈ T маємо

(fx ◦2 fy) ◦2 fz = fx`y ◦2 fz = f(x`y)`z =

= fx`(y`z) = fx ◦2 (fy ◦2 fz),

(fx ◦3 fy) ◦ fz = fx⊥y ◦ fz = f(x⊥y)az =

= fx⊥(yaz) = fx ◦3 (fy ◦ fz),
(fx ◦3 fy) ◦2 fz = fx⊥y ◦2 fz = f(x⊥y)`z =

= fx`(y`z) = fx ◦2 (fy ◦2 fz).

Отже, операцiя ◦2 є асоцiативною i справджуються аксiоми трiоїда (T5) i
(T8). Зрозумiло також, що в (F, ◦, ◦2, ◦3,⊆) виконуватимуться й усi iншi аксiоми
трiоїда.

Вiдношення порядку ⊆ на множинi F , очевидно, є стабiльним вiдносно опе-
рацiї композицiї ◦. Покажемо, що включення ⊆ також стабiльне вiдносно опе-
рацiй ◦2 i ◦3. Нехай fx ⊆ fy для деяких x, y ∈ T i fz ∈ F . Тодi

fz ◦2 fx = f z1 ◦ fx ⊆ f z1 ◦ fy = fz ◦2 fy,

fz ◦3 fx = f z2 ◦ fx ⊆ f z2 ◦ fy = fz ◦3 fy.

За лемою 2, (i) включення fx ⊆ fy дає x ≤ y, звiдки, користуючись умовою
(ii) тiєї ж леми, отримуємо включення fxi ⊆ f yi , i ∈ {1, 2}, отже,

fx ◦2 fz = fx1 ◦ fz ⊆ f y1 ◦ fz = fy ◦2 fz,

fx ◦3 fz = fx2 ◦ fz ⊆ f y2 ◦ fz = fy ◦3 fz.

Tаким чином, трiоїд (F, ◦, ◦2, ◦3,⊆) є впорядкованим вiдносно теоретико-
множинного включення ⊆.

Визначимо далi вiдображення мiж упорядкованими трiоїдами (T,a,`,⊥,≤)
та (F, ◦, ◦2, ◦3,⊆) у такий спосiб:

η : T → F : x 7→ fx.

Зрозумiло, що η є сюр’єкцiєю за побудовою. Припустимо, що iснують u, v ∈
T, для яких uη = vη. За твердженням (i) леми 2 з включення fu ⊆ fv випливає
u ≤ v, а з оберненого включення fv ⊆ fu – умова v ≤ u, звiдки за антисиметри-
чнiстю ≤ отримуємо u = v. Отже, η – iн’єкцiя.

Вiзьмемо довiльнi x, y ∈ T . Користуючись лемою 1, отримуємо

(xay)η = fxay = fx ◦ fy = xη ◦ yη,

(x`y)η = fx`y = fx1 ◦ fy = fx ◦2 fy = xη ◦2 yη,

(x⊥y)η = fx⊥y = fx2 ◦ fy = fx ◦3 fy = xη ◦3 yη,

отже, η – гомоморфiзм трiоїда (T,a,`,⊥) на (F, ◦, ◦2, ◦3).
Нарештi, за твердженням (i) леми 2 умова x ≤ y матиме мiсце тодi й лише

тодi, коли xη ⊆ yη для всiх x, y ∈ T .
Теорему доведено.
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Вiдзначимо, що з теореми 1 випливає теорема про точне зображення будь-
якого впорядкованого дiмоноїда бiнарними вiдношеннями [13, теорема 4.1], а
також теорема К. А. Зарецького [11, теорема п. 5] про зображення впорядкова-
них напiвгруп бiнарними вiдношеннями.

Слiд вiдмiтити також, що бiнарнi вiдношення fx, x ∈ T, з теореми 1 не зобо-
в’язанi бути функцiональними, тобто вони не є перетвореннями в загальному
випадку. Наприклад, якщо (L, ·) – напiвгрупа лiвих нулiв i |L| ≥ 2, то для впо-
рядкованого трiоїда (L, ·, ·, ·, iL), де iL = {(x, x)|x ∈ L}, усi вiдношення fx, x ∈ L,
не є функцiональними. Отже, опис зображень довiльних трiоїдiв перетворення-
ми деякої множини представляє окремий iнтерес.

Нехай B(X) – напiвгрупа всiх бiнарних вiдношень на множинiX з операцiєю
композицiї ◦, T – непорожня пiдмножина з B(X) та ∗1, ∗2 – бiнарнi операцiї на
T , такi що алгебраїчна система (T, ◦, ∗1, ∗2,⊆) є впорядкованим трiоїдом. У цьо-
му випадку (T, ◦, ∗1, ∗2,⊆) будемо називати впорядкованим трiоїдом бiнарних
вiдношень на множинi X.

Упорядкований трiоїд бiнарних вiдношень на множинi X, в якого кожне вiд-
ношення є рефлексивним, будемо називати впорядкованим трiоїдом бiнарних
рефлексивних вiдношень.

Теорема 2. Довiльний упорядкований трiоїд (T,a,`,⊥,≤) є iзоморфним
деякому впорядкованому трiоїду бiнарних рефлексивних вiдношень тодi й лише
тодi, коли для всiх x, y ∈ T

x ≤ x a y i y ≤ x a y.

Доведення. Нехай упорядкований трiоїд (T,a,`,⊥,≤) iзоморфний деякому
впорядкованому трiоїду (R, ◦, ∗1, ∗2,⊆) бiнарних рефлексивних вiдношень на
множинi X. Очевидно, що тотожнє вiдношення iX = {(x, x)|x ∈ X} мiститься в
кожному вiдношеннi з R, тому за стабiльнiстю порядку ⊆ матимемо α ⊆ α ◦ β i
β ⊆ α ◦ β для всiх α, β ∈ R. Оскiльки (T,a,`,⊥,≤) i (R, ◦, ∗1, ∗2,⊆) iзоморфнi,
то x ≤ x a y i y ≤ x a y при будь-яких x, y ∈ T .

Навпаки, нехай (T,a,`,⊥,≤) – упорядкований трiоїд, в якому x ≤ x a y
i y ≤ x a y для всiх x, y ∈ T . Позначимо через T 1 множину T iз зовнiшньо
приєднаним елементом 1 /∈ T таким, що x a 1 = x для всiх x ∈ T 1, та
покладемо

≤ 1= ≤ ∪ {(1, x) |x ∈ T 1}.
Зрозумiло, що ≤ 1 є вiдношенням порядку на T 1. Для всiх x ∈ T нехай

gx = {(a, b) ∈ T 1 × T 1 | a ≤1 x a b},

gx1 = {(a, b) ∈ T 1 × T | a ≤1 x ` b} ,
gx2 = {(a, b) ∈ T 1 × T | a ≤1 x⊥b} .

Визначимо на множинi G = {gx |x ∈ T} двi операцiї ◦′, ◦′′ таким чином:

gx ◦′ gy = gx1 ◦ gy, gx ◦′′ gy = gx2 ◦ gy.

Подiбно як у теоремi 1 можна показати, що вiдображення g : x 7→ gx є
iзоморфiзмом упорядкованого трiоїда (T,a,`,⊥,≤) на (G, ◦, ◦′, ◦′′,⊆).
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Крiм того, (y, y) ∈ gx для всiх x, y ∈ T , оскiльки y ≤ x a y за припущенням.
Умова 1 ≤ 1 x для всiх x ∈ T 1 означає, що (1, 1) ∈ gx для всiх x ∈ T . Таким
чином, всi вiдношення з G є рефлексивними.

Теорему доведено.

На вiдмiну вiд рефлексивних вiдношень множина всiх бiнарних транзитив-
них вiдношень на множинi X не утворює пiднапiвгрупу в B(X). Разом з тим
iснують пiднапiвгрупи напiвгрупи B(X), що складаються лише з транзитивних
вiдношень.

Упорядкований трiоїд бiнарних вiдношень на множинi X, в якого кожне
вiдношення є транзитивним, будемо називати впорядкованим трiоїдом бiнарних
транзитивних вiдношень.

Теорема 3. Довiльний упорядкований трiоїд (T,a,`,⊥,≤) є iзоморфним
деякому впорядкованому трiоїду бiнарних транзитивних вiдношень тодi й ли-
ше тодi, коли x a x ≤ x для всiх x ∈ T .

Доведення. Нехай упорядкований трiоїд (T,a,`,⊥,≤) iзоморфний деяко-
му впорядкованому трiоїду (H, ◦, ∗1, ∗2,⊆) бiнарних транзитивних вiдношень на
множинiX. Зокрема, (T,a,≤) i (H, ◦,⊆) iзоморфнi як упорядкованi напiвгрупи.
З [11, теорема п. 6] одразу випливає, що x a x ≤ x для всiх x ∈ T .

Навпаки, припустимо, що x a x ≤ x для кожного елемента x впорядкова-
ного трiоїда (T,a,`,⊥,≤). Згiдно з теоремою 1 (T,a,`,⊥,≤) i (F, ◦, ◦2, ◦3,⊆) є
iзоморфними вiдносно f : x 7→ fx. Користуючись тим, що f є iзоморфiзмом,
для всiх x ∈ T отримуємо

x a x ≤ x⇔ (x a x)f ⊆ xf ⇔

⇔ xf ◦ xf ⊆ xf.

Отже, всi бiнарнi вiдношення з F є транзитивними, що й завершує доведення
цього твердження.

Теорему доведено.

Публiкацiя мiстить результати дослiджень, проведених при грантовiй пiд-
тримцi Держаного фонду фундаментальних дослiджень за конкурсним прое-
ктом F83/43909.
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