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I. À. Ìè÷, Â. Â. Íiêîëåíêî, Î. Â. Âàðöàáà (ÄÂÍÇ ¾Óæãîðîäñüêèé íàö.
óí-ò¿)

ÄÎÑÊÎÍÀËI ÄÈÇ'ÞÍÊÒÈÂÍI ÍÎÐÌÀËÜÍI ÔÎÐÌÈ
ÀËÃÅÁÐÈ U2

The complete identities system of algebra U2 have been constructed in the paper. On the basis of
the complete identities system an algorithm for constructing the perfect disjunctive normal form
is developed.

Ó ðîáîòi ïîáóäîâàíà ïîâíà ñèñòåìà òîòîæíîñòåé àëãåáðè U2 íà îñíîâi ÿêî¨ ðîçðîáëåíèé àë-
ãîðèòì ïîáóäîâè äîñêîíàëî¨ äèç'þíêòèâíî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè.

Ó ðîáîòàõ [1, 2] ðîçãëÿäàþòüñÿ êëàñè àëãåáð P = {Un = (An×n, Ω), n ∈ N},
äå An×n � ìíîæèíà âñiõ áiíàðíèõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ≥ 1, Ω =
= {∨,∧, Ti, i = 0, 1, . . . , 7}, x ∨ y = max (x, y), x ∧ y = min (x, y), Ti, i ∈ Z8 �
ìíîæèíà óíàðíèõ îïåðàöié, ÿêi ó äàíié ðîáîòi çàäàþòü ïåðåñòàíîâêó åëåìåí-
òiâ ìàòðèöi, ùî åêâiâàëåíòíà ïîâîðîòàì çîáðàæåíü êðàòíèì 90◦ âiäíîñíî îñåé
àáî öåíòðà ñèìåòði¨ êâàäðàòà. Ïîêàçàíî, ùî äîâiëüíi ôîðìóëè f1 (x1, x2, . . . , xn)
i f2 (x1, x2, . . . , xn) àëãåáðè Un ìîæíà ïðèâåñòè äî äèç'þíêòèâíèõ íîðìàëüíèõ
ôîðì f1 (x1, x2, . . . , xn) = p1∨p2∨ . . .∨pm òà f2 (x1, x2, . . . , xn) = q1∨q2∨ . . .∨ql. Ó
öèõ ðîáîòàõ íàâåäåíî àëãîðèòì ïîáóäîâè äîñêîíàëèõ äèç'þíêòèâíèõ íîðìàëü-
íèõ ôîðì ôîðìóë àëãåáð Uk, k ≥ 3, à òàêîæ ïîêàçàíî, ùî â öèõ àëãåáðàõ ÄÍÔ
ôîðìóë ñïiâïàäà¹ ç ÄÄÍÔ.

Â àëãåáði U2 öi ôîðìóëè íå ¹ äîñêîíàëèìè äèç'þíêòèâíèìè íîðìàëüíèìè
ôîðìàìè. Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ ïîáóäîâà àëãîðèòìó çíàõîäæåííÿ äîñêîíàëî¨
äèç'þíêòèâíî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè ôîðìóë àëãåáðè U2.

Îçíà÷åííÿ 1. Çîáðàæåííÿ A1
c (A

0
c), â ÿêîìó âñi ïiêñåëi äîðiâíþþòü îäè-

íèöi (íóëåâi), íàçèâàþòüñÿ êîíñòàíòîþ îäèíèöi (êîíñòàíòîþ íóëÿ).

Äëÿ êîíñòàíò A1
c i A

0
c òà äîâiëüíîãî áiíàðíîãî çîáðàæåííÿ x âèêîíóþòüñÿ

òîòîæíîñòi:
A1
c ∨ A0

c = A1
c ;A

1
c ∧ A0

c = A0
c ;A

1
c ∨ x = A1

c ;

A0
c ∨ x = x;A1

c ∧ x = x;A0
c ∧ x = A0

c .

Îçíà÷åííÿ 2. Ôîðìóëà φ (x1, x2, . . . , xn) àëãåáðè U2 çáåðiãà¹ êîíñòàíòó
îäèíèöi (êîíñòàíòó íóëÿ), ÿêùî φ(A1

c , A
1
c , . . . , A

1
c) = A1

c (φ(A
0
c , A

0
c , . . . , A

0
c) = A0

c).

Ç îçíà÷åíü îïåðàöié àëãåáðè Un âèïëèâà¹, ùî âñi ôîðìóëè öi¹¨ àëãåáðè çáå-
ðiãàþòü êîíñòàíòó îäèíèöi (êîíñòàíòó íóëÿ), à îòæå ìà¹ ìiñöå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1. Â àëãåáðàõ Un íå iñíó¹ ôîðìóë, ÿêi çàäàþòü êîíñòàíòó
îäèíèöi àáî êîíñòàíòó íóëÿ.

Îçíà÷åííÿ 3. Ôîðìóëà φ (x1, x2, . . . , xn) àëãåáðè Un, n ≥ 1, íàçèâà¹òüñÿ
êâàçiíóëåì, ÿêùî

φ (x1, x2, . . . , xn) =

{
A1
c, ÿêùî x1 = x2 = . . . = xn = A1

c ,
A0
c, â iíøîìó âèïàäêó.
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Îçíà÷åííÿ 4. Ôîðìóëà φ (x1, x2, . . . , xn) àëãåáðè Un, n ≥ 1, íàçèâà¹òüñÿ
êâàçiîäèíèöåþ, ÿêùî

φ (x1, x2, . . . , xn) =

{
A0
c, ÿêùî x1 = x2 = . . . = xn = A0

c ,
A1
c, â iíøîìó âèïàäêó .

Òâåðäæåííÿ 2. ßêùî φ1 (x1, x2, . . . , xn) � êâàçiîäèíèöÿ, φ2 (x1, x2, . . . , xn)
� êâàçiíóëü, òî äëÿ äîâiëüíî¨ ôîðìóëè φ(xi1 , xi2 , . . . , xik) àëãåáðè Un òàêî¨, ùî
{xi1 , xi2 , . . . , xik} ⊂ {x1, x2, . . . , xn} ìàþòü ìiñöå òîòîæíîñòi:

φ ∨ φ1 = φ1;φ ∧ φ1 = φ;φ ∨ φ2 = φ;φ ∧ φ2 = φ2.

Òâåðäæåííÿ 2 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åíü êâàçiîäèíèöi i êâàçiíóëÿ òà îïåðàöié àë-
ãåáðè P .

Îçíà÷åííÿ 5. Ôîðìóëà φ1 íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíîþ îäèíèöåþ (ëîêàëüíèì
íóëåì) äëÿ ôîðìóëè φ2, ÿêùî φ1 ∧ φ2 = φ2 ( φ1 ∨ φ2 = φ1 ).

Çíà÷åííÿ ôîðìóëè φ(x) = xTi , i ∈ Z8, íà âñiõ ìîæëèâèõ çîáðàæåííÿõ Akj ,
k = 1, 2, 3, j = 1, 2, . . . , 6, àëãåáðè U2 (k âêàçó¹ ÷èñëî îäèíèöü çîáðàæåííÿ Aj,
à j � ïîðÿäêîâèé íîìåð çîáðàæåííÿ äëÿ öüîãî ÷èñëà k îäèíèöü) ïðåäñòàâèìî ó
âèãëÿäi òàáëèöi 1.

Òàáëèöÿ 1

Akj A3
1 A3

2 A3
3 A3

4 A2
1 A2

2 A2
3 A2

4 A2
5 A2

6 A1
1 A1

2 A1
3 A1

4

xTi ( 1 1
1 0 ) (

1 0
1 1 ) (

0 1
1 1 ) (

1 1
0 1 ) (

1 1
0 0 ) (

1 0
1 0 ) (

0 0
1 1 ) (

0 1
0 1 ) (

1 0
0 1 ) (

0 1
1 0 ) (

1 0
0 0 ) (

0 0
1 0 ) (

0 0
0 1 ) (

0 1
0 0 )

xT0 A3
1 A3

2 A3
3 A3

4 A2
1 A2

2 A2
3 A2

4 A2
5 A2

6 A1
1 A1

2 A1
3 A1

4

xT1 A3
1 A3

4 A3
3 A3

2 A2
2 A2

1 A2
4 A2

3 A2
5 A2

6 A1
1 A1

4 A1
3 A1

2

xT2 A3
4 A3

1 A3
2 A3

3 A2
4 A2

1 A2
2 A2

3 A2
6 A2

5 A1
4 A1

1 A1
2 A1

3

xT3 A3
2 A3

3 A3
4 A3

1 A2
2 A2

3 A2
4 A2

1 A2
6 A2

5 A1
2 A1

3 A1
4 A1

1

xT4 A3
3 A3

2 A3
1 A3

4 A2
4 A2

3 A2
2 A2

1 A2
5 A2

6 A1
3 A1

2 A1
1 A1

4

xT5 A3
2 A3

1 A3
4 A3

3 A2
3 A2

2 A2
1 A2

4 A2
6 A2

5 A1
2 A1

1 A1
4 A1

3

xT6 A3
4 A3

3 A3
2 A3

1 A2
1 A2

4 A2
3 A2

2 A2
6 A2

5 A1
4 A1

3 A1
2 A1

1

xT7 A3
3 A3

4 A3
1 A3

2 A2
3 A2

4 A2
1 A2

2 A2
5 A2

6 A1
3 A1

4 A1
1 A1

2

Çà äîïîìîãîþ òàáëèöi 1 ìîæíà ïåðåêîíàòèñü, ùî ôîðìóëà q1 (x) = xT0xT1 ∨
xT0xT4 ∨ xT1xT7 ∨ xT2xT5 ∨ xT2xT6 ∨ xT3xT5 ∨ xT3xT6 ∨ xT4xT7 ¹ êâàçiîäèíèöåþ äëÿ
ôîðìóë àëãåáðè U2.

Äëÿ êîæíî¨ çìiííî¨ xj, j = 1, 2, . . . , n ôîðìóëè f1 (x1, x2, . . . , xn) ìîæëèâèé
îäèí ç äâîõ âèïàäêiâ:

1) çìiííà xj, j = 1, 2, . . . , n, íå âõîäèòü ó åëåìåíòàðíó êîí'þíêöiþ pi, i =
1, 2, . . . ,m;

2) çìiííà xj, j = 1, 2, . . . , n ìîæå âõîäèòè ó åëåìåíòàðíó êîí'þíêöiþ âiä îäíî-
ãî äî âîñüìè ðàçiâ ó âèãëÿäi ìíîæíèêiâ xTij , j = 1, 2, . . . , n, i ∈ Z8.

Äîìíîæèâøè äîâiëüíó åëåìåíòàðíó êîí'þíêöiþ pi, i = 1, 2, . . . ,m, â ÿêó
çìiííà x âõîäèòü íå áiëüøå îäíîãî ðàçó, íà q1(x), îòðèìà¹ìî åëåìåíòàðíi êîí'-
þêöi¨, â ÿêèõ çìiííà x çóñòði÷à¹òüñÿ íå ìåíøå äâîõ ðàçiâ. Òîáòî, ïiñëÿ âè-
êîíàííÿ îïåðàöi¨ äîìíîæåííÿ íà êâàçiîäèíèöþ, â åëåìåíòàðíèõ êîí'þíêöiÿõ
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êiëüêiñòü ìíîæíèêiâ îäíi¹¨ çìiííî¨ áóäå íå ìåíøå äâîõ. Âèêîðèñòîâóþ÷è òà-
áëèöþ 1 ïîáóäó¹ìî òàáëèöþ 2 îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü âèðàçó xTi1xTi2 , i1, i2 ∈ Z8.
Çàóâàæèìî, ùî òàêèõ êîí'þíêöié äëÿ i1 ̸= i2 ¹ äâàäöÿòü âiñiì, âðàõóâàâøè, ùî
xTi1xTi2 = xTi2xTi1 .

Òàáëèöÿ 2

Akj A3
1 A3

2 A3
3 A3

4 A2
1 A2

2 A2
3 A2

4 A2
5 A2

6 A1
1 A1

2 A1
3 A1

4

xTi1xTi2 ( 1 1
1 0 ) (

1 0
1 1 ) (

0 1
1 1 ) (

1 1
0 1 ) (

1 1
0 0 ) (

1 0
1 0 ) (

0 0
1 1 ) (

0 1
0 1 ) (

1 0
0 1 ) (

0 1
1 0 ) (

1 0
0 0 ) (

0 0
1 0 ) (

0 0
0 1 ) (

0 1
0 0 )

xT0xT1 A3
1 A2

5 A3
3 A2

5 A1
1 A1

1 A1
3 A1

3 A2
5 A2

6 A1
1 A0

c A1
3 A0

c

xT0xT4 A2
6 A3

2 A2
6 A3

4 A1
4 A1

2 A1
2 A1

4 A2
5 A2

6 A0
c A1

2 A0
c A1

4

xT1xT7 A2
6 A3

4 A2
6 A3

2 A1
2 A1

4 A1
4 A1

2 A2
5 A2

6 A0
c A1

4 A0
c A1

2

xT2xT5 A2
5 A3

1 A2
5 A3

3 A1
3 A1

1 A1
1 A1

3 A2
6 A2

5 A0
c A1

1 A0
c A1

3

xT2xT6 A3
4 A2

6 A3
2 A2

6 A1
4 A1

4 A1
2 A1

2 A2
6 A2

5 A1
4 A0

c A1
2 A0

c

xT3xT5 A3
2 A2

6 A3
4 A2

6 A1
2 A1

2 A1
4 A1

4 A2
6 A2

5 A1
2 A0

c A1
4 A0

c

xT3xT6 A2
5 A3

3 A2
5 A3

1 A1
1 A1

3 A1
3 A1

1 A2
6 A2

5 A0
c A1

3 A0
c A1

1

xT4xT7 A3
3 A2

5 A3
1 A2

5 A1
3 A1

3 A1
1 A1

1 A2
5 A2

6 A1
3 A0

c A1
1 A0

c

xT0xT7 A2
6 A2

5 A2
6 A2

5 A0
c A0

c A0
c A0

c A2
5 A2

6 A0
c A0

c A0
c A0

c

xT1xT4 A2
6 A2

5 A2
6 A2

5 A0
c A0

c A0
c A0

c A2
5 A2

6 A0
c A0

c A0
c A0

c

xT2xT3 A2
5 A2

6 A2
5 A2

6 A0
c A0

c A0
c A0

c A2
6 A2

5 A0
c A0

c A0
c A0

c

xT5xT6 A2
5 A2

6 A2
5 A2

6 A0
c A0

c A0
c A0

c A2
6 A2

5 A0
c A0

c A0
c A0

c

xT0xT5 A2
2 A2

2 A2
4 A2

4 A0
c A2

2 A0
c A2

4 A0
c A0

c A0
c A0

c A0
c A0

c

xT0xT6 A2
1 A2

3 A2
3 A2

1 A2
1 A0

c A2
3 A0

c A0
c A0

c A0
c A0

c A0
c A0

c

xT1xT2 A2
1 A2

1 A2
3 A2

3 A0
c A2

1 A0
c A2

3 A0
c A0

c A0
c A0

c A0
c A0

c

xT1xT3 A2
2 A2

4 A2
4 A2

2 A2
2 A0

c A2
4 A0

c A0
c A0

c A0
c A0

c A0
c A0

c

xT2xT4 A2
4 A2

2 A2
2 A2

4 A2
4 A0

c A2
2 A0

c A0
c A0

c A0
c A0

c A0
c A0

c

xT3xT4 A2
3 A2

3 A2
1 A2

1 A0
c A2

3 A0
c A2

1 A0
c A0

c A0
c A0

c A0
c A0

c

xT5xT7 A2
3 A2

1 A2
1 A2

3 A2
3 A0

c A2
1 A0

c A0
c A0

c A0
c A0

c A0
c A0

c

xT6xT7 A2
4 A2

4 A2
2 A2

2 A0
c A2

4 A0
c A2

2 A0
c A0

c A0
c A0

c A0
c A0

c

xT0xT2 A2
1 A2

2 A2
3 A2

4 A1
4 A1

1 A1
2 A1

3 A0
c A0

c A0
c A0

c A0
c A0

c

xT0xT3 A2
2 A2

3 A2
4 A2

1 A1
1 A1

2 A1
3 A1

4 A0
c A0

c A0
c A0

c A0
c A0

c

xT1xT5 A2
2 A2

1 A2
4 A2

3 A1
2 A1

1 A1
4 A1

3 A0
c A0

c A0
c A0

c A0
c A0

c

xT1xT6 A2
1 A2

4 A2
3 A2

2 A1
1 A1

4 A1
3 A1

2 A0
c A0

c A0
c A0

c A0
c A0

c

xT2xT7 A2
4 A2

1 A2
2 A2

3 A1
3 A1

4 A1
1 A1

2 A0
c A0

c A0
c A0

c A0
c A0

c

xT2xT3 A2
5 A2

6 A2
5 A2

6 A0
c A0

c A0
c A0

c A2
6 A2

5 A0
c A0

c A0
c A0

c

xT4xT5 A2
3 A2

2 A2
1 A2

4 A1
3 A1

2 A1
1 A1

4 A0
c A0

c A0
c A0

c A0
c A0

c

xT4xT6 A2
4 A2

3 A2
2 A2

1 A1
4 A1

3 A1
2 A1

1 A0
c A0

c A0
c A0

c A0
c A0

c

Òâåðäæåííÿ 3. Òiëüêè åëåìåíòàðíi êîí'þíêöi¨

r21(x) = xT0xT1 ; r22(x) = xT0xT4 ; r23(x) = xT1xT7 ; r24(x) = xT2xT5 ;

r25(x) = xT2xT6 ; r26(x) = xT3xT5 ; r27(x) = xT3xT6 ; r28(x) = xT4xT7

ôîðìóëè q1(x), íà íàáîðàõ çîáðàæåíü A1
1, A

1
2, A

1
3, A

1
4 ìîæóòü ïðèéìàòè çíà÷å-

ííÿ âiäìiííå âiä A0
c.
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Òâåðäæåííÿ 3 âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç òàáëèöi 2. Â àëãîðèòìi ïîáóäîâè
äîñêîíàëèõ äèç'þíêòèâíèõ íîðìàëüíèõ ôîðì åëåìåíòàðíi êîí'þíêöi¨ r2i (x), i =
1, 2, . . . , 8, íå çìiíþþòüñÿ.

Ç òàáëèöi 2 îòðèìà¹ìî, ùî ôîðìóëè q21(x) = xT0xT7 ∨xT2xT3 , q22(x) = xT1xT4 ∨
xT5xT6 ¹ ëîêàëüíèìè îäèíèöÿìè äëÿ åëåìåíòàðíèõ êîí'þíêöié xT0xT7 , xT2xT3 ,
xT1xT4 , xT5xT6 . Äîìíîæèâøè åëåìåíòàðíi êîí'þíêöi¨ xT0xT7 , xT2xT3 íà q22(x), à
åëåìåíòàðíi êîí'þíêöi¨ xT1xT4 , xT5xT6 íà q21(x), îòðèìà¹ìî äèç'þíêöiþ åëåìåí-
òàðíèõ êîí'þíêöié, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ ÷îòèðè ìíîæíèêè.

Òâåðäæåííÿ 4. Òiëüêè åëåìåíòàðíi êîí'þíêöi¨ ç ÷îòèðìà ìíîæíèêàìè
r41(x) = xT0xT1xT4xT7 i r42(x) = xT2xT3xT5xT6 íà çîáðàæåííÿõ A2

5 i A2
6 ìîæóòü

ïðèéìàòè çíà÷åííÿ, ÿêi âiäìiííi âiä A0
c. Iíøi åëåìåíòàðíi êîí'þíêöi¨ ç ÷îòèð-

ìà i áiëüøå ìíîæíèêàìè íà öèõ çîáðàæåííÿõ ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ A0
c.

Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òàáëèöi 2.
Åëåìåíòàðíi êîí'þíêöi¨ ç òðüîìà ìíîæíèêàìè xTi1xTi2xTi3 , i1, i2, i3 ∈ {1, 2, 3,

4, 5, 6}, íà íàáîðàõ A2
5 i A

2
6 ìîæóòü ïðèéìàòè çíà÷åííÿ âiäìiííi âiä A0

c òiëüêè
òîäi, êîëè {Ti1 , Ti2 , Ti3} ⊂ {T0, T1, T4, T7} àáî {Ti1 , Ti2 , Ti3} ⊂ {T2, T3, T5, T6}.

Äëÿ öèõ åëåìåíòàðíèõ êîí'þíêöié ôîðìóëè q21(x) i q
2
2(x) ¹ ëîêàëüíèìè îäè-

íèöÿìè i äîìíîæèâøè ïåðøó ãðóïó íà q22(x), à äðóãó íà q
2
1(x), îòðèìà¹ìî åëå-

ìåíòàðíi êîí'þíêöi¨, ÿêi ìàþòü íå ìåíøå ÷îòèðüîõ ìíîæíèêiâ.
Ç òâåðäæåíü 3 i 4 âèïëèâà¹

Òâåðäæåííÿ 5. Ôîðìóëà

q41(x) = xT0xT6xT1xT3 ∨ xT0xT6xT2xT3 ∨ xT1xT3xT5xT7 ∨ xT2xT4xT5xT7∨

∨xT0xT5xT1xT2 ∨ xT0xT5xT3xT4 ∨ xT1xT2xT6xT7 ∨ xT3xT4xT6xT7

¹ ëîêàëüíîþ îäèíèöåþ äëÿ âñiõ åëåìåíòàðíèõ êîí'þíêöié, êðiì r2i (x),
i = 1, 2, . . . , 8 òà r41(x) i r

4
2(x).

Äîìíîæèâøè âñi åëåìåíòàðíi êîí'þíêöi¨ íà ¨õ ëîêàëüíó îäèíèöþ îòðèìà¹ìî
åëåìåíòàðíi êîí'þíêöi¨, ùî ìiñòÿòü íå ìåíøå ÷îòèðüîõ ìíîæíèêiâ.

Òâåðäæåííÿ 6. Òiëüêè åëåìåíòàðíi êîí'þíêöi¨

r43(x) = xT0xT6xT1xT3 ; r44(x) = xT0xT6xT2xT4 ; r45(x) = xT1xT3xT5xT7 ;

r46(x) = xT2xT4xT5xT7 ; r47(x) = xT0xT5xT1xT2 ; r48(x) = xT0xT5xT3xT4 ;

r49(x) = xT1xT2xT6xT6 ; r410(x) = xT3xT4xT6xT7

ïðè ïiäñòàíîâöi çîáðàæåíü A2
1, A

2
2, A

2
3, A

2
4 ìîæóòü ïðèéìàòè çíà÷åííÿ âiä-

ìiííå âiä A0
c. Ðåøòà åëåìåíòàðíèõ êîí'þíêöié âiä ÷îòèðüîõ i áiëüøå çìiííèõ

íà öèõ çîáðàæåííÿõ ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ A0
c.

Äàëi ïðè ïîáóäîâi äîñêîíàëî¨ äèç'þíêòèâíî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè àëãîðèòì íå
çìiíþ¹ åëåìåíòàðíi êîí'þíêöi¨ r2i (x), i = 1, 2, . . . , 8, r4i (x), i = 1, 2, . . . , 10.

Òâåðäæåííÿ 7. Ôîðìóëà

q41(x) = xT0xT1xT2xT3xT5xT6 ∨ xT0xT1xT3xT4xT5xT7 ∨ xT0xT1xT2xT3xT6xT7∨

∨xT2xT3xT4xT5xT6xT7 ∨ xT0xT1xT2xT4xT5xT7 ∨ xT0xT2xT3xT4xT5xT6∨
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∨xT1xT2xT3xT5xT6xT7 ∨ xT0xT1xT3xT4xT6xT7

¹ ëîêàëüíîþ îäèíèöåþ äëÿ âñiõ åëåìåíòàðíèõ êîí'þíêöié, êðiì r2i (x), i = 1, 2, . . . , 8,
r4j (x), j = 1, 2, . . . , 10.

Äîìíîæèâøè åëåìåíòàðíi êîí'þíêöi¨ íà ¨õ ëîêàëüíó îäèíèöþ, îòðèìà¹ìî
åëåìåíòàðíi êîí'þíêöi¨, ÿêi ìiñòÿòü íå ìåíøå øåñòè çìiííèõ.

Òâåðäæåííÿ 8. Òiëüêè åëåìåíòàðíi êîí'þíêöi¨, ÿêi âõîäÿòü â q41(x), íà
íàáîðàõ A3

1, A
3
2, A

3
3, A

3
4 ìîæóòü ïðèéìàòè çíà÷åííÿ âiäìiííi âiä A0

c. Âñi iíøi
åëåìåíòàðíi êîí'þíêöi¨ íà öèõ íàáîðàõ çîáðàæåíü ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ A0

c.

Ó ðåçóëüòàòi âèêîíàííÿ àëãîðèòìó, îïèñàíîãî âèùå, îòðèìà¹ìî äèç'þíêòèâ-
íó íîðìàëüíó ôîðìó, â ÿêié åëåìåíòàðíi êîí'þíêöi¨, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç ìíî-
æíèêiâ r2i (x), i = 1, 2, . . . , 8, r4i (x), i = 1, 2, . . . , 10 òà âîñüìè ìíîæíèêiâ, ÿêi ¹
äîäàíêàìè â ôîðìóëi q41(x).

Âñi öi åëåìåíòàðíi êîí'þíêöi¨ çâåäåíi â òàáëèöþ 3. Ïåðøèé ñòîâï÷èê òàáëèöi
ïîêàçó¹, ÿêå çîáðàæåííÿ ïiäñòàâëÿ¹òüñÿ â åëåìåíòàðíó êîí'þíêöiþ, à ïåðøèé
ðÿäîê âêàçó¹ çíà÷åííÿ, ÿêå ìîæå ïðèéìàòè âiäïîâiäíà åëåìåíòàðíà êîí'þíêöiÿ.

Òàáëèöÿ 3

A1
1 A1

2 A1
3 A1

4

A3
1 x

T0xT1xT2xT3xT5xT6 xT0xT1xT3xT4xT5xT7 xT2xT3xT4xT5xT6xT7 xT0xT1xT2xT4xT6xT7

A3
2 x

T0xT1xT2xT4xT5xT7 xT0xT2xT3xT4xT5xT6 xT0xT1xT3xT4xT6xT7 xT1xT2xT3xT5xT6xT7

A3
3 x

T2xT3xT4xT5xT6xT7 xT0xT1xT2xT4xT6xT7 xT0xT1xT2xT3xT5xT6 xT0xT1xT3xT4xT5xT7

A3
4 x

T0xT1xT3xT4xT6xT7 xT1xT2xT3xT5xT6xT7 xT0xT1xT2xT4xT5xT7 xT0xT2xT3xT4xT5xT6

A2
1 xT0xT1xT3xT6 xT1xT3xT5xT7 xT2xT4xT5xT7 xT0xT2xT4xT6

A2
2 xT0xT1xT2xT5 xT0xT3xT4xT5 xT3xT4xT6xT7 xT1xT2xT6xT7

A2
3 xT2xT4xT5xT7 xT0xT2xT4xT6 xT0xT1xT3xT6 xT1xT3xT5xT7

A2
4 xT3xT4xT6xT7 xT1xT2xT6xT7 xT0xT1xT2xT5 xT0xT3xT4xT5

A1
1 xT0xT1 xT3xT5 xT4xT7 xT2xT6

A1
2 xT2xT5 xT0xT4 xT3xT6 xT1xT7

A1
3 xT4xT7 xT2xT6 xT0xT1 xT3xT5

A1
4 xT3xT6 xT1xT7 xT2xT5 xT0xT4

Îçíà÷åííÿ 6. Åëåìåíòàðíi êîí'þíêöi¨ â òàáëèöi 3, ÿêi íàëåæàòü îäíîìó
ñòîâïöþ íàçèâàþòü îäíîòèïíèìè.

Òâåðäæåííÿ 9. Åëåìåíòàðíà êîí'þíêöiÿ â îòðèìàíié äèç'þíêòèâíié íîð-
ìàëüíié ôîðìi íå äîðiâíþ¹ A0

c, ÿêùî ¨¨ ìíîæíèêè ¹ îäíîòèïíèìè.

Òâåðäæåííÿ 10. ßêùî â åëåìåíòàðíié êîí'þíêöi¨ âñi ìíîæíèêè îäíîòè-
ïíi, òî äëÿ íå¨ iñíó¹ ¹äèíèé íàáið çîáðàæåíü, íà ÿêîìó âîíà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ
âiäìiííi âiä A0

c.

Âñi åëåìåíòàðíi êîí'þíêöi¨, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç íåîäíîòèïíèõ ìíîæíèêiâ ìî-
æíà îïóñòèòè òàê, ÿê âîíè ¹ êâàçiíóëÿìè.

Òåîðåìà 1. Äèç'þíêòèâíà íîðìàëüíà ôîðìà âñi åëåìåíòàðíi êîí'þíêöi¨
ÿêî¨ ¹ îäíîòèïíèìè ¹ äîñêîíàëîþ äèç'þíêòèâíîþ íîðìàëüíîþ ôîðìîþ.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé f1 = p1 ∨ p2 ∨ . . . ∨ pm, f2 = q1 ∨ q2 ∨ . . . ∨ ql äèç'þí-
êòèâíà íîðìàëüíà ôîðìà ôîðìóë φ1 i φ2. Âèêîðèñòîâóþ÷è àëãîðèòì, ïðèâå-
äåíèé âèùå ôîðìóëè f1 i f2 ìîæíà ïðèâåñòè äî âèäó f̂1 = p̂1 ∨ p̂2 ∨ . . . ∨ p̂m̂,

f̂2 = q̂1 ∨ q̂2 ∨ . . . ∨ q̂l̂, äå p̂i i q̂j, i ∈ {1, 2, . . . , m̂}, j ∈
{
1, 2, . . . , l̂

}
åëåìåíòàðíi

êîí'þíêöi¨, â ÿêèõ âñi ìíîæíèêè ¹ îäíîòèïíèìè åëåìåíòàðíèìè êîí'þíêöiÿìè.
Ïîêàæåìî, ùî f̂1 i f̂2 äîñêîíàëi äèç'þíêòèâíi íîðìàëüíi ôîðìè ôîðìóë φ1 i
φ2. Íåõàé p̂i = r (xi1) r (xi2) . . . r (xit) îäíîòèïíà åëåìåíòàðíà êîí'þíêöiÿ. Òî-
äi âñi åëåìåíòàðíi êîí'þíêöi¨ r (xiα) , α = 1, . . . , t íàëåæàòü îäíîìó ñòîâï÷èêó
òàáëèöi 3, íàïðèêëàä, òðåòüîìó. Òîäi âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ïåðøîãî ñòîâï÷èêà
âêàçóþòü íà òàêi çîáðàæåííÿ Ai1 , Ai2 , . . . , Ait , ùî r (Ai1) r (Ai2) . . . r (Ait) = A1

2,
íà âñiõ iíøèõ íàáîðàõ p̂i áóäå ïðèéìàòè çíà÷åííÿ A0

c . Íà íàáîði çîáðàæåíü
γ1 : xi1 = Ai1 , xi2 = Ai2 , . . . , xit = Ait , xiβ = A0

c , ÿêùî xiβ /∈ pi, ôîðìóëà f̂1
ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ A1

2. Ôîðìóëà f2 íà íàáîði çîáðàæåíü γ1 ïðèéìå çíà÷åííÿ A
0
1

òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ qj òàêå, ùî qj ⊂ pi. Çàäàþ÷è âiäïîâiäíèé äëÿ qj íàáið γ2
íà ÿêîìó f̂2 (γ2) = A1

2 òiëüêè òîäi êîëè iñíó¹ pξ, ξ ∈ {1, 2, . . . , m̂}, ùî pξ ⊂ qj, à
òîìó pξ ⊂ pi ùî íåìîæëèâî, îñêiëüêè â äîñêîíàëié äèç'þíêòèâíié íîðìàëüíié
ôîðìi íi îäíà åëåìåíòàðíà êîí'þíêöiÿ íå ìîæå áóòè ïiäôîðìóëîþ iíøî¨. Òàêèì
÷èíîì, ÿêùî f̂1 = f̂2 òî ∀pi, i ∈ {1, 2, . . . ,m} ∃qj, j ∈ {1, 2, . . . , l} òàêà, ùî pi ⊂ qj.
Òåîðåìà äîâåäåíà.
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