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ПЕРЕДМОВА 
 
 

 Даний збірник задач написаний на основі практичних та лабораторних за-
нять з курсу "Рівняння математичної фізики", які проводились авторами на про-
тязі багатьох років на математичних та фізичних факультетах національних уні-
верситетів. 
 Навчальний посібник містить приклади та задачі, пов’язані з диферен-
ціальними рівняннями з частинними похідними, в обсязі програми норматив-
ного курсу для студентів механіко-математичних факультетів університетів і 
технічних вищих навчальних закладів з поглибленим вивченням математики. 
Він є практичним забезпеченням підручника М.О.Перестюка та В.В.Маринця 
"Теорія рівнянь математичної фізики" [11]. 
 Збірник задач складається із п’яти розділів згідно з типами рівнянь та ме-
тодами розв’язування відповідних задач. 

До кожного з розділів, які розбиті на параграфи, подані короткі теоретич-
ні відомості, розв’язані типові задачі, наведені задачі для аудиторної роботи і 
по 30 варіантів індивідуальних завдань. До значного числа задач подані де-
тальні вказівки щодо їх розв’язування, наведені відповіді. Усе це спрямоване на 
те, щоб дати можливість студентам шляхом самостійної роботи досягнути 
елементарних технічних навиків розв’язування задач з основних розділів теорії 
рівнянь математичної фізики. При цьому збірник не претендує на охоплення 
всіх методів, які використовуються в математичній фізиці. У ньому, наприклад, 
не розглядаються операційний метод, варіаційні, асимптотичні і різницеві ме-
тоди, застосування інтеґральних рівнянь тощо. Однак сподіваємося, що даний 
збірник буде корисним не тільки для студентів вузів, але також для інженерів і 
співробітників науково-дослідних закладів. 
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РОЗДІЛ І 
КЛАСИФІКАЦІЯ ТА ЗВЕДЕННЯ ДО КАНОНІЧНОГО ВИГЛЯДУ 
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ІЗ ЧАСТИННИМИ ПОХІДНИМИ 

ДРУГОГО ПОРЯДКУ 
 
 

§1. Основні поняття та означення теорії ДРЧП 
 

Означення 1. Співвідношення між незалежними змінними ,,...,, 21 nxxx  не-
відомою функцією ),...,,( 21 nxxxu  та її частинними похідними називається ди-
ференціальним рівнянням із частинними похідними (ДРЧП). 

Означення 2. ДРЧП називається рівнянням т-го порядку, якщо воно міс-
тить хоча б одну частинну похідну т-го порядку і не містить похідних вищих 
порядків. 

У загальному випадку ДРЧП т-го порядку має вигляд 

  ,0,...,,...,,,,,...,, ...21 2
2

1
121

nk
n

kk
n xxxxxxn uuuuuxxxF                           (1) 

де 



n

i
i mk

1
,  F – задана функція своїх аргументів, а 

.
...21

2
2

1
1

21
... n

nk
n

kk k
n

kk

m

xxx xxx
uu



  

 Означення 3. Всяка т разів неперервно диференційовна в області за-
дання рівняння (1) функція ),...,,( 21 nxxxu , яка після підстановки її в дане рів-
няння замість невідомої функції, а її частинних похідних – замість відповідних 
частинних похідних невідомої функції, перетворює його в тотожність, назива-
ється розв’язком ДРЧП (1). 
 Означення 4. ДРЧП називається лінійним, якщо воно лінійне відносно 
невідомої функції та всіх її частинних похідних. 
 Лінійне ДРЧП другого порядку запишеться у вигляді 

  ).,...,,(),...,,(),...,,(),...,,( 2121
1

21
1 1

21 nn
n

i
xni

n

i

n

j
xxnij xxxfuxxxcuxxxbuxxxa

iji


 
  (2) 

 Рівняння (2) називається лінійним однорідним, якщо ,0),...,,( 21 nxxxf  і 
лінійним неоднорідним у протилежному випадку. Якщо всі коефіцієнти ,ija  

,ib  с є сталими, то ДРЧП (2) називається лінійним зі сталими коефіцієнтами. 
 Означення 5. ДРЧП називається квазілінійним, якщо воно є лінійним 
відносно старших похідних. 
 Квазілінійне ДРЧП другого порядку має вигляд 

  ).,...,,,,,...,,(,...,,,,,...,,
2121 21

1 1
21 njin xxxn

n

i

n

j
xxxxxnij uuuuxxxfuuuuuxxxa 

 
 

  
Зауважимо, що не всі рівності, в які входять частинні похідні, є ДРЧП. 
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Так, наприклад, рівність 1)(cos)(sin 22  yyxxyyxx uuuu  є тотожністю, 

а тому не є ДРЧП. Рівність 2),()( 2  
 yxuyuyu yy  також не є ДРЧП, оскіль-

ки після спрощення дістанемо алгебраїчне рівняння 2),(2  yxuu . 
 
 З’ясувати, чи є наведені нижче рівності диференціальними рівняннями з 

частинними похідними та дати повне їх визначення: 
1.     .05),(3tgln2sin2 2

1  
 yxxyuuuu xyyxyxy  

2.   .0),(4 310
332  yxyxuuu xyx  

3. ).,,(,033 232 zyxuuzxyuuu zzxzxy   

4.   .01)tg(),(5costg 22
33   xyyxuuu xx  

5. ).,,(,053lnln 22 zyxuuzuuuu xyxzzx   

6. .0),(35 8
622  yxuxuu

xyx  

7. .0),(3cos)5,0(sin2 2  yxyuuu xxxx  
8. .0),,(652  zyxuxuu zxyz  

9.     .4),(522
xyy

u
yxy

u uyxuuueue xx  
  

10. .1),,(94 43352  zyxzuuuu zyxzyx  

11. .0),(ln8 4
223  yxuuuu xyyxx  

12. .2),(cosechcth 222  yxuuu xyxy  

13. ).,,(534
2

2
4 zyxuxyzueu x

u

xz
y   

14.     .),(ln3sincoscoscos 22 yxuuuuuuu xyyxyx   

15.   .0),,(51ln 4
22  zyxxzuuu xzxy  

16. .0),,(4332  yzzyxuuu xzzy  

17. .0),,,,(2 5432132 132
7
4

4
5

2
1

 xxxxxuuuxxu xxxxxx  

18.   .sin),(tg43sincos3cos4 3
13 xyxuuuuu xyxyxx  

  

19. .0),,,(2 4321435
14321

 xxxxuxxuu xxxxx  

20. .0),,(432
3  zyxzuxuu yzzx  

21.   .0),(52  
 yxyuxeeux xu
x

xu
x  

22.   ).sh(),,(52ln 6
3 yzzyxxyuuu zx   
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§2. Класифікація та зведення до канонічного вигляду 
ДРЧП другого порядку з двома незалежними змінними 

 
 Розглянемо квазілінійне ДРЧП другого порядку вигляду 

),,,,,(),(),(2),( 221211 yxyyxyxx uuuyxfuyxauyxauyxa                (3) 
де ),( yxaij , 2,1, ji  – неперервні функції в деякій області G площини хОу. 
 Здійснимо в рівнянні (3) заміну незалежних змінних за формулами 

),,(),,( yxyx                                              (4) 
які встановлюють взаємно однозначну відповідність між точками ),(   і (х,у) 
відповідних областей, тобто з (4) х і у визначаються як однозначні функції 
незалежних змінних ξ та η: ),,( x  ).,( y  Вважатимемо, що функції 

),( yx  та ),( yx  при G),( yx  є неперервними разом з частинними похідними 
до другого порядку включно. 
 Введемо позначення:   ).,(),(),,(  Uu  Тоді 

.)(

,2

,2

,,

22

22

















UUUUUu

UUUUUu

UUUUUu

UUuUUu

xyxyyxxyyxyxxy

yyyyyyyyyy

xxxxxxxxxx

yyyxxx

           (5) 

 Підставивши вирази для похідних (5) у (2), одержимо рівняння вигляду 
),,,,,(),(),(2),( 221211   UUUFUUU                (6) 

де 

.)(

,2

,2

22121112

22
2

1211
2

22

22
2

1211
2

11

aaa

aaa

aaa

yyxyyxxx

yyxx

yyxx







                            (7) 

 Зауважимо, що часто формули (5) записують, замінюючи ),( U  на 
).,( u  Однак при цьому  символи u  і u  в правій частині рівностей (5) слід 

розуміти як похідні вздовж ліній відповідно const  і :const  

   ,, constconst u
d
duu

d
du  




  

тобто як U  і ,U  а не як частинні похідні по ξ або по η від функції ),,( yxu  
оскільки вирази u  і u  не мають змісту, поки не вибрана друга координата η 
або ξ. 
 Із (7) очевидно: якщо функція ),( yxz   є деяким частинним розв’язком 
рівняння  

,02 2
2212

2
11  yyxx zazzaza                                         (8) 

то в (6) коефіцієнт .011   
 Розглянемо звичайне диференціальне рівняння 
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,0)(2)( 2
2212

2
11  dxadxdyadya                                   (9) 

яке називається характеристичним для рівняння (3), а його інтеграли – харак-
теристиками. 
 З курсу звичайних диференціальних рівнянь відомо: якщо ),( yxz   – 
деякий розв’язок рівняння (8), тоді співвідношення ),( yxC   є загальним ін-
тегралом рівняння (9). Має силу і обернене твердження. 
 Нехай 011 a  ).0( 22 a  Тоді із (9) маємо: 

,,
22

12

11

12







 





a
a

dy
dx

a
a

dx
dy                                  (10) 

де .2211
2
12 aaa   

 Означення. Рівняння (3) в області GD називається рівнянням: 
 а) гіперболічного типу, якщо дискримінант 0  для всіх D),( yx ; 
 б) параболічного типу, якщо 0  для всіх D),( yx ; 
 в) еліптичного типу, якщо 0  для всіх D),( yx . 
 Безпосередньою перевіркою можна переконатися в справедливості 
тотожності 

  ,2
2211

2
122211

2
12  aaa  

де 
yx

yx

yxD
D








),(
),(  – якобіан функцій ),( yx  та ),( yx . 

 Згідно наших припущень 0  в області G, отже, тип ДРЧП (3) є інварі-
антом відносно перетворення незалежних змінних (4). 
 
 Рівняння гіперболічного типу. В цьому випадку 0  для всіх 

D),( yx , а отже, із рівнянь (10) одержуємо дві дійсні різні сім’ї характеристик 
),,(1 yxC   ).,(2 yxC   Легко показати, що при цьому ),( yx  і ),( yx  є неза-

лежними, тобто 0  для всіх D),( yx . Покладемо ),,( yx  ).,( yx  
Тоді в рівнянні (6) ,02211   тобто матимемо 

 
.0,

2
,,,,

12
12





 


UUUF

U                                    (11) 

 Рівняння (11) є першою канонічною формою ДРЧП гіперболічного типу. 
Покладаючи в (11) ,  ,  одержимо другу канонічну форму рів-
нянь гіперболічного типу: 

  ).,(
2

,
2

,,,,,1 





 

  UUUUUFUU  

 
 Рівняння параболічного типу. У випадку ДРЧП параболічного 
типу 0  для всіх D),( yx , і рівняння (9) має один загальний інтеграл 



 < 10 >

),( yxC  . Покладемо ),,( yx  ),,( yx  де ),( yx  – довільна двічі непе-
рервно диференційовна функція, незалежна від ).,( yx  Тоді згідно (7) 

  ,0
2

221111  yx aa  
а отже 

   .02211221112  yxyx aaaa  
Таким чином, із (6) одержуємо: 

 
.0,

,,,,
22

22





 


UUUF

U                                  (12) 

 Рівняння (12) є канонічною формою ДРЧП параболічного типу. 
 

Рівняння еліптичного типу. У випадку ДРЧП еліптичного типу 
0  для всіх D),( yx , і відповідне характеристичне рівняння (9) має дві 

комплексно спряжені сім’ї характеристик ),,(),(1 yxiyxC   ),,(),(2 yxiyxC   
причому функції ),( yx  і ),( yx  при D),( yx  є незалежними. Введемо нові 
незалежні змінні (4) наступним чином: ),,( yx  ).,( yx  В результаті такої 
підстановки одержимо: 2211   і .012   Таким чином, ДРЧП (6) запишеться 
у вигляді 

 
.0,

,,,,
11

11





 


UUUF

UU                             (13) 

 Рівняння (13) є канонічною формою ДРЧП еліптичного типу. 
 
 Зауваження 1. ДРЧП (3) в різних областях площини хОу може належати 
до різних типів. 
 Зауваження 2. Якщо в рівнянні (8) 011 a  ),0( 22 a  то його можна запи-
сати у вигляді 

     
      ,0

,0

12221222

12111211





xyxy

yxyx

zazazaza

zazazaza  

тобто 
   
    .0,0

,0,0

12221222

12111211





xyxy

yxyx

zazazaza

zazazaza
 

 У процесі інтегрування одержаних лінійних рівнянь із частинними похід-
ними першого порядку приходимо до рівнянь (10). 
 Зауваження 3. Якщо розглядати лінійні ДРЧП другого порядку зі стали-
ми коефіцієнтами, тоді канонічні форми будуть також лінійними рівняннями зі 
сталими коефіцієнтами. В цьому випадку одержані рівняння вдається спрости-
ти шляхом введення нової невідомої функції ),( V  згідно з формулою 

),,(),(   VeU  
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де λ, μ – сталі, які вибираються таким чином, щоб коефіцієнти при V  і V  (у 
випадку рівнянь гіперболічного та еліптичного типів) або при V  і V  (у випад-
ку рівнянь параболічного типу) перетворилися в нуль. Таким чином, у випадку 
лінійних рівнянь другого порядку зі сталими коефіцієнтами одержуємо наступ-
ні канонічні форми: 

),(   gVVV  – еліптичний тип; 
),(1   gVbV  – параболічний тип; 















),(

),(

gVVV
gVV

 – гіперболічний тип. 

 
 ПРИКЛАДИ. Дати повне визначення, вказати тип та звести до кано-
нічного вигляду наступні ДРЧП: 

 
1. .0,0),(  yyxuyuu yyxx                                                                (14) 

 Розв’язання. Задане рівняння є лінійним однорідним ДРЧП другого по-
рядку з двома незалежними змінними зі змінними коефіцієнтами. 
 Для визначення типу ДРЧП складемо дискримінант 

.2211
2
12 yaaa   

 а) Нехай .0y  Тоді рівняння (14) є рівнянням гіперболічного типу. Із 
відповідного характеристичного рівняння 

0)()( 22  dxydy  
знаходимо дві дійсні різні сім’ї характеристик 

.2,2 21 yxCyxC   
 Характеристиками є праві і ліві вітки сім’ї 
парабол 2)(25,0 Cxy   (рис. 1). Вершини парабол, 
які лежать на осі Ох, не належать характеристикам, 
тому що в цих точках 0  ( 0y  – лінія парабо-
лічності). 
 Вводимо заміну незалежних змінних 

.2,2 yxyx   
  

Тоді 

 

     .22,2

,1,

11 2
3















UUyUUUyuUUUu

UU
y

uUUu

yyxx

yx
 

 Підставивши знайдені похідні в рівняння (14), одержимо: 
  ).,(25,0)(5,0 1  


 UUUU                            (15) 

 х 

 у 

 0 
 Рис. 1 
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 Зведемо рівняння (14) до другої канонічної форми в розглядуваній об-
ласті. Для цього вводимо нові незалежні змінні 

,     .  
 Тоді 

,,,   UUUUUUUUU  
а отже, із (15) матимемо 

).,(25,01  


 UUUU  
 б) В області 0y  ДРЧП (14) є рівнянням еліптичного типу. Маємо дві 
комплексно спряжені сім’ї характеристик: ,23 yixC   .24 yixC   

Покладемо ,x  .2 y  Тоді 

  .)(2,,)(,
11 2

3
2

1










  UyUyuUuUyuUu yyxxyx  
 Підставивши знайдені похідні в рівняння (14), одержимо 

).,(1  


 UUUU  
 

2.   .01),(ln2 222   yxuueueue yy
y

xy
yx

xx
x                                    (16) 

 Розв’язання. Рівняння (16) є квазілінійним ДРЧП другого порядку з дво-
ма незалежними змінними. Визначимо його тип: 

.022)(2   yxyx eee  
 Отже, задане рівняння у всій дійсній площині є рівнянням параболічного 
типу. Знаходимо його єдину сім’ю характеристик: 

.,)( yxxy eeCexy    
 Покладемо ,yx ee    .x  Очевидно, що якобіан такого перетворен-
ня .0  Тоді 

.,2

,,,
2

2
































UeUeuUeUUeUeu

UeUeuUeuUUeu
yyx

xy
xxx

xx

yy
yy

y
y

x
x  

 Підставивши знайдені похідні в рівняння (16), одержимо: 

    .01),(ln1 221
 




 UeUeU  
 

3. .3sin33242 xuuuuu yxyyxyxx                                                  (17) 
 Розв’язання. Рівняння (17) є лінійним неоднорідним ДРЧП другого по-
рядку з двома незалежними змінними зі сталими коефіцієнтами. 

.03412211
2
12  aaa  

 Отже, (17) є рівнянням еліптичного типу у всій дійсній площині. Маємо: 
.3,3,31)( 21 ixxyCixxyCixy   

 Перетворення незалежних змінних 
xxy 3,   
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дає 

,3,332

,,,3









UUuUUUu

UuUuUUu

xyxx

yyyx  

а отже, рівняння (17) зведеться до вигляду 
.sin

3
2

3
1   UUUU                                                    (18) 

 Для спрощення рівняння (18) вводимо нову невідому функцію  ),( V : 
),,(),(   VeU  

де λ і μ – довільні сталі. Маємо: 
   
   .2,2

,,
22 VVVeUVVVeU

VVeUVVeU



















  

 Підставивши знайдені похідні у рівняння (18), одержимо: 
      .sin22

3
2

3
122

3
2

3
1  

 eVVVVV   (19) 

 Вибираємо сталі λ і μ таким чином, щоб ,02 3
1   .02

3
2   Тоді (19) 

запишеться у вигляді 

.sin),( 3
1

6
1

36
13 


 eVVV  

 
 Дати повне визначення, вказати тип та звести до канонічного вигляду на-

ступні ДРЧП: 
23. .0),(222  yxyuuyux yyyxx  

24. .0),(coscossin2 2  yxxuxuxuu yyyxyxx  

25. .0),(sin2sin 22  yxuyxuyxu yyxyxx  

26. .0,0),(22  xyyxuxuy yyxx  

27.   .0),(432ln 2  yxuuuxu xxyxx  
28. .05),(3ctgtg  xyxuuxuxu yyyxx  

29. ).,(5sin2sin 2 yxuuuyuyu yyyxyxx   

30. .0;0),(322  yyxuuuyu yyyxx  

31.     .),(11 2222 yxyxyuxuuyux yxyyxx   

32. .0,0),(2  xyyxuuyuuxyxu xyyxyxx  

33. .02ln),(tgtg2tg 322  yxxuuyxuyxu xyyxyxx  

34.   .1,0tg),()1(12 212   xxyxuxuxxuu xyyxyxx  

35. .0),(22 2  yxuuueueu yxyy
y

xy
y

xx   

36. .0),(sin25,0 2  yxuuxxuu yyxyxx  
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37. .0),(3ch  yxuuxuu yxxyxx  

38.   .0,05,0 ),(  xyeuuyuxu yxu
yxyyxx  

39.         ).,(1212124
221222 yxuyuuyyuuyuy yxyyxyxx 


 

40. .0sh),()cos2(cos22 2  yxuxuu yyxy
x

xx  
41. .0)tg(),(5  xyyxyuxuuu xyyyxy   
42. .0sin),(cos2sec  xyyxxuuxu yyxyxx  
 
 Використовуючи заміну ),,(),(   VeU  звести до найпростішого 

вигляду ДРЧП зі сталими коефіцієнтами: 
43. .0),(2354  xyxuuuuu yxyyxyxx  
44. ).,(352 yxuuuuu yyyxyxx   
45. .03),(76  yyxuuuu yxxyxx  
46. .0),(6234  yxuuuuu yxyyxyxx  
47. .0),(34  yxuuuuu yxyyxy  
48. .0),(542  yxuuuuu yxyyxyxx  
49. .0),(345  yxuuuu xyyxyxx  
50. .0),(43  yxuuuu xyxyyy  
51. .0),(522  yxuuuuu xyyyxyxx  
52. .0),(596  yxuuuuu xyyyxyxx  
53. .0),(529  yxuuuuu xyyyxx  
54. .0),(456  yxuuuuu xyxyxx  
55. .0),(2352  yxuuuuu xyyyxyxx  

56. .),(22 )(5,0 yx
xyyxyxx eyxuuuu   

57. .12),(652 )3(25,0 yx
yyyxyxx eyxuuuuu   

58. .),(22 5 yx
yxyyxy xeyxuuuuu   

59. ).(),(542 yxxyxuuuuu xyyyxyxx   
60. ).4(),(54 xyyyxuuuuu xyyyxyxx   

61. .),(3 yx
xyxyxx yeyxuuuu   

62. .),(544 5,0 x
xyyyxyxx xeyxuuuuu   

63. .3),(254 xyyxuuuuu xyyyxyxx   

64. .),(432 3y
yxyyxy eyxuuuu   

65. .2),(4422 22 y
xyyyxyxx exyxuuuuuu   

66. .0),(432 2   x
yxyyxy eyxuuuu  
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§3. Класифікація та зведення до канонічного вигляду 
ДРЧП другого порядку з багатьма незалежними змінними 

 
 Нехай задане квазілінійне ДРЧП вигляду 

),,...,,,,,...,,(
2121

1 1
nji xxxn

n

i

n

j
xxij uuuuxxxfua 

 
                           (20) 

де всі коефіцієнти ija  є сталими. 
 Введемо нові незалежні змінні n ,...,, 21  за допомогою неособливого 
лінійного перетворення 

.,1,
1

nkx
n

i
ikik  


                                             (21) 

 Тоді ДРЧП (20) зведеться до рівняння 

),,...,,,,,...,,(),...,,(
2121

1 1
21 npk

UUUUFUa n
n

k

n

p
nkp 

 
             (22) 

де 

 
 


n

i

n

j
pjkiijkp aa

1 1
.                                                (23) 

 Формули (23) перетворення коефіцієнтів при других похідних від функції 
и при заміні незалежних змінних, згідно формул (21), співпадають з формула-
ми перетворення коефіцієнтів квадратичної форми 

   
 


n

i

n

j
jiijn xxaxxx

1 1
21 ,,...,,                                      (24) 

якщо в ній здійснити лінійне перетворення 

.,1,
1

nix
n

k
kkii  


                                            (25) 

 Вираз (24) називається характеристичною квадратичною формою для 
ДРЧП (20). Відповідним вибором коефіцієнтів ki  в (25) квадратичну форму 
(24) можна звести до канонічного вигляду 

  



n

k
kkn

1

2
21 ,,...,,                                         (26) 

де коефіцієнти k  рівні 1  або нулеві, тобто 









.,

,,0
pk

pk
a

k
kp  

 Таким чином, якщо в (21) коефіцієнти ki  є такими, що неособливе пере-
творення (25) зводить (24) до канонічної форми (26), то рівняння (22) набуде 
вигляду 

).,...,,,,,...,,(),...,,(
2121

1
21 nkk

UUUUFU n
n

k
nk 


                 (27) 
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 Згідно закону інерції для квадратичних форм число додатніх, рівних ну-
леві і від’ємних коефіцієнтів k  інваріантне відносно неособливого лінійного 
перетворення, яке зводить квадратичну форму до канонічного вигляду. У зв’яз-
ку з цим ДРЧП (20) називають рівнянням: 
 а) еліптичного типу, якщо в (27) всі коефіцієнти k  відмінні від нуля й 
одного знаку; 
 б) параболічного типу, якщо хоча б один із коефіцієнтів k  в (27) рівний 
нулеві; 
 в) гіперболічного типу, якщо в (27) всі k  відмінні від нуля, але серед 
них є один коефіцієнт із знаком, протилежним знакам інших коефіцієнтів; 
 г) ультрагіперболічного типу, якщо в (27) всі k  відмінні від нуля, але 
серед них 1r  коефіцієнтів є додатними, а 1 rn  – від’ємними. 
 На практиці тип рівняння (20) можна визначити вже з канонічного вигля-
ду характеристичної квадратичної форми, поскільки коефіцієнти k  в (27) і 
(26) співпадають.  
 Зауваження 1. Якщо в рівнянні (20) ),,...,,( 21 nijij xxxaa   то класифікацію 
та зведення до канонічного вигляду таких рівнянь здійснюють в точці розгляду-
ваної області. 
 Зауваження 2. Якщо рівняння (20) лінійне зі сталими коефіцієнтами, то 
рівняння (27) також буде лінійним зі сталими коефіцієнтами, тобто запишеться 
у вигляді 

 


 
n

k
nkk fcUUbU

kkk
1

211 ).,...,,(                           (28) 

 Нехай у (28) всі .0k  Тоді після введення нової невідомої функції 
),...,,( 21 nV   згідно з формулою 




 


n

k
kkkb

nn eVU 1

15,0

2121 ),...,,(),...,,(  
рівняння (28) зведеться до простішого вигляду 

).,...,,(),...,,( 21221
1

1 nn
n

k
k fVcV

kk



  

  
ПРИКЛАД. Дати повне визначення, вказати тип та звести до канонічного 

вигляду ДРЧП 
).,,,(,05,25 43212423231

xxxxuuuuuu xxxxxxx                   (29) 
 Розв’язання. Задане рівняння є лінійним однорідним ДРЧП другого по-
рядку з чотирма незалежними змінними зі сталими коефіцієнтами. Щоб звести 
його до канонічного вигляду, складаємо характеристичну квадратичну форму 

.5),,,( 4232314321 xxxxxxxxxx   
 Шляхом виділення повних квадратів послідовно відносно кожної з неза-
лежних змінних останній вираз можна подати у вигляді  

        ,),,,( 2
44

1
34

5
2

2
44

1
34

5
2

2
34

1
1

2
34

1
14321 xxxxxxxxxxxxxx   
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тобто канонічний вигляд характеристичної квадратичної форми є 
  ,,,, 2

4
2
3

2
2

2
14321                                  (30) 

де 

.

25,025,110
25,025,110
025,001
025,001

4

3

2

1

4

3

2

1




































































x
x
x
x

                              (31) 

 Коефіцієнти при квадратах у виразі (30) усі відмінні від нуля, причому 
два з них додатні, а інші два – від’ємні. Тому згідно наведеної вище класифіка-
ції ДРЧП (29) є рівнянням ультрагіперболічного типу. 
 Позначимо через А матрицю перетворення (31). Тоді матриця 1A  задава-
тиме обернене перетворення (25), а шукане перетворення (21), яке зводить роз-
глядуване ДРЧП до канонічного вигляду, буде визначатися транспонованою 

матрицею  т1A . Отже, вводимо перетворення незалежних змінних 

  .

205,00
205,00
10205,0

10205,0

4

3

2

1

4

3

2

1

т1

4

3

2

1

























































































x
x
x
x

x
x
x
x

A  

 Тоді 

   
 .5,

,,5,0,5,0

42324131443342221131

4232413132432211









UUUUUUuUUu

UUUUuUUuUUu

xxxx

xxxx

 Підставивши знайдені похідні в рівняння (28), одержимо: 

  .025,1
4344332211
  UUUUUU                     (32) 

 Зауваження. Для зведення квадратичної форми до канонічного вигляду 
можна застосувати також метод Лагранжа (див. Окунєв Л.Я. Вища алгебра. – К.: 
Радянська школа, 1950. – С. 157-177). 

Спростимо рівняння (32). Для цього введемо нову невідому функцію 
),,,( 4321 V  згідно з формулою 

 .),,,(),,,( 438
5

43214321
 eVU  

 Тоді 
         

     
   .

,,

,,,

64
25

4
5

64
25

4
5

8
5

8
5

444

438
5

44

333
438

5

3322
438

5

22

11

438
5

114

438
5

43

438
5

3

VVVeU

VVVeUVeU

VeUVVeUVVeU































 

 Підставивши знайдені похідні в (32), дістанемо остаточно 
.0

44332211
  VVVV  
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 Дати повне визначення, вказати тип та звести до канонічного вигляду на-
ступні ДРЧП: 

67. .0),,(224322  zyxuuuuuu xzyzxyzzyyxx  
68. .0),,(6164145  zyxuuuuuu xzyzxyzzyyxx  
69. .0),,(21046624  zyxuuuuuuu xzyzxyzzyyxx  
70. .0),,(5,025  zyxuuuuuu zxxzzzyyxx  
71. .0),,(25,0  zyxuuuuu zyyzxxzz  
72. .0),,(285,0  zyxuuuuuuu yxxzxxzzyzyy  
73. .0),,(255,022  zyxuuuuuuu yxxyyyxxxzzz  
74. .0),,(25,02  zyxuuuuuu zyxxzzyzyy  
75. .0),,(3625,023  zyxuuuuuuu xxxzzyzyyxz  

76. .),,( 2 zy
xyyzxzzz ezyxuuuuu   

77. ).2(),,(32 zxzzyxuuuu xyzxyyy   
78. .),,(4 yzyxuuuuu zyzxyzzyy   
79. ).32(),,(3 yxyzyxuuuuuu zyzxzxyyy   

80. .),,(5,05 5,0 z
zyyzyyxxzz ezyxuuuuuu   

81. .2),,(2 2 yz
yyzxxzz ezyxuuuuu   

82. ).(4),,(53 zxxzyxuuuu xzyzyyzz   
83. .3)(2),,(2 zyxzyxuuuuu yxzxyzz   
84. .2),,(3 zxzyxuuuu xyzxzzz   

85. .),,(35 53 zx
xyzxyxx ezyxuuuu   

86. .0),,(424454  x
yxyzxyzzyyxx xyezyxuuuuuuu  

87. .),,(32244 xzzyxxuxyuuuuuu xxzxyzzyyxx   
88. .2),,,(5 ttzyxuuuu yztzzxy   
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РОЗДІЛ ІІ 
РІВНЯННЯ ГІПЕРБОЛІЧНОГО ТИПУ. 

МЕТОД ХАРАКТЕРИСТИК (МЕТОД ПОШИРЕННЯ ХВИЛЬ) 
 
 

§1. Фізичні процеси, які приводять до ДРЧП гіперболічного типу 
 

  У багатьох випадках дослідження тих чи інших явищ природи можна 
звести до знаходження розв’язків диференціальних рівнянь з частинними похід-
ними, які мають назву рівнянь математичної фізики. Щоб використовувати 
методи математичної фізики, спершу потрібно встановити, які величини є ви-
значальними для досліджуваного явища. Потім, користуючись фізичними зако-
нами, які виражають зв’язок між цими величинами, скласти рівняння з частин-
ними похідними і додаткові умови (зокрема початкові, крайові) до цього 
рівняння, із яких в подальшому визначаються, причому однозначно, невідомі 
величини, які характеризують досліджуване явище. Важливо мати на увазі, що 
одна й та сама задача математичної фізики може слугувати моделлю абсолютно 
різних по своїй природі явищ. 
 ДРЧП гіперболічного типу одержуються при математичному моделюван-
ні коливних процесів. Зокрема, багато задач механіки (коливання струн, стерж-
нів, мембран і тривимірних об’ємів) і фізики (електромагнітні коливання) опи-
суються рівнянням коливань вигляду (див. [6], c. 45) 
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                                   (1) 

де невідома функція ),( tu x  залежить від п просторових координат 
),...,,( 21 nxxxx  і часу t ; коефіцієнти  , p  і  q  визначаються властивостями 

середовища, де відбувається коливний процес; вільний член ),( tF x  характери-
зує інтенсивність зовнішнього збурення. У рівнянні (1), у відповідності з визна-
ченням операторів div  і grad , 
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 Вивести рівняння, які описують наступні коливні процеси: 
1. Малі поперечні коливання струни. Пружна абсолютно гнучка струна змін-

ної густини )(x , натягнута з силою constT  , коливається в одній площині 
під дією неперервно розподіленої по всій довжині струни поперечної сили 
інтенсивності ),( txF . Записати а) рівняння для визначення зміщення ),( txu  
точки струни з абсцисою х, нехтуючи опором середовища і степенями xu  
порядку вищого за перший. Розглянути б) випадок однорідної струни. Отри-
мати в) рівняння малих поперечних коливань однорідної струни в середо-
вищі з опором, пропорційним швидкості. 
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2. Поздовжні коливання стержня. Пружний прямолінійний стержень змінно-
го поперечного перерізу )(xS , густина якого )(x , а модуль пружності рів-
ний )(xE , коливається в середовищі без опору тільки за рахунок початкових 
відхилень і швидкостей його точок. Записати а) рівняння для визначення змі-
щення ),( txu  уздовж осі х поперечного перерізу, абсциса якого в положенні 
рівноваги рівна х, нехтуючи деформацією поперечних перерізів. Розглянути 
б) випадок однорідного стержня сталого перерізу. 

3. Отримати рівняння вільних (викликаних тільки наданими точкам стержня 
початковими зміщеннями і швидкостями) поздовжних коливань в середови-
щі без опору однорідного пружного стержня довжини l , який має форму 
а) зрізаного конуса, радіуси основ якого r  і rR  ; 
б) обеліска (зрізаного клину) з квадратним поперечним перерізом, сторони 
основ якого рівні 1h  і 12 hh  . 

4. Крутильні коливання пружного циліндра. Пружний однорідний циліндр 
виводиться зі стану спокою тим, що в момент часу 0t  його поперечні 
перерізи зазнають малих поворотів у своїх площинах відносно осі циліндра. 
Записати рівняння для визначення кутів повороту поперечних перерізів 
циліндра.  

5. Електричні коливання в проводах. Записати рівняння для визначення сили 
і напруги змінного струму, який тече уздовж тонкого проводу з неперервно 
розподіленими по його довжині: опором R , ємністю С, самоіндукцією L  і 
витоком G  (усі перераховані величини є сталими). 

6. По струні, електричним опором якої можна нехтувати, тече змінний струм 
)(tII  , причому струна перебуває в постійному магнітному полі з напру-

женістю H , перпендикулярному до струни. Отримати рівняння поперечних 
коливань струни, викликаних пондеромоторними силами, прикладеними до 
струни. 

7. Поздовжні коливання газу в трубці. Поміщений в циліндричну трубку 
ідеальний газ здійснює малі поздовжні коливання, причому плоскі поперечні 
перерізи, що складаються з частинок газу, не деформуються, і всі частинки 
газу рухаються паралельно до осі циліндра. Скласти рівняння для визначен-
ня: а) густини  , б) тиску p , в) потенціалу   швидкостей частинок газу, г) 
швидкості v  і д) зміщення u  частинок газу. 

8. Скласти рівняння поширення малих збурень в однорідному ідеальному газі, 
який заповнює необмежений простір, беручи за функцію, що характеризує 
процес, одну з величин: густину газу  , тиск в газі p , потенціал швидкостей 
частинок газу V , вектор швидкості частинок газу v , потенціал зміщення 
частинок газу U , або вектор зміщення частинок газу u . Показати, що через 
кожну з цих величин може бути виражена будь-яка інша з цих величин.  

9. Малі поперечні коливання мембрани. Скласти рівняння малих поперечних 
коливань однорідної мембрани в середовищі без опору під дією неперервно 
розподіленої по всій мембрані поперечної сили інтенсивності ),,( tyxF . 
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10.  Задача про коливання мембрани барабану. Скласти рівняння коливань 
мембрани, натягнутої на отвір замкненої посудини G , враховуючи зміну 
тиску в посудині, викликану коливаннями мембрани, і вважаючи швидкість 
поширення малих збурень у газі (повітрі) а) значно більшою і б) значно мен-
шою за швидкість поширення хвиль у мембрані. 

 
 

§2. Інтегрування ДРЧП з двома незалежними змінними 
 

 У теорії звичайних диференціальних рівнянь як основна ставиться задача 
про знаходження загального розв’язку відповідного рівняння. Для ДРЧП дати 
строге визначення загального розв’язку неможливо. Тому надалі під загальним 
розв’язком ДРЧП будемо розуміти сукупність усіх можливих розв’язків розгля-
дуваного рівняння. Знання загального розв’язку ДРЧП в деяких випадках є ко-
рисним, поскільки це дає можливість розв’язувати в замкненому вигляді задачі 
математичної фізики. ДРЧП, розв’язки яких можна одержати в явному вигляді 
(рівняння інтегруються в квадратурах), називатимемо інтегровними типами. 

Поширеним методом інтегрування деяких небагаточисельних лінійних 
ДРЧП другого порядку є так званий метод характеристик. Суть цього методу 
полягає в наступному: задане ДРЧП спочатку зводять до канонічного вигляду і 
інтегрують його; далі в одержаному загальному розв’язку рівняння в канонічній 
формі переходять до старих незалежних змінних і таким чином знаходять 
загальний розв’язок вихідного рівняння. Іноді ДРЧП досить легко інтегрується і 
без зведення його до канонічної форми, проте найчастіше це зробити значно 
важче, ніж у випадку канонічного вигляду, адже останній є найпростішим 
еквівалентним виглядом заданого рівняння. 

До інтегровних типів ДРЧП другого порядку з двома незалежними змін-
ними належать лише деякі рівняння гіперболічного та параболічного типів (рів-
няння еліптичного типу не інтегруються в квадратурах, для їх розв’язування 
застосовують різноманітні наближені методи). 

Загальний розв’язок ДРЧП другого порядку, якщо він існує, обов’язково 
містить довільні функції, аргументами яких є характеристики заданого рівнян-
ня. 
 Для ілюстрації методу характеристик розглянемо лінійне ДРЧП другого 
порядку з двома незалежними змінними вигляду 
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де коефіцієнти ),,(11 yxa  ),,(12 yxa  ),(22 yxa  в розглядуваній області D справ-
джують умову 

.),(,02211
2
12 D yxaaa  

 Тоді підстановкою незалежних змінних ),( yx , ),( yx , де ),( yx , 
),( yx  – характеристики заданого ДРЧП (тоді ),,( x ),( y  – див. §2 

розділу І), рівняння (2) зводиться до канонічного вигляду  
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),,(),(2 32112   FUBUBUBU                        (3) 
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 ДРЧП (3) можна розв’язувати наближено. В деяких випадках, коли рів-
няння (3) є досить простим, його вдається зінтегрувати і знайти загальний роз-
в’язок ).,(),( U  Тоді загальним розв’язком рівняння (2) є функція 

 .),(),,(),( yxyxyxu                                          (4) 
 Для прикладу припустимо, що рівняння (3) можна подати у вигляді 

),,(),()()(   F  
де  

),,()()(),( 



 UUv                                      (5) 

причому ,0)(   0)(  . 
 Одержане лінійне ДРЧП першого порядку можна розглядати як звичайне 
диференціальне рівняння відносно ),( v , де  є параметром. Інтегруючи його, 
знайдемо 
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де )(1 f  – довільна неперервно диференційовна функція незалежної змінної η. 
 Підставивши знайдену функцію ),( v  в рівняння (5) і зінтегрувавши йо-
го, дістанемо загальний розв’язок рівняння (3): 
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де )(2 f  – довільна неперервно диференційовна функція незалежної змінної ξ. 
 Беручи до уваги (4), знаходимо загальний розв’язок рівняння (2). 
 Проілюструємо викладену методику на прикладі. 
 

ПРИКЛАД 1. Знайти загальний розв’язок ДРЧП 
  ).,(,)(423 1 yxuuyxuuxyuuu xyyyxyxx                  (6) 

 Розв’язання. Зведемо задане ДРЧП до канонічного вигляду. Маємо: 
1)(  xy  або 1)(3  xy , звідки ,1 xyC   .32 xyC   

 Вводимо нові незалежні змінні ,xy   .3 xy   Тоді 

.32,96

,2,3,









UUUuUUUu
UUUuUUuUUu

xyyy

xxyx
 

 Підставивши знайдені похідні в рівняння (6), дістанемо 
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.
16

1 
 


 UU                                                   (7) 

 Рівняння (7) можна зінтегрувати шляхом виділення частинної похідної, 
або ж за допомогою заміни ),(  zU . Зокрема, в останньому випадку з (7) 
дістанемо: 

.
16

1 
 

 zz  

Вважаючи в останньому рівнянні η параметром, ми можемо інтегрувати 
його як звичайне лінійне диференціальне рівняння першого порядку, де довіль-
на стала інтегрування буде функцією параметру η. Отже,  

,
16

)(),(
2

  fUz  

де )(f  – довільна неперервно диференційовна функція однієї змінної η. Інтег-
руючи одержану рівність по змінній η, вважаючи ξ параметром, дістанемо за-
гальний розв’язок ДРЧП (7):   

.
16

)()()(
16

)(),(
2

211

2 








 
  fffdfU  

 Повертаючись в останній рівності до старих незалежних змінних, одер-
жуємо загальний розв’язок рівняння (6) 

.
16

)3()()3()()(),(
2

21
xyxyxyfxyxyfyxu 

                  (8) 

 Зауваження 1. Наведений вище метод характеристик застосовний також 
для деяких лінійних ДРЧП параболічного типу, тобто коли в рівнянні (2) 

.),(,02211
2
12 D yxaaa  

У цьому випадку, на відміну від рівнянь гіперболічного типу, довільні функції в 
загальному розв’язку залежатимуть від одного й того ж аргумента. 
 
 ПРИКЛАД 2. Зінтегрувати ДРЧП 

.,0,0),(cossin2tg 2
3 R  yxyxxuxxuxx  

 Розв’язання. Маємо рівняння параболічного типу, вже задане в каноніч-
ному вигляді, яке для зручності інтегрування запишемо як 

.0),(cossin2coscostg 322   yxxuxxuxuxu xxxx  
 Враховуючи, що xx 2cos)(gt  , а xxx 32 cossin2)(cos   , виділимо в лі-
вій частині останньої рівності частинну похідну: 

  ,0costg 2 

  xuxu
x x  

звідки після інтегрування по х, вважаючи у параметром, дістанемо 
)(),(costg 1

2 yfyxxuxux    
або 

xyfyxxuxux ctg)(),(cossin 1
11   . 
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 Інтегруючи вдруге по х, вважаючи у параметром, цього разу як лінійне 
диференціальне рівняння першого порядку (див. приклад 1), одержимо шука-
ний загальний розв’язок 

  )(1tg)(tg)(ctg)(),( 122
2sin

2

1
2sin

2

yfxxyxfyfdxxeyfeyxu
dx

x
dx

x 












 

 
. 

 
 Зауваження 2. Усі розглянуті в розділі ІІ інтегровні типи є лінійними 
ДРЧП. Проте в деяких частинних випадках вдається отримати в явному вигляді 
також розв’язки нелінійних рівнянь з частинними похідними другого порядку. 
 

ПРИКЛАД 3. Показати, що функція 















 2)]()([
)()(8ln),(

txgtxf
txgtxfxtu , 

де )( txf  , )( txg   – довільні диференційовні функції,   – параметр, 0fg , є 
розв’язком диференціального рівняння 

0),(  xtu
ttxx euu . 

 Розв’язання. Маємо: 
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отже 
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

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Вправа. Показати, що функція 
 )2()2(sin),( yxyxyxu  , 

де )2( yx  , )2( yx   – довільні диференційовні функції, є розв’язком дифе-
ренціального рівняння 

),(
1

)2)(2(
232 2 yxu

u

uuuu
uuu yxyx

yyxyxx 



 . 

 
 Зінтегрувати ДРЧП, задані в канонічному вигляді: 
11. .0),(22 23  yxxuuxux xxx  
12. .0),(  yxuyuxuxyu yxxy  
13.   .2),( x

x
y

y
x

xy
yx yeyxueueuee   

14. 06),( 2  yxyxuxuuxu xyxy . 

15. .ln2),(6 42 yxyxuxux xx    

16. .06),(21   xyyxuyuyu yyy  
17.   .2sh),(ch xyxuux xx   
18.   .2sin),(sin yyxuuy yy   

19. .2),(632 yx
yxxy eyxuuuu   

20.   .),(2sincos2 xyyxuxuuxy xyxy   
 
 Зінтегрувати ДРЧП, попередньо звівши їх до канонічного вигляду: 
21. 0),(56  yxuuu yyxyxx . 
22. 0),(54  yxuuuuu yxyyxyxx . 
23. .0),(2  yxuuuuu yxyyxyxx  
24. 0),(4432  yxuuuuu yxyyxyxx . 

25. 0),(coscossin2 2  yxxuxuxuu yyyxyxx . 

26. 0,0),(222  xyyxyuuyux yyyxx . 

27. 0,0),(2 22  yyxyuxuuyxyuux yxyyxyxx  . 

28.   1,0),()12(2 1
1   xyxuuuxxuu yxxyyxyxx . 

29.   1,0),(2 1
12   xyxuuuxxuu yxxyyxyxx . 

30. 0),(ctgsinsin2 2  yxxuxuxuu xyyxyxx . 

31. 0),(434 22  yxxuuyxyuux xyyxyxx . 

32. 0),(2   yxuueu xyy
x

xx . 

33.   0),(25,0cos1cossin2 2  yxuuxxuxuu yyyxyxx . 

34. 0,0),(2sin5,0sin2sin 22  xyyxyuxuuyxuyxu yxyyxyxx . 
35. 2),(3253  yxuuuuu yxyyxyxx ,  ),( yxuu  . 
36. )3(696 xyxuuu yyxyxx  ,  ),( yxuu  . 

37. x
yxyyxyxx euuuuu 4329124  ,  ),( yxuu  .  

38. xuuuuu yxyyxyxx 646232  ,  ),( yxuu  . 

39.   0346234   yx
yxyyxyxx eyxuuuuu ,  ),( yxuu  . 
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40. 12 2222  
y

y
x

x
yy

y
xy

yx
xx

x ueueueueue ,  ),( yxuu  . 

41. yyuuyuyu yyyxyxx
42 sinctgsin2sin  ,  ),( yxuu  . 

42. 412 172854 xuxuxxuu xyyxyxx   ,  ),( yxuu  . 

43. 1)( 1  
xxyxx uxyuu ,  ),( yxuu  . 

44. 12 1  
yxyxxx uyxuyuxu ,  ),( yxuu  . 

45. 02sin,0ctg8secctgtg 2  xxyxuxuxu xyyxx ,  ),( yxuu  . 
 
 

 §3. Задача Коші для рівнянь з двома незалежними змінними 
 

Задача Коші для ДРЧП, як і у випадку звичайних диференціальних рів-
нянь, полягає у знаходженні такого розв’язку заданого рівняння, який справ-
джував би певні початкові умови. При цьому, як відомо, для звичайних ДР 
початкові умови задаються в деякій точці. Для ДРЧП з двома незалежними 
змінними носієм початкових умов є деяка "вільна" крива. Якщо ж додаткові 
умови для шуканої функції задаються на двох характеристиках ДРЧП, які 
мають спільну точку перетину, то задача називається задачею Гурса, або харак-
теристичною задачею Коші. 
 Щоб розв’язати задачу Коші (Гурса) для ДРЧП другого порядку, необ-
хідно: 
– знайти загальний розв’язок заданого ДРЧП (див. §2); 
– із загального розв’язку визначити той розв’язок, який задовольняє задані по-

чаткові умови або умови на характеристиках. 
 

ПРИКЛАД 1. Знайти розв’язок ДРЧП 
,0,0),(32 22  xyyxuyxyuux yyxyxx                              (9) 

який справджує початкові умови 
).()1,(),()1,( 10 xxuxxu y                                        (10) 

 Розв’язання. Перший етап: знаходимо загальний розв’язок рівняння (9). 
Для цього зводимо його до канонічної форми. Маємо: 

),2()( 1 yyxxy    звідки ,1
1

 yxC  .31
2 xyC   

 Вводимо нові незалежні змінні ,1 yx  .3 yx  Тоді 

 

     
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Підставивши знайдені похідні в рівняння (9), дістанемо 

.0
4
3




  UU                                                  (11) 

 Рівняння (11) можна подати у вигляді 

,0
4
3















 UU  

звідки випливає, що ),()4(3),( 1  
 fUUv  де )(f  – довільна непе-

рервна функція тільки від η. Вважаючи в останньому рівнянні ξ параметром, ми 
можемо інтегрувати його як звичайне диференціальне рівняння, де довільна 
стала інтегрування буде функцією параметру ξ. Отже, 

 .)()()()(),( 21
43)4(3

1
)4(3 11





     

ffdfefeU dd  

 Повертаючись в останній рівності до старих незалежних змінних, одер-
жуємо загальний розв’язок рівняння (9) 

    .),( 31
2

1
1

4 3 xyfyxfyxyxu                                     (12) 
 Другий етап: знаходимо розв’язок задачі Коші (9),(10). Для цього функції 

1f  та 2f  вибираємо таким чином, щоб для виразу (12) виконувалися умови (10). 
Маємо: 

  
     
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звідки знаходимо 

 

   
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де ,0x  С – довільні сталі. Покладемо в останній рівності ,1 x  тоді 

    .)()()(
1
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1

1
47

4
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1 


 
x

Cdzzzzxf  

 Підставивши знайдені функції в (12), одержимо розв’язок задачі Коші 
(9),(10): 

       .)(4)(
16
33

4
1),(

1

31
10

474 331
0

1
0 



 
xy

xy

dzzzzyxxyxyyyxu  

 При цьому вважаємо, що )(0 x  неперервна разом з похідними до другого 
порядку включно, а )(1 x  – неперервна разом з першою похідною в розгляду-
ваній області. 
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 ПРИКЛАД 2. Знайти розв’язок ДРЧП (6), який задовольняє початкові 
умови: а) 2),0(,1),0( yyuyu x  ; б) 2),(,1),( yyyuyyu x  . 
 Розв’язання. У випадку а) початкові умови задані на прямій ,0x  яка не 
є характеристикою рівняння (6). Підставивши загальний розв’язок (8) в умови 
а), дістанемо: 

 














.
16

5)3()3()(),0(

,1
16
3)3(),0(

2
2

221

3

21

yyyfyyfyfyu

yyyfyfyu

x

 

 Продиференціювавши перше з рівнянь системи по змінній у і додавши 
одержану рівність до другого рівняння системи, після інтегрування дістанемо: 

,
32

151)(,
32

)3(
32

9)3(
3

1

22

2 CyyyfCyCyyf   

де С – довільна стала. Тоді, згідно з (8), єдиним розв’язком задачі Коші (6а) 
буде функція 

16
)3()(

32
)3()()(

32
)(151),(

223 xyxyCxyxyxyCxyyxu 















 , 

або, після спрощення, )3(5,01),( 22 yxxxyyxu  . 
У випадку б) початкові умови задані на прямій ,yx   яка є характерис-

тикою рівняння (6). Підставимо загальний розв’язок (8) в умови б). Маємо: 
 









.)4()0(),(

,10),(
2

21

1

yyffyyu

fyyu

x
 

 Звідси 2
12 )0()4( yfyf  , і, згідно з (8), задача (6б) матиме безліч роз-

в’язків вигляду 

,
16

)3()(
16

)3()0()()(),(
22

11
xyxyxyfyxxyfyxu 








 
  

де 1f  – довільна неперервно диференційовна функція, для якої 1)0(1 f . 
 Зауважимо: якщо перша з умов б) мала б вигляд constyyyu  )(),( , 
тоді одержуємо )()0(1 yconstf  . У цьому випадку задача (6б) не має роз-
в’язку. 

 
 Метод Рімана. При інтегруванні ряду задач Коші для ДРЧП гіпербо-
лічного типу другого порядку з двома незалежними змінними, заданих у кано-
нічному вигляді, може бути застосований метод, ідея якого належить німець-
кому математику Ґеорґу Фрідріху Бернгарду Ріману (1826-1866). 
 Розглянемо задачу: в області  ,)(,|),( 000  ttxgxxxxtD  

,0  0  (рис. 2), знайти розв’язок рівняння 
),(),(),(),( xtfUxtcUxtbUxtaU txtx  ,                     (13) 
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який на "вільній" кривій )(xgt   )0)((  xg  
задовольняє умови 

)()),((),()),(( xxxgUxxxgU t  .   (14) 
Вважатимемо, що коефіцієнти рівняння 

(13) і функції )(x  та )(x  є неперервно ди-
ференційовними в області D , а )(),( DCxtf  . 
  Візьмемо в області D  довільну точку 

),( txM  і позначимо через B  область, обмеже-
ну дугою кривої )(xgt   і двома променями, 
паралельними осям координат, які виходять з 

точки ),( txM  і перетинають криву в точках P  і Q  (див. рис. 2). Тоді розв’язок 
задачі Коші (13),(14) подається формулою Рімана 

 















 B

ddVfHdKdPVPUQVQUtxU
PQ

),()()()()(
2
1),( ,    (15) 

де ,2),( bUVVUUVtxK xx   aUVUVVUtxH tt 2),(  , а ),;,( txV  як фун-
кція точки ),(  , для якої точка ),( tx  грає роль параметра, є єдиним розв’язком 
задачі Гурса 
































tx
dxaxtxVdtbttxV

VcVbVaV

),(exp),;,(,),(exp),;,(

,0),(]),([]),([

            (16) 

і має назву функції Рімана. Зауважимо, що функція Рімана не залежить ні від 
даних Коші (14), ані від вигляду кривої )(xgt  . 
 
 ПРИКЛАД 3. За допомогою методу Рімана знайти розв’язок задачі Коші 

,1,0,022  yxuyux yyxx                           (17)              
 xxxuxxu y 0,)1,(,)1,(                                        (18) 

 Розв’язання. Рівняння (17) в розглядуваній області належить до гіпербо-
лічного типу й має дві різні сім’ї характеристик ,1 xyC   .1

2
 yxC  Ввівши нові 

незалежні змінні ,xy  ,1 yx  дістанемо канонічну форму рівняння (17): 
.0)2( 1  


 UU                                           (19) 

 Зауважимо, що пряма 1y , яка є носієм початкових умов (18), в нових 
незалежних змінних матиме вигляд гіперболи 1 . Враховуючи співвідно-
шення 5,0)( x , 5,0)(y , маємо 

 
  ,0)()(

,1)()(,

1
5,125,0

2
1

1

1
5,015,0

2
1

11















xy

yx

uuU

uuUU
               (20) 

D 

B 

M(x,t) 

Q 

P 

x 

t 

t0 

t0+β 

x0 x0+α 0 

Рис. 2 
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 До задачі Коші (19),(20) застосуємо формулу 
Рімана (15). Маємо: 0a , ,)2( 1b  0c , .0f  
Тому згідно з (15) (див. рис. 3) 

,)()(

)()()()(
2
1),(

1






















QP

dUVVUdUVUVVU

PVPUQVQUU

 (21) 

де функція Рімана ),;,( V  повинна бути розв’язком задачі Гурса (16), яка в 
даному випадку запишеться у вигляді 

,0)2( 1  


 VV                                                                                 (22) 

11)2(exp),;,( 




 













  dV ,  1),;,( V .                 (23) 

 Зінтегрувавши рівняння (22), дістанемо 
)],,,(),,([),;,( 21

5,0   ffV  
де ),,,(1 f  ),,(2 f  – довільні неперервно диференційовні функції. Умови 
(23) дають 

 ),,(),,( 21 ff , 
а отже, функція Рімана є 

.),;,( 1V  
 Беручи до уваги, що )(PU , 1)( QU , 1),;,()( 1  VPV , 

  ),;,()( 1VQV , із (21) отримуємо: 















 







1

5,01 5,0
2
1),( dU . 

 Повертаючись до старих незалежних змінних x  і y , знаходимо шуканий 
розв’язок задачі Коші (17),(18) xyyxu ),( . 
 
 Знайти розв’язки  )(x,yu  задач Коші: 
46. .cos6),0(,sin),0(;9 yyuyyuuu xyyxx   

47. .0),0(,3),0(;032 2  yuyyuuuu xyyxyxx  

48. .2)0,(,0)0,(;032 2x
yyxyyxyxx exuxuuuuuu   

49. .1)1,(,)1,(,032 22  xuxxuuyxyuux yyyxyxx  

50. .),(,0),(;0 2xx
y

x
yyxy

x eexuexuuue    

51. .0),0(,5,0),0(;0 2  yuyyuuuue xxxxxy
x  

M(ξ,η) 

P(ξ,ξ-1) 

ξ 

η 

0 

Рис. 3 

Q(η-1,η) 
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52.       .10,,0,);0(0212 22  xuxxuxu
x
yuxuyxyu yxyyxyxx  

53. .2),2(,4),2(;01   yyuyyyuuxu xyxy   

54.     .41,,1,);0(05,0 2  xuxxuyuyuu yyyyxx  
55. .0)1,(,0)1,(;12  xuxuuu yyyxy  
 
 Знайти розв’язки задач Коші з початковими умовами загального вигляду і 

одержати з них ті, що відповідають заданим початковим функціям: 

56. 
}.sin)(,cos)({)()sin,(),()sin,(

;0),(sinsincos2 2

xxxxxxxxuxxxu

yxxuxuxuu

y

yyyxyxx




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2
22
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

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xxxxxuxxu
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y
yuuyuy

y

yxyyxyxx
 

58. 
}.4)(,2)({)(),0(),(),0(

;042
yy

x

y
xyxx

yeyeyyyuyyu

euu




 

59. 
}.1)(,0)({)()0,(),()0,(

;0343





xxxxuxxu
uuuuu

y

yxyyxyxx
 

60. 
}.1)(,)({)(),0(),(),0(

;0523





yyyyyuyyu

uuu

x

yyxyxx  

61. )()1,(),()1,(;022 xxuxxuuxuy yxxyy     { 26)(,3)( xxxx  }. 
 

 Дослідити задачі з початковими умовами на характеристиках: 
62. xxxuxxxuuuu yyyxyxx 2),(,4),(,032 2  . 
63. 0),(,6),(,0),(54  xxuxxxuyxuuuuu yyxyyxyxx . 
64. .2),0(,2),0(,0  yuyyuuu xyyxy  

65.     .4,0,1,0,cos4tg 2 yyuyuxxuu xyxy   

66.     xxxuxxuxyuxuuyxyuux yyxyyxyxx   1122 ,,1,),0(02 . 

67.     3,,,),0(2 113   yyuyyyuyxyuxuyu xxxxxy . 
68.     )2(18,3,14,3,0217253  yyyuyyyuuuuuu xxyyyxyxx . 
 
 За допомогою методу Рімана розв’язати задачі Коші: 

69. 

.0,0),2(,4),2(

;,0,0
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yxx
xy
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x

y
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70. 
.,)4,(,)4,(

.,,4,0,,,,
1 


 xxxuxxu

yxconstuuuu

y

yxxy
 

71. 
.),()0,(),()0,(

;,0),,(2




xxxuxxu
xttxfuau

t

xxtt  

72. 
.),()0,(),()0,(

;,0),,(22




xxxuxxu
xttxfucuau

t

xxtt  

73. 
.),()0,(),()0,(

;0,,0],)[(2

lxxxuxxu
llxtuuxlau

t

xxxtt


  

74. 
.),()0,(),()0,(

;0,,25,02)( 22

lxlxxuxxu
ylxluxuuxlu

t

xxxyy




 

 
 

§4. Рівняння з багатьма незалежними змінними 
 

 До інтегровних типів ДРЧП другого порядку з п незалежними змінними 
)2( n  належать лише деякі рівняння параболічного типу, зокрема такі, котрі 

зводяться до канонічної форми вигляду 
 

n
UUUFUU n   ,...,,,,...,

12211 1                              (24) 
(аналог другої канонічної форми для ДРЧП гіперболічного типу з двома неза-
лежними змінними). Підстановка 

,,3,,, 212211 nkkk   
зведе рівняння (24) до вигляду 

 
n

UUUFU n   ,...,,,,...,
121 11  . 

 В деяких окремих випадках одержане рівняння можна зінтегрувати. При 
цьому довільні функції у загальному розв’язку будуть функціями )1( n -го ар-
гумента. 
 
 Знайти загальний розв’язок ),,( zyxu  ДРЧП: 
75. 025,02  uuuuuu xyzzzyyxx . 
76. 044  zzxzxxyy uuuu . 
77. 0223  yzxyyy uuu . 
78. 0642126494  zyxyzxzxyzzyyxx uuuuuuuuu . 
79.     02  zyxxzyzxyzzyyxx uuuuuuuuu . 
80. zuuuu yyxyxxzz 22  . 

81. zy
zzxzxxyy euuuu  245,022 . 

82. zy
yyyzxxzz euuuu 2442  . 
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§5. Задача Коші для рівняння коливань струни 
 
 Застосовуючи викладений вище метод характеристик до побудови роз-
в’язку задачі Коші для рівняння вільних коливань струни 

 ,,,0),,(2  xttxuau xxtt                              (25) 
),,(),(),0(),(),0(  xxxuxxu t                  (26) 

одержимо 

  





atx

atx

dzz
a

atxatxtxu .)(
2
1)()(

2
1),(                      (27) 

 Формула (27) називається формулою Д’Аламбера. 
 Розв’язок (27) є суперпозицією прямих та зворотних хвиль, які рухаються 
відповідно в напрямку осі Ох та в зворотному їй напрямку зі швидкістю а. Фі-
зичну інтерпретацію формули Д’Аламбера, поширення хвиль відхилення та ім-
пульсу див. у [11], с. 37-55. 

 Із формули Д’Аламбера (27) випливає, що 
для обчислення розв’язку ),( txu  задачі Коші 
(25),(26) в точці ),( 00 tx  достатньо знати почат-
кові відхилення )(x  у двох точках 00 atxx   і 

00 atxx  , а також початкові швидкості )(x  
на відрізку  ., 0000 atxatxx   Значення фун-
кцій )(x  та )(x  зовні зазначеного відрізка не 
впливають на розв’язок ),( txu  в точці ),( 00 tx  та 
в усіх внутрішніх точках трикутника АСВ (див. 
рис. 4), обмеженого віссю Ox  і характеристика-

ми ,00 constatxatx   ,00 constatxatx   які проходять через точку 
).,( 00 txC  У зв’язку з цим відрізок  0000 , atxatx   називають областю за-

лежності розв’язку задачі Коші (25),(26) для точки ).,( 00 txC  Сам же трикут-
ник АСВ називають характеристичним. 
 Таким чином, якщо )(x  і )(x  задані на відрізку  ,, 0000 atxatxx   
то розв’язок задачі Коші (25),(26) визначений в характеристичному трикутнику 
з основою  0000 , atxatx  . Тому трикутник АСВ називають областю визна-
ченості відрізка  0000 , atxatx  . Із формули Д’Аламбера видно, що почат-
кові умови на відрізку впливають на розв’язок не тільки в характеристичному 
трикутнику, але й в області, яка обмежена відрізком  0000 , atxatx   і харак-
теристиками 00 atxatx   та 00 atxatx  . Внаслідок цього зазначену об-
ласть називають областю впливу відрізка  0000 , atxatx  . 
 На підставі наведених вище міркувань можемо сказати: струну можна 
вважати нескінченою, якщо розглядувана точка 0x  знаходиться від кінців 
струни на віддалі, більшій за ,0at  де 0t  – розглядуваний момент часу. 

 Рис. 4 
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 Зауваження 1. Якщо в (26) ),()( 2  Cx  або ),,()( 1  Cx  то 
маємо так звані узагальнені розв’язки задачі Коші (25),(26), які також даються 
формулою Д’Аламбера (27). У цьому випадку узагальнений розв’язок ),( txu  
може бути і розривною функцією. Розривні розв’язки для рівняння коливання 
струни і стержня позбавлені фізичного змісту. Однак, таке ж хвильове рівняння 
справджує тиск ),( txp  газу в довгій вузькій трубці (наприклад, у флейті чи в 
орґанній трубці). Функція ),( txp  може бути розривною. Розривні розв’язки 
хвильового рівняння в газовій динаміці називаються ударними хвилями. 
  

ПРИКЛАД 1. За допомогою фазової площини побудувати розв’язок 
задачі Коші 
                             ,,,0),,(2  xtxtuau xxtt                                        (28)                                   









].;0[,0
,0,sin2

)(),0(,0),0(
x

xxa
xxuxu t                      (29) 

 Розв’язання. Маємо задачу Коші для рівняння вільних коливань струни 
(поширення хвиль імпульсу). Запишемо розв’язок згідно формули Д’Аламбера 
(27) у вигляді 

),()(),( atxatxxtu                                       (30) 
де  






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 Фазова площина для задачі (28), 
(29) зображена на рис. 5. Чотири харак-
теристики розбивають її на шість зон, 
позначених римськими цифрами, у кож-
ній з яких пряма і зворотна складові роз-
в’язку (30) визначаються однозначно. Маємо (табл. 1): 
 

Таблиця 1 

Зона 
Область зміни 
характеристик 

Значення 
)( atx   і )( atx    Розв’язок (30) 

I 0 atx  0)(  atx  0),( xtu  

II 
,0 atx  
 atx0   

,0)(  atx  
)cos(1)( atxatx   )cos(1),( atxxtu   

III 
,0 atx
 atx  

,0)(  atx
2)(  atx  2),( xtu  

IV  atx0
 atx  

)cos(1)( atxatx 
2)(  atx  )cos(1),( atxxtu   

V  atx  2)(  atx  0),( xtu  
VI  atx0  )cos(1)( atxatx   )sin(sin2),( atxxtu   

Рис. 5 
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 Результати, одержані в таблиці, можна використати для побудови а) фор-
мул, які описують профіль струни в різні моменти часу, а також б) формул, які 
визначають закони руху точок струни з різними абсцисами. У першому випадку 
слід виписати розв’язок уздовж горизонтальних смуг at 20   та at 2

  (на рис. 
5 позначені латинськими літерами), а в другому – уздовж  вертикальних пів-
смуг ,0x  ,0 2

 x   x2  та x  (на рис. 5 позначені грецькими літера-
ми). 

 
ПРИКЛАД 2. Зобразити графічно розв’язок задачі Коші 

                            ,,,0),,(2  xtxtuau xxtt  

.0),0(,
,40,28
02,28
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Розв’язання. Коливання струни відбуваються тільки за рахунок початко-
вого зміщення її точок (поширення хвиль відхилення). У цьому випадку розв’я-
зок згідно формули Д’Аламбера (27) запишеться у вигляді 

),()(),( atxatxxtu    
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Рис. 6 
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На рис. 6 шляхом графічного накладання прямої і зворотної хвиль пока-
зані профілі струни в моменти часу ,1 katk  .3,0k  Очевидно, що при 13  at  
ті точки струни, через які пройшли хвилі, повертаються в стан спокою.  

 
Зауваження 2. Розв’язок задачі Коші для рівняння вимушених коливань 

струни 
 ,,,0),,(),(2  xtxtfxtuau xxtt  

з початковими умовами (26) будується з застосуванням принципу Дюгамеля 
(див. [11], с. 57-59) і дається формулою 

,),(
2
1),(),(

0

)(

)(
 






t tax

tax
dzdzf

a
xtUxtu  

де ),( xtU  визначається формулою Д’Аламбера (27). 
 
 Розв’язати задачі:  
83. Зобразити графічно процес вільних коливань однорідної нескінченої струни, 

якщо: 
а) початкова швидкість точок струни рівна нулеві, а початкове відхилення 

відмінне від нуля тільки на проміжку [-4;6], де воно має форму ламаної з 
вершинами в точках (-4;0), (-1;6), (0;0), (2;-4), (6;0); 

б) початкове відхилення точок струни рівне нулеві, а їх початкова швидкість 
відмінна від нуля тільки на проміжках [-4;-1] i [2;6], де вона набуває сталого 
значення 2а; 

в) початкова швидкість точок струни рівна нулеві, а початкове відхилення 
відмінне від нуля тільки на проміжках (-6;-2) і (2;6), де воно має форму 
ламаної з вершинами в точках (-6;0), (-4;4), (-2;0), (2;0), (4;-4), (6;0).  

г) початкове відхилення точок струни рівне нулеві, а початкова швидкість 
відмінна від нуля тільки на проміжку [-6;0], де вона набуває сталого зна-
чення –а, і проміжку [0;4], де вона рівна 2а.    

 
84. За допомогою фазової площини знайти розв’язок задачі Коші для рівняння 

вільних коливань однорідної струни, якщо: 
а)  початкова швидкість точок струни рівна нулеві, а їх початкове відхилення 

описується функцією 
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б)  початкове відхилення точок струни рівне нулеві, а їх початкова швидкість 
описується функцією  0 consth  
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в)  початкове відхилення точок струни рівне нулеві, а їх початкова швидкість 
описується функцією ( 0 constc ) 

   
 





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
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,2,26 2

ccx
cxcxcxacx  

г)  початкова швидкість точок струни рівна нулеві, а початкове відхилення 
описується функцією ( 0 constl ) 
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85. Записати формули, які описують профіль однорідної нескінченої струни у 

процесі вільних коливань в різні моменти часу 0t , якщо 
а) початкове відхилення відмінне від нуля тільки на проміжку (0;2π), де воно 

рівне ,sin4 x  а початкова швидкість точок струни рівна нулеві. 
б) початкове відхилення точок струни рівне нулеві, а їх початкова швидкість 

описується функцією 
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в)  в початковий момент часу струна ( 5,0a ) займала прямолінійне положення, 
а початкова швидкість її точок описується функцією 
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г) в початковий момент часу швидкість точок струни була рівна нулеві, а їх 
початкове відхилення описувалося функцією 
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86. Записати формули, які визначають закон руху точок однорідної нескінченої 

струни з різними абсцисами у процесі вільних коливань, якщо 
а) в початковий момент часу струна ( 1a ) займала прямолінійне положення, а 

початкова швидкість її точок описується функцією 
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б) початкова швидкість точок струни рівна нулеві, а їх початкове відхилення 
описується функцією 
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в) в початковий момент часу струна ( 25,0a ) займала прямолінійне положен-
ня, а початкова швидкість відмінна від нуля тільки для точок із проміжку 
 ,;0 l  де вона набуває сталого значення 0,01а  .0 constl  

г) початкова швидкість точок струни рівна нулеві, а їх початкове відхилення 
описується функцією  
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87. Вивчити процес вимушених коливань однорідної ( 1a ) нескінченої струни, 

якщо:  
а) коливання відбуваються тільки за рахунок дії на струну неперервно розпо-

діленої зовнішньої сили інтенсивності ,xtАе   0 constA ; 
б) коливання відбуваються за рахунок дії неперервно розподіленої по струні 

зовнішньої сили інтенсивності )(12 xt   і початкового відхилення точок 
струни, заданого функцією x2cos6 ; 

в) коливання відбуваються за рахунок дії неперервно розподіленої по струні 
зовнішньої сили інтенсивності xt 224  і початкової швидкості точок струни, 
яка рівна xsin4 . 

 
 

§6. Задачі Коші для хвильових рівнянь 
на площині та в просторі 

 
Хвильове рівняння в тривимірному просторі має вигляд  

,0,),,(,0),,( 2
3

2  azyxMMtMtuautt E                  (31) 

де  ,,,),,(3  zyxzyxE  а 2

2

2

2

2

2

zyx 






    – оператор Лапласа. 

 Рівняння вигляду (31) описують процеси гідродинаміки, теорії пружності, 
поширення звукових та електромаґнітних хвиль тощо.   
 Будемо шукати розв’язки рівняння (31) у вигляді [7] 

 ,,)(),(  MPbtfzyxbtfMtu


                     (32) 
де ,0),,(


P  ., zyxMP 


 

 У зв’язку з тим, що 
 а) при фіксованому 0tt   поверхні рівня   constMtu ,0  є площинами 

,, CMPbt 


 
перпендикулярними векторові P


; 

 б) при різних значеннях 10 ,ttt   функція  Mtu ,1  відрізняється від функ-
ції  Mtu ,0  зсувом на вектор 

 ,|| 01
2 ttbPP   

 
тобто 
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MtuMPbtfttbPPPMPbtf

ttbPPMPbtfttbPPMtu












   (33) 

то функція (32) називається плоскою хвилею, яка рухається вздовж напрямку 
вектора P


  зі швидкістю .|| 1 bPv 


 

 Вираз  MPbt


,  називається фазою хвилі (32), а f – формою хвилі. 
 Позначивши одиничний вектор напрямку P


  через ,|| 1 PP


   функ-

цію (32) можемо подати у вигляді 
     ,,||),(||,||),(  MvtgPMvtfPMtPvfMtu


 

де  ,||)( PQfQg


  .1|| 
  

 Підставивши (32) у (31), одержимо: 
    .,, 22222  MPbtfabMPbtf


 

 Звідси, вважаючи, що ,0)(  Qf  маємо 
.||22 Pab


                                                     (34) 

 Розв’язки цього рівняння – вектори ,),( 4E bPN


 які лежать на конусі 
,4EK   основою якого є сфера .|| 1 baP


 

 Означення. Вектор ,),,,( 4E bN


 ,0


N  який задовольняє рівняння 
(34), називається характеристичною нормаллю хвильового рівняння (31). 
 Гіперплощина  constMPbtMtN  

,),( 4E , перпендикулярна до 
деякої характеристичної нормалі ,N


 називається характеристичною гіперпло-

щиною хвильового рівняння (31). 
 Гіперповерхня в 4E  називається характеристичною, якщо в кожній точ-
ці її дотична гіперплощина є характеристичною. 
 На підставі характеристичного рівняння (33) і рівняння (34) швидкість 
поширення всіх плоских хвиль, які справджують рівняння (31), рівна а: 

.|| 2212 abPv                                                   (35) 
 Має силу і обернене твердження: для довільного вектора ,4EN


 який 

справджує рівняння (34), плоска хвиля (32) є розв’язком рівняння (31) при до-
вільній функції ).(Qf  В частинному випадку )(Qf  може бути й розривною, або 
функцією, яка швидко змінюється в деякій точці, наприклад, .2z  Тоді розв’я-
зок (32) матиме той же розрив уздовж усієї гіперплощини в 4E  :)0(


P  

.2,  MPbt


                                                 (36) 
 При фіксованому t  цей розрив розміщений на площині в 3E  з рівнянням 
(36). З ростом t  ця площина рухається в напрямку перпендикулярного до неї 
вектора P


  зі швидкістю .|| 1 bPav 


 

 Звідси можна зробити висновок: 
1) довільна характеристична гіперплощина може бути поверхнею розриву 

розв’язку рівняння (31); 
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2) всі плоскі хвилі і розриви цих хвиль, які справджують рівняння (31), 
поширюються зі швидкістю а. 

Можна показати, що всі розв’язки рівняння (31) є хвилями, які поширю-
ються зі швидкістю а. З формулою (35) пов’язане відкриття електромагнітної 
природи світла і спеціальної теорії відносності. 

Розглянемо задачу Коші: в просторі функцій  3
2 ),0( ED C  знайти 

розв’язок диференціального рівняння (31) при початкових умовах 
,),(),0(),(),0( 3E MMMuMMu t                      (37) 

де  ,)( 3
3 ECM    .)( 3

2 ECM   
 Як відомо, єдиний розв’язок задачі (15),(21) дається формулою Кірхгофа: 

,),,(
4

1),,(
4

1),(
),,(

2
),,(

2 












zyxzyx atat

ds
tta

ds
ta

Mtu
SS

      (38) 

де ),,( zyxatS  – сфера радіуса at із центром у точці ),,( zyxM : 
.)()()()( 2222 atzyx   

 
 ПРИКЛАД 1. Знайти де 0),( Mtu  при значеннях t =1, 2, 3, 4, якщо 

0)()(  MM  при .1222  zyxr  
Розв’язання. Із формули (38) випливає: якщо сфера ),,( zyxatS  не перети-

нається з областю ,1222   то 0),( Mtu . Ця умова еквівалентна тому, 
що rat 1  (рис. 7а) або 1 rat  (рис. 7б). 

 Таким чином, маємо: 

).1(144,133,122,11
;144,133,122,11




aartartartart
artartartart

 

 З останніх нерівностей і формули Кірхгофа (38) випливає, що ),( Mtu  має 
вигляд сферичної хвилі, яка зосереджена в кульовому шарі товщини 2 (рис. 8): 
 

.14144;13133
;12122;111



aratarat

aratarat
                   (39) 

 Рис. 7 
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 Висновок:  
 1. Зовні кульових шарів (39) 0),( Mtu  (зрозуміло, що ),( Mtu  може пе-
ретворюватися в нуль і всередині цих шарів). 
 2. Сферичні хвилі мають два фронти, які поширюються зі швидкістю а: 
передній 1 atr  і задній 1 atr . 
 
 ПРИКЛАД 2. Знайти де 0),( Mtu  при значеннях t =1, 2, 3, 4, 5, якщо 

0)()(  MM  при 2r  або .4r  
 Розв’язання. В даному випадку 0),( Mtu  при трьох можливих положен-
нях сфери ),,( zyxatS , а саме, коли ,4 rat   ,2 atr  atr 4  (див. на рис. 9 
випадки І, ІІ, ІІІ відповідно). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

При ,1t  1a  сфера ),,( zyxatS  має радіус 1 і для неї можливі тільки 
випадки І і ІІ. Внаслідок цього функція ),1( Mu  зосереджена в кульовому шарі 

51  r  (рис. 10а). 
 При 2t  і 1a  радіус сфери інтеґрування рівний 2, а отже, можливий 
тільки випадок І, тобто хвиля займає кулю 6r  (рис.10б). Якщо ,3t 4 і 1a , 
то можливий також тільки випадок І, тобто хвиля займає кулі відповідно раді-
усів  7r  і .8r  
  

 Рис. 9 

 0 

 y 

 z 

 x 

at 

M1 M2 M3 

 І  ІІ 

 ІІІ 

 2  4 
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При 5t  і 1a  можливі випадки І і ІІІ. Таким чином, функція ),5( Mu  

зосереджена в кульовому шарі 91  r  (рис. 10в). 
 Як бачимо, ),( Mtu  при 4t  є сферичною хвилею, яка займає кульовий 
шар товщини 8. 
 Зауважимо, що у випадку двовимірного простору, тобто коли точка 

),,( yxMM   розв’язок задачі Коші (31),(37) дається формулою Пуассона 

,
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
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dd
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yxat
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ta

Mtu

K

K
                    (40) 

де ),( yxatK  – круг: .)()()( 222 atyx   
 Формулу Пуассона (40) можна одержати із формули Кірхгофа (38) за 
допомогою так званого методу спуску (використовуючи незалежність функцій 

),( yx  і ),( yx  від змінної z). 
 Застосовуючи принцип Дюгамеля, переконуємося, що розв’язок задачі 
Коші для неоднорідного хвильового рівняння 
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tt          (41) 

де )(),( 2 DCMtf  , подається у вигляді 

 
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
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Mtu
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де ,)()()( 222  zyx  а )(MatD  – куля радіуса at із центром у 
точці ),,( zyxM . 
 Зауважимо, що у випадку двовимірного простору, тобто коли точка 

),,( yxMM   розв’язок задачі Коші (41) дається формулою 

 Рис. 10 
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де )()( Mta K  – круг радіуса )( ta  з центром у точці ),( yxM . 
  

ПРИКЛАД 3. Розв’язати задачу Коші для двовимірного так званого те-
леграфного рівняння: 

,),(),,(),,0(),,(),,0(
,),(,0),,,(),,(

2

2
22

E
E




yxyxyxuyxyxu
yxtyxtfyxtukuau

t

tt          (42) 

де  ,)( 2
3 ECM    ,)( 2

2 ECM    .),0(),,( 2
2 ECyxtf  

 Розв’язання. Розв’язок задачі (42) будуємо методом введення нової неза-
лежної змінної. Справді, легко бачити: якщо ),,( yxtu  є розв’язком задачі (42), 

то функція ),,(),,,(
1

yxtuezyxtv zka 


 повинна бути розв’язком задачі Коші для 
тривимірного хвильового рівняння 
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        (43) 

 Але задача Коші (43) має єдиний розв’язок 
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 Поділивши останню рівність на ,
1zkae


 дістанемо розв’язок задачі (42). 
Аналогічно можна побудувати розв’язок задачі Коші і у випадку одновимірного 
телеграфного рівняння. 
 
 Розв’язати задачі: 
88. Показати, що вказані функції описують процес поширення хвиль, і знайти 

швидкість хвилі: 
а)    ,,,, 321 mtzmymxmzyxtU    де  0,,, 321 mmmm  – задані сталі; 
б)   ,,,, 22222 tbzyxzyxtU    де  0b  – задана стала; 

в)     ,,,, 3tzyxzyxtU   де 0,,,   – задані сталі. 
 
89. Вивчити процес вільних коливань однорідної нескінченої мембрани, якщо: 
а) в початковий момент часу швидкість точок мембрани була рівна нулеві, а їх 

відхилення було рівне 315x ; 
б) в початковий момент часу швидкість її точок рівна 26y , а початкове відхи-

лення рівне нулеві; 
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в) початкове відхилення точок мембрани рівне 22 yx , а їх початкова швидкість 
рівна нулеві; 

г) початкове відхилення точок мембрани рівне нулеві, а їх початкова швидкість 
рівна  yx 22  . 

 
90. Вивчити процес вимушених коливань однорідної нескінченої мембрани, як-

що початкові відхилення та швидкість її точок рівні нулеві, а інтенсивність 
зовнішніх сил рівна 4х. 

 
91. Вивчити процес поширення звукових хвиль (вільних коливань газу), якщо: 
а) початкове відхилення точок простору   222,0 taxx    рівне 1x , а їх 

початкова швидкість рівна нулеві; 
б) в початковий момент часу відхилення точок простору рівне нулеві, а їх 

початкова швидкість рівна 3ух; 
в)  початкове відхилення точок простору рівне 2x , їх початкова швидкість ста-

ла й рівна 2а, а інтенсивність зовнішніх сил дорівнює ta38  (а – стала, яка 
фігурує у відповідному хвильовому рівнянні). 

 
92.  За допомогою введення нової незалежної змінної (див. приклад 3) знайти 

розв’язок задачі Коші: 

).,(),(),0(),(),0(
),,(,0,0,),,(),(




xxxuxxu
xtconstcbxtfxtcubuuu

t

txxtt  

 
93. Розв’язати задачі Коші для тривимірного хвильового рівняння 

,E),,(,0),,,,( 3
2  zyxtzyxtuautt  

     з початковими умовами: 

а) ;0),,,0(
,,0

,,
),,,0(

0

00 







 zyxu
rr

rrconstu
zyxu t  

б) 








,,0

,,
),,,0(,0),,,0(

0

00

rr
rrconstu

zyxuzyxu t  

     де ,222 zyxr   .00  constr  
 
94. Із розв’язку задачі Коші 

,E),(),,(),,0(),,(),,0(
,E),(,0),,,(),,(
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2
22




yxyxyxuyxyxu
yxtyxtfyxtucuau

t

tt  

    методом спуску одержати розв’язок задачі 

                          
).,(),(),0(),(),0(
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t
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95. Довести, що 
а)  для існування в рівнянні 

),...,,(),,(),(),( 21
2

ntt xxxMMMtcuMtuaMtu                (44) 

плоских хвиль ,),(
1








  


n

i
ii btxafMtu  де 




n

i
ia

1

2 ,1  довільної форми, які 

поширюються зі швидкістю а в довільних напрямках, необхідно й достатньо, 
щоб 0c ;  

б) при 0c  в рівнянні (44) існують плоскі хвилі довільних напрямків поши-
рення і довільних швидкостей, не рівних а, однак їх форма не може бути 
довільною, а є розв’язком диференціального рівняння 
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96.  Шляхом суперпозиції плоских хвиль із фронтом, паралельним осі ,Oz  ви-
гляду ),( yxatf   де α і β – напрямні косинуси нормалі до фронту хвилі, 
одержати циліндричні хвилі 
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     де .22 yxr   
  Знайти явний вираз для ),( rt  при умові, що 
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     Вказівка. Покласти ,cos rx  ,sin ry  ,cos  ,sin  і зінтеґрувати 
по θ в межах від 0 до π, після чого зробити заміну змінної інтеґрування. 
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ВАРІАНТИ ІНДИВІДУАЛЬНИХ ЗАВДАНЬ ДО РОЗДІЛУ ІІ 
 

Завдання №1 Завдання №2 Завдання №3  
 

Варі-
ант Зінтегрувати 

ДРЧП: 
Знайти розв’язок 

y)u(x,  задачі Коші: 

Знайти закон вільних коливань однорідної не-
скінченої струни (записати формули, які опису-
ють профіль струни при 0t  і закон руху точок 
струни з різними абсцисами) та побудувати на 
рисунку її профіль в різні моменти часу, якщо: 
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струна збуджена локальним початковим відхи-
ленням, яке має форму параболи 
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початкове відхилення рівне нулеві, а початкова 
швидкість задається рівностями 
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початкова швидкість рівна нулеві, а початкове 
відхилення задається рівностями 
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початкове відхилення рівне нулеві, а початкова 
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початкова швидкість рівна нулеві, а початкове 
відхилення точок струни задається рівністю 
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початкове відхилення в усіх точках рівне нулеві, а 
початкова швидкість відмінна від нуля тільки на 
проміжку ],;0[ lx  ,0 constl  де вона рівна 

.01,0 a  
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початкова швидкість рівна нулеві, а початкове 
відхилення відмінне від нуля тільки для значень 

],2;[ ccx  ,0 constc  де воно має форму лама-
ної з вершинами в точках (с;0), (1,5с;2), (2с;0). 
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початкове відхилення рівне нулеві, а початкова 
швидкість відмінна від нуля тільки на проміжку 

],;[ ccx   ,0 constc  де вона рівна 4. 
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початкова швидкість рівна нулеві, а початкове 
відхилення відмінне від нуля тільки для значень 

],2;[];2[ ccccx   ,0 constc  де воно має 
форму ламаної з вершинами в точках:  

(-2с;0), (-1,5с;2), (-с;0), (с;0), (1,5с;2), (2с;0). 
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початкове відхилення рівне нулеві, а початкова 
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початкова швидкість рівна нулеві, а початкове 
відхилення точок струни 
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початкове відхилення рівне нулеві, а початкова 
швидкість задається рівностями 
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початкова швидкість рівна нулеві, а початкове 
відхилення 
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початкове відхилення рівне нулеві, а початкова 
швидкість має стале значення 0  на проміжку 
струни ],;[ 21 xxx  і рівна нулеві зовні цього 
проміжку. 
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початкова швидкість рівна нулеві, а початкове 
відхилення відмінне від нуля тільки на проміжку 

],;0[ x  де воно рівне .sin2 x  
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початкове відхилення в усіх точках рівне нулеві, а 
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початкова швидкість рівна нулеві, а початкове 
відхилення задається рівностями 
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початкове відхилення в усіх точках рівне нулеві, а 
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початкова швидкість рівна нулеві, а початкове 
відхилення точок струни задається рівністю 
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початкове відхилення рівне нулеві, а початкова 
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початкове відхилення рівна нулеві, а початкова 
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початкова швидкість рівна нулеві, а початкове 
відхилення задається рівностями  
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початкове відхилення в усіх точках рівне нулеві, а 
початкова швидкість відмінна від нуля тільки на 
проміжку ],2;0[x  де вона рівна .50 1  
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початкова швидкість рівна нулеві, а початкове 
відхилення відмінне від нуля тільки на проміжку 

],2;1[x  де воно має форму ламаної з вершинами в 
точках (1;0), (1,5;4), (2;0). 
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початкове відхилення рівне нулеві, а початкова 
швидкість відмінна від нуля тільки на проміжку 

],2;2[x  де вона рівна 3. 
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початкова швидкість рівна нулеві, а початкове 
відхилення відмінне від нуля тільки для значень 

],2;1[]1;2[ x  де воно має форму ламаної з 
вершинами в точках: (-2;0), (-1,5;1), (-1;0), (1;0), 
(1,5;1), (2;0). 
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початкове відхилення рівне нулеві, а початкова 
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РОЗДІЛ ІІІ 
МІШАНІ ЗАДАЧІ ДЛЯ РІВНЯНЬ ГІПЕРБОЛІЧНОГО ТИПУ. 

МЕТОДИ ХАРАКТЕРИСТИК ТА ВІДОКРЕМЛЕННЯ ЗМІННИХ 
 
 

§1. Постановка мішаних задач для рівнянь гіперболічного типу 
 

При дослідженні фізичних процесів різної природи, які відбуваються в 
об’єктах скінчених або напівнескінчених розмірів, необхідно враховувати від-
повідні режими на границі заданих об’єктів, оскільки вони суттєво впливають 
на розглядуваний процес. 

Отже, при складанні математичних моделей, наприклад, хвильових про-
цесів, які проходять в таких об’єктах, окрім хвильового рівняння та початкових 
умов, слід задати також умови (хвильові режими) на межі об’єкта (крайові умо-
ви), що приводить до мішаних задач для ДРЧП. 

Для прикладу розглянемо наступну задачу: вивчити процес вільних коли-
вань однорідної скінченої мембрани D з краєм S, якщо початкові відхилення то-
чок мембрани рівні  yx, , початкова їх швидкість рівна  yx, , а  

1) край мембрани S  рухається згідно заданого закону  yxt ,, ; 
2) на край мембрани діє сила  yxt ,, ; 
3) край мембрани пружно закріплений. 
Зауважимо, що у випадку   0,,  yxt  кажуть, що край мембрани нерухо-

мо (жорстко) закріплений; якщо ж   0,,  yxt , то край називають вільним. 
Відповідна математична модель: в області  DB  ),(,0|),,( yxtyxt    

знайти розв’язок хвильового рівняння 
   ,,, 2

yyxxtt UUayxtU                                            (1) 
який задовольняє початкові умови 

    ,),(),,(),,0(,,,,0 SD yxyxyxUyxyxU t                  (2) 
та одну з відповідних крайових умов: 

1) ,),(,0),,,( SS  yxtyxtU                                                              (3) 

2) ,),(,0),,,( S
S





 yxtyxt
n
U
                                                        (4) 

де n  – зовнішня нормаль до S, – величина сили натягу, 

3) ,),(,0),,,( S
S





 

 yxtyxthhU

n
U
                                              (5) 

де 1h , 0 const  – коефіцієнт жорсткості, ),,( yxt  – закон руху межі 
пружного закріплення. 

Якщо початкові та крайові умови не суперечні, тобто, наприклад, у ви-
падку першої крайової умови (3) 

,),(),,0(,),(),,0( ),(),( SS   yxtyx yxyxyxyx  

то кажуть, що початкові та крайові умови є узгодженими. 
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 Таким чином, приходимо  до однієї з трьох основних мішаних задач: 
 І. В просторі функцій )()( )0,0,1(2 BB CC   знайти розв’язок рівняння (1), 
який задовольняє умови (2), (3). 

ІІ. В просторі функцій )()( )1,1,1(2 BB CC   знайти розв’язок рівняння (1), 
який задовольняє умови (2), (4). 

ІІІ. В просторі функцій )()( )1,1,1(2 BB CC   знайти розв’язок рівняння (1), 
який задовольняє умови (2), (5). 

Задачі І, ІІ, ІІІ називаються відповідно першою, другою та третьою ос-
новними мішаними задачами для рівняння (1). 
 Аналогічно ставляться мішані задачі для рівнянь гіперболічного типу і у 
випадку довільної вимірності простору. 
 
 Навести постановку мішаних задач для заданих коливних процесів: 
1. Скласти математичну модель процесу коливань однорідної струни довжини l 

з урахуванням узгодженості початкових і крайових умов, якщо: 
а) коливання вільні, початкове відхилення точок струни рівне ),(x  їх початко-

ва швидкість рівна нулеві, а кінці струни нерухомо закріплені; 
б) інтенсивність зовнішніх сил рівна ),( xtf , в початковий момент часу струна 

перебувала в спокої, причому її точкам була надана швидкість )(x , а кінці 
струни вільні; 

в) коливання відбуваються тільки за рахунок збурень кінців струни: лівий кі-
нець струни рухається за законом ),(t  а на правий діє сила );(t  

г) інтенсивність зовнішніх сил рівна ),( xtf , початкове відхилення точок струни 
рівне ),(x  їх початкова швидкість рівна )(x , кінці струни пружно закріп-
лені з однаковим коефіцієнтом жорсткості 0 const , причому точка за-
кріплення лівої пружини рухається згідно закону )(t , а точка закріплення 
правої пружини нерухома. 

 
2. Скласти математичну модель процесу коливань однорідної прямокутної мем-

брани }0,0|),{( cybxyx D  з урахуванням узгодженості початкових 
і крайових умов, якщо: 

а) коливання вільні, початкове відхилення точок мембрани рівне ),,( yx  їх по-
чаткова швидкість рівна нулеві, а краї мембрани нерухомо закріплені; 

б) інтенсивність зовнішніх сил рівна ),,( yxtf , в початковий момент часу мем-
брана перебувала в спокої, причому її точкам була надана швидкість ),( yx , 
а краї мембрани вільні; 

в) коливання відбуваються тільки за рахунок збурень країв мембрани: краї 
0x  та cy   рухаються згідно законів ),(1 yt  та ),(2 xt  відповідно, а на 

краї 0y  та bx   діють сили ),(1 xt  та ),(2 yt  відповідно; 
г) інтенсивність зовнішніх сил рівна ),,( yxtf , початкове відхилення точок мем-

брани рівне ),,( yx  їх початкова швидкість рівна ),( yx , краї мембрани 



 < 63 >

пружно закріплені з однаковим коефіцієнтом жорсткості 0 const , при-
чому точки закріплення пружин на краях 0y  та cy   рухаються згідно 
законів ),(1 xt  та ),(2 xt  відповідно, а точки закріплення пружин на краях 

0x  та bx   – нерухомі. 
 
3. Скласти математичну модель процесу коливань однорідної круглої мембра-

ни }20,0|),{(  RD  з урахуванням узгодженості початкових і 
крайових умов, якщо: 

а) коливання вільні, початкове відхилення точок мембрани рівне ),,(   їх по-
чаткова швидкість рівна нулеві, а край мембрани нерухомо закріплений; 

б) інтенсивність зовнішніх сил рівна ),,( tf , в початковий момент часу мем-
брана перебувала в спокої, причому її точкам була надана швидкість ),(  , 
а край мембрани вільний; 

в) коливання відбуваються тільки за рахунок збурення краю мембрани, який 
піддається дії сили ),(  t ; 

г) інтенсивність зовнішніх сил рівна ),,( tf , початкове відхилення точок мем-
брани рівне ),,(   їх початкова швидкість рівна ),(  , а край мембрани 
пружно закріплений з коефіцієнтом 2  при натязі 1 , причому точка 
закріплення пружини – нерухома. 

 
 

§2. Метод характеристик побудови розв’язку мішаних 
задач для напівнескінченої струни 

 
 Означення 1. Струна називається напівнескінченою, якщо один з її кінців 
розміщений в початку координат ,0x  а інший знаходиться на такій відстані 
від початку координат, яка значно перевищує величину at  (t – час, a – стала, 
яка фіґурує в рівнянні коливань струни). 
 Розглянемо спочатку наступну задачу: вивчити процес вільних коливань 
однорідної напівнескінченої струни, якщо початкове відхилення точок струни 
та їх початкова швидкість відповідно рівні )(x  і )(x , а лівий кінець нерухо-
мо закріплений. 
 Відповідна математична модель: в області   0,0,  xTtxtB , де 

,0 constT  знайти розв’язок ДРЧП 
  ,, 2

xxtt UaxtU                                                     (6) 
який справджує початкові умови 

        0),(),0(,,0  xxxUxxU t                                 (7) 
та крайову умову в точці :0x  

.0,0)0,( TttU                                                (8) 
 Для побудови розв’язку мішаної задачі (6)-(8) застосуємо метод характе-
ристик. Як показано в §5 розділу ІІ, загальний розв’язок рівняння (6) подається 
у вигляді суперпозиції прямої і зворотної хвиль 
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),()(),( 21 atxfatxfxtU                                      (9) 
де 1f  і 2f  – довільні функції, визначені при всіх дійсних значеннях своїх аргу-
ментів. Оскільки в нашому випадку функції )(x  і )(x  визначені тільки при 

,0x  то згідно з початковими умовами (7) при 0 atx  маємо: 

,)(
2
1)(

2
1)(

0

1 Cdzz
a

atxatxf
atx

 


                          (10) 

,)(
2
1)(

2
1)(

0
2 Cdzz

a
atxatxf

atx
 



                          (11) 

тобто 

.0,)(
2
1

2
)()(),( 


 





atxdzz
a

atxatxxtU
atx

atx
               (12) 

 Визначимо розв’язок мішаної задачі (6)-(8) при .0 atx  При цьому за-
уважимо, що функція )(2 atxf   визначена формулою (11) для всіх 0x , 0t . 
Знайдемо функцію )(1 atxf   при .0 atx  Для цього використаємо крайову 
умову (8). Підставивши (9) у (8), дістанемо 

.0,0)()( 21  tatfatf                                        (13) 
 Покладемо .zat   Тоді на підставі (13) 

.0),()( 21  zzfzf  
Застосувавши формулу (11), визначаємо )(1 atxf   при :0 atx  

.)(
2
1)(

2
1)()(

0
21 Cdzz

a
xatxatfatxf

xat
 



              (14) 

 Підставивши (14) і (11) у (9), знаходимо розв’язок задачі (6)-(8) для зна-
чень :0 atx  

.0,)(
2
1

2
)()(),( 


 





atxdzz
a

xatatxxtU
atx

xat
               (15) 

 Таким чином, розв’язок мішаної задачі (6)-(8) дається формулою Д’Алам-
бера (12) при 0 atx  і формулою (15) при .0 atx  
 
 Геометрична інтерпретація 
побудови розв’язку задачі (6)-(8). 
Шлях побудови розв’язку мішаної задачі 
складається з двох етапів. 
 1. Загальний розв’язок (9) ДРЧП (6) 
підставляємо в початкові умови (7) і зна-
ходимо функції )(1 atxf   та )(2 atxf   в 
точках осі Ох.  

Тепер функція )(1 atxf   відома на 
всіх характеристиках ,0 constatx  ос-  х 

 t 

 0 
 Рис. 11 
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кільки )(1 atxf   є сталою вздовж таких характеристик (рис. 11). Ці 
характеристики заповнюють усю область .0 atx  

З іншого боку, хвиля )(2 atxf   відома для всіх 0x , 0t . Дійсно, вона 
є сталою на характеристиках ,constatx   а такі характеристики, випущені з 
точок осі Ох, покривають усю область 0x , 0t . 

Отже, початкові умови дають можливість визначити розв’язок мішаної 
задачі (6)-(8) в тій частині області 0x , 0t , де на рис. 11 проходять харак-
теристики 0 constatx  і ,constatx   тобто під головною характеристи-
кою .0 atx  Із рисунку бачимо, що над головною характеристикою 0 atx  
пряма хвиля )(1 atxf   не відома, але відома зворотна хвиля )(2 atxf  .  
 2. Підставляємо загальний розв’язок (9) у крайову умову (8), яка задана в 
точках осі Ot . Хвиля )(2 atxf   в цих точках визначена з початкових умов. Та-
ким чином, крайова умова (8) дає можливість встановити співвідношення між 
прямою та зворотною хвилями в точках осі Ot , звідки визначаємо )(1 atxf   в 
цих точках. Але тоді пряма хвиля )(1 atxf   визначається і на характеристиках 

0 constatx  (пунктирні лінії над головною характеристикою), тобто роз-
в’язок мішаної задачі ),( xtU  побудований у всій області .atx   
 Означення 2. В області atx 0  функція )(2 atxf   називається хвилею, 
падаючою на лівий кінець струни ,0x  а )(1 atxf   – відображеною (відби-
тою) хвилею від цього кінця. 
 У зв’язку з цим означенням розглянутий метод побудови розв’язків 
мішаних задач називають також методом падаючої та відбитої хвиль. 

 
Умова неперервності розв’язку мішаної задачі (6)-(8) уз-

довж головної характеристики. Із викладеного вище випливає, що 
розв’язок мішаної задачі (6)-(8) подається формулою Д’Аламбера (12) при 

0 atx  і формулою (15) при .0 atx  У зв’язку з цим уздовж головної ха-
рактеристики цей розв’язок може бути розривним. 

Знайдемо умову неперервності розв’язку мішаної задачі (6)-(8) уздовж лі-
нії .0 atx  Для цього відзначимо, що розрив довільного розв’язку рівняння 
(6) уздовж головної характеристики є величина стала. Дійсно, хвиля )(2 atxf   
неперервна при переході через головну характеристику, оскільки її лінії рівня 

constatx   перетинають пряму ,atx   а хвиля )(1 atxf   під і над головною 
характеристикою 0 atx  має границі, рівні відповідно )0(1 f  та ).0(1 f  Та-
ким чином, 

),0()0( 1100   ffUU atxatx  
а отже, умова неперервності розв’язку мішаної задачі (6)-(8) на головній харак-
теристиці має вигляд 

),0()0( 11  ff  
або, беручи до уваги (10), (14), одержуємо: 

,)0(5,0)0(,)0(5,0)0( 21 CfCf   
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тобто ),0(5,0)0(5,0   звідки 
.0)0(                                                        (16) 

 Умова (16) є умовою узгодженості початкових (7) та крайової (8) умов 
(умова неперервності граничних значень розв’язку ),( xtU  в початку координат 

0x , 0t ). 
 Висновок. Умова (16) узгодженості початкових та крайової умов міша-
ної задачі (6)-(8) є необхідною і достатньою умовою неперервності розв’язку на 
всій головній характеристиці 0 atx . 
 
 Напівнескінчена струна з вільним кінцем. Аналогічно буду-
ються розв’язки мішаних задач для напівнескінченої струни і у випадку інших 
крайових умов. Наприклад, якщо кінець струни 0x  вільний, то крайова умова 
запишеться у вигляді 

.0)0,( tU x                                                    (17) 
 Розв’яжемо мішану задачу (6),(7),(17). 
 Якщо ,atx   то має силу формула Д’Аламбера (12). Визначимо )(1 atxf   
у випадку, коли .0 atx  Для цього підставляємо загальний розв’язок (9) у 
крайову умову (17). Маємо: 

,0,0)()( 21  tatfatf  
звідки, ввівши позначення ,atz   дістанемо 

.0,0)()( 21  zzfzf  
Інтегруючи останню рівність по z, маємо: 

.)()( 121 constCzfzf                                         (18) 
Беручи до уваги (11), із (18) одержуємо: 

,)(
2
1)(

2
1)()( 1

0
121 CCdzz

a
xatCxatfatxf

xat
 



 

тобто при 0 atx  

.0,2)()(
2
1

2
)()(),( 1

00
















 



atxCCdzzdzz
a

xatatxxtU
xatatx

 

 Із умови неперервності розв’язку мішаної задачі на головній характерис-
тиці 0 atx  маємо: 

,)0(5,0)0(,)0(5,0)0( 121 CCfCf   
тоді ,)0(5,0)0(5,0 1 CCC   звідки .01  CC  Отже, 
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
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
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1
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atxdzzdzz
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xatatx

atxdzz
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atxatx

xtU
xatatx

atx

atx  

 Зауваження. Для розглянутих задач ми будували тільки неперервні роз-
в’язки, оскільки розривні розв’язки для мішаних задач у випадку коливань 
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струни або стержня не мають фізичного змісту (розрив розв’язку означає роз-
рив струни або стержня). Однак у теорії акустики чи ґазовій динаміці розривні 
розв’язки мають фізичний зміст і називаються ударними хвилями. 
 
 Розв’язати задачі: 
4. Знайти неперервний розв’язок ),( xtU  мішаної задачі: 

а) ,0,0,9  xtUU xxtt  

.0,)0,()0,(
,0,5cos),0(,),0(


 

tttUtU
xxxUexU

x

t
x

 

б) ,0,0,2  xtUU xxtt  

.0,1)0,(
,0,1),0(,),0(




ttU
xxUxxU

x

t  

в) ,0,0,2  xtUaU xxtt  

.0,cos4)0,(

,0,0),0(,4),0(
3 



tttU

xxUxU

x

t  

г) ,0,0,4  xtUU xxtt  

.0,cos)0,(
,0,0),0(,),0(




tttU
xxUxxU

x

t  

д) ,0,0,4  xtUU xxtt  

.0,)0,()0,(

,0,1),0(,),0(
2 



ttttUtU

xxUexU

x

t
x

 

5. По пружному напівнескінченому стержню при 0t  поширюється хвиля 
деформації, яка рухається вліво: 









 .0
),3;0(,0

,3),3sin(
),( t

tx
txtx

xtU  

     Лівий кінець стержня 0x  пружно закріплений, причому точка закріплення 
пружини рухається згідно закону .13)(  tt  Знайти закон поздовжних 
коливань стержня. 

     Вказівка. Із умови задачі за вимоги узгодженості початкових і крайової умов 
випливає, що    

.0,31)0,()0,(
,0,cos3),0(,sin),0(

,0,0,9






tttUtU
xxxUxxU

xtUU

x

t

xxtt

 

6.  Методом характеристик знайти розв’язок мішаної задачі: 
     а) ,0,0),,(2  xtxtfUaU xxtt  

         
;0,0)0,(

,0),(),0(),(),0(




ttU
xxxUxxU t  
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     б) ,0,0),,(2  xtxtfUaU xxtt  

         
.0),()0,(

,0),(),0(),(),0(



tttU

xxxUxxU

x

t  

в) ,0,0,2  xttUaU xxtt                 г) ,0,0,6  xtxUU xxtt  

.0,0)0,(
,0,0),0(,0),0(





ttU
xxUxU t                  

.0,2)0,(

,0,0),0(,0),0(
3 



tttU

xxUxU t   

 
 

§3. Геометричне зображення процесу вільних коливань 
напівнескінченої струни 

 
 Для геометричного зображення процесу вільних коливань напівнескінче-
ної струни, окрім викладеного вище загального методу характеристик, іноді 
зручно застосувати також методи парного та непарного продовження. Проілю-
струємо дані методи на прикладах. 
 
 Метод непарного продовження. Нехай потрібно геометрично зо-
бразити розв’язок змішаної задачі (6)-(8) для значень t 1, 2, 3, 4, 5, якщо ,1a  
а в початкових умовах (7)  

.0)(
,54,5
,43,3

),;5[)3;0[,0
)( 













 x

xx
xx

x
x



                         (7а) 

 Розглянемо розв’язок ),( xtZ  задачі Коші 

.0),0(
,0),(
,0),(

)(),0(

),,(,0),,(

1 











xZ
xx
xx

xxZ

xtxtZZ

t

xxtt

                      (19) 

 Покладемо 
.),(),( 0 xxtZxtU  

 Тоді очевидно, що функція ),( xtU  задовольнятиме рівняння (6) і почат-
кові умови (7). Далі покажемо, що в силу непарності функції ),( xtZ  по змінній 
х ),( xtU  справджує і крайову умову (8). 

Зобразимо графічно розв’язок задачі Коші (19) для t 0, 1, 2, 3, 4, 5 (див. 
§5 розділу ІІ). 
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Як бачимо з графіків на рис. 12 і рис. 13,  крайова умова (8) виконується 

для всіх ,0t  оскільки функція ),( xtZ  є непарною по змінній х. Суцільною 
лінією зображено функцію ),( xtU ; область 0x  будемо називати фіктивною. 

 
Аналогічно можна графічно зобразити процес вільних коливань напівне-

скінченої струни, які здійснюються тільки за рахунок початкової швидкості, 
тобто коли в мішаній задачі (6)-(8) ,0)(  x  .0)(  x  

Для прикладу розглянемо коливання напівнескінченої однорідної струни 
( 1a ) із закріпленим кінцем, які здійснюються внаслідок удару по ній моло-
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точком (коливання струни рояля). Такий процес приводить до відшукання роз-
в’язку мішаної задачі (6)-(8), де ,0)(  x  а початкова швидкість має вигляд, 
зображений на рис. 14а. 
 

 Зобразимо профіль струни при t 1, 2, 3, 4, 5, 6. Для цього в задачі Коші 
(19) покладемо 







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0),(
,0),(

),0(,0),0(
xx
xx

xZxZ t  

(рис. 14б). У нашому випадку (див. розділ ІІ) )()(),( txtxxtZ  , де 



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x

t dZx .),0(
2
1)(  

 Маємо (рис. 15): 
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Покажемо, що і в цьому випадку .),(),( 0 xxtZxtU  
 Дійсно, функція ),( xtU  задовольняє рівняння (6) і початкові умови (7). 
Зобразимо графічно профіль струни в різні моменти часу (рис.16, 17) і пере-
конаємося, що крайова умова (8) також виконується. 
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 Далі з ростом часу t трапеція рухатиметься в напрямку осі Ох, а у фіктив-
ній області – у зворотному напрямку. Крайова умова (8), очевидно, виконуєть-
ся для довільного t. 
  
 Метод парного продовження. Для ілюстрації методу парного 
продовження зобразимо графічно розв’язок задачі (6),(7),(17) при t 1, 2, 3, 2

13 , 

4, 2
14 , 5, якщо ,1a  а початкові функції в (7) визначаються згідно з формулами 

(7а). 
 Розглядаємо задачу Коші 
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                             (19а) 

 Маємо: 
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 Із  наведених графіків (рис. 18, 19) бачимо, що функція 0),(),(  xxtZxtU  
(на графіках зображена суцільною лінією) є розв’язком поставленої мішаної за-
дачі (6),(7),(17), де ,1a  а початкові функції визначаються формулами (7а). 
Стрілками показано напрям руху хвиль. 
 Зауважимо, що кінець струни вільний, тобто, на відміну від розглянутих 
раніше випадків (рис. 12-13, 16-17), він рухається уздовж осі ординат. 
  
 Виконати завдання: 
7.  Зобразити профіль однорідної ( 1a ) напівнескінченої струни з а) нерухомо 

закріпленим і б) вільним кінцем при t 1, 2, 3, 4, якщо коливання здійс-
нюються тільки за рахунок початкового відхилення точок струни, яке рівне  
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8. Зобразити графічно процес вільних коливань однорідної напівнескінченої 

струни з а) нерухомо закріпленим і б) вільним кінцем, якщо коливання здійс-
нюються тільки за рахунок початкового відхилення точок струни, яке рівне  









.2,0

,20,)1(22),0(
2

x
xxxU  

 Записати розв’язок задачі за допомогою фазової площини. 
 
9. Зобразити графічно профіль однорідної ( 1a ) 

напівнескінченої струни з вільним кінцем при 
t 1, 2, 3, 4, 5, 6, якщо струна коливається 

тільки за рахунок початкової швидкості її то-
чок, яка зображена на рис. 20. 

 
10. Зобразити графічно процес вільних коливань однорідної напівнескінченої 

струни з а) нерухомо закріпленим і б) вільним кінцем, якщо коливання здійс-
нюються тільки за рахунок початкової швидкості точок струни  









).;2()1;0[,0

,21,4
),0(

x
xa

xU t  

     Записати розв’язок задачі за допомогою фазової площини. 
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§4. Метод характеристик побудови розв’язку 
мішаних задач для скінченої струни 

 
 Процес вільних коливань однорідної струни довжини l з нерухомо закріп-
леними кінцями, який здійснюється за рахунок початкового відхилення )(x  та 
початкової швидкості ),(x  зводиться до мішаної задачі: 

в області   );0(,0, lxtxt B  знайти розв’язок диференціального 
рівняння (6), який задовольняє початкові умови (7) при ],;0[ lx  а також 
крайові умови 

.0,0),(,0)0,(  tltUtU                                    (8а) 
 Для побудови розв’язку 
мішаної задачі (6),(7),(8а) засто-
суємо метод характеристик 
(див. рис. 21). 
 Загальний розв’язок ди-
ференціального рівняння (6) по-
дається у вигляді (9). Оскільки 
початкові умови в нашому ви-
падку задані в точках ,0t  

],;0[ lx  то на підставі (7) роз-
в’язок мішаної задачі (6),(7), 
(8а) при latx 0  подається 
формулою Д’Аламбера (на ри-
сунку область І).  
 Підставляючи загальний 
розв’язок (9) у крайову умову 

,0)0,( tU  знаходимо відобра-
жену хвилю )(1 atxf   за відомою падаючою хвилею )(2 atxf   в точках відріз-
ка ОС. Це дає можливість побудувати розв’язок розглядуваної мішаної задачі в 
області ІІ (трикутник ОВС).  
 Використовуючи другу крайову умову ,0),( ltU  знаходимо відображену 
хвилю )(2 atxf   за відомою падаючою хвилею )(1 atxf   в точках відрізка АЕ. 
Це дає можливість знайти шуканий розв’язок в областях ІІІ і ІV (трикутник 
АСЕ). Повторюючи наведені вище міркування, можна побудувати розв’язок мі-
шаної задачі (6),(7),(8а) у всій області В. 
 Таким же чином будуються розв’язки мішаних задач для рівняння віль-
них коливань струни у випадку крайових умов більш складного вигляду за (8а).  
 
 Геометричне зображення процесу вільних коливань 
скінченої струни. Розглянемо задачу: зобразити графічно профіль 
однорідної ( 1a ) струни довжини 6l  з нерухомо закріпленими кінцями при 

,12,1t  якщо коливання струни здійснюються тільки за рахунок початкового 
відхилення  

 Рис. 21 
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Визначити період Т коливань струни. 
 Розв’язання. Згідно з умовою задачі в області   )6;0(,0,  xtxtB  
потрібно знайти розв’язок рівняння вільних коливань струни 

  ,, xxtt UxtU                                                   (20) 
який справджує початкові 

    ],6;0[,0),0(,,0  xxUxxU t                              (21) 
та крайові умови 

.0,0)6,(,0)0,(  ttUtU                                     (22) 
 Для зображення розв’язку мішаної задачі (20)-(22) розглянемо задачу Ко-
ші (19), де )()(1 xx   при ],6;0[x  а на проміжках )0;(  і );6(   будуємо її 
наступним способом: продовжуємо функцію )(x  на відрізок ]12;6[  непарним 
чи-ном відносно прямої ,6x  а тоді одержаний на відрізку ]12;6[  графік 
продовжуємо непарним чином відносно прямої 12x  на відрізок ]18;12[  тощо. 
Аналогічно будується функція )(1 x  і на проміжку )0;(  (рис. 22). 
 

 
 Покажемо, що функція 

]6;0[),(),(  xxtZxtU                                          (23) 

є розв’язком мішаної задачі (20)-(22). Дійсно, функція ),,( xtU  визначена згідно 
(23), задовольняє рівняння (20) і початкові умови (21). При 12,1t  маємо: 
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Таким чином, за час 12t  цикл замкнувся, отже, період коливань струни 

.212 1 laT  Із графіків на рис. 23-25 видно, що функція ),,( xtU  визначена 
згідно з формулою (23), справджує і крайові умови (22), тобто вона є розв’яз-
ком мішаної задачі (20)-(22). 
 Розглянутий метод побудови профілю струни називається методом не-
парних відображень. У випадку, коли кінці струни вільні, тобто крайові умови 
мають вигляд ,0),()0,(  ltUtU xx  для побудови профілю струни в довільний 
момент часу застосовують метод парних відображень (здійснюють парне про-
довження графіків функцій). Якщо ж один із кінців струни вільний, а інший – 
нерухомо закріплений, то для графічного зображення доводиться комбінувати 
методи парного та непарного відображень. Зокрема, якщо крайові умови мають 
вигляд ,0),()0,(  ltUtU x  то початкові функції продовжують парно відносно 
прямої 0x  і непарно – відносно прямої .lx   
 
 Виконати завдання: 
11. Зобразити графічно розв’язок ),( xtU  мішаної задачі 

0)6,(,0)0,(
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     при t 1, 2, 3, … Дати фізичну інтерпретацію поставленої мішаної задачі. 
 
12. Зобразити графічно процес вільних коливань однорідної ( 3a ) скінченої 

струни довжини 3l  і знайти період коливань Т, якщо в початковий момент 
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часу струні була надана форма )(x  (рис. 26), після чого вона була відпуще-
на без початкової швидкості. Розглянути випадки, якщо: 

 а) кінці струни нерухомо закріплені; 
 б) кінці струни вільні; 
 в) лівий кінець струни нерухомо закріплений, а правий 

вільний; 
 г) правий кінець струни нерухомо закріплений, а лівий 

вільний. 
 
13. Зобразити графічно процес вільних коливань однорідної ( 2a ) скінченої 

струни довжини 3l  і знайти період коливань Т, якщо в початковий момент 
часу струна перебувала в спокої, а її точкам була надана початкова швид-
кість  









.31,0
,10,4

)(
x
x

x   

Розглянути випадки, якщо: 
 а) кінці струни нерухомо закріплені; 
 б) кінці струни вільні; 
 в) лівий кінець струни нерухомо закріплений, а правий вільний; 
 г) правий кінець струни нерухомо закріплений, а лівий вільний. 
 
 

§5. Метод відокремлення змінних 
 

 Одним з найпоширеніших методів інтегрування мішаних задач для дифе-
ренціальних рівнянь з частинними похідними є метод відокремлення змінних, 
або метод Фур’є. На жаль, цей метод не є універсальним. Його можна застосо-
вувати тільки до лінійних рівнянь деякого спеціального вигляду. 
 

а) Лінійні однорідні рівняння з однорідними крайовими 
умовами. Викладемо схему методу Фур’є для наступної мішаної задачі: в 
області  );0(),;0(|),( lxTtxt D  знайти розв’язок ),( xtU  рівняння 

  ,)()(
)(

1)()()( 



 



 UxqUxp
xxr

UtcUtbUta xttt                   (24) 

де ];0[)(),(),( TCtctbta  , ];0[)(),( lCxqxr  , 1
];0[)( lCxp  , причому ,0)( 0  ata  

,0)( 0  rxr  ,0)( 0  pxp  ,0)( xq  який справджує початкові умови 
],;0[),(),0(),(),0( lxxxUxxU t                             (25) 

а також крайові умови 
],;0[,0),(),(,0)0,()0,( 1010 TtltUltUtUtU xx             (26) 

де сталі ,0  ,1  ,0  1  такі, що ,02
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2
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 Рис. 26 
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Перший етап. Спочатку шукаємо нетривіальний розв’язок рівняння (24), 
який справджує крайові умови (26), у вигляді 

.0)()(),(  xXtYxtU                                           (27) 
 Підставивши (27) у рівняння (24) і відокремивши змінні, одержимо: 

 
.

)()(
)()()()(

)(
)()()()()()(

xXxr
xXxqxXxp

tY
tYtctYtbtYta dx

d 



              (28) 

 Оскільки ліва частина рівності (28) є функцією тільки аргументу ,t  а пра-
ва – тільки аргументу х, то рівність (28) можлива тоді й тільки тоді, коли ліва і 
права її частини рівні одній і тій самій сталій. Позначимо цю сталу через .  
Тоді маємо 

,0)(])([)()()()(  tYtctYtbtYta                               (29) 
  .0)()]()([)()(  xXxqxrxXxpdx

d                               (30) 
 Підставивши (27) у крайові умови (26), після скорочення на 0)( tY  має-
мо 

.0)()(,0)0()0( 1010  lXlXXX                           (31) 
 Таким чином, для визначення функції Х(х) ми прийшли до наступної за-
дачі Штурма-Ліувілля: знайти ті значення параметра λ (власні значення), при 
яких існують нетривіальні розв’язки (власні функції) крайової задачі (30),(31), а 
також знайти ці розв’язки. 
 Мають силу наступні твердження: 
1. Задача Штурма-Ліувілля (30),(31) має зліченну множину власних значень 

,...,,...,, 21 k  причому всі вони є дійсними. Якщо в крайових умовах (31) 
,100   а ,011   то всі ;0k  якщо ж ,100   ,01   ,01   то 

всі 0k . 
2. Кожному власному значенню k  відповідає єдина (з точністю до сталого 

множника) власна функція )(xX k . Вся сукупність власних функцій утворює 
послідовність ),...(),...,(),( 21 xXxXxX k  

3. Послідовність власних функцій  )(xX k  є ортогональною системою з вагою 
r(x) на відрізку ],;0[ lx  тобто для всіх Nji,   

j.idxxXxXxr
l

ji  при0)()()(
0

 

4. Теорема Стеклова. Всяка функція 2
];0[)( lCxf  , яка справджує крайові умови 

(31), розкладається в ряд Фур’є за системою  )(xX k  власних функцій задачі 
Штурма-Ліувілля (30),(31): 

,
)()(
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який збігається абсолютно і рівномірно на відрізку ];0[ lx . 
  
 Нехай задача Штурма-Ліувілля (30),(31) розв’язана, тобто знайдені власні 
значення k  і відповідні власні функції )(xX k , Nk . 
 Розглянемо рівняння (29) при .k  Через те, що ];0[)(),(),( TCtctbta   і 

,0)( 0  ata  то завжди існує фундаментальна система ),(1, tYk  )(2, tYk  частинних 
розв’язків рівняння (29). Тоді загальний розв’язок рівняння (29) є 

),()()( 2,1, tYBtYAtY kkkk                                            (32) 
де kA  і kB  – довільні сталі. 
 Підставимо знайдені власні функції )(xX k  і (32) в (27). Маємо: 

  .),()()(),( 2,1, N kxXtYBtYAxtU kkkkkk                         (33) 
 Складемо ряд із розв’язків (33): 

  .)()()(),(
1

2,1,





k
kkkkk xXtYBtYAxtU                               (34) 

 Якщо ряд (34) і ряди, що одержуються з нього двократним почленним 
диференціюванням по х і ,t  збігаються рівномірно, то сума цього ряду задо-
вольнятиме рівняння (24) і крайові умови (26). 
 
 Другий етап. Вибираємо довільні сталі kA  і kB  таким чином, щоб ряд 
(34) справджував і початкові умови (25). Для цього підставляємо (34) в (25), 
після чого дістанемо рівності вигляду 







1
),()(),0(

k
kk xxXxU                                         (35) 







1
),()(),0(

k
kkt xxXxU                                       (36) 

де 
).0()0(),0()0( 2,1,2,1, kkkkkkkkkk YBYAYBYA                  (37) 

 Вважаємо, що для функцій )(x  і )(x  виконані умови теореми Стекло-
ва. Тоді ці функції можна подати у вигляді (35), (36), якщо покласти 

.
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k
dxxXxr

dxxxXxr

dxxXxr

dxxxXxr
                  (38) 

 Підставивши знайдені згідно формул (38) значення k  і k  в (37), визна-
чаємо kA  і kB  (ці сталі визначаються однозначно, тому що визначник системи 
(37) відмінний від нуля). Визначивши kA  і kB  із (37) і підставивши знайдені 
значення в ряд (34), одержимо розв’язок поставленої мішаної задачі (24)-(26) 
(обґрунтування методу Фур’є див. [11], с. 148-159). 
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б) Інтегрування мішаної задачі у випадку неоднорідного 
рівняння. Розглянемо мішану задачу: в області D  знайти розв’язок ),( xtU  
рівняння 

  ),,()()(
)(

1)()()( xtfUxqUxp
xxr

UtcUtbUta xttt 



 



         (24а) 

який справджує умови (25), (26). 
 Розв’язок задачі (24а),(25),(26) шукаємо у вигляді 

),,(),(),( xtVxtZxtU                                            (39) 
де ),( xtZ  є розв’язком мішаної задачі (24)-(26), а ),( xtV  – розв’язок рівняння 
(24а), який справджує крайові умови (26) і однорідні початкові умови 

].;0[,0),0(,0),0( lxxVxV t                                 (25а) 
 Згідно викладеного вище ),( xtZ  визначається за формулою (34). Функцію 

),( xtV  шукаємо у вигляді 

,)()(),(
1







k
kk xXtYxtV                                           (40) 

де )(xX k  – власні функції задачі Штурма-Ліувілля (30),(31). Очевидно, що ряд 
(40) справджує крайові умови (26). Функції )(tYk  визначаємо таким чином, щоб 
ряд (40) задовольняв рівняння (24а) і початкові умови (25а). Надалі вважати-
мемо, що для ),( xtf , як функції змінної х, виконані умови теореми Стеклова. 
Отже, 

.
)()(

),()()(
)(де,)()(),(

0

2

0

1



 



l

k

l

k

k
k

kk
dxxXxr

dxxtfxXxr
tfxXtfxtf  

 Підставивши (40) в рівняння (24а) і початкові умови (25а), дістанемо 

.,0)0(,0)0(
),()(])([)()()()(

N


kYY
tftYtctYtbtYta

kk

kkkkk                           (41) 

 Таким чином, функції )(tYk  повинні бути розв’язками задач Коші (41). На 
підставі умов, накладених на коефіцієнти рівняння (24), для довільного фіксо-
ваного Nk  задача (41) завжди має єдиний розв’язок )(tYk . Підставивши знай-
дені )(tYk  в (40), а (40) в (39), одержимо шуканий розв’язок 

  .)()()()()(),(
11

2,1, 









k
kk

k
kkkkk xXtYxXtYBtYAxtU  

 
 в) Загальна мішана задача. Розглянемо мішану задачу: в області 
D  знайти розв’язок ),( xtU  рівняння (24а), який справджує початкові умови (25) 
і крайові умови 

].;0[),(),(),(),()0,()0,( 210110 TttltUltUttUtU xx     (26а) 
 Розв’язок задачі (24а),(25),(26а) шукаємо у вигляді 
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),,(),(),( xtxtWxtU                                            (42) 
де ),( xt  – довільна двічі неперервно диференційовна функція, для якої вико-
нуються крайові умови (26а). Наприклад, якщо ,100   ,011   то за 

),( xt  можна взяти функцію 
 .)()()(),( 12

1
1 ttxltxt    

 Підставивши (42) у (24а), (25) і (26а), приходимо до задачі визначення 
функції ),( xtW : 

  ),,()()(
)(

1)()()( 1 xtfWxqWxp
xxr

WtcWtbWta xttt 



 



  

                ],;0[),(),0(),(),0( 11 lxxxWxxW t                                           (43) 
                ],;0[,0),(),(,0)0,()0,( 1010 TtltWltWtWtW xx             
де 

  ),,()()()()()(
)(

1),(),(1 xttctbtaxqxp
xxr

xtfxtf tttx 



 



  

).,0()()(),,0()()( 11 xxxxxx t  
 Задача (43) інтегрується аналогічно до мішаної задачі (24а),(25),(26) (див. 
вище "Інтегрування мішаної задачі у випадку неоднорідного рівняння"). 
 
 г) Мішані задачі зі стаціонарними неоднорідностями. Мі-
шана задача вигляду 

  ),()()(
)(

1)()( xfUxqUxp
xxr

cUUtbUta xttt 



 



                      (24б) 

],;0[),(),0(),(),0( lxxxUxxU t                                                   (25) 
],;0[,),(),(,)0,()0,( 210110 TtltUltUtUtU xx             (26б) 

де с, ,1  2  – задані сталі, називається мішаною задачею зі стаціонарними 
неоднорідностями; вона є частинним випадком загальної мішаної задачі. Роз-
в’язок задачі (24б),(25),(26б) шукаємо у вигляді 

),(),(),( xxtWxtU                                              (44) 
де функція )(x  (статичний прогин) визначається з крайової задачі 

 

.)()(,)0()0(

),()()()()(
)(

1)(

210110 





 

ll

xfxxqxxp
dx
d

xr
xc

                      (45) 

 Якщо розв’язок крайової задачі (45) існує, то для знаходження функції 
),( xtW  дістанемо задачу 

  ,)()(
)(

1)()( 



 



 WxqWxp
xxr

cWWtbWta xttt  

                         ],;0[),(),0(),()(),0( lxxxWxxxW t   
                         ],;0[,0),(),(,0)0,()0,( 1010 TtltWltWtWtW xx   
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аналогічну до мішаної задачі (24)-(26) (див. "Лінійні однорідні рівняння з одно-
рідними крайовими умовами"). Якщо ж крайова задача (45) не має розв’язку, то   
задачу (24б),(25),(26б) слід інтегрувати як загальну мішану задачу (див. вище).
  

ПРИКЛАД 1. Вивчити вільні коливання однорідної струни, закріпленої 
на кінцях 0x  і ,lx   якщо в початковий момент часу вона мала форму 

),(),0( xxU   а початкова швидкість точок струни рівна ).(x  Дати фізичну ін-
терпретацію одержаного розв’язку. 

Розв’язання. Описаний процес коливань однорідної струни приводить до 
наступної мішаної задачі: в області   );0(),;0(, lxTtxt D  знайти роз-
в’язок ),( xtU  рівняння 

xxtt UaU 2                                                      (46) 
при початкових умовах (25) і крайових умовах 

].;0[,0),(,0)0,( TtltUtU                                      (47) 
 Рівняння і крайові умови однорідні. Отже, маємо випадок а). 

Перший етап. Шукаємо нетривіальний розв’язок рівняння (46), який за-
довольняє крайові умови (47), у вигляді (27): 

      .0,  xXtYxtU  
 Підставимо (27) у рівняння (46) та крайові умови (47). Одержимо: 

    ;,02 consttYatY                                      (48) 
   
    







.0,00
,0

lXX
xXxX

                                              (49) 

Дослідимо задачу Штурма-Ліувілля (49). 
 1. При 0  загальний розв’язок рівняння з (49) запишеться у вигляді 
  .21

xx eCeCxX    Підставивши його в крайові умови, одержимо ліній-
ну однорідну систему відносно невідомих сталих С1 і С2: 










 .0

,0

21

21

eCeC

CC
 

 Оскільки при 0  визначник цієї системи ,0sh2   то 
,021 CC  а отже,   0xX  і 0  не є власним значенням. 

 2. Нехай .0  Тоді   43 CxCxX   і з крайових умов одержимо: 








,0
,0

43

3

ClC
C

 

звідки ,043 CC  а тому   0xX  і 0  також не є власним значенням. 
 3. При 0  загальний розв’язок рівняння з (49) можна подати у вигляді 
  .sincos 65 xCxCxX   Крайові умови дають: 









.0cossin

,0

56

5

lClC

C
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Отже, щоб одержати нетривіальний розв’язок задачі (49), слід знайти ті значен-
ня параметру λ, при яких 0sin l , тобто 

  ,2
l
n

n
  

де п – довільне натуральне (адже 0l ) число. Цим власним значенням 
відповідають власні функції 

  .N,sin   nxCxX l
n

nn  
 Підставивши знайдені значення n  у рівняння (48) і зінтегрувавши його, 
одержимо: 

  N,,sincos   ntttY l
na

nl
na

nn  
де А, В – довільні сталі. Підставляємо знайдені функції )(xX n  і )(tYn  в (27): 

    .N,,,sinsincos,   nCBCAxtBtAxtU nnnnnnl
n

l
na

nl
na

nn  
 В силу лінійності й однорідності рівняння (46) сума частинних розв’язків 

   




 
1

sinsincos,
n

l
n

l
na

nl
na

n xtBtAxtU                          (50) 

також буде розв’язком рівняння (46) і справджуватиме крайові умови (47).  
Другий етап. Визначаємо сталі nA  і nB  так, щоб для ряду (50) виконува-

лися початкові умови (25) 
].;0[),(),0(),(),0( lxxxUxxU t   

При цьому вважаємо, що )(x  неперервна разом з похідними до третього 
порядку включно і ,0)()0()()0(   ll  а )(x  – неперервна разом з 
похідними до другого порядку включно і .0)()0(  l  Маємо: 

     









 
11

).(sin,0),(sin,0
n

l
n

nl
na

t
n

l
n

n xxBxUxxAxU  

 З останніх рівностей випливає, що 

 


 
l

l
n

n

l

l
n

n d
na

Bd
l

A
00

.sin)(2,sin)(2  

 Підставивши знайдені коефіцієнти в ряд (50), одержимо шуканий розв’я-
зок мішаної задачі (46),(25),(47). 

Фізична інтерпретація розв’язку. Покладемо ,22
nnn BA   .tg

n

n
B
A

n   

Тоді (див. [11], с. 135-137) 
 .sinsin),( nl

na
l
n

nn txxtU                                    (51) 
Із формули (51) видно, що всі точки струни здійснюють гармонічні коли-

вання з однією й тією ж частотою 1 naln  і фазою .n  Амплітуда коливань 
залежить від абсциси х точки струни й рівна .sin xl

n
n

  При такому коливанні 
всі точки струни одночасно досягають максимального відхилення в той чи 
інший бік і одночасно проходять положення рівноваги. Такі коливання струни 
називаються стоячими хвилями. 
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Стояча хвиля ),( xtUn  матиме стільки нерухомих на протязі всього проце-
су точок, скільки коренів має рівняння 0sin  xl

n  на проміжку ].;0[ lx  Таких 

точок буде 1n : ,n
mlx   .,0 nm   Нерухомі точки називаються вузлами стоячої 

хвилі. Посередині між вузлами розташовуються точки, в яких відхилення дося-
гають максимуму; такі точки називаються пучностями. 

Кожна струна може мати власні коливання лише строго визначених час-
тот 1 naln . Ці частоти називаються власними частотами струни. 

Висота тону звучання струни залежить від частоти коливань. Частота 
11

1
  l  (Τ – сила натягу, ρ – густина, 21 a  ) називається частотою 

основного тону. Інші тони, які відповідають частотам, кратним ,1  назива-
ються обертонами. 
 Розв’язок (51) є суперпозицією стоячих хвиль. При цьому характер зву-
чання струни (тон, сила звуку, тембр) залежатиме від співвідношення між ам-
плітудами окремих обертонів. 
 
 Зауваження. При розв’язуванні задач типу а)-г) слід звертати особливу 
увагу на коректність постановки (узгодженість початкових і крайових умов), а в 
задачах типу а) та б) враховувати виконання умов теореми Стеклова для почат-
кових функцій та вільного члена в рівнянні. Адже невиконання зазначених 
умов означає, що для заданої мішаної задачі метод Фур’є незастосовний (див. 
[11] теореми обґрунтування методу Фур’є для рівнянь гіперболічного типу). 
 
 ПРИКЛАД 2. За допомогою методу Фур’є розв’язати мішану задачу: 

  ,0,0,12 122 lxtxllxxtUUaU tl
a

xxtt                 (52) 
,0),(),0(,0),0( lxlxxxUxU t                                            (53) 

.0,0),(),()0,(  tltUttU                                                           (54) 
 Розв’язання. Рівняння (52) і крайові умови (54) неоднорідні, отже, маємо 
загальну мішану задачу. Шукаємо розв’язок у вигляді (42): 

),,(),(),( xtxtWxtU   
де 

    ).(1.)(0)(),( 11 txltxltxt                            (55) 
 Підставивши (42) у (51), (52) і (53), з урахуванням (54) дістанемо 

    ,2)()(12 12 tttxllxtxWWaW l
a

tl
a

xxtt             (52а) 

    ),()0(1),0(),0(1),0( 11 lxxxlxWxlxW t                (53а) 
.0),(,0)0,(  ltWtW                                                                         (54а) 

 Крайові умови (54а) і початкові умови (53а) будуть узгодженими тільки 
при .0)0()0(   Вільний член рівняння (52а) задовольнятиме умови тео-
реми Стеклова, якщо .02)()(    ttt l

a  Отже, до задачі (52а)-(54а) метод 
Фур’є застосовний лише в тому випадку, коли )(t  є розв’язком задачі Коші 
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,0)0()0(,02)()(    ttt l
a  

звідки 

.
)(

21
)(

2)( 2

22

3

3

a
tl

a
lte

a
lt tl

a











 




                                (56) 

 Тоді задача для ),( xtW  набуде вигляду 
 ,22 lxtxWWaW tl

a
xxtt                                    (52б) 

),(),0(,0),0( lxxxWxW t                                 (53б) 
.0),(,0)0,(  ltWtW                                               (54б) 

 Рівняння (52б) неоднорідне, а крайові умови (54б) однорідні, отже, маємо 
випадок б). Розв’язок задачі (52б)-(54б) шукаємо згідно формули (39): 

),,(),(),( xtVxtZxtW   
де 

  ,)()()(),(
1

2,1,





n
nnnnn xXtYBtYAxtZ  

а )(xX n  – власні функції задачі Штурма-Ліувілля (49). 
 Функції )(1, tYn  і )(2, tYn  визначаємо з рівняння 

  .0)()()( 2
  tYtYtY nl

na
nl

a
n  

 Його характеристичне рівняння 
  022  

l
na

l
a rr  

має корені     ,2
2

4
12

22,1 nl
a

l
a

l
a iqnr    де .4

12   nq l
a

n  Тому 

,cos)( 2
1, tqetY n

t
n

l
a  ,sin)( 2

2, tqetY n
t

n
l
a  а 

  .sinsincos),(
1

2 




 


n
l
n

nnnn
t xtqBtqAextZ l

a

                     (57) 

 Шукаємо коефіцієнти nA  і nB  так, щоб ряд (57) задовольняв і початкові 
умови (53б). При 0t  маємо 

 



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 
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а отже, ,0nA  ;,1 n   ,1)1(
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4sin)(2
3

2

0
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
   n
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l
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







 kkn

qn
l

kn
B

n

n  

 Отже, 

 
.sinsin
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2
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
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 Функцію ),( xtV  шукаємо у вигляді 

,sin)(),(
1






n

l
n

n xtYxtV                                           (59) 

де функції )(tYn  є розв’язками задач Коші 

 








 

,,0)0(,0)0(

),()()()( 2

НnYY
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nn
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n                                (60) 

причому 

 












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,2,0
sin4)(
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2 kkn
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l
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 Зінтегрувавши задачі Коші (60) і підставивши знайдені функції )(tYn  в 
(59), а потім, згідно з (39), вирази (58), (59) і (55) в формулу (42), одержимо 
розв’язок вихідної мішаної задачі (52)-(54) 

 
 

,sin)(sinsin8)(1),(
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letxlxtU  

де )(t  визначається формулою (56). 
 
 ПРИКЛАД 3. Знайти розв’язок мішаної задачі 

,0,0,322 lxtxUaU xxtt                                 (61) 
,0,0),0(,0),0( lxxUxU t                                     (62) 

.0,0),(,0)0,(  tltUtU x                                             (63) 
 Розв’язання. Рівняння (61) неоднорідне, однак вільний член 32)(  xxf  
не залежить від часу. Отже, мішана задача (61)-(63) є задачею зі стаціонарними 
неоднорідностями – маємо випадок г). Шукаємо розв’язок ),( xtU  у вигляді (44) 

),(),(),( xxtWxtU   
де )(x  є розв’язком крайової задачі 

,0,032)(2 lxxxa                                       (64) 
,0)(,0)0(  l                                                         (65) 

а для визначення ),( xtW  одержуємо мішану задачу 
                                     ,0,0,2 lxtWaW xxtt                                           (61а) 

,0,0),0(),(),0( lxxWxxW t                          (62а) 
                                     .0,0),(,0)0,(  tltWtWx                                         (63а)                       
 Знаходимо розв’язок крайової задачі (64),(65). Маємо: 

.)92(
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)( 212

2
CxCx

a
xx   
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 Підставивши знайдений загальний розв’язок рівняння (64) у крайові умо-
ви (65) і визначивши сталі С1 і С2, одержимо 

).92(
6

)92(
6

)( 2

2

2

2
 l

a
lx

a
xx                                  (66) 

 Розв’язок мішаної задачі (61а)-(63а) шукаємо за допомогою методу Фур’є 
у вигляді (27): 

      .0,  xXtYxtW  
 Підставивши (27) у рівняння (61а) та крайові умови (63а) і відокремивши 
змінні, одержимо: 

    ;,02 consttYatY                                     (67) 
   
    
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


.0,00
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lXX
xXxX

                                           (68) 

 Дослідивши задачу Штурма-Ліувілля (68), дістанемо власні значення та 
власні функції у вигляді 

.,,cos)(,
2

12
2

12
2

N



 


  nconstCxCxX

l
n

nl
n

nnn            (69) 

 Підставивши знайдені власні значення у рівняння (67) і зінтегрувавши 
його, дістанемо 

  N,,sincos 2
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n
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n
nn                           (70) 

де n , n  – довільні сталі. Підставимо (69) та (70) в (27) і просумуємо. Тоді 
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n xatBatAxtW                 (71) 

де ,nnn CA   .nnn CB   
Коефіцієнти nA  і nB  визначаємо з початкових умов (62а): 
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звідки ,0nB  а 
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 Підставивши знайдені коефіцієнти в (71), а потім (71) і (66) – у формулу 
(44), одержуємо розв’язок поставленої мішаної задачі (61)-(63): 
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 Зауваження. Метод відокремлення змінних в окремих випадках може 
бути використаний і при побудові розв’язків мішаних задач для хвильових 
рівнянь у багатовимірному просторі (коливання мембрани тощо). 
 
 Розв’язати задачі: 
14. Вивчити процес вільних коливань однорідної струни довжини ,2l  лівий 

кінець 0x  якої вільний, а правий 2x  нерухомо закріплений, якщо в по-
чатковий момент часу струна займала прямолінійне положення, а початкова 
швидкість її точок рівна .4)( 2xx   Дати фізичну інтерпретацію одержа-
ного розв’язку. 

15.  Вивчити процес вільних коливань однорідної струни довжини ,l  у якої лі-
вий кінець вільний, а правий  пружно закріплений )1( 1  h , якщо в 
початковий момент часу відхилення точок струни задане функцією 

),3()2()( 223 llxlxx   
     а їх швидкість рівна нулеві. 
16.  Дослідити процес коливань однорідної струни довжини l  з вільними кінця-

ми, якщо на струну діє неперервно розподілена зовнішня сила інтенсивності 
,sin tA  де .constA   Початкові відхилення та швидкості відсутні. 

17. Знайти закон коливань однорідної )2( a  струни довжини l , яка піддається 
дії неперервно розподіленої сили інтенсивності tAxtf cos),(  , ,constA   
якщо лівий кінець струни рухається по закону tAt cos)(  , а правий кінець 
вільний. У початковий момент часу 0t  зміщення точок струни описується 
функцією Alxxx  2)( 2 , а їх початкова швидкість рівна нулеві. 

18. В області  )1;0(,0|),(  xtxtD  знайти розв’язок рівняння 
xUU xxtt 325,0   

      при початкових і крайових умовах 
                                   ,10,0),0(,),0( 0  xxUqxU t  

).(0,)1,()0,( 00 constqtqtUtU   
19. Дати фізичну інтерпретацію та знайти розв’язки наступних мішаних задач: 

а) ,),;0(,0,cos 2
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t
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     б) ),;0(,0,2sin2 lxttUaU xxtt   
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     г) ),5;0(,0,sin16 10
7   xtxUU xxtt  

         
.0,0)5,(,0)0,(

],5;0[,0),0(,0),0(



ttUtU
xxUxU

x

t  

20. Нехтуючи реакцією навколишнього середовища, визначити поперечні коли-
вання прямокутної мембрани ],;0[ bx  ];0[ cy  з нерухомо закріпленим 
краєм, якщо 

      а) мембрана коливається тільки за рахунок початкового відхилення її точок, 
яке рівне yx cb

  sinsin ; 
      б) коливання викликані неперервно розподіленою по мембрані поперечною 

силою з густиною .sin)(),,( 2 ybxxeyxtf c
t    

21. Зінтегрувати мішані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
      а) ),;0(),;0(,0),,,( cybxtyxtfUUU yyxxtt   

          
,0,sin)(),,(,0)0,,(),,(),0,(

],;0[],;0[,0),,0(,0),,0(



ttbxtxcxtUxtUybtUytU

cybxyxUyxU

y

t  

          де   .sin2cos])(1)[(2),,( 22 tbxxtytcybxxyyxtf   
      б)   ),1;0(),;0(,0,sin2cos2  yxtyxUUaU yyxxtt  

          
 
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в) ),;0(),4;0(,0),14(2 2  yxtxxAtUUU yyxxtt  

          

.],;0[,0,16),4,(,0),0,(
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],;0[],4;0[,cossin),,0(,0),,0( 2
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

  

22. Вивчити радіальні коливання пружного газу в сферичному резонаторі, стін-
ки якого є ідеально відображаючими (тобто 0


Sn

U
 ), якщо задані почат-

кові значення потенціалу швидкостей і його похідної по часу: 
].;0[,0),0(),(),0( RrrUrrU t   

23. Кругла однорідна мембрана радіуса R, закріплена на краї, знаходиться в 
стані рівноваги при натязі Т. В момент часу 0t  до мембрани прикладений 
нормальний тиск Р на одиницю площі. Знайти закон коливань мембрани. 

24. Вивчити власні коливання однорідної кругової мембрани радіуса R, яка 
нерухомо закріплена на краї, якщо в початковий момент часу вона має 
форму параболоїда обертання  221),0(  RrArU , де ,constA  а початкові  
швидкості її точок рівні нулеві. 

     Вказівка. Метод Фур’є для задач типу №№22-24 див. у [15], розділ V, §3.  
ВАРІАНТИ ІНДИВІДУАЛЬНИХ ЗАВДАНЬ ДО РОЗДІЛУ ІІІ 
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Варіант 1. 
1.  Зобразити графічно розв’язок ),( xtU  мі-

шаної задачі 

     
00)6,(,0)0,(

],6;0[),(),0(,0),0(
),6;0(,0,






ttUtU
xxxUxU

xtUU

xx

t

xxtt

 

     при t 1, 2, 3, …, якщо функція )(x  має вигляд, зображений на рис. 27. Да-
ти фізичну інтерпретацію поставленої мішаної задачі. 

2. Однорідна струна, кінці якої нерухомо закріплені в точках 0x   і  ,lx   
відтягнута в початковий момент часу в точці ,cx   ,0 lc   на величину h і 
відпущена без початкової швидкості. Визначити зміщення ),( xtU  довільної 
точки струни та дати фізичну інтерпретацію одержаного результату. 

3. Дати фізичну інтерпретацію поставленої мішаної задачі та знайти її роз-
в’язок: 

      ),1;0(),1;0(,0),,,(),,(  yxtyxtfyxtUU tt  

      

],1;0[,0,0)1,,(),1()0,,(
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      де ).1)(1)((2)2(2),,( 2  yxyxxyyxtyxtf  
 
Варіант 2. 
1.  Зобразити графічно профіль однорідної )1( a  напівнескінченої струни з не-

рухомо закріпленим кінцем при 25,3t  та ,25,4t  якщо струна коливається 
тільки за рахунок початкового відхилення її точок, яке рівне 















.54,5
,43,3

),;5[)3;0[,0
),0(

xx
xx

x
xU



 

2. Дати фізичну інтерпретацію поставленої мішаної задачі та знайти її розв’я-
зок: 

.0,2)3,(,0)0,(
],3;0[,2),0(,0),0(

),3;0(,0),,(3




 

tttUtU
xxUxU

xtxtUUU

x

t

txxtt

 

3. В прямокутній мембрані ],;0[ bx  ];0[ cy  краї 0x  і cy   вільні, а інші – 
жорстко закріплені. Нехтуючи реакцією навколишнього середовища, знайти 
поперечні коливання мембрани, викликані початковим відхиленням 

,sin)(),( 2
92 ybxAxyx c
  .constA   

Варіант 3. 

0 3 1 

1 

 x 

 ),0( xU t  Рис. 28 

0 3 5 

1 

 x 

 ψ(х) Рис. 27 
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1. Зобразити графічно профіль однорідної )1( a  напівнескінченої струни з 
нерухомо закріпленим кінцем при 5,3t  і ,5,4t  якщо струна колива-ється 
тільки за рахунок початкової швидкості її точок, яка зображена на рис. 28. 

2.  Дати фізичну інтерпретацію поставленої мішаної задачі та знайти її розв’я-
зок: 

.0,0)1,(,0)0,(
],1;0[,0),0(,0),0(

),1;0(,0,sin),(25,0






ttUtU
xxUxU

xtxxtUUU

xx

t

xxtt

 

3. Знайти закон коливань однорідної )( ba   прямокутної мембрани ],;0[ bx  
];0[ cy , якщо краї 0x  і bx   нерухомо закріплені, а на двох інших краях 

,sin),,()0,,( xhcxtUxtU b
  .consth   В початковий момент часу мембрана 

мала форму ,sin),,0( xhyxU b
  а швидкість усіх її точок задавалася функ-

цією ,sinsin0 yxv cb
  .0 constv   Інтенсивність зовнішніх сил рівна 

  xhcyyyxtf b
 sin),,( 22 . 

 
Варіант 4. 
1.  Зобразити графічно профіль однорідної )1( a  напівнескінченої струни з 

вільним кінцем при 5,3t  та ,5,4t  якщо коливання здійснюються тільки 
за рахунок початкового відхилення її точок, яке рівне 















.54,5
,43,3

),;5[)3;0[,0
),0(

xx
xx

x
xU



 

2. Вивчити вільні коливання однорідної струни, закріпленої на кінцях 0x   і  
,lx   якщо в початковий момент часу струна знаходилася в спокої, а її 

точкам на проміжку );0();( l  надана стала початкова швидкість .0v  Да-
ти фізичну інтерпретацію одержаного результату. 

3. Дати фізичну інтерпретацію поставленої мішаної задачі та знайти її розв’я-
зок: 

),1;0(),1;0(,0),1sh(sh2  yxtyytUUU yyxxtt  

                  
].1;0[,0,0)1,,(,0)0,,(

],1;0[,0,0),1,(,0),0,(
],1;0[],1;0[,0),,0(,0),,0(






xtxtUxtU
ytytUytU

yxyxUyxU

xx

t

 

  
 
 
Варіант 5. 
1. Зобразити графічно профіль однорідної )1( a  

напівнескінченої струни з вільним кінцем при 

0 4 2 

1 

 x 

 ),0( xU t  Рис. 29 
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5,3t  і ,5,4t  якщо струна коливається тільки за рахунок початкової 
швидкості її точок, яка зобра-жена на рис. 29. 

2.  Знайти розв’язок мішаної задачі: 

.0,0)2,(,0)0,(
],2;0[,0),0(),2(),0(

),2;0(,0),,()1(2)1(4 21




 

ttUtU
xxUxxxU

xtxtUxUxUU

t

xxxtt

 

      Вказівка. Ввести заміну: ).,()1(),( 2 xtZxxtU   
3.  Вивчити поперечні коливання прямокутної мембрани ],;0[ bx  ];0[ cy  із 

нерухомо закріпленим краєм, які викликані неперервно розподіленою по 
мембрані і перпендикулярною до її поверхні зовнішньою силою з густиною 

,sinsin)sh(sh),,( 2 tybxxyxtf c    ,0t  const , де ρ – поверхнева 
густина маси мембрани, вважаючи, що реакцією навколишнього середовища 
можна нехтувати. 

 
Варіант 6. 
1.  Напівнескінчена однорідна )1( a  струна коливається тільки внаслідок дії на 

кінець 0x  сили, рівної t2sin . Визначити положення точок струни в до-
вільний момент часу t . Зобразити профіль струни при  t 1, 2, 3, 4. 

2. Дати фізичну інтерпретацію поставленої мішаної задачі та знайти її розв’я-
зок: 

.0,0),(,0)0,(
],;0[,0),0(,0),0(

),;0(,0,)(2),( 2






tltUtU
lxxUxU

lxtlxtxxtUUU

x

t

xxtt

 

3.  Однорідна квадратна мембрана, яка в початковий момент часу 0t  має фор-
му ),)(( ybxbAxy   де constA  , b – довжина сторони мембрани, почала 
коливатися без початкової швидкості. Дослідити вільні коливання мембра-
ни, закріпленої по контуру. 

 
Варіант 7. 
1.  Вивчити процес вільних коливань одно-

рідної )1( a  скінченої струни довжини 
6l  з нерухомо закріпленими кінцями 

(зобразити графічно профіль струни при  
t 1, 2, 3, … і знайти період коливань), 

якщо в початковий момент часу вона займала прямолінійне положення, а 
початкова швидкість точок струни має вигляд, зображений на рис. 30. 

2.  Вивчити вимушені поперечні коливання однорідної струни, яка закріплена 
на кінці 0x , а на кінці lx   піддається дії збурюючої гармонічної сили, що 
викликає зміщення, рівне ,sin tA   ., constA   Початкове відхилення точок 
струни рівне нулеві, їх початкова швидкість рівна 1lAx , а сумарна інтен-

0 2 5 

1 

 x 

 Ut(0,x) Рис. 30 

6 



 < 94 >

сивність зовнішніх сил описується функцією tlx   sin222 . Дати фізичну 
інтерпретацію одержаного розв’язку. 

3.  Дати фізичну інтерпретацію поставленої мішаної задачі та знайти її розв’я-
зок: 

                    ),2;0(),1;0(,0,25,0  yxtUUU yyxxtt  

                  
].1;0[,0,0)2,,(,0)0,,(
],2;0[,0,0),1,(,0),0,(

],2;0[],1;0[,cos)2(),,0(,0),,0( 4
9




 

xtxtUxtU
ytytUytU

yxyxxyxUyxU

y

x

t

 

 
Варіант 8. 
1. Напівнескінчена однорідна )1( a  струна коливається тільки внаслідок дії 

сили на кінець 0x , яка викликає його зміщення, рівне t2sin . Визначити 
положення точок струни в довільний момент часу t . Зобразити профіль 
струни при  t 1, 2, 3, 4. 

2. Дати фізичну інтерпретацію поставленої мішаної задачі та знайти її розв’я-
зок: 

.0,0),(,0)0,(5,0)0,(
],;0[,0),0(,0),0(

),;0(,0,6),(2





tltUtUtU
lxxUxU

lxtxtUaU

x

t

xxtt

 

3. Знайти поперечні коливання однорідної прямокутної мембрани ],;0[ bx  
];0[ cy , закріпленої нерухомо по контуру, які викликані початковою швид-

кістю ),)((),,0( ycxbAxyyxU t   де constA  . Опором навколишнього се-
редовища нехтувати. 

 
Варіант 9. 
1. Зобразити графічно профіль однорідної )1( a  напівнескінченої струни з не-

рухомо закріпленим кінцем при t 1, 2, 3, 4, 5, якщо струна коливається 
тільки за рахунок початкового відхилення її точок, яке рівне 









].4;2[,)3(22

),;4()2;0[,0
),0( 2 xx

x
xU


 

2. Знайти розв’язок ),( xtU  мішаної задачі: 

.0,0),(,0)0,(
],2;0[,0),0(,0),0(

),2;0(,0,chth 2
1

2




 

tltUtU
xxUxU

xtxxUnUU

x

t

n
x

n
xxtt

 

     Вказівка. Ввести заміну: ).,(ch),( 2 xtUxxtZ n    
3. Знайти поперечні коливання однорідної прямокутної мембрани ],;0[ bx  

];0[ cy  із закріпленим краєм, які викликані неперервно розподіленою по 
мембрані й перпендикулярною до її поверхні силою з густиною 
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,cos))((),,( tcybxxyyxtf   ,0t  const , 
     де ρ – поверхнева густина маси мембрани, вважаючи, що реакцією навко-

лишнього середовища можна нехтувати.  
 
Варіант 10. 
1. Напівнескінчена однорідна струна з нерухомо закріпленим кінцем коли-

вається тільки за рахунок початкового відхилення, яке рівне 



















,32),3(
,2),(

),;3[);0[,0
),0(

1

1

cxcxchc
cxccxhc
ccx

xU


 

     де 0,  constch . Зобразити профіль струни в моменти часу: a
ct  , a

ct 2
3 , 

a
ct 2 , a

ct 2
7 . 

2. Дати фізичну інтерпретацію поставленої мішаної задачі та знайти її розв’я-
зок: 

 

.0,0),(,0)0,(
],;0[,0),0(,0),0(

),;0(,0,),( 222






tltUtU
lxxUxU

lxttlxxtUU

x

t

xxtt

 

3.  Нехтуючи реакцією навколишнього середовища, визначити поперечні коли-
вання однорідної прямокутної мембрани ],1;0[x  ];0[ y , краї 0x  і 1x  
якої вільні, а інші – нерухомо закріплені, під дією неперервно розподіленої 
по мембрані зовнішньої сили інтенсивності ,0 constP   якщо початкові від-
хилення точок мембрани відсутні, а їх початкова швидкість рівна .2 yy   

 
Варіант 11. 
1. Напівнескінчена однорідна струна з нерухомо закріпленим кінцем 0x  

знаходиться в прямолінійному положенні рівноваги. В момент часу 0t  
вона ударяється молоточком, який має ширину h, на відстані constc   від 
точки закріплення. Головка молоточка сконструйована таким чином, що 
початкова швидкість, надана струні, буде максимальною біля центру голов-
ки і рівна нулеві біля її країв; крива початкової швидкості цієї частини 
струни має вигляд: )(cos),0( 0 cxvxU ht    при ,|| 2

hcx   де ,0 constv   
.2cconsth   Визначити форму струни при .0t   

2.  Дати фізичну інтерпретацію поставленої мішаної задачі та знайти її розв’я-
зок: 

.0,0),(,0)0,(
],;0[,0),0(,0),0(

),;0(,0),(),(






tltUtU
lxxUxU

lxtlxlxxtUU

x

t

xxtt

 

3. Дослідити процес вільних коливань однорідної прямокутної мембрани 
],1;0[x  ]2;0[y , краї 0x  і 0y  якої вільні, а інші – нерухомо закріплені, 
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якщо коливання відбуваються тільки внаслідок початкового відхилення її 
точок, яке рівне ).2)(1(),,0( 22 yxyxyxU   

 
Варіант 12. 
1.  По пружному напівнескінченому стержню при 0t  поширюється хвиля 

деформації, яка рухається вліво: 









 .0
),3;0(,0

,3),3sin(
),( t

tx
txtx

xtU  

     Кінець стержня 0x  пружно закріплений:  .0,)0,()0,( 2
3
2   tetUtU t

x  
     Вивчити процес поздовжних коливань даного стержня при .0t  
     Вказівка. Із умови задачі випливає, що при 0t  потрібно знайти розв’язок   

мішаної задачі: 

.0,)0,()0,(

,0,cos3),0(,sin),0(
,0,0),,(9

2
3
2 




 tetUtU

xxxUxxU
xtxtUU

t
x

t

xxtt

 

2.  Вивчити вимушені коливання однорідної струни, закріпленої на кінцях 0x   
і  ,lx   без початкових зміщень і швидкостей, якщо на струну діє рівномірно 
розподілена сила з густиною constA  . Дати фізичну інтерпретацію одер-
жаного результату. 

3.  Дати фізичну інтерпретацію мішаної задачі та знайти її розв’язок: 
,),1;0(,,0,sinsin)1( 2

32 constyxttyxxUUU yyxxtt    

         
.0,0||||

],1;0[],1;0[,0),,0(,0),,0(

1010 


 tUUUU
yxyxUyxU

yyyxxx

t  

 
Варіант 13. 
1.  Дати фізичну інтерпретацію поставленої мішаної задачі: 

,0,0)0,(

,0,0),0(
),;3(]1;0[,0

],3;1[),1(sin2),0(

,0,0),,(

2
















ttU

xxU
x

xxxU

xtxtUU

x

t

xxtt


 

     і зобразити графічно її розв’язок  в моменти часу t 1, 2, 3, 4, 5. 
2.  Вивчити вимушені коливання однорідної струни, закріпленої на кінці lx    і  

вільної на кінці ,0x  на яку в момент часу 0t  починає діяти стала сила 
ρg, ρ – лінійна густина струни. Початкові відхилення та швидкість точок 
струни рівні нулеві. Дати фізичну інтерпретацію одержаного результату. 

3.  Дати фізичну інтерпретацію мішаної задачі та знайти її розв’язок: 
  ),1;0(),1;0(,0,2

3
42  yxtxUUaU yyxxtt  
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  .0,2|,0|||

],1;0[],1;0[,0),,0(,0),,0(
2

1100 



 ttUUUUU

yxyxUyxU

xxyyyyx

t
 

 
Варіант 14. 
1.  Дати фізичну інтерпретацію поставленої мішаної задачі: 

,0,0)0,(

,0,0),0(
),;3(]1;0[,0

],3;1[),2(cos2),0(

,0,0),,(

2
















ttU

xxU
x

xxxU

xtxtUU

t

xxtt


 

     і зобразити графічно її розв’язок  в моменти часу t 1, 2, 3, 4, 5. 
2.  Вивчити процес коливань однорідної струни довжини l, правий кінець lx   

якої вільний, а лівий 0x  закріплений, якщо вона коливається тільки внас-
лідок дії неперервно розподіленої вздовж струни зовнішньої сили інтенсив-
ності xtxtf l2

7sin),(  . 
3.  Дати фізичну інтерпретацію поставленої мішаної задачі та знайти її розв’я-

зок: 
  ),2;0(),2;0(,0),2(5,02 222  yxtyyxxtUUaU yyxxtt  

         
].2;0[,0,0)2,,(,0)0,,(

],2;0[,0),2(),2,(,0),0,(

],2;0[],2;0[,0),,0(,0),,0(
2







xtxtUxtU
ytyytytUytU

yxyxUyxU

x

t

 

 
Варіант 15. 
1. Однорідна напівнескінчена струна з вільним кінцем 0x  знаходиться в 

прямолінійному положенні рівноваги. В початковий момент часу по струні в 
точці cx   б’є молоточок, який надає точкам струни початкову швидкість 










 



,||,0
,||,

),0(
2

20

h

h
t cx

cxconstv
xU   де  ,consth   h

  – ширина молоточка. 

     Зобразити графічно профіль струни в моменти часу t 1, 2, 3, 4, 5.  
2.  Знайти закон вільних коливань однорідної струни довжини l, правий кінець 

lx   якої вільний, а лівий 0x  закріплений, якщо в початковий момент 
часу струні було надано форму кривої xlx l2sin01,0)(  , після чого струна 
була відпущена без початкової швидкості.  

3.  Дати фізичну інтерпретацію поставленої мішаної задачі та знайти її розв’я-
зок: 

  ),1;0(),1;0(,0,)1)(32( 222  yxtyxyxUUaU yyxxtt  
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].1;0[,0,0)1,,(,0)0,,(

],1;0[,0,0),1,(,0),0,(
],1;0[],1;0[,0),,0(,0),,0(






xtxtUxtU
ytytUytU

yxyxUyxU

y

xx

t

 

 
Варіант 16. 
1.  Методом характеристик знайти розв’язок ),( xtU  мішаної задачі 

,0,1)0,()0,(
,0,2cos),0(,ch),0(

,0,0,4






tttUtU
xxxUxxU

xtUU

x

t

xxtt

 

     та дати її фізичну інтерпретацію. 
2.  Знайти закон коливань однорідної струни, закріпленої на кінцях lx  , 

lx  , якщо в початковий момент часу струна мала форму параболи, симет-
ричної відносно центра струни, причому максимальне початкове зміщення 
струни рівне h, а початкова швидкість її точок рівна нулеві. Дати фізичну 
інтерпретацію одержаного розв’язку. 

3. Дослідити процес вільних коливань однорідної прямокутної мембрани 
],2;0[x  ]1;0[y , два краї якої 0x  і 2x  вільні, а інші два – нерухомо 

закріплені, якщо коливання мембрани здійснюються тільки за рахунок по-
чаткового відхилення її точок  .sincos),,0( 2 yxyxU    

 
Варіант 17. 
1.  Вивчити процес коливань однорідної напівнескінченої струни з нерухомо 

закріпленим кінцем, якщо неперервно розподілена вздовж струни зовнішня 
сила рівна  textf x  2),( , де ρ – лінійна густина струни, а початкові від-
хилення та швидкість точок струни рівні нулеві. 

2.  Дати фізичну інтерпретацію поставленої мішаної задачі та знайти її роз-
в’язок: 

.0,0),(,0)0,(25,0)0,(
],;0[,0),0(),(),0(

),;0(,0),,(2






tltUtUtU
lxxUxxU

lxtxtUaU

xx

t

xxtt

 

3.  Нехтуючи реакцією навколишнього середовища, визначити поперечні коли-
вання однорідної прямокутної мембрани ],;0[ bx  ];0[ cy , два краї 0x  і 

0y  якої вільні, а інші два – нерухомо закріплені, якщо коливання відбу-
ваються тільки за рахунок неперервно розподіленої по мембрані поперечної 
сили густини   .cos),,( 2

22 ybxeyxtf c
t     

 
 
 
Варіант 18. 
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1. Вивчити процес коливань однорідної напівнескінченої струни з вільним 
кінцем, якщо коливання здійснюються тільки за рахунок дії неперервно роз-
поділеної вздовж струни поперечної сили інтенсивності xtxtf cos3),(  . 

2.  Дослідити вільні коливання однорідної струни, закріпленої на кінцях 0x , 
2x , якщо початкова форма струни задається функцією ,sin)( 2 xAx m  де  

,constA   ,Nm  а початкова швидкість її точок рівна нулеві. Дати фізичну 
інтерпретацію одержаного розв’язку.  

3.  Дати фізичну інтерпретацію поставленої мішаної задачі та знайти її розв’я-
зок: 

),2;0(),1;0(,0),1(3  yxtxxUUU yyxxtt  

                      
].1;0[,0,0)2,,(,0)0,,(

],2;0[,0,0),1,(,0),0,(
],2;0[],1;0[,0),,0(,0),,0(






xtxtUxtU
ytytUytU

yxyxUyxU

yy

t

  

 
Варіант 19. 
1.   Поширюючи збурення кінця за допомогою прямої хвилі, розв’язати мішану 

задачу: 

.0,5,0)0,(

,0,0),0(,0),0(
,0,0),,(

2

2






tttU

xxUxU
xtxtUaU

t

xxtt

 

2.  Вивчити вільні коливання однорідної струни, закріпленої на кінцях 0x , 
lx  , якщо в початковий момент часу точки струни знаходилися у стані 

спокою, а надана їм швидкість була рівна 













 



,,0
],,[,cos

,0,0
)(

0

002
)(

0

0
0

lxx
xxxv

xx
x xx  

     де ,,, 00 constxv   причому .0  lx  Дати фізичну інтерпретацію одер-
жаного розв’язку. 

3.  Дослідити коливання однорідної квадратної мембрани з нерухомо закріпле-
ним краєм, якщо коливання здійснюються тільки за рахунок неперервно 
розподіленої по поверхні мембрани поперечної сили густини 

,sin)(3),,( 6 xbytyyxtf b
  

     де b – довжина сторони мембрани. 
 
Варіант 20. 
1.   Поширюючи збурення кінця за допомогою прямої хвилі, розв’язати мішану 

задачу: 
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.0,sin)0,(
,0,0),0(,0),0(

,0,0),,(2





ttttU
xxUxU

xtxtUaU

x

t

xxtt

 

2.  Вивчити процес вільних коливань однорідної струни довжини l, лівий кінець 
0x  якої вільний, а правий lx   пружно закріплений, якщо коливання 

здійснюються тільки за рахунок початкової швидкості точок струни, яка 
рівна 22 )(2 lxx  . 

3.  Нехтуючи реакцією навколишнього середовища, визначити поперечні коли-
вання однорідної квадратної мембрани зі стороною b, якщо коливання 
викликані дією неперервно розподіленої по мембрані поперечної сили 
густини .sincos),,( 2 xyeyxtf bb

t   Краї 0x  і bx   нерухомо закріплені, а 
інші – вільні. 

 
Варіант 21. 
1.  Дослідити процес вільних коливань однорідної напівнескінченої струни з 

пружно закріпленим кінцем, якщо точка закріплення пружини зміщується 
згідно закону ,3)( 2tt   а початкові відхилення та швидкість точок струни 
відсутні. 

2.  За допомогою заміни ),(),( xtxUxtZ   зінтегрувати мішану задачу: 

.0,0)3,(,0)1,(
],3;1[,0),0(,0),0(

,),3;1(,0,2 2




 

ttUtU
xxUxU

constqxtqUxaUxU

t

ttxxx

 

3. Вивчити процес вільних коливань однорідної прямокутної мембрани 
],2;0[x  ]1;0[y , два краї 0y  і 1y  якої вільні, а інші два – нерухомо 

закріплені, якщо в початковий момент часу мембрана мала форму 
,sincos),,0( 2 xyAyxU   ,constA   і почала коливатися без початкової 

швидкості. Реакцією навколишнього середовища нехтувати. 
 
Варіант 22. 
1.   Дати фізичну інтерпретацію поставленої мішаної задачі та зінтегрувати її: 

.0,0)0,(
,0,0),0(,cos),0(

,1,0,0,),( 2)(2




 

ttU
xxUxxU

axtextUaU

x

t

xt
xxtt

 

2.  Однорідна струна довжини l, закріплена на обох кінцях, знаходиться в пря-
молінійному положенні рівноваги. Знайти відхилення ),( xtU  струни для 
довільного моменту часу, якщо вона збуджується початковою швидкістю 










 



,||,0
,||,

)(
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h

h
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cxconstv

x   де   ).;0(; 22 lcc hh    
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     Дати фізичну інтерпретацію одержаного результату. 
3.  Однорідна квадратна мембрана зі стороною b, край by   якої вільний, а три 

інші краї нерухомо закріплені, коливається внаслідок дії неперервно розпо-
діленої по всій її поверхні поперечної сили густини 

.sin)(),,( 2
52 ybxxtyxtf b
  

     Нехтуючи реакцією навколишнього середовища, визначити положення 
точок мембрани в довільний момент часу t. 

 
Варіант 23. 
1.  Однорідна напівнескінчена струна з нерухомо закріпленим кінцем колива-

ється тільки внаслідок дії неперервно розподіленої вздовж струни попереч-
ної сили .),( xtextf   Нехтуючи реакцією навколишнього середовища, ви-
значити положення точок струни в довільний момент часу t. 

2.  В області  lxtxt  0,0),(B  знайти розв’язок мішаної задачі: 

,0,0),(,)0,(
],;0[,0),0(,),0(

,),(,0),(2 22






tltUAtU
lxxUAxU

xtxtUbhUUaU

x

t

tttxx B
 

     де .,,, constAbha   
3. Вивчити процес вільних коливань однорідної прямокутної мембрани 

],;0[ bx  ];0[ cy , два краї 0x  і 0y  якої нерухомо закріплені, а інші два 
вільні, якщо в початковий момент часу точки мембрани знаходилися у спо-
кої, а їх швидкість була рівна .sin)(),0( 2

32 xcyyxU bt
  

 
Варіант 24. 
1. Однорідна напівнескінчена струна з вільним кінцем коливається тільки 

внаслідок початкової швидкості її точок 35,0),0( 2  xxU t . Нехтуючи реак-
цією навколишнього середовища, визначити положення точок струни в 
довільний момент часу t. 

2.  В області  lxtxt  1,0),(B  знайти розв’язок мішаної задачі: 

.0,0),(,0)1,(
],;1[,0),0(,0),0(

,,),(,2 112




 

tltUtU
lxxUxU

constPTxtPTUxaUxU

t

ttxxx B
 

     Вказівка. Ввести заміну: ).,(),( xtxUxtZ    
3.  Однорідна квадратна мембрана зі стороною 2b  з нерухомо закріпленим 

краєм піддається дії неперервно розподіленої по її поверхні поперечної 
сили xxyyeyxtf t sh)2)(2(),,(   . В початковий момент часу відхилення і 
швидкості точок мембрани були відсутні. Нехтуючи реакцією навколишньо-
го середовища, визначити положення точок мембрани в довільний момент 
часу t. 
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Варіант 25. 
1.  Дати фізичну інтерпретацію поставленої мішаної задачі та знайти її розв’я-

зок: 

.0,)0,(

,0,0),0(,0),0(
,1,0,0,),(

2

22





 

tttU

xxUxU
axtextUaU

x

t

x
xxtt

 

2.  Знайти закон вільних коливань однорідної струни, лівий кінець 0x  якої 
вільний, а правий lx   закріплений, якщо початкове відхилення точок стру-
ни ),(01,0),0( 2 lxxxU   а їх початкова швидкість рівна нулеві. Дати фі-
зичну інтерпретацію одержаного результату. 

3.  Нехтуючи реакцією навколишнього середовища, визначити поперечні коли-
вання однорідної прямокутної мембрани ],;0[ sx  ];0[ py , краї 0x  і 

py   якої нерухомо закріплені, а інші вільні, якщо коливання викликані 
неперервно розподіленою по мембрані поперечною сили густини  

.cos)(),,( 2
2 ysxxeyxtf p

t    

 
Варіант 26. 
1.  Однорідна напівнескінчена струна, кінець якої підданий дії сили tet  )( , 

в початковий момент часу займала прямолінійне положення, а початкова 
швидкість її точок була рівна .),0( x

t exU   Нехтуючи реакцією навколиш-
нього середовища, визначити положення точок струни в довільний момент 
часу t. 

2.  Вивчити вільні коливання однорідної струни довжини l, закріпленої на кін-
цях 0x  та lx  , якщо в початковий момент часу струні була надана форма 
кривої ,)()8(),0( 1 xxllxU    а потім вона була відпущена без початкової 
швидкості. Дати фізичну інтерпретацію одержаного результату. 

3.  Дати фізичну інтерпретацію поставленої мішаної задачі та знайти її розв’я-
зок: 

  ),;0(),;0(,0,2 cybxtUUaU yyxxtt   

                            
].;0[,0),(),,(),()0,,(
],;0[,0),(),,(),(),0,(

],;0[],;0[),,(),,0(),,(),,0(

21

21

bxtxcxtUxxtU
cytyybtUyytU

cybxyxyxUyxyxU t





  

      Вказівка. Вважати, що для функцій ),(yi  ),(xi  ,2,1i  виконуються умови      
узгодженості: ,0)()0()()0(  bc iiii  .2,1i  

 
Варіант 27. 
1.  Вивчити процес коливань однорідної напівнескінченої струни з вільним кін-

цем, якщо коливання здійснюються лише за рахунок неперервно розподіле-
ної по струні сили інтенсивності .2 tex   
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2.  Зінтегрувати мішану задачу та дати її фізичну інтерпретацію: 

.0,0)3,()3,(,4)0,(
],3;0[,4),0(,75,3),0(

),3;0(,0,
2

2






ttUtUttU
xxxUxxxU

xtUaU

x

t

xxtt

 

3.  Дослідити коливання однорідної прямокутної мембрани ],;0[ bx  ];0[ cy  з 
вільними краями під дією неперервно розподіленої по мембрані поперечної 
сили  ,cos1),,( yyxtf c

  де   – лінійна густина мембрани, якщо почат-

кове відхилення точок мембрани задане функцією ,cos xb
  а їх початкова 

швидкість рівна нулеві.  
 
Варіант 28. 
1.   Зінтегрувати мішану задачу та дати її фізичну інтерпретацію: 

.0,0,4)0,()0,(
,0,0),0(,4),0(

,0,0),,(2






consthththUtU
xxUxU

xtxtUaU

x

t

xxtt

 

2.  Однорідна струна довжини 4
1l , лівий кінець якої закріплений пружно 

 lh 4
3 , а правий – жорстко, коливається під дією неперервно розподіленої 

по струні поперечної сили інтенсивності .)1(2 texx   Визначити положення 
точок струни в довільний момент часу ,0t  якщо в початковий момент часу 
струна займала прямолінійне положення, а швидкість її точок була рівна 

 ,cossin)( 4
3

4
3

0 xxvx ll
   де .0 constv    

3.   Дослідити коливання однорідної прямокутної мембрани ],;0[ bx  ];0[ cy , 
якщо початкове відхилення її точок задане функцією ,sin)(8 xcyy b

  а їх 
початкова швидкість рівна ху. На краях bx   та cy   відхилення задається 
функціями відповідно bty  та ,ctx  а інші два краї нерухомо закріплені. 

 
Варіант 29. 
1.   Зінтегрувати мішану задачу та дати її фізичну інтерпретацію: 

.0,sin)0,(

,0,0),0(,),0(
,0,0,12),(9

2 




tttU

xxUxxU
xtxtUU

t

xxtt

 

2.  Дослідити коливання однорідної )1( a  струни довжини l, до кінців 0x  і 
lx   якої прикладені сили tsin  та tsin  відповідно ( const  – вели-

чина натягу) якщо в початковий момент часу струна займала прямолінійне 
положення, початкова швидкість її точок була рівна ,)( xx   а інтенсив-
ність зовнішніх сил   .sin32),( 23 txlxxxtf   
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3. Вивчити вільні коливання однорідної квадратної мембрани зі стороною 
4b , край 4y  якої закріплений пружно, а інші три краї – нерухомо, якщо 

початкові відхилення точок мембрани відсутні, а їх початкова швидкість 
рівна ,sin)4( 2

0 xyyv   де .0 constv   
 
Варіант 30. 
1.  Однорідна напівнескінчена струна із пружно закріпленим )1( h  кінцем 

коливається тільки за рахунок початкової швидкості її точок, яка рівна 
,0 constv   і зміщення точки закріплення пружини .)( 0tvt   Нехтуючи 

реакцією навколишнього середовища, визначити положення точок струни в 
довільний момент часу t. 

2.  Дати фізичну інтерпретацію поставленої мішаної задачі та знайти її розв’я-
зок: 

.0,4)2,(,)0,(

],2;0[,0),0(,),0(

),2;0(,0,2),(

22

2

2







tttUttU

xxUxxU

xtxxtUaU

xx

t

xxtt

 

3. Вивчити процес вільних коливань однорідної прямокутної мембрани 
],;0[ 2

1x  ]1;0[y  з закріпленим краєм, якщо в початковий момент часу від-
хилення точок мембрани задавалося функцією ,6sin6sin yx   а їх швидкість 
була рівна  2

1shsh)1(  xxyy .  
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РОЗДІЛ ІV 
РІВНЯННЯ ПАРАБОЛІЧНОГО ТИПУ 

 
 

§1. Фізичні процеси, які приводять до рівнянь параболічного типу. 
Постановка мішаних задач  

 
При дослідженні фізичних процесів різної природи часто зустрічаються 

ДРЧП параболічного типу.  Так, наприклад, рівняння 

 zyxtf
z
U

y
U

x
Ua

t
U ,,,2

2

2

2

2

2
2 






















  

описує процеси: 
 а) поширення тепла в однорідному ізотропному тілі. Тоді ),,,( zyxtU  є 

температурою точок тіла в різні моменти часу,   12  cka  ( 0k  – коефіцієнт 
внутрішньої теплопровідності тіла, c – його питома теплоємність, ρ – густина), 
  1)(,,,  cFzyxtf , де ),,,( zyxtF  – інтенсивність внутрішніх джерел тепла; 

 б) дифузії рідини або газу в однорідному середовищі. Тоді ),,,( zyxtU  є 
концентрацією речовини в точках середовища в різні моменти часу, 12  Dca  
(D – коефіцієнт дифузії, c – коефіцієнт пористості середовища), 
  1,,,  Fczyxtf , де  ),,,( zyxtF  – інтенсивність внутрішніх джерел речовини. 

При складанні математичних моделей фізичних процесів, які відбува-
ються в об’єктах скінчених або напівнескінчених розмірів, окрім рівняння та 
початкової умови, необхідно задавати режими на межі об’єкта (крайові умови), 
що приводить до мішаних задач для ДРЧП. 

Для прикладу розглянемо наступну задачу: дослідити процес поширення 
тепла в однорідному ізотропному стержні довжини l  з теплоізольованою біч-
ною поверхнею, початкова температура якого рівна  x , а на кінцях 

1) задані закони зміни температури  t1  і  t2 ; 
2) задані теплові потоки  t1  і  t2 , які поступають у стержень через 

відповідні поперечні перерізи  ; 
3) відбувається теплообмін із довкіллям, температура якого рівна  t , з 

коефіцієнтом 0  (коефіцієнт зовнішньої теплопровідності).  
Відповідна математична модель: в області   lxTtxt  0,0,B    

знайти розв’язок рівняння теплопровідності 
                            ,,, 2 xtUaxtU xxt      12  cka ,                                   (1) 

який задовольняє початкову умову 
    lxxxU  0,,0  

та відповідні крайові умови: 
1)         TttltUttU  0,,,0, 21  (перша мішана задача); 
2)         TttltUkttUk xx  0,,,0, 21  (друга мішана задача); 
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3) 
      
      

1,0
,0,,
,00,0, 




khTt
tltUhltU
ttUhtU

x

x  (третя мішана задача). 

Якщо   ,01  t    ,02  t  ,0 Tt   то кажуть, що на кінцях стержня під-
тримується нульова температура. Якщо ж   ,01  t    ,02  t  ,0 Tt   то кінці 
стержня є теплоізольованими.  

Аналогічно ставляться мішані задачі для рівнянь параболічного типу і у 
випадку довільної вимірності простору. Нехай, наприклад, потрібно визначити 
температуру однорідного ізотропного тіла V в довільний момент часу 0t , 
якщо початкова температура точок тіла задана функцією  zyx ,, , усередині 
тіла є джерела тепла інтенсивності  zyxtF ,,, , а на його досить гладкій поверх-
ні S заданий один iз наступних теплових режимів: 

1) задана температура  zyxt ,,, ; 
2)  заданий тепловий потік  zyxt ,,, ; 
3) проходить теплообмін із навколишнім середовищем, температура яко-

го рівна  zyxt ,,, . 
Математична модель поставленої задачі матиме наступний вигляд: в об-

ласті   VB  zyxtzyxt ,,,0|),,,(  знайти розв’язок ДРЧП 
   ,,,,2 zyxtfUUUaU zzyyxxt      1)(,,,  cFzyxtf , 

який справджує початкову умову 
      VSV  zyxzyxzyxU ,,,,,,,,0 , 

та одну з крайових умов: 
1)         ;,,,0,,,,,,, ,, SS  zyxtzyxtzyxtU zyx  

2)  
 

    ;,,,0,,,,,,,

,,
S

S








zyxtzyxt
n

zyxtUk
zyx

  

3)  
 

      ,0,0,,,,,,,,,
,,

,,








tzyxtzyxtUh
n

zyxtU
zyx

zyx
S

S
  

де 1 kh . 
 Примітка. Рівняння (1) описує процес поширення температури у стержні 
з теплоізольованою бічною поверхнею. Якщо ж через бічну поверхню стержня 
проходить теплообмін із довкіллям, температура якого рівна  xtU ,0 , то згідно 
закону Ньютона кількість тепла, яка пройде через бічну поверхню стержня, 
пропорційна різниці температур стержня і навколишнього середовища, тому 
рівняння теплопровідності матиме вигляд 
                                          ,,,,, 0

2 xtUxtUbxtUaxtU xxt                                 (2) 
де   1 cb  (  – периметр поперечного перерізу стержня). 
 Рівняння (2) можна спростити, ввівши підстановку 

   .,, xtVextU bt    
 Тоді для нової невідомої функції  xtV ,  одержимо рівняння 
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     .,,, 0
2 xtUbextVaxtV bt

xxt   
 Проте при розв’язуванні конкретних задач дана підстановка не завжди 
доцільна. Зокрема, у випадку задач зі стаціонарними неоднорідностями після 
такої підстановки одержуємо складнішу нестаціонарну задачу.   

 
 Виконати завдання: 
1. Скласти математичну модель розподілу температури в однорідному ізотроп-

ному стержні довжини l з урахуванням узгодженості початкової і крайових 
умов, якщо: 

а) теплообмін вільний, початкова температура точок стержня рівна ),(x  кінці 
стержня підтримуються при нульовій температурі, а через бічну поверхню 
відбувається теплообмін із довкіллям нульової температури; 

б) інтенсивність внутрішніх джерел тепла рівна ),( xtf , кінці стержня та його 
бічна поверхня теплоізольовані, а в початковий момент часу стержень мав 
нульову температуру; 

в) при відсутності внутрішніх джерел тепла через бічну поверхню стержня 
відбувається теплообмін із довкіллям, температура якого ),( xt , початкова 
температура стержня рівна нулеві, лівий кінець стержня підтримується при 
температурі ),(t  а на правому задано тепловий потік );(t  

г) інтенсивність внутрішніх джерел тепла рівна ),( xtf , початкова температура 
стержня рівна ),(x  бічна поверхня стержня теплоізольована, а через кінці 
відбувається теплообмін із довкіллям різної природи з однаковим коефіцієн-
том 0 const , причому температура довкілля на лівому кінці рівна )(t , а 
на правому – рівна нулеві. 

2. Скласти математичну модель процесу поширення тепла в однорідній ізотроп-
ній прямокутній пластинці }40,10|),{(  yxyxD  з урахуванням уз-
годженості початкових і крайових умов, якщо: 

а) теплообмін вільний, початкова температура пластинки рівна ),,( yx  а край 
пластинки підтримується при нульовій температурі; 

б) інтенсивність внутрішніх джерел тепла рівна ),,( yxtf , в початковий момент 
часу пластинка мала нульову температуру, а край пластинки теплоізольо-
ваний; 

в) внутрішні джерела тепла відсутні, початкова температура пластинки рівна 
нулеві, краї 0x  та 4y  підтримуються при температурі ),(1 yt  та ),(2 xt  
відповідно, а на краях 0y  та 1x  задані теплові потоки ),(1 xt  та ),(2 yt  
відповідно; 

г) інтенсивність внутрішніх джерел тепла рівна ),,( yxtf , початкова темпера-
тура пластинки рівна ),,( yx  а через краї пластинки відбувається теплообмін 
із довкіллям різної природи з однаковим коефіцієнтом 0 const , причому 
температура довкілля на краях 0y  та 4y  рівна ),(1 xt  та ),(2 xt  відпо-
відно, а на краях 0x  та 1x  – рівна нулеві. 
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3. Скласти математичну модель процесу розподілу температури в однорідній 
кулі }20,0,0|),,{(  RrrD  з урахуванням узгодженос-
ті початкових і крайових умов, якщо: 

а) теплообмін вільний, початкова температура кулі рівна ),(r  а на межі кулі 
підтримується нульова температура; 

б) інтенсивність внутрішніх джерел тепла рівна ),( rtf , в початковий момент 
часу куля мала нульову температуру, а її межа теплоізольована; 

в) внутрішні джерела тепла відсутні, початкова температура кулі рівна нулеві, а 
тепловий потік на межі рівний ),(  t ; 

г) інтенсивність зовнішніх сил рівна ),,,( rtf , початкова температура кулі 
рівна ),,,(  r  а через межу відбувається теплообмін із довкіллям нульової 
температури з коефіцієнтом 0 const  таким, що 41  kh . 

4. Записати математичну модель при умовах задачі 1в) для стержня змінного 
поперечного перерізу )(xS .  

5. Вивести рівняння дифузії в нерухомому середовищі, припускаючи, що по-
верхнями рівної концентрації в довільний момент часу t  є площини, перпен-
дикулярні до осі х. Записати крайові умови, вважаючи, що дифузія відбува-
ється в плоскому шарі lx 0 ; розглянути випадки, коли: 

а) на граничних площинах концентрація дифундуючої речовини підтримується 
рівною нулеві; 

б) граничні площини є непроникними; 
в) граничні площини напівпроникні, причому дифузія через ці площини прохо-

дить згідно з законом, аналоґічним до закону Ньютона для конвективного 
теплообміну. 

6. Вивести рівняння дифузії в середовищі, яке рухається зі сталою швидкістю в 
напрямку осі х, якщо поверхнями рівної концентрації в довільний момент 
часу t  є площини, перпендикулярні до осі х. 

7. Вивести рівняння дифузії для речовини, частинки якої: 
а) розпадаються (наприклад, нестійкий ґаз, радон), причому швидкість розпаду 

дифундуючої речовини в кожній точці простору пропорційна концентрації; 
б) розмножуються (наприклад, дифузія нейтронів), причому швидкість розмно-

ження дифундуючої речовини в кожній точці простору пропорційна концент-
рації. 

8. Поставити мішану задачу про рух шару в’язкої рідини між двома паралель-
ними площинами, якщо одна з них у момент часу 0t  розпочинає рухатися 
паралельно до іншої з заданою швидкістю в одному напрямі. Дією сили тя-
жіння нехтувати. 

9. Вивести рівняння для процесу поширення плоского електромаґнітного поля в 
провідному середовищі. (Середовище називається провідним, якщо струмами 
зміщення можна знехтувати в порівнянні зі струмами провідності.)  

10. Вивести рівняння для процесу поширення електромаґнітного поля в необме-
женому просторі, заповненому провідним середовищем з діелектричною ста-
лою ,const  провідністю const  і магнітною проникністю const . 
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§2. Метод відокремлення змінних (метод Фур’є) побудови розв’язків 
мішаних задач для рівнянь параболічного типу 

 
  Схема інтегрування мішаних задач для рівнянь параболічного типу є ана-
логічною схемі розв’язування мішаних задач для рівнянь гіперболічного типу 
(розділ ІІІ). Наведемо основні ідеї методу відокремлення змінних побудови 
розв’язків мішаних задач на прикладі першої мішаної задачі для рівняння по-
ширення тепла в однорідному ізотропному стержні: 

 
   
        .0,,,0,

;0,,0
;0,0,,

21

2

TttltUttU
lxxxU

lxTtxtfUaU xxt





 

 Будемо вважати, що початкова та крайові умови є узгодженими, тобто 
виконуються рівності    00 1 ,     02 l . 

Можна вирізнити чотири типи задач. 
 1. Задача для однорідного рівняння з однорідними крайовими умовами 

      .0,0, 21  ttxtf  Розв’язок шукається у вигляді добутку: 
      ,0,  xXtYxtU  

де  xX  – власні функції відповідної задачі Штурма-Ліувілля, а  tY  визна-
чаються з однорідного рівняння та початкової умови. 

2. Задача для неоднорідного рівняння з однорідними крайовими умовами 
      .0,0, 21  ttxtf  Будемо вважати, що  xtf ,  як функція змінної х 

задовольняє крайові умови. Тоді згідно з методом Фур’є розв’язок шукається у 
вигляді ряду 

     
n

nn xXtYxtU ,,  

де  xX n  – власні функції задачі Штурма-Ліувілля для відповідної однорідної 
задачі, а  tYn  визначаються підстановкою ряду для  xtU ,  у неоднорідне рів-
няння та в початкову умову. 
 3. Загальна мішана задача:     ,02

2
2
1  tt  тобто хоча б одна з крайо-

вих умов неоднорідна. Тоді для застосування методу відокремлення змінних 
необхідно спершу звести крайові умови до однорідних. Розв’язок шукаємо у 
вигляді суми  

     ,,,, xtxtVxtU   
причому допоміжну функцію  xt,  підбираємо таким чином, щоб для неї ви-
конувалися крайові умови. Зокрема, у випадку поставленої вище задачі слід 
вимагати виконання умов    tt 10,  ,    tlt 2,  . Тоді для нової невідомої 
функції   xtV ,  одержимо мішану задачу типу 1 або типу 2, до якої за умови  її 
коректної постановки можна застосувати метод Фур’є. 
 Зауваження. Допоміжну функцію  xt,  зручно шукати в стандартному 
лінійному вигляді      ,, tbxtaxt   де коефіцієнти  ta  і  tb  визначаються з 
крайових умов. Зокрема, якщо обидві крайові умови першого роду, то одержи-
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мо:         ., 12
1

1 ttxltxt    Винятком є друга мішана задача: якщо 
обидві крайові умови другого роду, тобто мають вигляд    ttU x 10,  ,  

   tltU x 2,  , то допоміжна функція в лінійному вигляді не визначається одно-
значно, зате її можна шукати у вигляді        ., xtbxtaxt   У цьому випадку 
будемо мати         .5,0, 12

12
1 ttlxtxxt    Проте такі прості прийоми 

не завжди є ефективними. Зокрема, якщо в одержаній для  xtV ,  мішаній задачі 
з однорідними крайовими умовами вільний член у рівнянні не задовольняє 
крайові умови відносно незалежної змінної х, то інтегрувати таку задачу мето-
дом Фур’є не можна (за винятком випадку задачі зі стаціонарними неоднорід-
ностями, поданого нижче), а отже, слід шукати інші способи побудови допо-
міжної функції. 
 4. Задача зі стаціонарними неоднорідностями: вільний член у рівнянні та 
крайові умови не залежать від часу, тобто    xfxtf , ,   ,11 constt   

  .22 constt   Цю задачу можна розв’язувати як загальну мішану задачу 
(вона є частинним випадком загальної задачі), проте в даному випадку це не-
раціонально. Найзручніше шукати розв’язок у вигляді 

     ,,, xxtVxtU   
де допоміжна функція  x  (стаціонарна температура) повинна задовольняти не 
лише крайові умови, а й рівняння. Зокрема, для поставленої вище мішаної 
задачі  x  повинна бути розв’язком наступної крайової задачі: 

   
    .,0

;0

21

2




l
xfxa  

Тоді для функції  xtV ,  одержимо мішану задачу типу 1 (однорідне рівняння та 
однорідні крайові умови), до якої безумовно застосовний метод Фур’є. 
 Винятком тут знову є друга мішана задача. Крайова задача 

   
    21

2

,0
;0




l
xfxa  

має розв’язок, якщо виконується умова    .21
2

0
  adf

l
 Якщо ж ця умова 

не виконується, то задану другу мішану задачу слід інтегрувати як задачу типу 
2 при 021  , або як загальну мішану задачу у випадку неоднорідних кра-
йових умов. 
 
 ПРИКЛАД 1. Зінтегрувати мішану задачу та дати фізичну інтерпретацію: 
                                         ;10,0,2  xTtUaU xxt                                     (3) 
                                           ;10,21,0 2  xxxxU                                         (4) 
                                               .0,01,,00,0, TttUtUtU x                        (5) 

Фізична інтерпретація: знайти закон зміни температури в однорідному 
ізотропному стержні довжини 1l  із теплоізольованою бічною поверхнею, 
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якщо початкова температура точок стержня рівна   221 xxx  , на правому 
кінці підтримується нульова температура, а на лівому відбувається теплообмін 
по закону Ньютона з навколишнім середовищем нульової температури. 
 Розв’язання. Рівняння та крайові умови однорідні (задача типу 1). По-
чаткова та крайові умови узгоджені, отже, можемо застосувати метод відокрем-
лення змінних. Розв’язок шукаємо у вигляді добутку: 
                                                      .0,  xXtYxtU                                               (6)  
 Підставивши (6) у рівняння (3) та крайові умови (5), одержимо: 
                                               ;,02 consttYatY                                         (7) 

      
   
     







.01,000
;0

XXX
xXxX

                                          (8) 

 Дослідимо задачу Штурма-Ліувілля (8). 
 1. Нехай .0  Тоді загальний розв’язок рівняння з (8) запишеться у ви-
гляді   .21

xx eCeCxX    Підставивши цей розв’язок у крайові умови, 
одержимо лінійну однорідну систему відносно невідомих сталих С1 і С2: 

   









 .0

;011

21

21

eCeC

CC
 

 Детермінант цієї системи   ,0shch2   оскільки 
.0  Отже, ,021 CC  а тому   0xX  і 0  не є власним значенням. 

 2. Нехай .0  Тоді   43 CxCxX   і з крайових умов одержимо: 








,0
;0

43

43

CC
CC

 

звідки ,043 CC  а тому   0xX  і 0  також не є власним значенням. 
 3. При 0  загальний розв’язок рівняння з (8) запишеться у вигляді 
  .sincos 65 xCxCxX   Із крайових умов одержимо: 











,0cossin

;0

56

56

CC

CC
 

звідки  65 CC  і   .0cossin6 C  Отже, нетривіальний розв’язок 
задачі (8) існує тільки для тих значень параметру λ, які є розв’язками транс-
цендентного рівняння 0cossin   або 

.tg                                                      (9) 
 Рівняння (9) має зліченну множину коренів ,k  N,k  причому всі коре-
ні є дійсними (див. с. 79). Введемо позначення ,kk   .Nk  Тоді відпо-
відні власні функції матимуть вигляд (беремо для визначеності 16 C ) 

  N,,sincos  kxxxX kkkk  
де k  – додатні корені рівняння .tg kk   
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 Підставивши знайдені власні значення 2
kk   у рівняння (7) та зінтег-

рувавши його, одержимо: 
    N,,

2

  keAtY ta
kk

k  
де kA  – довільні сталі. Тоді згідно (6) будь-який частинний розв’язок рівняння 
(3), який задовольняє крайові умови (5), запишеться у вигляді 

      .N,sincos,
2

  kxxeAxtU kkk
ta

kk
k  

 В силу лінійності й однорідності рівняння (3) сума частинних розв’язків 

      






1
sincos,

2

k
kkk

ta
k xxeAxtU k                        (10) 

також буде розв’язком рівняння (3) і задовольнятиме крайові умови (5). Сталі 
kA  визначаємо підстановкою ряду (10) у початкову умову (4). Маємо: 

     


1

2.21sincos,0
k

kkkk xxxxAxU  

 Домножимо на   xxxX kkkk  sincos  ліву і праву частини останньої 
рівності і зінтегруємо по змінній х на проміжку [0;1]. Тоді, врахувавши власти-
вість ортогональності власних функцій, які відповідають різним власним зна-
ченням, одержимо:  

  

    .N,
cos1

costg8

sincos

sincos21

22

2
2

1

0

2

1

0

2

















k

dxxx

dxxxxx
A

kk

k

kkk

kkk

k

k

 

 Підставивши знайдені коефіцієнти в ряд (10), одержимо розв’язок міша-
ної задачі (3)-(5). 
 
 ПРИКЛАД 2. Знайти закон зміни температури всередині однорідного 
ізотропного )1( c  стержня довжини  l  з теплоізольованою бічною поверх-
нею, якщо в лівому кінці стержня температура змінюється згідно з законом 

,sin0 tU   де ,0U    – задані сталі, а в правому підтримується нульова темпера-
тура. Всередині стержня є джерела та поглиначі тепла: їх інтенсивність рівна 

  .cos1
0 tlxlU    Початкова температура точок стержня задана функцією 

 xlxlU 2
0 . 

 Розв’язання. Математична модель задачі: 
  ;0,0,cos1

0
2 lxTttlxlUUaU xxt    

    ;0,,0 2
0 lxxlxlUxU    

    .0,0,,sin0, 0 TtltUtUtU   
 Крайові умови неоднорідні (задача типу 3), тому для застосування мето-
ду Фур’є спершу слід звести вихідну задачу до задачі з однорідними крайовими 
умовами. Покладемо      ,,,, xtWxtVxtU   де  xtV ,  – нова невідома функція, 
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а  xtW ,  – допоміжна функція, котра задовольняє неоднорідні крайові умови. 
Згідно викладеного вище 

           .sin1, 0
1

12
1

1 tUxlttxltxtW    
 Тоді для знаходження функції   xtV ,  одержимо мішану задачу 

;0,0,2 lxTtVaV xxt   
    ;0,,0 2

0 lxxlxlUxV    
    .0,0,,00, TtltVtV   

 Початкова та крайові умови є узгодженими, отже до одержаної задачі 
застосовний метод Фур’є. Шукаючи розв’язок аналогічно до прикладу 1, зна-
ходимо 

   





 

1
,sin,

2

n l
nt

n xeAxtV l
na

 

де 

 
 








  



.12,8

;2,0
sin2

3
00

2
0 knnU

kn
xdxxlxlU

l
A l

n
l

n  

 Отже, 

   
 

    










1

12
33

01
0 .sin

12
8sin1,

212

k
l

kt xe
k
UtxlUxtU l

ak

 

  
ПРИКЛАД 3. Знайти розподіл температури в однорідній )1( c  ізо-

тропній кулі радіуса R  із центром у початку координат, якщо в початковий 
момент часу температура кулі була рівна ,00  constU  на поверхні кулі під-
тримується температура ,0

teU   а всередині кулі діють поглиначі тепла інтен-

сивності teUrR  0
1 , 222 zyxr  . 

Розв’язання. Для запису математичної моделі задачі необхідно перейти 
до сферичних координат  .,, r  Але, оскільки вихідні дані в умові задачі не 
залежать від кутів   та  , то на підставі симетричності кулі будемо мати 
   ,,,,, rtUrtU   тобто для довільного фіксованого 0t  температура точок 

кулі залежатиме тільки від відстані до центра кулі (радіальний розподіл). 
Врахувавши це, запишемо математичну модель задачі: 

;0,0,0
12

2

2
RrTteUrR

r
Ur

rr
aU t

t 













   

  ;0,,0 0 RrUrU   
  .0,, 0 TteURtU t    

 Перейдемо до нової невідомої функції    rtrUrtV ,,   (стандартна підста-
новка в задачах на радіальний розподіл температури в кулі). Одержимо наступ-
ну мішану задачу: 

;0,0,0
122 RrTteURrVaV t

rrt    
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  ;0,,0 0 RrrUrV   
    .0,00,,, 0 TttVeRURtV t    

 Остання крайова умова є наслідком обмеженості температури в центрі 
кулі. Справді, оскільки всі вихідні дані в умові задачі є обмеженими функці-
ями в розглядуваній області, то     .00,00,  tUtV  
 Крайові умови неоднорідні, отже, маємо задачу типу 3 (загальна мішана 
задача). Тому розв’язок шукаємо у вигляді      ,,,, rtrtZrtV   причому для 
 rtZ ,  крайові умови повинні бути однорідними, отже, для допоміжної функції 
 rt,  повинні виконуватися умови 

    .,,00, 0
teRURtt   

 Шукаємо допоміжну функцію у вигляді      ., tbrtart   Із крайових 
умов одержуємо:   ,0tb      ,0

teRUtbtRa   звідки   ., 0
terUrt   

 Підставивши     terUrtZrtV  0,,  у мішану задачу для  ,,rtV  діста-
немо мішану задачу для нової невідомої функції  rtZ ,  : 

  ;0,0,0
122 RrTteURrrZaZ t

rrt                     (11)                  
  ;0,0,0 RrrZ                                                                       (12) 
    .0,0,,00, TtRtZtZ   

 Це задача для неоднорідного рівняння з однорідними крайовими умовами 
(задача типу 2), до якої застосовний метод Фур’є, оскільки вільний член у 
рівнянні справджує крайові умови по змінній r . Розв’язування такої задачі 
проводиться у два етапи. 
 Перший етап. Для відповідної однорідної задачі 

                  ;0,0,2 RrTtWaW rrt   
                      TtRtWtW  0,0,,00,  

класичним методом відокремлення змінних       0,  rXtQrtW  знаходимо 
власні функції відповідної задачі Штурма-Ліувілля (початкову умову тут поки 
що не враховуємо). Одержимо: 

  .N,sin   nrrX R
n

n  
 Другий етап. Функцію  rtZ ,  шукаємо у вигляді ряду по системі знайде-
них власних функцій: 

      





1

.sin,
n

R
n

n rtYrtZ                                           (13) 

 Для визначення функцій  tYn  підставимо ряд (13) у рівняння (11) та в 
початкову умову (12). Одержимо: 

        ;sinsin 0
12

1

22

1

t

n
R
n

nR
n

n
R
n

n eURrrrtYartY 









    

                     .0sin0
1








n
R
n

n rY  
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 Звідси 
     
  ,00

N;,2



 

n

t
nnR

na
n

Y

neftYtY                                  (14) 

де коефіцієнт Фур’є  

 
  








 


R

R
n

n knnRU

kn
rdrURrr

R
f

0
3

0
0

12

.12,8

;2,0
sin2  

 Розв’язками задач Коші (14) будуть функції 

 
 

 
.N,

22

2
2










 





n
Rna

eefR
tY

tt
n

n

R
na

                             (15) 

 Підставивши (15) у ряд (13), одержимо функцію  rtZ , . А тоді 
      .,,, 0

11 teUrtZrrtVrrtU    
 

 ПРИКЛАД 4. Знайти розподіл температури в однорідному ізотропному 
( 1a , 1k ) стержні довжини l , лівий кінець якого теплоізольований, а до 
правого підводиться сталий тепловий потік ,0 const  якщо початкова темпе-
ратура точок стержня задана функцією   ,5,0 21

0 xlx   а через бічну поверх-
ню стержня проходить теплообмін із коефіцієнтом 1 c  (див. позначення 
в §1) з навколишнім середовищем нульової температури.  
 Розв’язання. ,0 const  отже, маємо задачу типу 4 (задача зі стаціонар-
ними неоднорідностями): 

;0,0, lxTtUUU xxt   
  ;0,5,0,0 21

0 lxxlxU    
    .0,,,00, 0 TtltUtU xx   

 Розв’язок будемо шукати у вигляді      ,,, xxtVxtU   де стаціонарна 
температура  x  визначається з крайової задачі 

   
    .,00

;0

0


l
xx

 

 Зінтегрувавши крайову задачу, одержимо   .chsh 1
0 xlx   Тоді після 

заміни     xlxtVxtU chsh,, 1
0

  для нової невідомої функції  xtV ,  дістане-
мо мішану задачу 

;0,0, lxTtVVV xxt   
  ;0,chsh5,0,0 1

0
21

0 lxxlxlxV    
    .0,0,,00, TtltVtV xx   

 Оскільки крайові умови однорідні, то для спрощення рівняння зручно 
ввести підстановку    .,, xtWextV t    Тоді для  xtW ,  матимемо задачу 

;0,0, lxTtWW xxt   
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  ;0,chsh5,0,0 1
0

21
0 lxxlxlxW    

    .0,0,,00, TtltWtW xx   
 Розв’язок одержаної однорідної мішаної задачі (типу 1) знаходимо мето-
дом відокремлення змінних аналогічно до прикладу 1. Будемо мати 

   




 


1
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l
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l
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 А тоді 
    .chsh,, 1

0 xlxtWextU t    
 

 ПРИКЛАД 5 (двовимірна мішана задача). Знайти розподіл температури в 
однорідній прямокутній пластинці ,0 bx   ,0 cy   якщо початкова її темпе-
ратура рівна нулеві, край 0y  теплоізольований, а на краях ,0x  bx   та 

cy   задані закони зміни температури – відповідно 0, bt  і .tx  Інтенсивність 

джерел тепла, розміщених усередині пластинки, рівна   yxbxc c2
3

4
1 cos1  , 

де с – питома теплоємність,   – густина маси пластинки. 
 Розв’язання. Схема інтегрування двовимірної мішаної задачі для рівнян-
ня теплопровідності аналогічна схемі розв’язування мішаної задачі для рівнян-
ня коливань прямокутної мембрани (див. [11], с. 163-174). 
 Відповідна математична модель: 

    
 
   
    .0,0,,,,00,,

;0,0,,,,0,0,
;0,0,0,,0

;0,0,0,cos25,01 2
32

bxTttxcxtUxtU
cyTtbtybtUytU

cybxyxU

cybxTtyxbxUUaU

y

cyyxxt






 

 

 Перший етап. Крайові умови неоднорідні, тому зводимо їх до однорід-
них підстановкою     txyxtVyxtU  ,,,,  (допоміжна функція, котра повинна 
задовольняти чотири крайові умови, визначається підбором). Тоді для  yxtV ,,  
одержимо мішану задачу:  

    ;0,0,0,cos25,0 2
32 cybxTtyxbxVVaV cyyxxt      (16) 

    ;0,0,0,,0 cybxyxV                                                                 (17) 

        
   
    .0,0,0,,,00,,

;0,0,0,,,0,0,
bxTtcxtVxtV
cyTtybtVytV

y 


 

 Оскільки вільний член у рівнянні задовольняє крайові умови, то для зна-
ходження розв’язку застосовний метод Фур’є. 
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 Другий етап. В одержаній мішаній задачі крайові умови однорідні, але 
рівняння неоднорідне (задача типу 2). Отже, спершу (див. приклад 2) потрібно 
знайти власні функції задачі Штурма-Ліувілля для відповідної однорідної за-
дачі: 

 
   
    .0,0,0,,,00,,

;0,0,0,,,0,0,

;0,0,0,2

bxTtcxtWxtW
cyTtybtWytW

cybxTtWWaW

y

yyxxt






 

Поклавши       ,0,,,  yxZtQyxtW  а потім в одержаній двовимірній за-
дачі на власні значення власну функцію       0,  yYxXyxZ  і розв’язавши 
дві одновимірні задачі Штурма-Ліувілля, знаходимо 

    .N,,cossin, 2
12

,   knyxyxZ c
k

b
n

kn  
 Третій етап. Функцію  yxtV ,,  шукаємо у вигляді ряду по знайденій 
системі власних функцій: 

     





1,

2
12

, .cossin,,
kn

c
k

b
n

kn yxtRyxtV                               (18) 

 Коефіцієнти  tR kn,  знаходимо шляхом підстановки ряду (18) у рівняння 
(16) та початкову умову (17). Зінтегрувавши одержані задачі Коші, матимемо:  

  N,,,1 ,
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

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
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kn                             (19) 

де   
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   












 




 

 
.12,2,2

;2,2,0

cossin

cossincos25,0

32

0 0
2

1222

0 0
2

12
2
3

, mnknb

mnk

ydydxx

ydydxxybx

f b c

c
k

b
n

b c

c
k

b
n

c

kn

 Підставивши (19) у ряд (18), дістанемо функцію  yxtV ,, . А тоді 
    .,,,, txyxtVyxtU   

 
 Розв’язати задачі: 
11. Знайти розподіл температури в однорідному ізотропному стержні одиничної 

довжини з теплоізольованими кінцями та бічною поверхнею, якщо початкова 
температура точок стержня задається функцією .32)( 23 xxx   

12. Дано тонкий однорідний стержень довжини l , початкова температура якого 
рівна xl2

3cos6  . Лівий кінець стержня теплоізольований, а правий підтриму-
ється при нульовій температурі. Через бічну поверхню стержня проходить 
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теплообмін із навколишнім середовищем нульової температури. Знайти закон 
зміни температури в стержні при .0t  

13. Знайти закон зміни температури в однорідному ізотропному стержні дов-
жини l , якщо лівий кінець та бічна поверхня стержня теплоізольовані, а на 
його правому кінці проходить теплообмін із навколишнім середовищем 
нульової температури зі сталим коефіцієнтом   таким, що .25,0 1  lh k  

Початкова температура стержня рівна ,cos 4 xA l
  де .constA     

14. В однорідному ізотропному стержні довжини l  правий кінець теплоізольо-
ваний, а лівий підтримується при нульовій температурі. Початкова темпера-
тура точок стержня задається функцією .sin9)( 2

9 xx l
  Визначити темпера-

туру стержня в довільний момент часу ,0t  якщо його бічна поверхня теп-
лоізольована, а всередині стержня діють джерела та поглиначі тепла сумар-
ної інтенсивності  .22 lxxe t   

15. Знайти розподіл температури в однорідному ізотропному стержні довжини l  
з теплоізольованою бічною поверхнею, лівий кінець якого підтримується при 
нульовій температурі, а на правому проходить теплообмін по закону Ньюто-
на з довкіллям нульової температури. Початкова температура стержня рівна 
нулеві, а всередині його діють джерела тепла, інтенсивність яких рівна 

    ,
1

2,
2
















hl

xhllxtxtf  де ,1 kh  0 const  – коефіцієнт теплообміну.  

16. В однорідному ізотропному )1( a  стержні одиничної довжини обидва  кін-
ці теплоізольовані, а через бічну поверхню проходить теплообмін із довкіл-
лям, температура якого рівна .0 constU   Початкова температура стержня 
рівна .1 constU  Визначити розподіл температури у стержні при .0t  

17. Дано тонкий однорідний ( ,1a  1k ) стержень одиничної довжини, лівий 
кінець та бічна поверхня якого теплоізольовані, а до правого кінця підво-
диться сталий тепловий потік .0 const  Початкова температура стержня 
задається функцією ,5,01)( 2

0xx   а всередині його діють джерела тепла 
сталої інтенсивності   0,  cxtf , де с – питома теплоємність,   – густина 
мас. Знайти розподіл температури в стержні при .0t  

18. Знайти радіальний розподіл температури в однорідній ( ,1a  2c ) одинич-
ній кулі з центром у початку координат, якщо початкова температура кулі 
рівна ,constA   на поверхні проходить теплообмін (із коефіцієнтом 2 )  з 
навколишнім середовищем, температура якого задана функцією ,cos tA  а 
всередині кулі діють джерела тепла інтенсивності   tArrtf sin,  .  

19. Дано однорідну ( ,1a  1c ) кулю одиничного радіуса з центром у початку 
координат, усередині якої діють джерела тепла інтенсивності ,sin t  а на по-
верхні проходить теплообмін (із коефіцієнтом 2 ) із довкіллям, темпе-
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ратура якого рівна .cost  Початкова температура кулі рівна .5,0r  Знайти 
розподіл температури в кулі при .0t  

20. Зінтегрувати мішані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 

     а)   ;0,0,sin)( 22 lxTtxelxUbUaU bt
xxt    

           ;0,0,0 lxxU    
              .00,0,,00,  constbTtltUtU  
     б)  ;10,0,15,0 2222 zyxrrTtUU t   
           ;10,1,0  rrU  
             .0,11,1, TttUtU r   

в)   ;20,10,0,6sin42  yxTtxtUUaU yyxxt  

    
 
   
    .10,0,02,,,00,,

;20,0,,1,,0,0,
;20,10),(,,0





xTtxtUxtU
yTtAytUytU
yxconstAAxyxU

yy

 

г)    ;20,10,0,4sincos12  yxTtytxyxUUU yyxxt  

    
 
   
    .10,0,42,,,00,,

;20,0,2,1,,0,0,
;20,10,0,,0






xTttxxtUxtU
yTttyytUytU

yxyxU
 

д)   ;,0,0,3cos6cos2cos32  yxTtyxyUUaU yyxxt  

    
 
   
    .0,0,0,,,00,,

;0,0,0,,,0,0,
;,0,10,,0






xTtxtUxtU
yTtytUytU

yxyxU

yy

xx  

 
 

§3. Задача Коші для одновимірного рівняння теплопровідності 
 

1. Випадок однорідного рівняння. Постановка задачі: у фазовій 
площині  R,0|),(  xtxtЩ  знайти обмежений розв’язок однорідного рів-
няння теплопровідності 

   ,,, 2 xtUaxtU xxt                                                 (20) 
який справджує початкову умову 

    R,,,0  xxxU                                               (21) 
де  x  – відома неперервна й обмежена на всій осі функція. Якщо розв’язок 
задачі Коші (20),(21) існує, то він є єдиним і дається формулою Пуассона 

      ,,,,  




dxtGxtU                                            (22) 

де  
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 
 

ta
x

e
ta

xtG 2

2

4
2

1,,





  

– фундаментальний розв’язок рівняння теплопровідності. Інтеграл (22) в окре-
мих випадках можна обчислити зведенням до відомого інтегралу 






 de
2

 

або до так званого інтегралу імовірностей 

   


 
z

dez
0

,2 2
 

таблиці значень якого відомі (див. [3], с. 680). 
 
 ПРИКЛАДИ. Знайти розподіл температури в однорідному ізотропному 
нескінченому стержні при вільному теплообміні (відсутні внутрішні джерела 
тепла), якщо початкова температура точок стержня задана функцією: 

 а)   ;2

2

4a
x

ex


  

 б)  











.,

;,0

0 lxconstU
lx

x  

 Розв’язання. Маємо задачу Коші (20),(21), розв’язок якої дається форму-
лою (22). Застосуємо її до прикладу а): 

    .
44

exp
2

1, 2

2

2

2















 






 d

ata
x

ta
xtU  

 Виділимо в показнику степеня під інтегралом повний квадрат відносно 
змінної ξ. Одержимо: 

    
   

.
14

exp
14

1exp
2

1,
2

2

2

2



































 d

ta

x

tta

xt
ta

xtU  

 Введемо підстановку    
 

.
1

2,
12

1








 d
t

tad
tta

xt    Тоді 

 
 

 
 

 .
1

1
1

1, 1414 2

2
2

2

2










 





ta
x

ta
x

eee
t

d
t

xtU  

 Застосуємо тепер формулу (22) до прикладу б): 

    .
4

exp
2

, 2

2
0 












 





l

l

d
ta

x
ta

UxtU  

 Підстановка  
ta
x

2


 ,  dtad 2   дає: 
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  .,
2 22 22

2

2

00

00




















 









 ta
xl

ta
xl

ta
xl

ta
xl

dd
U

d
U

xtU eee  

 Виразивши інтеграли в дужках через інтеграл імовірностей  z  і вра-
хувавши непарність цієї функції, одержимо остаточно: 

  .
222

, 0














 







 


ta
xl

ta
xlUxtU  

 
2. Випадок неоднорідного рівняння. Якщо в однорідному ізо-

тропному нескінченому стержні діють джерела тепла інтенсивності  ,, xtF  то 
температура  xtU ,  повинна бути розв’язком неоднорідного рівняння теплопро-
відності 

     xtfxtUaxtU xxt ,,, 2  ,  ),()(),( 1 xtFcxtf  .               (23) 
 Розв’язок задачі Коші (23),(21), якщо функції  xtf ,  і  x  є неперервни-
ми і обмеженими відповідно в Ω та на осі R,x  шукається у вигляді суми 
     ,,,, xtZxtVxtU   де функції  xtV ,  і  xtZ ,  – розв’язки наступних задач 

Коші: 

1)  
    R;,,0

;,,2




xxxZ
xtZaZ xxt Щ                   2)    

  .R,0,0
;,,,2




xxV
xtxtfVaV xxt Щ 

 Розв’язок першої задачі дається формулою Пуассона (22): 

      .
4

exp
2

1, 2

2















 



 d

ta
x

ta
xtZ  

 Згідно принципу Дюгамеля функцію  xtV ,  шукаємо у вигляді інтеґрала: 

    ,,,
0

  dxtWxtV
t

 де  xtW ,  визначається із задачі Коші 

   
    R,,,0

R;,,,, 2




xxfxW
xtxtWaxtW xxt  

і дається формулою Пуассона 

 
 

   
 

.
4

exp,
2

1, 2

2
















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




 d
ta
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ta
xtW  

 Тоді розв’язок задачі Коші (23),(21) матиме вигляд 
 

       
 

 
 

.
4

exp
2

,
4

exp
2

1,
0

2

2

2

2

 




































 





t

dd
ta
x

ta
fd

ta
x

ta
xtU  (24) 

 
 Розв’язати задачі: 
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21. Знайти розподіл температури в однорідному ізотропному нескінченому 
стержні з теплоізольованою бічною поверхнею при вільному теплообміні, 
якщо в початковий момент часу температура була рівна: 

    а) ;)(
2xex   

    б) ).0(
0,

;0,
)( 








 constT
xT

xT
x  

22. Через бічну поверхню однорідного ізотропного нескінченого стержня про-
ходить теплообмін по закону Ньютона з навколишнім середовищем нульової 
температури. Початкова температура стержня рівна .constA   Знайти закон 
зміни температури в стержні при .0t  

23. Знайти обмежений розв’язок задач Коші: 

   а) 
  .R,cossin,0

R,,0,2




xxxxU
xtUUaU xxt            б) 












 .0,1
,0,0

),0(

R,,0,4

25,0 xe
x

xU

xtUU

x

xxt

 

24. Знайти розподіл температури в однорідному ( ,1a  1c ) ізотропному не-
скінченому стержні з теплоізольованою бічною поверхнею, всередині якого 
діють джерела тепла інтенсивності ,)(

225,0 xetf   якщо початкова температу-
ра задається функцією 















0,

;0,
;,0

)(

0

0

xlU
lxconstU

lx
x     ).0(  constl  

25. Зінтегрувати задачі Коші: 

 а) 
  .R,4,0

R,,0,cos24


 

xxU
xtteUU t

xxt      б) 
.R,0),0(

R,,0,cos22




xxU
xtxaUaU xxt   

 

 в)   .R,0,0
R,,0,2sin24





xxU
xtxUUU xxt   г) 

).,(R,),0(
R,,0,2

constBAxBxU
xtAUaU xxt


  

 
 

§4. Мішані задачі для напівнескінченого стержня 
 з теплоізольованою бічною поверхнею 

 
 При дослідженні процесів поширення тепла в однорідному ізотропному 
напівнескінченому стержні з теплоізольованою бічною поверхнею, кінець якого 
розміщений у початку координат, приходимо до однієї з наступних мішаних 
задач: 

в області  0,0|),(  xtxtЩ  знайти  розв’язок  рівняння  
     ,,,, 2 xtfxtUaxtU xxt                                         (25) 

який задовольняє початкову умову 
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    ,0,,0  xxxU                                               (26) 
та одну з крайових умов на кінці стержня: 

1)     0,0, 1  tttU  (задана температура);                                           (27) 
2)     0,0, 2  tttUk x  (заданий тепловий потік);                          (28) 
3)        0,00,0, 3  tttUhtU x  (на кінці стержня відбувається теп-

лообмін по закону Ньютона з довкіллям, температура якого рівна )(3 t ). 
Універсальним методом інтегрування мішаних задач такого вигляду є ме-

тод інтегрального перетворення Фур’є (див. [3], с. 263-265, 312-316, а також [4], 
с. 182-205). Проте в деяких частинних випадках вдається знайти розв’язок за 
допомогою простіших методів (при цьому функції  ,, xtf   x  і  ,ti  3,1i  
вважаємо обмеженими і неперервними відповідно в областях Ω, 0x  та 0t ). 
Зокрема, це стосується випадків, коли кінець стержня теплоізольований 
( 0)(2  t ) або підтримується при нульовій температурі ( 0)(1  t ). 

1. Метод непарного продовження. Мішана задача 

   
  0,00,

;0,,0
;0,0,2






ttU
xxxU

xtUaU xxt

 

(кінець стержня підтримується при нульовій температурі) при 0x  еквівалент-
на задачі Коші 

   
 











0,
;0,

,0

R;,0,2

xx
xx

xV

xtVaV xxt

 

(задаємо непарне продовження початкової функції). Тоді розв’язок мішаної за-
дачі     ,,, 0 xxtVxtU  де  xtV ,  знаходиться за допомогою формули Пуассона 
(22). 

2. Метод парного продовження. Мішана задача 

   
  0,00,

;0,,0
;0,0,2






ttU
xxxU

xtUaU

x

xxt

 

(кінець стержня теплоізольований) при 0x  еквівалентна задачі Коші 

   
 











0,
;0,

,0

R;,0,2

xx
xx

xV

xtVaV xxt

 

(задаємо парне продовження початкової функції). Тоді знову розв’язок мішаної 
задачі     ,,, 0 xxtVxtU  де  xtV ,  знаходиться за допомогою формули Пуассо-
на (22). 

Зауваження 1. Якщо в мішаній задачі (25)-(27) 0)(1  t  (або в мішаній 
задачі (25),(26),(28) 0)(2  t ), то розв’язок можна знайти, застосувавши прин-
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цип Дюгамеля аналогічно до задач Коші. Інший спосіб – задати парне (непарне) 
продовження не тільки початкової функції, а й інтенсивності джерел тепла: тоді 
розв’язок еквівалентної задачі Коші знаходиться за допомогою формули (24). 
   Зауваження 2. Якщо в мішаній задачі для напівнескінченого стержня 
крайова умова є неоднорідною, то її завжди можна звести до однорідної, піді-
бравши деяку обмежену допоміжну функцію, котра задовольняє цю крайову 
умову. Зокрема, підстановкою      txtVxtU 1,,   зводиться до однорідної 
крайова умова (27), а підстановкою      textVxtU x

2,,    – крайова умова 
(28). 
 
 ПРИКЛАД. Знайти розподіл температури в однорідному ізотропному 
( 5,0a ) напівнескінченому стержні з теплоізольованою бічною поверхнею, кі-
нець якого підтримується при нульовій температурі, якщо початкова темпера-
тура стержня рівна  ,cos1 xA   де ,constA   а інтенсивність внутрішніх джерел 
тепла xeAc t sin6  , де с – питома теплоємність,   – густина маси стержня. 
 Розв’язання. Математична модель задачі: 

   
  .0,00,

;0,cos1,0
;0,0,sin625,0




 

ttU
xxAxU

xtxAeUU t
xxt

 

 Розв’язок шукаємо у вигляді суми      ,,,, xtZxtVxtU   де 

1)     
  ;0,00,

;0,cos1,0
;0,0,25,0





ttV
xxAxV

xtVV xxt

            2)  
  ;0,00,

;0,0,0
;0,0,sin625,0




 

ttZ
xxZ

xtxAeZZ t
xxt

   

 До першої мішаної задачі застосуємо метод непарного продовження: 
    ,,, 0 xxtWxtV  де 

     
 











.0,1cos
;0,cos1

,0

R;,0,25,0

xxA
xxA

xxW

xtWW xxt

 

 Згідно з формулою Пуассона (22) 

  ,cos)(1,
0

2)(2)(
2)(



































d
t

A
t

xAd
t

xtW t
x

t
x

t
x

eee  

 
де  z  – інтеграл імовірностей. 

Згідно з принципом Дюгамеля розв’язок другої мішаної задачі будемо 

шукати у вигляді інтеграла     
t

dxtRxtZ
0

,,,  де 
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   
 
  .,00,

;0,sin6,0

;0,,,25,0,







ttR
xxAexR

xtxtRxtR xxt

 

 Початкова функція є непарною, тому можна одразу застосувати формулу 
(22). Одержимо: 

  ;sin8, xAextR           .1sin8,,
0

t
t

exAdxtRxtZ    

 Тоді розв’язок вихідної мішаної задачі буде (для всіх ,0t  0x ): 

    .cos1sin8,
0

2)(2)(




 




















d
t

A
t

xAexAxtU t
x

t
x eet  

 
 Розв’язати задачі: 
26.  Дано однорідний ізотропний напівнескінчений стержень із теплоізольова-

ною бічною поверхнею, кінець якого підтримується при нульовій темпера-
турі. Початкова температура стержня рівна нулеві, а всередині його діють 
джерела тепла інтенсивності .1te  Знайти розподіл температури в стер-
жні при .0t  

27. Початковий розподіл температури в однорідному ізотропному )5,0( a  

напівнескінченому стержні заданий рівністю    2
1,0 xx eexU    . Через 

бічну поверхню стержня проходить теплообмін (із коефіцієнтом 25,0b ) 
по закону Ньютона з навколишнім середовищем нульової температури. Кі-
нець стержня теплоізольований. Знайти закон зміни температури в стержні 
при .0t  

28.  Однорідний ізотропний напівнескінчений стержень без внутрішніх джерел 
тепла має в початковий момент часу нульову температуру. Знайти закон 
зміни температури в стержні при 0t , якщо: 

  а) через бічну поверхню стержня проходить теплообмін згідно закону Нью-
тона з навколишнім середовищем нульової температури, а кінець стержня 
підтримується при температурі )(t ; 

  б)  бічна поверхня стержня теплоізольована, а на кінці стержня заданий тепло-
вий потік )(t . 

29.   В однорідному ізотропному )1( c  напівнескінченому стержні діють внут-
рішні джерела тепла інтенсивності )(tf . Початкова температура стержня 
рівна )(x , а через бічну поверхню стержня проходить теплообмін з коефі-
цієнтом 0 const  згідно закону Ньютона з довкіллям нульової темпера-
тури. Знайти закон зміни температури в стержні при 0t , якщо: 

  а)  кінець стержня підтримується при нульовій температурі; 
  б)  кінець стержня теплоізольований. 
       Розглянути випадок, коли 0)(  x , tAetf )( , де constA  , 
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        1 c  (див. позначення в §1). 
30.  Зінтегрувати мішані задачі: 

  а)  
  .0,10,

,0,,0

,0,0,25,0







ttU
xexU

xtUU

x

x
xxt

                    б)  
  .0,00,

,0,1,0

,0,0,2
2







ttU
xexU

xtUUU
x

xxt

 

 

  в) 

 
 
  .0,0,

,0,,0

,0,0,12













tetU

xexU

xteeUU

t
x

x

xt
xxt

 

   

 г) 

 
 
  .0,00,

,0,0,0

,0,0,exp2 2

2

4
2






ttU
xxU

xtaUaU
a
x

xxt

 

 
 

ВАРІАНТИ ІНДИВІДУАЛЬНИХ ЗАВДАНЬ ДО РОЗДІЛУ ІV 
 
Варіант 1. 
1. Дано тонкий однорідний ( 1k ) стержень довжини l , початкова температура 

якого задана функцією   .12  lxxx  На обох кінцях стержня та через 
бічну поверхню проходить теплообмін (із однаковим коефіцієнтом l ) з 
навколишнім середовищем, температура якого рівна нулеві. Визначити 
температуру стержня в довільний момент часу 0t .  

2. Зінтегрувати мішані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а) ;10,0,2  xTtUaU xxt  
      ;10,5,0,0 2

0  xxUxU   
         .0,1,,00, 00 constUTtUtUtU xx   
б) ;40,10,0,  yxTtUUU yyxxt  
      ;40,10,sinsin6,,0  yxyxyxU  
        ;40,0,0,1,,0,0,  yTtytUytU  
        .10,0,04,,,00,,  xTtxtUxtU  
в) ;0,0,2  xTtUaU xxt  
      ;0,,0  xAxU  
       .0,0, constATtAetU t    
 
Варіант 2. 
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1. Дано тонкий однорідний стержень довжини l  із теплоізольованою бічною 
поверхнею, початкова температура якого рівна нулеві. На правому кінці 
стержня підтримується нульова температура, а на лівому кінці температура 
зростає пропорційно до часу:   ,0, AttU   де .constA   Визначити температу-
ру стержня в довільний момент часу 0t .  

2. Зінтегрувати мішані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а) ;20,0,2  xTtUaU xxt  
      ;20,2,0  xxxU   
          .0,102,22,,00, TttUtUtU x   

б)   ;0,0,0,cossin 22
32 cybxTtyxAUUaU cbyyxxt    

      ;0,0,cossin,,0 2
3

2 cybxyxByxU cb    
        ;0,0,0,,,0,0, cyTtybtUytU x   
         .,0,0,0,,,00,, constBAbxTtcxtUxtU y   
в) ;0,0,  xTtUUU xxt  
      ;0,,0  xAxU  
       .0,00, constATttU x   
  
Варіант 3. 
1. Знайти закон зміни температури в однорідному ізотропному стержні дов-

жини l  при вільному теплообміні, якщо початкова температура точок стер-
жня задана рівністю:   ,,0 22

0
 lxUxU  де ;0 constU   бічна поверхня стержня 

та його лівий кінець теплоізольовані, а на правому кінці підтримується стала 
температура .0U  

2. Зінтегрувати мішані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;0,0,22 lxTtxlxtUaU xxt   
      ;0,sin3,0 7 lxxxU l     
        .0,0,,00, TtltUtU   
б)   ;0,0,0,2 cybxTtUUaU yyxxt   

        ;0,0,,,0 22 cybxbxxyxU   
          ;0,0,0,,,,,0,0, cyTtybthUybtUytU xx   
         .00,0,0,,,00,,  consthbxTtcxtUxtU yy  

в) ;0,0,2 2
16
1   xTtAeUUU t

xxt  

      ;0,,0
28   xexU x  

       .0,00, constATttU x   
 
Варіант 4. 
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1. В однорідному ізотропному стержні довжини l  обидва кінці та бічна по-
верхня теплоізольовані, а початкова температура стержня стала й рівна  .0U  
Теплообмін вільний. Знайти розподіл температури в стержні при 0t .  

2. Зінтегрувати мішані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а) ;10,0,2  xTttxxUUU xxt  
      ;10,0,0  xxU   
        .0,1,,00, TtttUtU   
б)   ;0,0,0,2 cybxTtUUaU yyxxt   

         ;0,0,,,0 22 cybxbxcyyyxU   
        ;0,0,0,,,0,0, cyTtybtUytU x   

    .0,0,0,,,00,, bxTtcxtUxtU   
в) ;0,0,2  xTtUaU xxt  
      ;0,0,0  xxU  
       .0,sin0, constATttAtU x   
 
Варіант 5. 
1. Знайти закон зміни температури в однорідному ізотропному стержні дов-

жини l  при вільному теплообміні, якщо початкова температура точок стер-
жня рівна   ,2lxx   бічна поверхня стержня та його правий кінець теплоізо-
льовані, а на лівому кінці підтримується нульова температура. 

2. Зінтегрувати мішані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а) ;10,0,64 23  xTtxxUUU xxt  
      ;10,3,0  xxU   
        .0,01,,00, TttUtU xx   
б)   ;0,0,0,2 cybxTtUUaU yyxxt   

        ;0,0,sinsin2sin3,,0 26 cybxyxxyxU cbb    
        ;0,0,0,,,0,0, cyTtybtUytU   
        .0,0,0,,,00,, bxTtcxtUxtU   
в) ;0,0,2  xTtUaU xxt  
      ;0,0,0  xxU  
       .0,sin0, constATttAtU   
 
Варіант 6. 
1. Дано тонкий однорідний стержень довжини l , початкова температура якого 

рівна  ,01
1

0 UUxlU    де ., 10 constUU   На лівому кінці стержня темпера-
тура змінюється згідно з законом ,0

teU   а на правому – по закону teU 
1 . Че-

рез бічну поверхню стержня проходить теплообмін – із коефіцієнтом 0  
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таким, що 1)( 1  cb , – із навколишнім середовищем нульової темпе-
ратури. Визначити температуру  стержня в довільний момент часу 0t .  

2. Зінтегрувати мішані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а) ;30,0,62  xTtUaU xxt  

        ;30,33,0 22  xxxxU   
        .0,03,,00, TttUtU xx   
б)  ;0,0, 222222 zyxrRrTttrRUaU t    
      ;0,0,0 RrrU   
      .0,5,0, 2 TttRtU   
в)   ;0,0,,2  xTtxtfUaU xxt  

    
 
  TttU

xxU

x 


0,00,
;0,0,0

(розглянути випадок   constUxtf  0, ). 

 
Варіант 7. 
1.  Дано тонкий однорідний ( 1 ck ) стержень довжини l  із теплоізольова-

ною бічною поверхнею, початкова температура якого рівна ,1Axl  де 
.constA   На правому кінці стержня температура змінюється згідно з зако-

ном ,tAe  а лівий кінець підтримується при нульовій температурі. Інтенсив-
ність внутрішніх джерел тепла всередині стержня рівна   22,  lxAextf t . 
Знайти розподіл  температури уздовж стержня при 0t .  

2. Зінтегрувати вказані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а) ;0,0,cos 2

5 lxTtxUUU lxxt    

      ;0,,0 22 lxlxxU    
        .0,0,,00, TtltUtU x   
б)   ;0,0,0,2 cybxTtUUaU yyxxt   

        ;0,0,sincos5,,0 33 cybxxyyxU bc    
        ;0,0,0,,,0,0, cyTtybtUytU   
        .0,0,0,,,00,, bxTtcxtUxtU yy   

в) R;,0,cos22  xTttaUaU xxt  
      .R,0,0  xxU  
 
Варіант 8. 
1. Дано тонкий однорідний стержень довжини l , початкова температура якого 

рівна    ,11
12

0


 llxU  де .0 constU   На правому кінці стержня темпера-
тура змінюється згідно з законом ,0

lteU   а на лівому кінці стержня та через 
бічну поверхню проходить теплообмін – із коефіцієнтом 0  таким, що 
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lcb  1)( , – з навколишнім середовищем, температура якого рівна 
нулеві. Визначити температуру стержня в довільний момент часу 0t .  

2. Зінтегрувати вказані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)    ;20,0,sincos25,02  xTttxtxUaU xxt  
      ;20,sin,0  xxxU   
         .0,02,,sin0, constTttUttU   
б)   ;0,0,0,sinsin 2

2 cybxTtyxAUUaU cbyyxxt    
      ;0,0,0,,0 cybxyxU   
        ;0,0,0,,,0,0, cyTtybtUytU   
         .0,0,0,,,00,, constAbxTtcxtUxtU y   

в) R;,0,2  xTtQUaU xxt  

   .R,,0
2

constQxaexU x    
     
Варіант 9. 
1. Дано тонкий однорідний стержень довжини l  із теплоізольованою бічною 

поверхнею, лівий кінець якого підтримується при нульовій температурі, а на 
правому кінці проходить теплообмін із навколишнім середовищем нульової 
температури. Початкова температура точок стержня описується функцією 
    ,21 22 xhllxhl   де 1 kh , 0 const  – коефіцієнт теплообміну. 
Знайти розподіл температури уздовж стержня при 0t .  

2. Зінтегрувати мішані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а) ;20,0,cos36 410   xTtxUU xxt  
      ;20,0,0  xxU   
        .0,02,,00, TttUtU x   
б)      ;20,10,0,1sin2 2

32   yxTtxyyeUUaU t
yyxxt  

      ;20,10,,,0  yxyyxU  
        ;20,0,0,1,,,0,   yTtytUyeytU x

t  
        .10,0,22,,,00,,   xTtextUxtU t  
в) ;0,0,2  xTtbUUaU xxt  
      ;0,0,0  xxU       .00,1cos20,   constbTttetU bt  
 
Варіант 10. 
1. Знайти розподіл температури в однорідному ізотропному ( 2 ck ) стержні 

довжини 5,0l  із теплоізольованою бічною поверхнею, початкова темпера-
тура якого рівна нулеві, якщо на лівому кінці стержня підтримується нульова 
температура, на правому кінці температура змінюється згідно з законом 

,4sin tA  де constA  , а інтенсивність джерел тепла всередині стержня  рівна 
.4cos32 2 tAx  
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2. Зінтегрувати вказані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а) ;0,0,2 lxTtUUU xxt   
      ;0,cos6,36,0 2 lxxxU l     
         .00,0,,00,  constTtltUtU xx  
б)  ;0,0, 22222 zyxrRrTtUaU t   
      ;0,,0 0 RrUrU   
       .0,0, 0 constUTtRtU r   
в)   ;0,0,22  xTttfUUaU xxt  
        ;0,,0  xxxU  
      TttU  0,00,  
    (розглянути випадок   ,, 2tAextf   constA  ). 
 
Варіант 11. 
1. Знайти розподіл температури в однорідному )1(  ck  ізотропному стержні 

довжини 5,0l  з теплоізольованою бічною поверхнею, початкова темпера-
тура якого рівна нулеві, якщо на лівому кінці стержня температура змінюєть-
ся згідно з законом  teA 1 , де constA , , а на правому кінці проходить 
теплообмін (із коефіцієнтом 4 ) з навколишнім середовищем нульової 
температури. Усередині стержня діють джерела та поглиначі тепла сумарної 
інтенсивності  .2 2xAe t   

2. Зінтегрувати вказані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а) ;0,0,0

2 lxTteUUUaU t
xxt    

        ;0,,0 lxxlxxU    
         .0,0,,00, 0 constUTtltUtU   
б)  ;0,0,2 22222 zyxrRrTttUaU t   
      ;0,0,0 RrrU   
      .0,0, TtRtU r   
в) R;,0,2  xTtUaU xxt  

     








.1,0

;1,0
,0

0 xconstU
x

xU  

 
Варіант 12. 
1. В однорідному ізотропному стержні довжини l  обидва кінці та бічна по-

верхня теплоізольовані, а початкова температура стержня  рівна   

 














lxllxlU

lxlxU
x

5,0,2

;5,00,2
)(

12
0

12
0     .0 constU   

    Знайти розподіл температури в стержні при 0t .  
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2. Зінтегрувати мішані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;20,0,sin2 2  xTttxxUU xxt  
      ;20,3sin3,0  xxxU   
        .0,02,,00, TttUtU   
б)  ;0,0, 22222 zyxrRrTtUUaU t   
      ;0,,0 1 RrArRrU    
       .,00,, constATtAeRtU t    
в) ;0,0,2  xTtUUU xxt  
      ;0,1,0   xexU x  
      .0,00, TttU   
 
Варіант 13. 
1. Знайти розподіл температури в однорідному ізотропному стержні довжини l  

з теплоізольованою бічною поверхнею та правим кінцем, якщо початкова 
температура стержня рівна нулеві, а в лівому його кінці підтримується нульо-
ва температура. Усередині стержня діють джерела та поглиначі тепла сумар-
ної інтенсивності   tlxxl  cos21 , де const . 

2. Зінтегрувати мішані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а) ;50,0,22  xTtUUaU xxt  
        ;50,54,0,0  xxxxU   
        .0,05,,00, TttUtU   
б)  ;0,0, 22222 zyxrRrTtUaU t   
      ;0,,0 2 RrQrrU   
         .0,3,, 1 constQTtQRRtURRtU r    
в) ;0,0,  xTtQUU xxt  
      ;0,0,0  xxU  
         .0,120, constQTteQtU t

x    
 
Варіант 14. 
1. Дано тонкий однорідний стержень довжини l  із теплоізольованою бічною 

поверхнею, початкова температура якого рівна  ,2 xlBxl   де .constB   Кін-
ці стержня підтримуються при нульовій температурі. Визначити температуру  
стержня в довільний момент часу 0t .  

2. Зінтегрувати мішані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;0,0,sin222 lxTttlxUaU xxt   
      ;0,cos4,0 2

3 lxxxU l     
        .0,0,,00, TtltUtU x   
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б)   ;20,10,0,2  yxTtUUaU yyxxt  

      ;20,10,sin2,,0 4
5   yxyyxU  

        ;20,0,0,1,,0,0,  yTtytUytU xx  
        .10,0,02,,,00,,  xTtxtUxtU y  
в) ;0,0,  xTtbUUU xxt  
      ;0,0,0  xxU  
         .00,1cos20,   constbTtbtetU bt

x  
 
Варіант 15. 
1. В  однорідному ізотропному стержні довжини l  бічна поверхня теплоізольо-

вана, а початкова температура стержня  рівна   

 










.5,0,

;5,00,
)(

2

2

lxlxl

lxx
x     

    На обох кінцях стержня проходить теплообмін із навколишнім середовищем 
нульової температури. Знайти розподіл температури в стержні при 0t .  

2. Зінтегрувати мішані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а) ;30,0,4  xTtUUU xxt  
      ;30,,0 2  xxxU  
        .0,63,,00, TttUtU xx   
б)  ;0,0,sin 2222212 zyxrRrTttrQRUaU t    
      ;0,,0 RrQrU   
       .0,cos, constQTttQRtU   
в) ;0,0,2  xTtUaU xxt  
      ;0,,0   xexU x  
      .0,10, TttU x   
 
Варіант 16. 
1. Дано тонкий однорідний ( 2c , 1k ) стержень довжини l  із тепло-ізо-

льованою бічною поверхнею, початкова температура якого рівна нулеві. 
Правий кінець стержня теплоізольований, а до лівого кінця підводиться потік 
тепла ,sin tA   де ., constA   Усередині стержня діють джерела тепла, ін-
тенсивність яких рівна   .cos2 21 txlxlA    Знайти закон зміни температури 
всередині стержня при 0t .  

2. Зінтегрувати вказані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а) ;0,0,9 lxTtUUU xxt   
      ;0,,0 22 lxlxxU   
        .0,0,,00, TtltUtU x   
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б)     ;0,0,0,sinsincos33 42 cybxTttyUUaU cb
x

yyxxt    
      ;0,0,0,,0 cybxyxU   
        ;0,0,0,,,0,0, cyTtybtUytU xx   
        .0,0,0,,,00,, bxTtcxtUxtU   
 
в) R;,0,5,02  xTtUUaU xxt  

      .R,
4

exp,0 2

2









 x

a
xxU  

 
Варіант 17. 
1. Знайти закон зміни температури в однорідному ізотропному стержні дов-

жини l , лівий кінець якого теплоізольований, а правий підтримується при 
нульовій температурі, якщо початкова температура точок стержня рівнa 
нулеві, а через бічну поверхню стержня проходить теплообмін із навколиш-
нім середовищем сталої температури .0U  

2. Зінтегрувати вказані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а) ;40,0,2  xTtUaU xxt  
      ;40,0,0  xxU   
          .0,54,,50,0, TtttUttUtU x   
б)   ;0,0,0,2 cybxTtUUaU yyxxt   

      ;0,0,5,0,,0 2 cybxbxxyxU   
        ;0,0,0,,,0,0, cyTtybtUytU x   
        .0,0,0,,,00,, bxTtcxtUxtU yy   

в) R;,0,
4

exp
2









 xTt

t
xUU xxt  

       .
0,
;0,

,0 0
0

0 constU
xU

xU
xU 








  

 
Варіант 18. 
1.  В однорідному ізотропному стержні довжини l  із теплоізольованою бічною 

поверхнею правий кінець підтримується при сталій температурі В, а на ліво-
му температура змінюється за законом  ,1 teA  де ., constA   Знайти роз-
поділ температури в стержні при 0t , якщо його початкова температура рів-
на ,1Bxl  а всередині стержня діють джерела тепла, інтенсивність яких рівна 

 122   lxecA t  , де с – питома теплоємність,   – густина маси стержня. 
2. Зінтегрувати вказані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а) ;0,0,2 lxTtUaU xxt   
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        ;0,3,0
123

0 lxlxqxU 


  
         .0,,,00, 00 constqTtqltUtU xx   
б)  ;20,0,4 2222

0 zyxrrTtQUU t   
        ;20,2,0  rrrU  
       .0,02, 0 constQTttU    
в)   R;,0,4 6

0
2   xTteUUUaU t

xxt  
       .R,0,0 0 constUxxU      
 
Варіант 19. 
1. Дано тонкий однорідний стержень довжини l , початкова температура якого 

рівна .0 constU   Обидва кінці стержня теплоізольовані, а через його бічну 
поверхню проходить теплообмін із навколишнім середовищем сталої темпе-
ратури .1U  Знайти закон зміни температури всередині стержня в довільний 
момент часу 0t .  

2. Зінтегрувати мішані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а) ;80,0,3sin62  xTtxUaU xxt  
      ;80,0,0  xxU   
        .0,08,,00, TttUtU   

б)       ;0,0,0,214 22 cybxTtbxcyxyeUUU t
yyxxt    

      ;0,0,,,0 cybxyyxU   
          ;0,0,,,,,,0,0, cyTtyeybtUybtUytU t

xx    
        .0,0,,,,00,, bxTtecxtUxtU t

y    

в) ;0,0,2  xTtUaU xxt  

      ;0,1,0
2

  xexU x  
      .0,00, TttU   
 
Варіант 20. 
1. Дано тонкий однорідний стержень довжини l  із теплоізольованою бічною 

поверхнею, початкова температура якого рівна нулеві. Правий кінець стер-
жня підтримується при нульовій температурі, а лівий – теплоізольований. 
Усередині стержня є джерела та поглиначі тепла сумарної інтенсивності  
  tllx   sin122 , де const . Визначити температуру точок стержня в до-
вільний момент часу 0t .  

2. Зінтегрувати вказані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 

а) ;0,0,
2

2
lxTt

l
xlUU xxt   

      ;0,0,0 lxxU    
        .0,,,00, TttltUtU xx   
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б)  ;0,0,2 2222 zyxrRrTtUUU t   
      ;0,sin,0 3 RrrArU R    
       .0,0, constATtRtU   
 
 
в) R;,0,2  xTtbUUaU xxt  

       .0,,
,0

;,
,0 0

0 







 constlbU
lx
lxU

xU  

 
Варіант 21. 
1. Дано тонкий однорідний ( 1k ) стержень довжини l  із теплоізольованою 

бічною поверхнею, початкова температура якого   xeqx  0 , де constq 0 . 
До лівого кінця стержня підводиться сталий тепловий потік ,0q  а на право-
му проходить теплообмін (із коефіцієнтом 1 ) з навколишнім середови-
щем нульової температури. Знайти розподіл температури уздовж стержня 
при 0t .  

2. Зінтегрувати вказані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;20,0,24  xTttUUU xxt  
      ;20,0,0  xxU   
        .0,02,,00, TttUtU xx   
б)   ;0,0,0,2 cybxTtUUaU yyxxt   
         ;0,0,,,0 cybxcyxbxyyxU   
        ;0,0,0,,,0,0, cyTtybtUytU   
        .0,0,0,,,00,, bxTtcxtUxtU   
в) R;,0,25,0 2

0   xTteUUUU t
xxt  

       .R,5,0,0 0
2 2

constUxexU x    
 
Варіант 22. 
1. Знайти розподіл температури в однорідному ізотропному стержні довжини l  

із теплоізольованою бічною поверхнею та правим кінцем, якщо початкова 
температура стержня задана функцією xA l2

9
0 sin    ,0 constA   лівий кінець 

підтримується при нульовій температурі, а всередині стержня діють джерела  
тепла інтенсивності 0A . 

2. Зінтегрувати мішані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 

а) ;30,0,2
3

29
2





















 xTtxxtUUU xxt  

      ;30,0,0  xxU   
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         .00,53,,20,  constTtttUttU  
б)  ;40,0, 22222 zyxrrTtUaU t   

       ;0
42,0

;20,
,0 0

0 







 constU
r
rU

rU  

      .0,04, TttU r   
в) ;0,0,3

16
1   xTtebUUU btx

xxt  
      ;0,0,0  xxU  
       .00,00,  constbTttU  
 
Варіант 23. 
1. В  однорідному ізотропному ( 1k ) стержні довжини l  із теплоізольованою 

бічною поверхнею правий кінець підтримується при нульовій температурі, а 
до лівого кінця підводиться тепловий потік ,0tq  де .0 constq   Початкова тем-
пература стержня рівна нулеві. Знайти закон зміни температури всередині 
стержня при  0t . 

2. Зінтегрувати мішані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а) ;10,0,2  xTtUUaU xxt  
      ;10,1,0  xxxU   
           .00,01,,30,20,  constTttUtUtU x  
б)     ;30,20,0,cos2316 4

32   yxTtxtUUU yyxxt  
      ;30,20,0,,0  yxyxU  
        ;30,0,0,2,,0,0,  yTtytUytU x  
        .20,0,03,,,00,,  xTtxtUxtU yy  

в) ;0,0,2  xTtAUaU xxt  
      ;0,0,0  xxU  
       .0,00, constATttU x   
 
Варіант 24. 
1. Знайти розподіл температури в однорідному ізотропному стержні довжини ,l  

якщо його початкова температура рівна нулеві, обидва кінці та бічна поверх-
ня теплоізольовані, а всередині стержня діють джерела та поглиначі тепла 
сумарної інтенсивності   ,coscos1 4

0 txA l    де .,0 constA   
2. Зінтегрувати вказані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а) ;0,0,6 lxTtUUU xxt   
      ;0,cos1,0 2 lxxxU l     
           .00,0,,,00,  consthTtlthUltUtU x  
б)  ;0,0, 22222 zyxrRrTtUaU t   
      ;0,0,0 RrrU   
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       .0,, constATtAtRtU   
в)   R;,0,)(2  xTttfUbUaU xxt  
        R,,0  xxxU  
    (розглянути випадок   ,0

bteftf   де constf 0 ). 
Варіант 25. 
1. Дано тонкий однорідний ( 1k ) стержень довжини l  із теплоізольованим 

правим кінцем, початкова температура якого рівна  .122  xlx  На лівому 
кінці стержня та через бічну поверхню проходить теплообмін (із однаковим 
коефіцієнтом 1 ) з навколишнім середовищем нульової температури. 
Знайти розподіл температури уздовж  стержня при 0t .  

2. Зінтегрувати вказані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;80,0,2cossh4  xTtxtxtAUU xxt  
      ;80,0,0  xxU   
         .0,8,,0, constATtAttUAttU xx   
б)      ;0,0,0,2222 cybxTtcyybxAeUUaU t

yyxxt    
      ;0,0,0,,0 cybxyxU   
        ;0,0,0,,,0,0, cyTtybtUytU x   
        .0,0,0,,,00,, bxTtcxtUxtU   
в) R;,0,sin32   xTttebUUaU bt

xxt  
       .0R,0,0  constbxxU  
 
Варіант 26. 
1. Знайти розподіл температури в однорідному ізотропному стержні довжини l  

з теплоізольованою бічною поверхнею, початкова температура якого задаєть-
ся функцією ,sin xA l

  де ,constA   якщо лівий кінець стержня підтримуєть-
ся при нульовій температурі, а на правому кінці температура зростає з бігом 
часу:   ,, BtltU   .constB    

2. Зінтегрувати вказані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;60,0,7cos242  xTtxtUUaU xxt  
      ;60,0,0  xxU   
        .0,06,,00, TttUtU xx   
б)  ;0,0,4 2222 zyxrRrTtUU t   

        ;0,,0 2 RrrRArU   
       .0,0, constATtRtU r   

в) R;,0,
4

exp
2









 xTt

t
xUU xxt  

      .R,0,0  xxU  
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Варіант 27. 
1. Дано тонкий однорідний ( 1k , 2

1c ) стержень довжини l , правий кінець 
та бічна поверхня якого теплоізольовані. Початкова температура стержня 
рівна нулеві, а на його лівому кінці температура зростає згідно з законом 

,2At  де .constA   Усередині стержня діють джерела тепла, інтенсивність 
яких  рівна  .122  lxxAt  Знайти розподіл температури уздовж стержня при 

0t .  
2. Зінтегрувати мішані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а) ;0,0,252 lxTtUUaU xxt   
      ;0,sincos2,0 lxAxAxAxU    
          TtltUtUtU x  0,0,,00,5,00,   
    ( 0A  – cтала, яка справджує рівність AAl 2tg   ). 
б)   ;20,60,0,sincos4 2   yxTtxtUUU yyxxt  
      ;20,60,0,,0  yxyxU  
        ;20,0,0,6,,0,0,  yTtytUytU  
        .60,0,02,,,00,,  xTtxtUxtU yy  

в) ;0,0,25 22   xTteUUaU t
xxt  

      ;0,0,0  xxU  
      .0,00, TttU x   
 
Варіант 28. 
1. Дано однорідний ( 1a ) ізотропний стержень довжини l , правий кінець та 

бічна поверхня якого теплоізольовані. Початкова температура стержня рівна 
 ,5,01 12  lxxA  де ,constA   а на його лівому кінці температура зміню-

ється згідно з законом .tAe  Усередині стержня діють джерела тепла інтен-
сивності  telAc   1 , де с – питома теплоємність,   – густина маси стер-
жня. Знайти розподіл температури уздовж  стержня при 0t .  

2. Зінтегрувати мішані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а) ;90,0,22  xTtUUaU xxt  
        ;90,cos18,0  xxxU   
        .0,09,,00, TttUtU xx   

б)      ;0,0,0,2 222 cybxTtcybxxtyUUaU yyxxt   
      ;0,0,0,,0 cybxyxU   
        ;0,0,0,,,0,0, cyTtybtUytU x   
          .0,0,0,,,,,00,, bxTtcxtUcxtUxtU y   

в) ;0,0,
4

exp2 2

2
2 








 xTt

a
xaUaU xxt  



 < 140 > 

      ;0,0,0  xxU  
      .0,00, TttU    
  
 
Варіант 29. 
1. Знайти закон зміни температури в однорідному ізотропному стержні дов-

жини l , якщо правий кінець та бічна поверхня стержня теплоізольовані, а на 
його лівому кінці проходить теплообмін із навколишнім середовищем нульо-
вої температури зі сталим коефіцієнтом .0  Початкова температура стер-
жня рівна  ,222

0 llhxhxU   де 1 kh , .0 constU     
2. Зінтегрувати мішані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а) ;50,0,sh52  xTttUUaU xxt  
      ;50,1,0  xxU   
        .0,05,,00, TttUtU xx   
б)     ;20,10,0,coscoscos84 842   yxTttyxxyUUU yyxxt  

      ;20,10,,,0 2  yxyxyxU  
        ;20,0,,1,,0,0,  yTtyytUytU  
        .10,0,22,,,00,, 2  xTtxxtUxtU  
в) ;0,0,2  xTtQUaU xxt  
      ;0,sin,0  xxxU  
       .0,00, constQTttU x   
 
Варіант 30. 
1. Знайти закон зміни температури в однорідному ізотропному стержні дов-

жини l  з теплоізольованою бічною поверхнею, якщо в його лівому кінці 
підтримується стала температура ,1m  у правому – стала температура 

,12 mm   а початкова температура стержня рівна     .1
121

 xlmmmx  
Теплообмін вільний.  

2. Зінтегрувати вказані задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а) ;0,0,22 lxTttUUaU xxt   
        ;0,5,1,0 2 lxlxxxU    
         .0,0,,00, constTtltUtU xx   
б)  ;0,0, 22222 zyxrRrTtQUaU t   
      ;0,,0 RrArU   
       .,0,, constQATtARtU   
в) R;,0,2  xTtUaU xxt  

         .0,
0,1

;0,0
,0 








  constA
xeA

x
xU x  
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РОЗДІЛ V 
РІВНЯННЯ ЕЛІПТИЧНОГО ТИПУ. ТЕОРІЯ ПОТЕНЦІАЛУ 

 
 

§1. Фізичні процеси, які приводять до рівнянь еліптичного типу. 
Постановка крайових задач  

 
До рівнянь еліптичного типу приводять дослідження стаціонарних проце-

сів різної фізичної природи (теплопровідність, дифузія, рівновага, задачі елект-
ростатики, магнітостатики, гідродинаміки тощо). Одним із найпростіших рів-
нянь еліптичного типу є рівняння Лапласа 

  .0...,...,, 2

2

2
2

2

2
1

2

21 












n

n x
U

x
U

x
UxxxU  

 Означення. Функція  nxxxU ,...,, 21  називається гармонічною в обмеже-
ній області D, якщо вона в цій області двічі неперервно диференційовна по всіх 
аргументах і задовольняє рівняння Лапласа. 
 Функція  nxxxU ,...,, 21  називається гармонічною в необмеженій області 
D*, якщо в кожній точці цієї області, що знаходиться на скінченій віддалі від 
початку координат, функція двічі неперервно диференційовна по всіх аргумен-
тах, задовольняє рівняння Лапласа і для досить великих 22

2
2
1 ... nxxxr   

виконується нерівність (умова регулярності на нескінченості) 
  .,,...,, 2

21 constCCrxxxU n
n    

 У випадку двовимірного простору умова регулярності на нескінченості 
набуває вигляду   ,, CyxU   constC  , тобто є умовою обмеженості функції 

для досить великих .22 yxr   
 Рівняння    nn xxxfxxxU ,...,,,...,, 2121   називається рівнянням Пуассо-
на. 
 Теорема 1 (принцип мінімакса для гармонічних функцій). Гармонічна в 
обмеженій області D і неперервна в замиканні SDD   функція  nxxxU ,...,, 21  
досягає свого найбільшого і найменшого значення на границі S  області D. 
 Наведемо постановку основних крайових задач для рівняння Лапласа. 
 1. Внутрішня (зовнішня) задача Діріхле: знайти гармонічну в D (D*) і 
неперервну в D  ( D *) функцію  nxxxU ,...,, 21 , яка на границі S  області набуває 
заданих значень:    ,,...,,,...,, 21121 nn xxxxxxU S  де  nxxx ,...,, 211  – задана 
неперервна на S  функція. 
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 2. Внутрішня (зовнішня) задача  Неймана: знайти гармонічну в D (D*) і 
неперервну разом із частинними похідними першого порядку в D  ( D *) фун-
кцію  nxxxU ,...,, 21 , яка на границі S  області справджує умову 

 ,,...,, 212 nxxx
n
U





S
  

де n  – зовнішня нормаль до S , а  nxxx ,...,, 212  –  задана неперервна на S  
функція, причому для коректності постановки задачі повинна виконуватися 
рівність 

  
S

.0,...,, 212 dsxxx n  

( умова стаціонарності теплового поля). 
 3. Третя внутрішня (зовнішня) крайова задача: знайти гармонічну в D 
(D*) і неперервну разом із частинними похідними першого порядку в D  ( D *) 
функцію  nxxxU ,...,, 21 , яка на границі S  області справджує умову 

   ,,...,,,...,, 214213 nn xxxUxxx
n
U





 



S
  

де  nxxx ,...,, 213  і  nxxx ,...,, 214  –  задані неперервні на S  функції. 
 Аналогічно ставляться крайові задачі і для рівняння Пуассона. 
 Теорема 2. Як внутрішня, так і зовнішня задачі Діріхле для рівняння 
Пуассона мають не більш, ніж один розв’язок у розглядуваній області (тобто: 
якщо розв’язок задачі Діріхле існує, то він є єдиним). 
 Теорема 3. У двовимірному просторі довільні два розв’язки задачі Ней-
мана (внутрішньої чи зовнішньої), які мають неперервні аж до S  частинні по-
хідні першого порядку, відрізняються на сталий доданок. 
 Зауваження. У випадку трьох і більше незалежних змінних твердження 
теореми 3 справджується  для внутрішньої задачі Неймана. Розв’язок зовніш-
ньої задачі Неймана є єдиним. 
 Окрім сформульованих трьох основних крайових задач для рівнянь еліп-
тичного типу, на практиці зустрічаються складніші задачі з крайовими умовами 
різного роду на частинах границі S .  
 
 Вивести рівняння, які описують наступні стаціонарні процеси: 
1. Стаціонарне температурне поле. Вивести рівняння, яке справджує темпе-

ратура стаціонарного теплового поля в однорідному середовищі, враховуючи 
наявність розподілених джерел тепла, котрі не змінюються з часом. 

2. Рівняння стаціонарної дифузії. Вивести рівняння стаціонарного процесу 
дифузії в однорідному ізотропному середовищі при відсутності джерел ди-
фундуючої речовини. 

3. Рівняння електростатики. Виходячи з рівнянь Максвела (див. додаток у 
кінці книги), показати, що потенціал електростатичного поля задовольняє 
рівняння Пуассона з правою частиною, пропорційною об’ємній густині 
зарядів ),,( zyx . 
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4. Рівняння магнітостатики. Вивести рівняння для потенціалу стаціонарного 
магнітного поля при відсутності електричних струмів. 

5. Поле постійного електричного струму. Вивести рівняння для потенціалу 
електричного поля постійного електричного струму. 

6. Потенційний рух нестисливої рідини. Вивести рівняння, яке справджує 
потенціал швидкостей стаціонарного потоку нестисливої рідини, врахову-
ючи наявність джерел рідини, інтенсивність яких не змінюється з часом. 

 
 Скласти математичні моделі наступних задач: 
7. Знайти положення рівноваги однорідної прямокутної мембрани ,0 ax   

by 0 , якщо: 
а) мембрана піддається дії неперервно розподіленої зовнішньої сили густини  

),,( yxf  а її краї нерухомо закріплені; 
б) мембрана піддається дії неперервно розподіленої зовнішньої сили інтен-
сивності ),,( yxf  а її краї вільні; 
в) на краях 0x  та ax   задані відхилення )(1 y  і )(2 y  відповідно, а на 
краї 0y  та by   діють сили )(1 x  і )(2 x  відповідно; 
г) краї мембрани пружно закріплені з коефіцієнтом жорсткості α, причому 
точки закріплення пружин країв 0x  та by   нерухомі, а країв ax   та 

0y  рухаються згідно законів )(1 y  і )(2 x  відповідно. 
8. Знайти розподіл потенціалу електростатичного поля всередині нескінченого 

кругового циліндра ,0 R  ,20   , z  якщо: 
 а) електричні заряди всередині циліндра відсутні, а на його поверхні 

потенціал рівний )(f ; 
 б) циліндр поміщений у нескінчене середовище з діелектричною сталою   і 

заземлений, а густина зарядів усередині нього рівна ),( F ; 
 в) циліндр поміщений у нескінчене середовище з діелектричною сталою  , 

усередині циліндра заряд розподілений з густиною ),,( zF  , а потенціал на 
його поверхні рівний ),( zf  ; 

 г) циліндр поміщений у вакуум і заземлений, а густина зарядів усередині 
нього рівна )(F . 

9.  Знайти стаціонарний розподіл температури всередині однорідної (коефіці-
єнт внутрішньої теплопровідності constk  ) пластинки, яка має форму 
кругового сектора ,0 R  ,20   якщо: 
а) інтенсивність джерел тепла всередині пластинки рівна )(F , а краї плас-
тинки теплоізольовані; 
б) інтенсивність джерел тепла всередині пластинки рівна ),,( F  прямолі-
нійні краї підтримуються при нульовій температурі, а на дузі температура 
рівна )( ; 
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в) внутрішні джерела тепла відсутні, до країв 0  та   підводяться 
теплові потоки )(1   і )(2   відповідно, а на краї R  відбувається тепло-
обмін із навколишнім середовищем нульової температури; 
г) внутрішні джерела тепла відсутні, на краї 0  проходить теплообмін із 
довкіллям температури )( , край   підтримується при температурі 

)( , а до краю R  підводиться тепловий потік )( . 
§2. Крайові задачі для прямокутних областей. Метод Фур’є. 

 Метод власних функцій 
 

 І. Метод Фур’є. 
 Крайові задачі для рівняння Лапласа у випадку прямокутних областей 
розв’язуються за допомогою методу відокремлення змінних (методу Фур’є) 
аналогічно до мішаних задач для рівнянь гіперболічного та параболічного типів 
(див. розділи III, IV). 
 
 ПРИКЛАД 1. Знайти розподіл потенціалу 
 yxU ,  електростатичного поля всередині прямо-

кутника ОАСВ зі сторонами ОА=а, ОВ=b (рис. 31), 
якщо уздовж сторони ОВ потенціал розподілений 
згідно з законом  ,0 ybyU   де ,0 constU   а три ін-
ші сторони заземлені. Електричні заряди всередині 
прямокутника відсутні. 
 Розв’язання. Складаємо математичну модель 
задачі: 

 
     
    .0,0,,00,

;0,0,,,0

;0,0,0,

0

axbxUxU
byyaUybyUyU

byaxUUyxU yyxx







 

 Шукаючи розв’язок цієї задачі методом відокремлення змінних (крайові 
умови є узгодженими) у вигляді       ,0,  yYxXyxU  з рівняння Лапласа 
матимемо 

 
 

 
  ,const
yY
yY

xX
xX







 

звідки одержимо диференціальне рівняння для функції )(xX  
    ,0 xXxX  

а з урахуванням однорідних крайових умов на сторонах ОА та ВС – задачу 
Штурма-Ліувілля для функції )(yY : 

   
   







.0,00
;0

bYY
yYyY

 

 Розв’язавши останню задачу, одержимо: 
    N  nyCyY b

n
nnb

n
n ,sin,2  

x

 y

a

b
B C

AO  
Рис. 31 
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(для визначеності можна покласти 1nC ). Підставимо знайдені власні значен-
ня n  у рівняння для функції )(xX . Загальний розв’язок одержаного рівняння 

      02
  xXxX nb

n
n  запишеться у вигляді 

  ., N
  neBeAxX x

n
x

nn
b
n

b
n

 
 Тоді 

  .sin,
1

yeBeAyxU b
n

n

x
n

x
n

b
n

b
n






 




 



 

 Із крайових умов на сторонах ОВ та АС одержимо систему для визна-
чення невідомих коефіцієнтів nA  і nB : 










  ,0

;
a

n
a

n

nnn

b
n

b
n

eBeA

BA
 

де 

 
 















 
b

b
n

n kn
n
bU

kn
ydyyby

b
U

0 3

2
0

0
.12,8

;2,0
sin2  

 Отже, для парних  п ,0 nn BA  а для непарних – 

   
.

sh
4,

sh
4

3

2
0

3

2
0

bn
ebUB

bn
ebUA

a
n

a

n
a
n

a

n
b
n

b
n













 

 Підставивши ці значення у ряд для розв’язку  yxU ,  і врахувавши непар-
ність п, одержимо 

 
   

   
  .sin

sh12

sh8, 12

1
123

12

3

2
0 y

ak

xabUyxU b
k

k b
k

b
k















  

 Зауваження 1. Загальний розв’язок рівняння       02
  xXxX nb

n
n  часто 

зручніше записати у вигляді 
  .chsh xBxAxX b

n
nb

n
nn

   
 Зауваження 2. У наведеному прикладі ми будували задачу Штурма-Ліу-
вілля для функції  ,yY  оскільки крайові умови на сторонах 0y  та by   були 
однорідними. Якщо ж крайові умови неоднорідні по обох змінних, то таку 
задачу можна за певних умов звести до двох задач, аналогічних до прикладу 1. 
Наприклад, розв’язок крайової задачі 

       
        axxbxUxxU

byyyaUyyU
byaxUU yyxx






0,,,0,
;0,,,,0

;0,0,0

21

21  

можна шукати у вигляді      ,,,, yxWyxVyxU   де  yxV ,  –  розв’язок задачі 
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   
        ,0,,,0,

;0,0,,0,0

;0,0,0

21 axxbxVxxV
byyaVyV
byaxVV yyxx






 

а  yxW ,  –  розв’язок задачі 

       
    .0,0,,00,

;0,,,,0

;0,0,0

21

axbxWxW
byyyaWyyW

byaxWW yyxx






 

 Проте тут слід пам’ятати, що такий спосіб відшукання розв’язку засто-
совний лише у випадку узгодженості крайових умов не тільки у вихідній, але й 
у двох дочірніх крайових задачах. 
 Іноді область, у якій знаходять розв’язок, може бути нескінченою. 
 

ПРИКЛАД 2. У півсмузі ax 0 , 0y  (див. 
рис. 32) знайти розв’язок  yxU ,  рівняння Лапласа, 
який справджує наступні крайові умови: 

   
    .0,0,lim,sin0,

;0,0,,0,0
8 axyxUyxU

yyaUyU

ya 





  

 Розв’язання. Шукаємо розв’язок задачі мето-
дом відокремлення змінних (крайові умови є узгод-
женими) у вигляді       0,  yYxXyxU  аналогічно до прикладу 1. Зауважи-
мо, що задачу Штурма-Ліувілля (ЗШЛ) цього разу слід будувати для функції 

)(xX , оскільки однорідними є крайові умови на сторонах 0x  та ax  . 
Маємо: 

    ,0 yYyY  
   
   







.0,00
;0

aXX
xXxX

 

Розв’язавши наведену вище ЗШЛ та зінтегрувавши відповідне рівняння 
для функції )(yY , одержимо: 

   

 

  .,sin,

;,

;,sin,
2

N

N

N






 















nxeBeAyxU

neBeAyY

nxxX

a
ny

n
y

nn

y
n

y
nn

a
n

na
n

n

a
n

a
n

a
n

a
n

 

Враховуючи умову обмеженості розв’язку при ,y  беремо .0nA  
Тоді 

  .sin,
1





 


n

a
ny

n xeByxU a
n

 

Для визначення коефіцієнтів nB  використаємо крайову умову при 0y : 

 y

 aO
 x

Рис. 32 
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  ,sinsin0, 8

1
xxBxU a

n
a
n

n






   звідки 








.8,0

;8,1
n

n
Bn  

 Отже, розв’язок крайової задачі є  

  .sin, 88

xeyxU a
ya  

  
ІІ. Метод власних функцій. 
Розглянемо задачу: в області   byaxyx  0,0,  знайти розв’язок 

рівняння Пуассона 
   ,,, yxfyxU                                                   (1) 

який справджує крайові умови 
        ;0,0,,0,0 byyaUyU                                       (2) 
        .0,0,,00, axbxUxU                                        (3) 

 Розв’язок цієї задачі у випадку, коли функція  yxf ,  сама справджує всі 
чотири крайові умови, можна знайти за допомогою методу власних функцій. 
Для цього спочатку розв’язуємо відповідну задачу на власні значення вигляду  

   
        .0,0,,0,,0

;0,,



bxVxVyaVyV

yxVyxV
 

 Шукаючи власні функції наведеної задачі методом відокремлення змін-
них у вигляді       ,0,  yYxXyxV  одержуємо: 

 
 

 
  ,const
yY
yY

xX
xX







 

звідки 
   
    







0,00
;0

aXX
xXxX

      ;,sin,2 N  nxCxX a
n

nna
n

n  

  
   
    







0,00
;0

bYY
yYyY

      ;,sin,2 N  myCyY b
m

mmb
m

m  

    .,sinsin,, ,,,
2

, 2

2

2

2

mnmnb
m

a
n

mnmnb
m

a
n

mn CCCyxCyxV    

 Покладемо для визначеності 1, mnC . Тепер розв’язок задачі (1)-(3) мож-
на знайти у вигляді ряду по системі знайдених власних функцій 

     





1,
,, .,,

mn
mnmn yxVAyxU                                                 (4) 

 Вважаємо, що ряд (4) рівномірно збігається і його можна почленно 
диференціювати двічі по х і по у. Для визначення невідомих коефіцієнтів mnA ,  
розкладемо функцію  yxf ,  в подвійний ряд Фур’є по системі власних функцій 

 yxV mn ,, : 
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   
   

 
.

,

,,
,,,

0 0

2
,

0 0
,

,
1,

,,

 

 
 



a b

mn

a b

mn

mn
mn

mnmn
dydxyxV

dydxyxVyxf
yxVyxf                   (5) 

 Підставивши (4) і (5) у рівняння (1), одержимо: 

   








1,

,,
1,

,, .,,
mn

mnmn
mn

mnmn yxVyxVA  

 Але 
   .,, ,,, yxVyxV mnmnmn   

 Отже,  

   








1,

,,
1,

,,, .,,
mn

mnmn
mn

mnmnmn yxVyxVA  

 Звідси 1
,,,

 mnmnmnA  і згідно (4) розв’язок задачі (1)-(3) буде 

   


 



1,

,
,

, .,,
mn

mn
mn

mn yxVyxU  

Зауваження. Розв’язок задачі (1)-(3) можна шукати у вигляді ряду (4), 
оскільки він справджує однорідні крайові умови. У випадку неоднорідних кра-
йових умов, наприклад для задачі 

 

 
       
        axxbxUxxU

byyyaUyyU
byaxyxfUU yyxx






0,,,0,
;0,,,,0

;0,0,,

21

21                               (6) 

розв’язок при виконанні певних умов (див. попередні приклади) можна шукати 
у вигляді      ,,,, yxWyxVyxU   де  yxV ,  –  розв’язок задачі 

       
        ,0,,,0,

;0,,,,0

;0,0,0

21

21

axxbxVxxV
byyyaVyyV

byaxVV yyxx






                               (7) 

а  yxW ,  –  розв’язок задачі 
 

   
    .0,0,,00,

;0,0,,0,0

;0,0,,

axbxWxW
byyaWyW

byaxyxfWW yyxx






                                 (8) 

 Метод розв’язування задачі (7) поданий у зауваженні 2 до прикладу 1. 
Задача (8) аналогічна задачі (1)-(3) й інтегрується за допомогою методу власних 
функцій. 
 Проте не завжди наведені вище методи є раціональними. У деяких час-
тинних випадках можливе застосування більш простих способів. 
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 ПРИКЛАД 3. Знайти стаціонарний розподіл температури в однорідній 
прямокутній пластинці   ,0,0, byaxyx   всередині якої діють джерела 
тепла інтенсивності  ,2 axx   якщо коефіцієнт внутрішньої теплопровідності 

1k , краї 0x  та ax   пластинки підтримуються при нульовій температурі, а 
інші два краї теплоізольовані. 
 Розв’язання. Математична модель задачі: 

 
   
    .0,0,,00,

;0,0,,0,0

;0,0,2

axbxUxU
byyaUyU

byaxxaxUU

yy

yyxx






 

 1 спосіб (метод власних функцій). Вільний член у рівнянні справджує усі 
чотири крайові умови, тому для знаходження розв’язку застосовний метод 
власних функцій аналогічно до задачі (1)-(3). Отже, спочатку розв’язуємо 
відпо-відну задачу на власні значення вигляду  
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 Шукаючи власні функції наведеної задачі методом відокремлення змін-
них у вигляді       ,0,  yYxXyxV  знаходимо: 
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 Покладемо для визначеності 1, mnC . Тепер розв’язок поставленої задачі 
можна шукати у вигляді ряду по системі знайдених власних функцій 
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 Підставивши цей ряд у рівняння, одержимо: 
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 Розкладемо функцію  xax 2  в подвійний ряд Фур’є по системі знайде-

них власних функцій  yxV mn ,, :   

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Так як 
   yxVyxV mnmnmn ,, ,,,  , 

то  
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 Звідси 1
,,,

 mnmnmnA  і розв’язок задачі матиме вигляд 
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 Врахувавши, що коефіцієнти Фур’є mn,  відмінні від нуля тільки при 
0m  і 12  kn  (непарних) і підставивши всі знайдені величини у ряд для 

 ,, yxU  остаточно одержимо: 
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 Другий спосіб (зведення неоднорідного рівняння до однорідного). Оскільки 
вільний член у рівнянні є функцією тільки змінної х, а умови на краях 0x  та 

ax   не залежать від змінної у, то наведену крайову задачу можна розглядати 
як аналог задачі зі стаціонарними неоднорідностями для рівнянь гіперболічного 
та параболічного типів. Отже, шукаємо розв’язок у вигляді 

     ,,, xyxVyxU   
де допоміжна функція  x  повинна справджувати неоднорідне рівняння та 
умови на краях 0x  та ax  , тобто повинна бути розв’язком крайової задачі  
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 Зінтегрувавши цю задачу, одержимо    ,2 343
6
1 xaxaxx   а для нової 

невідомої функції  yxV ,  – однорідну задачу 
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звідки очевидно, що   0, yxV  (оскільки рівняння і всі крайові умови є одно-
рідними, а сама задача не є задачею Неймана). Отже, розв’язок вихідної крайо-
вої задачі є 

     .2, 343
6
1 xaxaxxyxU   

 Зауваження. Якщо в задачі для нової невідомої функції  yxV ,  крайові 
умови неоднорідні, то її розв’язок знаходиться за допомогою методу Фур’є 
(див. зауваження 2 до прикладу 1). При цьому за вірного підбору допоміжної 
функції  x  або  y  умови застосовності методу Фур’є виконуватимуться 
автоматично.  
 Вправа. Перевірити тотожність двох одержаних розв’язків крайової за-
дачі для прикладу 3. 
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 ПРИКЛАД 4. Зінтегрувати задачу та дати її фізичну інтерпретацію: 

 

   
   
      .10,cos41,1,,10,

;10,23,1,0,0

;10,10,16,
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y
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 Фізична інтерпретація:  
 а) знайти положення рівноваги однорідної квадратної мембрани, яка під-
дається дії неперервно розподіленої зовнішньої сили з густиною   ,16 2 yTy  
де T  величина натягу, якщо край 0y  мембрани зміщений на сталу величину, 
край 0x  вільний, до краю 1x  прикладена сила  ,23 2yyT   а край 1y  
пружно закріплений з коефіцієнтом жорсткості ,  причому точки закріп-
лення пружин рухаються за законом ;cos4 x  – або: 

б) знайти стаціонарний розподіл температури в однорідній квадратній 
пластинці, всередині якої діють джерела тепла інтенсивності   ,16 2 yky  де k  
коефіцієнт внутрішньої теплопровідності, якщо край 0y  пластинки підтриму-
ється при сталій температурі, край 0x  теплоізольований, до краю 1x  
площею   підводиться тепловий потік  ,32 2 yyk   а на краї 1y  проходить 
теплообмін з коефіцієнтом k  з навколишнім середовищем, температура 
якого рівна .cos4 x  
 Розв’язання. Покладемо        ,,,,, yxZyxWyxVyxU   де нові неві-
домі функції є розв’язками наступних крайових задач: 
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Крайові умови в (9) і (10) є узгодженими, тому для відшукання розв’язків 
цих задач застосовний метод Фур’є.  
 Отже,       0, 11  yYxXyxV , причому ЗШЛ будуємо для функції  .1 yY  
Одержимо: 
                                                    ,011  xXxX  
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 Звідси ,2
nn   де n  – додатні корені рівняння nn  tg  (ці корені 

можна визначити лише наближеними методами), а   ,sin,1 yyY nn   .Nn  Від-
повідні функції  xX n,1  запишемо для зручності через гіперболічні функції у 
вигляді   .chsh,1 xBxAxX nnnnn   Тоді 

   



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1
.sinchsh,

n
nnnnn yxBxAyxV                                (12) 

 Коефіцієнти nA  і nB  визначаємо з умов на краях  0x  і 1x : 
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nnnx yAyV  
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Із першої рівності маємо ,0nA  .Nn  Розклавши праву частину другої 
рівності в ряд Фур’є по системі власних функцій   ,sin yn  одержимо: 
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 Підставивши знайдені коефіцієнти у ряд (12), одержимо розв’язок задачі 
(9) у вигляді 

    .tg,sinch
cos1sh

sin16
,

1
24

2
2

nn
n

nn
nnn

yxyxV
n




 






 

 Аналогічно розв’язується й задача (10):       0, 22  yYxXyxW , проте  
цього разу ЗШЛ будуємо для функції  .2 xX  Одержимо: 
                                                        ,022  yYyY  
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 Звідси   ,2mm     ,cos,2 mxxX m    ,0m  (нуль теж є власним зна-
ченням). Відповідні функції  yY m,2  будуть 
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 Тоді 
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00 .coschsh,

m
mm mxmyBmyAByAyxW                 (13) 

 Коефіцієнти mA  і mB  визначаємо з умов на краях  0y  і 1y : 
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 У правих частинах одержаних рівностей фігурують тільки власні функції 
(маємо резонансний випадок), тому можна, не використовуючи розклад у ряд 
Фур’є, одразу прирівняти коефіцієнти при однакових власних функціях. Тоді з 
першої рівності будемо мати ;10 B  ,0mB  .0m  З урахуванням знайдених 
коефіцієнтів mB  із другої рівності одержимо: ;5,00 A  ;)shch(4 1

1
A  а 

для всіх інших значень т .0mA  
Підставивши знайдені коефіцієнти у ряд (13), одержимо розв’язок задачі 

(10) у вигляді 

  .cos
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sh45,01, xyyyxW 
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
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 Оскільки вільний член у рівнянні задачі (11) задовольняє всі чотири 
крайові умови, то розв’язок цієї задачі можна було б шукати за допомогою 
методу власних функцій у вигляді ряду  
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 Проте, зваживши на простий вигляд вільного члена у рівнянні, легко 
побачити, що задача (11) аналогічна до прикладу 3 і інтегрується шляхом 
зведення неоднорідного рівняння до однорідного підстановкою  

     ,,, yyxQyxZ   
де допоміжна функція  y  повинна задовольняти неоднорідне рівняння та 
умови на краях 0y  та 1y , тобто повинна бути розв’язком крайової задачі  

   
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
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 Зінтегрувавши цю задачу, одержимо    ,24 43
4
1 yxyy   а для нової 

невідомої функції  yxQ ,  дістанемо однорідну задачу 
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звідки очевидно, що   0, yxQ  (див. приклад 3). Отже, розв’язок задачі (11) 
буде 

     .24, 43
4
1 yyyyyxZ   

 Додавши знайдені розв’язки задач (9), (10) і (11), одержимо шуканий роз-
в’язок вихідної крайової задачі: 
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 Іноді без застосування методу Фур’є вдається зінтегрувати й більш склад-
ні за (11) крайові задачі. 
 

ПРИКЛАД 5. Зінтегрувати крайову задачу: 
 
   
      .10,11,1,,10,

;10,1,1,1,0
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 Розв’язання. На вигляд задача аналогічна до прикладу 4, проте шукати її 
розв’язок вищенаведеним способом не можна, оскільки в дочірніх задачах кра-
йові умови стануть неузгодженими. Отже, застосовуємо інший спосіб (див. 
приклад 3): покладемо 

     ,,,, yxyxVyxU   
де  yx,  – деякий частинний розв’язок рівняння 

,6yyyxx                                                     (14) 
котрий потрібно підібрати таким чином, щоб до одержаної задачі для  yxV ,  
був застосовний метод Фур’є. При цьому бажано, щоб одержана нова задача 
була максимально простою.  
 Спробуємо виконати ці умови для нашого прикладу. Очевидно, що до-
вільна функція вигляду   ,, 3 CBxAyyyx   де А, В, С – довільні сталі, є 
розв’язком рівняння (14). Виберемо тепер сталі А, В, С таким чином, щоб 
виконувалися хоча б деякі з чотирьох крайових умов. Маємо: 

   
      .1421,1,,10,

,1,1,1,0



xACBxxxxCBxx

ByBy

y

xx  

 Легко бачити, що при 1B , 1C  та 2A  виконуються усі чотири 
крайові умови. Отже, беремо   12, 3  xyyyx . Тоді для  yxV ,  одержимо 
задачу: 

 
   
      ,10,01,1,,00,

;10,0,1,0,0
;10,10,0,






xxVxVxV
yyVyV

yxyxV

y

xx  

звідки   0, yxV , а тому 
    .12,, 3  xyyyxyxU  

  
Розглянемо задачу Неймана для рівняння Лапласа у прямокутнику 

  :0,0, byaxyx   
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 
       
        .0,,,0,

;0,,,,0
;0,0,0,

21

21

axxbxUxxU
byyyaUyyU

byaxyxU

yy

xx





 

 Умова стаціонарності теплового поля для такої задачі має вигляд 

          
a ab b

dyydyydyydyy
0 0

21
0 0

21 .,  

При невиконанні хоча б однієї з цих умов задача розв’язку не має. Проте у 
випадку задачі Неймана для рівняння Пуассона іноді вдається підібрати 
частинний розв’язок рівняння таким чином, щоб крайові умови стали 
узгодженими. 
 

 
ПРИКЛАД 6. Зінтегрувати крайову задачу 

 
   
    .10,1,,0,

;10,1,1,1,0
;10,10,2,






xxxUxxU
yyyUyyU

yxyxU

yy

xx  

Розв’язання. Очевидно, що умова стаціонарності теплового поля тут не 

виконується, оскільки      
1

0

1

0
.11 dyydyy  Тому розв’язок потрібно шукати у 

вигляді      ,,,, yxyxVyxU   де  yx,  – деякий частинний розв’язок 
рівняння ,2  причому для  yxV ,  крайові умови повинні стати узгодже-
ними. Шляхом підбору знаходимо, наприклад,   ;, 2 xxyx   тоді для  yxV ,  
одержимо задачу 

 
   
    .10,1,,0,

;10,,1,,0
;10,10,0,






xxxVxxV
yyyVyyV

yxyxV

yy

xx  

 Тут крайові умови є узгодженими, і задача має очевидний розв’язок 
  constCCxyyxV  ,,  

(як відомо, розв’язок внутрішньої задачі Неймана завжди визначається з точ-
ністю до сталого доданка). А тоді 

      .,,, 2 CxxxyyxyxVyxU   
 
 Розв’язати задачі: 
10. Знайти функцію ),( yxUU  , гармонічну всередині прямокутника ,0 ax   

,0 by   яка на межі області справджує крайові умови: 
а) ;0),(,0),0(,),(,)0,( 21  yaUyUubxUuxU xx  
б) ;0),(,0)0,(,),(),(,),0( 21  bxUxUuyaUyaUuyU yyx  
в) ;),(,)0,(,),(,),0( DbxUCxUByaUAyU yyxx   
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г) 0),(,0)0,(,5,1),(,),0( 23  bxUxUbyyyaUAyU yyxx . 
У задачах Неймана врахувати умову існування розв’язку. 

11. Знайти розв’язок рівняння Пуассона QyxU  ),( , де ,constQ   який на 
межі прямокутника ,0 ax   by 0  справджує крайові умови: 
а) ;0),(,0),0(,),(,)0,( 21  yaUyUubxUuxU xx  
б) ;0),(,0)0,(,),(),(,),0( 21  bxUxUuyaUyaUuyU yyx  
в) ;),(,)0,(,),(,),0( DbxUCxUByaUAyU yyxx   

г) 0),(,0)0,(,cos),(,),0(   bxUxUyyaUAyU yybxx . 
Врахувати існування розв’язку поставлених задач. 

 
12. Знайти положення рівноваги прямокутної мембрани  x0 , ay 0 , 

край 0x  якої нерухомо закріплений, на краях x  та 0y  діють сили 
відповідно Ty 3)(1   та ,sin6)( 22

xTy   де constT   – величина натягу, а 
край ay   пружно закріплений (коефіцієнт жорсткості  ), причому край 
закріплення пружини зміщується за законом xx 3)(  . 

13. Знайти стаціонарний розподіл температури у прямокутній пластинці 
10  x ,  20 y , на краї  2y  якої підтримується стала температура 
Ax  )( , краї 1x  та 0y  теплоізольовані, а на краї 0x  проходить тепло-

обмін із коефіцієнтом  , рівним коефіцієнту внутрішньої теплопровідності, 
із навколишнім середовищем, температура якого рівна  yAy 75,0cos1)(  . 

14. Знайти розподіл потенціалу електростатичного поля всередині прямокут-
ника 10  x , 20  y , якщо на сторонах 0x  та 2y  потенціал рівний 
відповідно yA sin  та xB 4sin , а дві інші сторони заземлені. Електричні 
заряди всередині прямокутника відсутні.  

15. Визначити форму прогину прямокутної мембрани ax 0 , by 0  під 
дією неперервно розподіленої зовнішньої сили густини Txy18 , де constT   
– величина натягу, якщо краї 0x  та ax   мембрани нерухомо закріплені, а 
інші вільні. 

16. Визначити  стаціонарний розподіл температури у прямокутній пластинці 
ax 0 , by 0 , два краї 0y  та ax   якої підтримуються при нульовій 

температурі, а інші теплоізольовані. Усередині пластинки діє джерело тепла 
інтенсивності   .2sin 2

522 yxa b
y    Коефіцієнт внутрішньої теплопровідності 

6
1k . 

17. Знайти розподіл потенціалу електростатичного поля в квадраті  yx,0 , 
сторони якого заземлені, якщо електричні заряди всередині квадрата 
розподілені з густиною yxf 3sin)( , де 0)()0(  ff . 

18. У півсмузі 0x , by 0  знайти розв’язок  yxU ,  рівняння Лапласа, який 
справджує наступні крайові умови: 
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   
      .0,0,lim,,0

;0,0,,00,
22 byyxUbyAyU

xbxUxU

x

y







 

19. Знайти функцію ),,( zyxU , гармонічну всередині шару, обмеженого площи-
нами 0z  та hz  , якщо 10 uU z  , 2uU hz  . 

20. Зінтегрувати крайові задачі та дати фізичну інтерпретацію:  
а)  ;0,0,18),( byaxxyyxU   

         
.0,31),()0,(

;0,cos9),(,0),0(
3

22

axxbxUxU

byyyayaUyU

yy

bxx



 

  

    б)  ;0,20,126),( 2
1 yxyxyxU  

         ;0,31),2(),0( 2
12  yyyUyU xx  

           .20,cos25,13,,0)0,( 2
1  xxxxUxU yy  

 
 

§3. Крайові задачі для кругових областей. 
Метод відокремлення змінних 

 
 На відміну від прямокутних областей, для запису математичних моделей 
стаціонарних процесів у кругових областях (внутрішність або зовнішність 
круга, кільце, круговий сектор, криволінійний прямокутник) використовують 
полярні координати. Проте методи інтегрування крайових задач для рівнянь 
еліптичного типу у випадку кругових областей аналогічні методам знаходжен-
ня розв’язків мішаних задач для рівнянь гіперболічного та параболічного типів 
(при цьому роль початкових умов відіграють крайові умови на криволінійних 
краях, тобто при .const  У внутрішніх задачах для круга та сектора необхідно 
враховувати додатково умову визначеності розв’язку в нулі:   ,,lim

0



U  а  

у зовнішніх задачах – умову регулярності на нескінченості на площині: 
  .,lim 


U  Крім того, для круга та кільця розв’язок повинен бути 

періодичною функцією з періодом 2π. 
 
 ПРИКЛАД 1. Знайти стаціонарний розподіл температури всередині 
пластинки, яка має форму кругового сектора   ,20,0,  R  
якщо прямолінійні краї пластинки теплоізольовані, а на дузі підтримується 
температура .,cos constAA 

  
 Розв’язання. Маємо наступну задачу: 

  ;0,0,011, 2 





  RUUUU                (15) 
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  ;0,cos,  
ARU                                                               (16) 

    .0,0,,00, RUU                                                     (17) 
 Крайові умови узгоджені, тому для знаходження розв’язку однорідного 
рівняння (15) застосовний метод відокремлення змінних (метод Фур’є). Отже, 
шукаємо  ,U  у вигляді  

      .0,  XU  
 Відокремивши змінні у рівнянні (15) та у крайових умовах (17), 
одержимо: 

      ;02  XXX                                         (18) 
   
   





 

.0,00
;0

                                                (19) 

 Із ЗШЛ (19) маємо: 
    





 ,0,cos,2 nn

n
n

n  
(нуль теж є власним значенням). Підставимо знайдені n  у (18) і визначимо 

 ,nX  врахувавши умову визначеності розв’язку в нулі. Одержимо: 

  .,0,  


nBX
n

nn  
 Таким чином, розв’язок рівняння Лапласа (15) матиме вигляд 

  




  



0
.cos,

n

n
n

n

BU                                            (20) 

 Сталі nB  визначаємо підстановкою ряду (20) у крайову умову (16). 
Маємо: 









 



0
.coscos

n

nn
n ARB

n

 

 Звідси 













.1,0
;1,

n
nARBn  

 Отже, розв’язком задачі (15)-(17) буде функція 

  .cos, 





 






R
AU  

 Зауваження. Рівняння Ейлера (18) заміною незалежної змінної te  
зводиться до лінійного рівняння зі сталими коефіцієнтами. У випадку однорід-
ного рівняння Ейлера можна застосовувати і простішу підстановку   ,k

nX   
де k  – невідома стала. 
 
 ПРИКЛАД 2. Зінтегрувати крайову задачу та дати фізичну інтерпрета-
цію: 
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 
      .20,0,4,1,1,1

;20,41,18,




 UUU
U

 

 Фізична інтерпретація:  
 а) знайти положення рівноваги мембрани, яка має форму кільця, обмеже-
ного колами 1  та ,4  зовнішній край якої закріплений нерухомо, а внут-
рішній – пружно, причому край закріплення пружини зміщений; мембрана під-
дається  дії неперервно розподіленої зовнішньої сили з густиною  T18 , де 

constT   – величина натягу; – або: 
 б) знайти стаціонарний розподіл температури всередині однорідної плас-
тинки, яка має форму кільця, обмеженого колами 1  та ,4  зовнішній край 
якої підтримується при нульовій температурі, якщо інтенсивність внутрішніх 
джерел тепла рівна  ,18  k  де constk   – коефіцієнт внутрішньої теплопровід-
ності, а на внутрішньому краї проходить теплообмін з коефіцієнтом k  із 
навколишнім середовищем сталої температури 1 . 
 Розв’язання. 
 Перший спосіб (метод відокремлення змінних). Спочатку для спрощення 
задачі зведемо рівняння до однорідного підстановкою 

     ,,,,  VU  
де  ,V  – нова невідома функція, а   ,  – деякий частинний розв’язок 
рівняння  

.1811
2 





   

 Шукаємо допоміжну функцію у вигляді   ,, 3 A  тоді з останнього  
рівняння визначаємо .2A  Отже, взявши     32,,  VU , для нової 
невідомої функції  ,V  одержуємо наступну крайову задачу: 

 
      .20,128,4,3,1,1

;20,41,0,




 VVV
V

 

 Застосовуючи до цієї задачі класичний метод відокремлення змінних, 
тобто шукаючи розв’язок у вигляді       ,0,  XV  одержимо загаль-
ний розв’язок рівняння Лапласа у вигляді (див. [11], с. 244-247): 

      .sincosln,
1

00 




 
n

n
n

n
n

n
n

n
n nDCnBABAV        (21) 

 Підставивши ряд (21) у крайові умови для  ,V , одержимо: 

     ;3sin)1()1(cos)1()1(
1

00  


n
nnnn nnDnCnnBnABA  

           .128sin44cos444ln
1

00  






n

n
n

n
n

n
n

n
n nDCnBABA  

 Звідси 
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.1284ln,3
;0,0

0000 


BABA
nDCBA nnnn  

 Із останньої системи   ,4ln1131 1
0

A     ;4ln11284ln3 1
0

B  от-
же, 

  .
14ln

ln1311284ln32, 3




U                                     (22) 

 Другий спосіб (метод спуску). Оскільки вільний член у рівнянні Пу-
ассона і крайові умови не залежать від полярного кута, то можна покласти 
   .,  UU  Тоді для визначення розв’язку матимемо крайову задачу для зви-

чайного диференціального рівняння: 

   

      .04,111

;41,181








UUU

UU
 

 Зінтегрувавши рівняння за допомогою підстановки     ZU  або шля-
хом виділення повної похідної, одержимо загальний розв’язок 

  .ln2 21
3 CCU   

 Визначивши сталі С1, С2  з крайових умов, дістанемо розв’язок крайової 
задачі у вигляді (22). 
 
 ПРИКЛАД 3. Побудувати розв’язок крайової задачі: 

   
   
    .21,0,,40,

;0,0,2,0,1

;0,21,cos2sin4,

2

2

2
22














UU

UU

U

 

 Розв’язання. Якщо проводити аналогію з мішаними задачами для рів-
нянь параболічного типу, то можна було б сказати, що маємо задачу типу 3 
(крайові умови на прямолінійних краях заданого кільцевого сектора неодно-
рідні). Тому й етапи знаходження розв’язку в цих задачах аналогічні. 

Перший етап. Зводимо до однорідних крайові умови на прямолінійних 
краях підстановкою      ,,,,  VU  де  ,V  – нова невідома функ-
ція, а   ,  – допоміжна функція, котра повинна справджувати крайові умови 

    .0,,40, 2    
 Будемо шукати допоміжну функцію   ,  в періодичному вигляді 

      ,cossin,  BA  
де невідомі функції  ,A   B  та стала β визначаються з крайових умов: 

       
      .0cossin,

;44100,

222 


 BA

BBA
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 Остання умова виконується, наприклад, при   ,0A  β=1. Отже, беремо 
  .cos4,   Тоді      cos4,, VU , а для  ,V  матимемо наступну 

крайову задачу: 

 

 

   
    .21,0,,00,

;0,0,2,0,1

;0,21,2sin411,

2

2

2
22

2





















VV

VV

VVVV

 

 Другий етап. Шукаємо власні функції задачі Штурма-Ліувілля для від-
повідної однорідної задачі. Поклавши       0,  QV  і відокремивши 
змінні у відповідному однорідному рівнянні та у крайових умовах на прямо-
лінійних краях, одержимо ЗШЛ 

   
   







 
 ,0,00

;0

2

 

звідки   ,2sin  nn  .Nn  
 Третій етап. Розв’язок неоднорідної задачі шукаємо у вигляді ряду по 
знайдених власних функціях: 

        









1 1
.2sin,

n n
nnn nXXV  

 Невідомі коефіцієнти  nX  знаходимо підстановкою цього ряду в неод-
норідне рівняння та у крайові умови на дугах. Одержимо: 

      ;4 22
nnnn fXnXX                                      (23) 

                                             ,02,01  nn XX  
де коефіцієнт Фур’є 
























 


.12,
)4(

32
;2,4

;1,2,0

2sin2sin16

2

2
1

0

2

kn
nn

n

kkn

dnfn  

 Ввівши підстановку te  у рівняння Ейлера (23) і зінтегрувавши його, 
дістанемо: 

  .25,0 222
n

n
n

n
nn fnBAX    

 Із крайових умов ,0 nn BA  отже, 

   
   

  .24sin
12412

84sincos4,
1

4
1

23



 

















k

kk
UU

k
 

 Вправа. Розв’язати крайову задачу прикладу 3, використовуючи метод 
спуску (див. приклад 2). 
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 ПРИКЛАД 4. Знайти положення рівноваги однорідної мембрани, яка має 
форму кільця,  обмеженого колами a  та b  ),0( ba   внутрішній край 
якої жорстко закріплений, а зовнішній вільний, якщо мембрана піддається дії 
неперервно розподіленої зовнішньої сили з густиною  2212 xyT  , де constT   
– величина натягу. Початок координат знаходиться у центрі кільця. 
 Розв’язання. Математична модель задачі (у полярній системі координат): 

 

    .20,0,,0,

;20,,2cos1211, 2
2















bUaU

baUUUU
 

 Розв’язок будемо шукати у вигляді      ,,,,  VU  де  ,V  – 
нова невідома функція, а   ,  – деякий розв’язок заданого рівняння 
Пуассона. Зокрема, в даному випадку   ,  можна шукати у вигляді 
  ,2cos, 4  A  тоді з рівняння визначаємо .1A  Отже, 

  .2cos, 4   
 Тоді для  ,V  одержуємо крайову задачу (задля зручності домножимо 
рівняння на 2 ): 

    .20,2cos4,,2cos,

;20,,0
34

2









bbVaaV

baVVV
 

 Застосовуючи до цієї задачі класичний метод відокремлення змінних, 
тобто шукаючи розв’язок у вигляді       ,0,  XV  одержимо загаль-
ний розв’язок рівняння Лапласа (див. приклад 2): 

      .sincosln,
1

00 
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

 
n

n
n

n
n

n
n

n
n nDCnBABAV  

 Коефіцієнти ряду слід визначати підстановкою ряду в крайові умови на 
колах, подаючи при цьому праві частини рівностей у вигляді ряду Фур’є. Проте 
в даному випадку функції крайових умов уже подані у вигляді розкладу в ряд 
Фур’є (резонансний випадок). Тому, одразу прирівнявши коефіцієнти при 
однакових власних функціях, одержимо: ;000  BA 0 nn DC  для всіх п; а 

0 nn BA  для всіх п, окрім п=2. При 2n  матимемо систему для визначення 
А2 та В2: 










6

2
4

2

6
2

4
2

2

;

bBbA

aBaA
   .2,2

44

22

244

66

2  







ba
abB

ba
baA  

 Отже, шуканий розв’язок крайової задачі запишеться у вигляді: 

       .2cos222cos, 44
266244224

ba
babaabU




   

 
 Інтеграл Пуассона. Розв’язок внутрішньої задачі Діріхле для рівнян-
ня Лапласа в крузі радіуса R із центром у початку координат 
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 
    


20,,

;20,0,0,
fRU

RU
 

дається інтегралом Пуассона 

   
 

.
cos22

1,
2

0
22

22








 


d
RR

RfU  

 Для відповідної зовнішньої задачі ( R ) 

   
 

.
cos22

1,
2

0
22

22








 


d
RR

RfU  

 Вираз 

 
 




cos2
,,, 22

22

RR
RRK  

називається ядром Пуассона. 
 

Задача Неймана. Умова стаціонарності теплового поля у випадку 
задачі Неймана для рівняння Лапласа в кругових областях має вигляд:  
 а) для внутрішності ( R0 ) або зовнішності ( R ) круга 

 
     







 2

0

.0
,

;0,
df

fRU
U

 

Для кругового сектора ( R0 ,  20 ), якщо крайові умови на 

прямолінійних краях однорідні, буде  



0

.0df  

 б) для кільця ( ba  ,  20 ) 
 

   
   

    
 



 



 2

0

2

0
21

2

1 .
,

;,
;0,

dfbdfa
fbU
faU

U
 

Для криволінійного прямокутника чи кільцевого сектора ( ba  , 
 20 ), якщо крайові умови на прямолінійних краях однорідні, буде 

    
 


0 0

21 .dfbdfa  

Якщо наведені вище умови виконуються, то задача Неймана буде мати 
розв’язок, який визначається з точністю до сталого доданка. Якщо ж рівняння 
неоднорідне або ж при  20  маємо неоднорідні крайові умови на 
прямолінійних краях, то можна спробувати звести задачу до однорідної з 
урахуванням умов узгодженості аналогічно до прямокутних областей (див. 
приклад 6 з §3). 
 
 Розв’язати задачі: 
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21. Розглянемо круг радіуса а з центром у початку координат. Нехай ),(   – по-
лярні, а ),( yx  – декартові координати. Знайти розв’язок внутрішньої задачі 
Діріхле для рівняння Лапласа, якщо задані наступні крайові умови: 
а) ;AU a   

б) ;ByAU a   

в) ;AxyU a   

г) 
22 cossin BAU a . 

22. Знайти розв’язок рівняння Пуассона 1U  всередині круга радіуса а з 
центром у початку координат, якщо 0 aU . 

23. Розв’язати внутрішню задачу Неймана для рівняння Лапласа в крузі радіуса 
а з центром у початку координат, якщо на межі круга задані наступні умови: 
а) ;A

an
U 



  

б)  ;22 yxA
an

U 



  

в) ;cos BA
an

U 



  

г) 


 3sinsin BA
an

U
 , 

де А, В – деякі сталі, відмінні від нуля, n  – вектор зовнішньої нормалі. 
Відзначити некоректно поставлені задачі. 

24. Знайти розв’язок рівняння Пуассона AU   всередині круга радіуса а з 
центром у початку координат за крайової умови B

an
U 



  (константу В 

вибрати таким чином, щоб задача мала розв’язок). 
25. Знайти функції ),( U , гармонічні зовні круга радіуса а з центром у початку 

координат, які справджують крайові умови а) – г) задачі 21 (зовнішня задача 
Діріхле для круга). 

26. Знайти функції ),( U , гармонічні зовні круга радіуса а з центром у початку 
координат, які справджують крайові умови а) – г) задачі 23 (зовнішня задача 
Неймана для круга). 

27. Знайти функцію ),( U , гармонічну всередині кільця ba  ,  20 , 
яка на межах кільця набуває сталих значень: 1),( uaU  , 2),( ubU  . 

28. Знайти розв’язок рівняння Пуассона AU   всередині кільця ba  , 
 20  за наступних крайових умов: 

а) 1),( uaU  , 2),( ubU  ; 

б) 1uU a  , ;C
bn

U 



  

в) B
an

U 



 , C

bn
U 



 . 
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29. До краю кругової пластинки одиничного радіуса підводиться тепловий потік 
 3sin2cos40k , де k  коефіцієнт внутрішньої теплопровідності, а   – 

площа бічної поверхні пластинки. Знайти стаціонарний розподіл температури 
зовні пластинки. 

30. Усередині нескінченого кругового циліндра радіуса R проходить рух нестис-
ливої рідини. Вважаючи рух сталим, потенціальним і плоскопаралельним, 
знайти закон цього руху, якщо проекція швидкості V


 на зовнішню нормаль 

циліндра у кожній точці задається формулою: 
).(4cos 00 constVVVn 


пр  

Зауваження. Якщо в області G, обмеженій замкненою поверхнею S, про-
ходить стаціонарний потенціальний рух нестисливої однорідної рідини, то 
для визначення закону цього руху достатньо знайти потенціал ),,( zyxU  
поля швидкостей V


, який є розв’язком задачі: 

),,,(;0),,( zyxf
n
UzyxU 




S

  

де n  – зовнішня нормаль до поверхні S, а ),,( zyxf  – задана на S функція, 
рівна проекції швидкості в точках цієї поверхні на зовнішню нормаль. Якщо 
потенціал ),,( zyxU  знайдений, то поле швидкостей .gradUV 


 

 Якщо область G обмежена циліндричною поверхнею з твірною, паралель-
ною до осі Oz, а вектор швидкості не залежить від z, тоді ),(),,( yxUzyxU  і 
є розв’язком задачі: 

).,(;0),( yxf
n
UyxU 




S

  

 Тому наведена вище задача зводиться до наступної задачі Неймана: 
  ;20,0,0,  RU  
  .20,4cos, 0  VRU  

31. Знайти форму прогину мембрани, яка має вигляд кільця 21  ,  20 , 
при натязі величини constT  , якщо: 
а) на внутрішній край мембрани діє сила  3cos39T , а на зовнішньому 
задане відхилення sinA ; 
б) на внутрішньому краї мембрани задане відхилення 3cosA , а на зовніш-
ній діє сила sinT  ( constA  ). 

32. Знайти електростатичне поле нескінченого провідного циліндра радіуса а, 
зарядженого до потенціалу constu 0  і оточеного діелектричною обкладкою, 
обмеженою циліндричною поверхнею радіуса b , на якій підтримується 
нульовий потенціал. 

33. Усередині круглої пластинки радіуса a діють джерела тепла інтенсивності 
 4cos8k , де constk   – коефіцієнт внутрішньої теплопровідності, а її край 

підтримується при нульовій температурі. Знайти стаціонарний розподіл тем-
ператури в пластинці. 
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34. Визначити прогин мембрани, яка має форму кільця 21  ,  20 , при 
натязі величини constT  , якщо: 
а) мембрана піддається дії неперервно розподіленої зовнішньої сили густини 

 2cos68T , на внутрішньому краї відхилення рівне 1sin10  , а зовнішній 
край вільний; 
б) мембрана піддається дії неперервно розподіленої зовнішньої сили густини 

 2sinA , внутрішній край нерухомо закріплений, а на зовнішньому краї діє 
стала сила constA  . 

35. Зінтегрувати крайові задачі та дати фізичну інтерпретацію: 
а)  ;20,0,),(  aU  
 .20,),(  constCaU  
б)  ;2/0,21,0),( U  

 
.21,0)2/,()0,(

;2/0,12cos),2(,0),1(




 UU
UU

 

в)  ;0,10,sin),( 2
3

4
15  U  

 
.10,),(,0̀)0,(

;0,sin),1(
2

2



 

UU

U
 

г)  ;4/0,10,2cos),(  AU  

 
).(10,0)4/,(`)0,(

;4/0,0),1(
constAUU

U



 

     д)  ;2/0,,2),(  baU  

 
.,0)2/,(`)0,(

;2/0,2cos2),(,),(

baUU
bbUaaU







  

     е)   ;6/0,21,3cos5),(  CU  

  
).(,3)6/,(,0̀)0,(

;6/0,3cos4),2(),6cos23(cos),1(
2 constCbaCUU

CUCU








 

36. Визначити функцію U , гармонічну а) всередині і б) зовні кулі радіуса ar   з 
центром у початку координат, яка на відповідній сфері набуває значення 

constu 0 . 
37. Визначити стаціонарний розподіл температури у кульовому шарі bra  , 

якщо сфера ar   підтримується при температурі 1u , а сфера br   – при 
температурі 2u . 

38. Знайти розв’язки а) рівняння 1U ; б) рівняння BArU   всередині 
сфери ar 0 , якщо на сфері виконується крайова умова 0arU . 

39. Знайти розв’язки а) рівняння 1U ; б) рівняння 1 BrAU  всередині 
кульового шару bra  , за виконання умов 0arU , 0brU . 
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§4. Функція Гріна оператора Лапласа 

 
Нехай у тривимірному просторі задана обмежена поверхнею S область D. 

Припустимо, що функція )(MU , ),,( zyxMM   гармонічна в D і належить 
класу  D1C . 

Означення. Функція ),( MPG , DM  називається функцією Гріна задачі 
Діріхле для рівняння Лапласа, якщо для неї виконуються наступні умови: 

1) ),( MPG  як функція точки ),,( P  є гармонічною в області D за ви-
нятком точки M, де вона перетворюється в нескінченість; 

2) ),( MPG  як функція точки ),,( P  справджує крайову умову 
;0),( SPMPG  

3) в області D функція ),( MPG  допускає подання у вигляді 

      ,),,(
4

1),( 222 


 zyxrMPg
r

MPG PM
PM

       (24) 

де ),( MPg  – гармонічна всюди в області D функція, яка визначається з задачі 
Діріхле 

.,,
4

1),(

;,0),(

DS

D

S 






 MP
r

MPg

PMPg

PM
P

 

 Основні властивості функції Ґріна: 
1) ),( MPG  невід’ємна в області D; 
2) ),( MPG  є симетричною відносно точок Р та М, тобто ),(),( PMGMPG  ; 
3) якщо функція ),( MPG  відома, то розв’язок внутрішньої задачі Діріхле 

,),()(
;,0)(
S

D

S 



PPfPU
MMU

                                        (25) 

якщо він існує, дається формулою 
,)()( ),( dsPfMU n

MPG
 


S

                                          (26) 

де n  – зовнішня нормаль до поверхні S у точці Р. 
 Якщо маємо задачу Діріхле для рівняння Пуассона 

,),()(
;),()(

S
D

S 



PPfPU
MMFMU

 

причому    ,)( 12 DD CCMU   то 

.),()()()( ),(
  



DS
dPMPGPFdsPfMU n

MPG
  

 Електростатична інтерпретація функції ),( MPG  очевидна: це є потенціал 
у точці М електростатичного поля, створюваного всередині об’єму D зарядом 
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величини 
 4

1e , зосередженим у точці Р, якщо гранична поверхня S області D 
є ідеально провідною і підтримується при нульовому потенціалі, тобто зазем-
лена; тут перший доданок у формулі (24) є потенціал заряду в необмеженому 
просторі, а другий доданок визначає потенціал поля, індукованого зарядами на 
поверхні S. 
 Для ряду простих областей (півпростір, сфера тощо) індуковане поле 
можна знайти за допомогою так званого методу відображень, суть якого поля-
гає в тому, що зовні розглядуваної області згідно з певним законом розміщують 
заряди, які називають зображеннями, або "образами" вихідного заряду відносно 
заданої границі. У випадку плоскої границі "образи" є дзеркальними відобра-
женнями оригіналу в площині або площинах, якщо область обмежена кількома 
площинами. У випадку сферичних границь для побудови зображення засто-
совують перетворення обернених радіусів (інверсія, див. [15], розділ IV, §4). 
 Зазвичай, окрім потенціалу поля, в задачах електростатики цікавляться 
поверхневою густиною   зарядів, індукованих на провідниках, а також єм-
ністю С провідників. Для їх визначення використовують формули: 

V
eCdse

n
u

















  ,,
4 SS

 , 

де S поверхня провідника, n  – зовнішня нормаль до цієї поверхні,   – діелек-
трична стала середовища, e  –  повний заряд, розподілений по поверхні S, а V   
– потенціал провідника. 

Зауваження. У випадку площини функція Гріна задачі Діріхле має ви-
гляд 

    ,),,(1ln
2
1),( 22 


 yxrMPg
r

MPG PM
PM

 

а її регулярна частина g(P,M) визначається з задачі: 

,,,1ln
2
1),(

;,0),(

DS

D

S 






 MP
r

MPg

PMPg

PM
P

 
де D – плоска область, а S – замкнена 
крива, яка обмежує цю область. 

 
 ПРИКЛАД 1. Побудувати 
функцію Гріна задачі Діріхле 

.,,0),,(,0)0,,(
0,,),,,(4),,(




yxlyxUyxU
yxzyxzyxU

 
Розв’язання. Нехай заряд 

 4
1e  розміщений в точці 

),,(0  PP  зада-ної області, а 

1r   

1r  

0r   

0r  
),,(0 P  

),,(0 P  

lz 2  

lz   

0z  

lz   

lz 2  

1P  

1P  

1P  

),,( zyxM  

1r  

Рис. 33 
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),,( zyxM  – точка спостереження (рис. 33). Для побудови функції Гріна слід 
виконувати послідовні від-биття в площинах 0z  і lz   і знай-ти положення 
зображень – "джерел" і "стоків" (зауважимо, що при кожно-му відбитті заряд е 
переходить у заряд ee   і навпаки). Виконавши відбиття в площині 0z , 
дістанемо функцію 

,11
4
1),(

00
0 














rr

MPG  

яка задовольняє крайову умову 000 zG , але при цьому 00 lzG . Після 
наступного відбиття в площині lz   одержимо: 

,1111
4
1),(

1100
1 
































rrrr

MPG  

причому 01 lzG , але 001 zG . Продовжуючи цей процес почергових 
відбиттів в площинах 0z  і lz   і сумуючи дію всіх зображень і реального 
заряду е в точці ),,(0  PP , на підставі принципу суперпозиції дістанемо: 

,11
4
1),( 


















n nn rr

MPG  

де 
222 )]2([)()(  nlzyxrn , 222 )]2([)()(  nlzyxr n . 

Можна показати, що одержаний ряд збігається абсолютно й рівномірно в 
області lz 0  (див. [3], c. 358-359). 
 
 ПРИКЛАД 2. За допомогою функції Гріна знайти розв’язок задачі Дірі-
хле (25), якщо область D – куля радіуса R з центром у початку координат, а S – 
відповідна сфера. 
 Розв’язання. Побудуємо функцію Гріна. 
Нехай заряд 

 4
1e  розміщений у точці кулі 

0MM  , а Р – точка спостереження (рис. 34). 
Завдання полягає у знаходженні функції, гармо-
нічної у всіх точках кулі D, за винятком точки 

0MM  , в околі якої 

),(
4

1),(
0

MPg
r

MPG 


 , 

де ),( MPg  – потенціал індукованого поля, при-
чому 0),( SPMPG . 
 Для відшукання ),( MPg  використаємо перетворення обернених радіусів: 

.2
10 ROMOM                                                  (27) 

Помістивши в точку 1M  зображення заряду e , маємо 

О 

Р(ρ,θ,φ) 
М0(ρ0,θ0,φ0) 

М1(ρ1,θ0,φ0) 

r1 

r0 

Рис. 34 
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де 1e  – величина заряду в точці 1M . 
 Якщо Р є точкою сфери S, то на підставі (27) трикутники 0OPM  і 1OPM  є 
подібними, а тому (див. рис. 34) 
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З урахуванням рівностей (28) крайова умова 0),( SPMPG  дає 
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Отже, функція Гріна для задачі Діріхле (25) в кулі D має вигляд 
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 Для знаходження розв’язку задачі Діріхле застосуємо формулу (26): 
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 Із трикутників 0OPM  і 1OPM  знаходимо: 
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а тоді з урахуванням (27) і (28) дістанемо шуканий розв’язок задачі у вигляді 
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 Розв’язати задачі: 
40. Знайти функцію Гріна задачі Діріхле для рівняння Лапласа в півсмузі ,0x  

 y0 . 
41. Побудувати функцію Гріна задачі Діріхле: 
 а) в крузі R0 ,  20 ; 
 б) всередині півкруга R0 , 0 ; 
 в) всередині четвертини круга R0 , 2/0  ; 
 г) у круговому секторі з розхилом n/ : R0 , n/0  , де Nn . 
42. Знайти потенціал електростатичного поля нескінченої циліндричної трубки 

кругового перерізу, якщо поле створюється зарядженою ниткою, паралель-
ною осі циліндра, яка міститься: 

 а) всередині циліндричної трубки; 
 б) зовні циліндра. 
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43. Побудувати функцію Гріна задачі Діріхле в кільці ba  ,  20 . Роз-
глянути граничні випадки 0a  і b  і порівняти одержані результати з 
розв’язками задачі 42. 

44. Знайти потенціал поля точкового електричного заряду, поміщеного над іде-
ально провідною заземленою площиною 0z , і розрахувати густину по-
верхневих індукованих зарядів. Записати розв’язок задачі Діріхле для рів-
няння Лапласа у півпросторі 0z . 

45. Знайти потенціал точкового заряду всередині "напівшару" lz 0 , 0x , 
обмеженого площинами 0z , lz   і 0x , вважаючи, що стінки є ідеально 
провідними і мають нульовий потенціал. 

46. Всередині двогранного кута величини n/ , де Nn , обмеженого іде-
ально провідними стінками з нульовим потенціалом, розміщений точковий 
електричний заряд. Знайти електричне поле, породжуване цим зарядом. 

47. Знайти потенціал електростатичного поля, створюваного точковим зарядом 
всередині нескінченої циліндричної трубки, вважаючи, що границя області є 
ідеально провідною і має нульовий потенціал, а перпендикулярний переріз 
трубки має форму прямокутника зі сторонами a  і b . 

48. Вивести формулу для потенціалу точкового заряду всередині прямокутного 
паралелепіпеда з ідеально провідними стінками, які підтримуються при ну-
льовому потенціалі. 

49. Знайти потенціал електростатичного поля, створюваного точковим зарядом, 
який знаходиться зовні заземленої сфери радіуса R з центром у початку 
координат. Розрахувати густину поверхневих зарядів на сфері. 

50. Побудувати функцію Гріна задачі Діріхле для рівняння Лапласа: 
 а) всередині заземленої півкулі радіуса R; 
 б) всередині четвертини кулі радіуса R. 
51. Знайти потенціал поля, створюваного точковим зарядом е всередині сферич-

ного шару, обмеженого двома концентричними провідними заземленими 
сферами радіусів a  і b . Розглянути граничні випадки 0a  і b . 

52. Знайти поле точкового заряду е в необмеженому просторі за наявності 
провідної сфери, по якій розподілений заряд величини 1e . Розрахувати гус-
тину поверхневих зарядів, індукованих на сфері. 

53. За допомогою функції Гріна розв’язати задачу Діріхле для рівняння Лапласа: 

 а) в півплощині 0y , якщо 







 ;0,
,0,0

0 xconstv
x

U y  

 б) всередині двогранного кута величини n/ , де Nn , якщо на його 
сторонах задані крайові умови: ,0U  constvU  0 ; 

 в) всередині і зовні круга R0 ,  20 ; 
 г) зовні сфери радіуса R з центром у початку координат. 
54. Функція Гріна ),( MPG  задачі Неймана 

,),(

;),()(

S

D

S





 PPf

MMFMU

n
U


                                       (30) 
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 де n  вектор зовнішньої нормалі, визначається вимогами (див. [10], c. 33): 
      1) ),( MPG  як функція точки ),,( P  є гармонічною в області D за винят-

ком точки M, в околі якої подається у вигляді (24); 
2) ,1

0
),( 


  S

Pn
MPG

S
  де 0S  – площа поверхні S ; 

3)  
S

0),( dsMPG . 

  Якщо задача Неймана (30) має розв’язок, тобто виконується умова 

 
DS

dPPFdsPf )()( , то через функцію Гріна він подається як 

constdPMPGPFdsMPGPfMU  
DS

),()(),()()( . 

 Побудувати функцію Гріна задачі Неймана, якщо область D – куля радіуса R 
з центром у початку координат, а S – відповідна сфера. Записати розв’язок 
задачі Неймана для рівняння Лапласа в кулі. 

 
 

§5. Теорія потенціалу 
 

Нехай у деякій точці ),,( cbaA  тривимірного простору розміщений елект-
ричний заряд q. На підставі закону Кулона можна показати (див. [11], с. 229-
231), що точковий заряд величини q в довільній точці ),,( zyxM  простору 
створює потенціал 

.
)()()(

)(
222 czbyax

q
r

qMU
AM 

  

Легко бачити, що 0)( MU  при M  (чим далі від джерела, тим слаб-
ша дія заряду). 

 Оскільки при наявності кількох точкових зарядів створювані ними по-
тенціали сумуються, то загальний потенціал, створений рівномірно розподі-
леним зарядом, знаходиться як границя суми, тобто у вигляді інтеґрала. 

Розглянемо основні види потенціалів та їх властивості. 
 
1. Об’ємний потенціал. Потенціал, створений зарядом, розподіле-

ним по об’єму D тривимірного простору з об’ємною густиною )(Mf ,  рівний 


D

.)()( dP
r

PfMV
PM

 

Тут ),,( P  –  довільна (біжуча) точка об’єму D, ),,( zyxM  – деяка (фік-
сована) точка тривимірного простору. 

Потенціал об’єму є гармонічною функцією зовні області D, тобто при 
DM  справджує рівняння Лапласа 0)(  MV . 
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Теорема 1. Якщо об’ємна густина )(Mf  є обмеженою й інтегровною в 
області D функцією, то потенціал об’єму )(MV  і його частинні похідні першого 
порядку є неперервними у всьому просторі, причому ці похідні можуть бути 
одержані шляхом диференціювання під знаком інтеграла. 

Теорема 2. Якщо об’ємна густина    ,)( 1 DD CCMf   то потенціал об’-
єму )(MV  має неперервні похідні другого порядку в області D і при DM  
справджує рівняння Пуассона ).(4)( MfMV   
 Наслідок. Якщо об’ємна густина )(Mf  справджує умови теореми 2, то 
рівняння )()( MfMV   має частинний розв’язок 
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 Зауваження. У випадку площини, якщо заряд розподілений у плоскій об-
ласті D з густиною )(Mf , одержимо логарифмічний потенціал площі: 


D

ds
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PfMV
PM

1ln)()( , 

де ),( P  –  довільна (біжуча) точка області D, ),( yxM  – деяка (фіксована) точ-
ка площини. Логарифмічний потенціал при DM  справджує рівняння Пуассо-
на )(2)( MfMV  , а рівняння )()( MfMV   у випадку площини має час-
тинний розв’язок 
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 2. Потенціал простого шару. Якщо заряд розподілений по поверх-
ні S із поверхневою густиною ),(M  то потенціал, створюваний цим зарядом, 
рівний 
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де ),,( P  – довільна (біжуча) точка на поверхні S, ),,( zyxM  – деяка (фік-
сована) точка тривимірного простору. 
 У всіх точках ),,( zyxM  простору, які не належать поверхні S, потенціал 
простого шару має похідні всіх порядків і справджує рівняння Лапласа, при-
чому 0)( MU  при M . 
 Теорема 3. Потенціал простого шару з неперервною густиною є непе-
рервною функцією у всьому просторі. 
 Похідна по напряму 0n  зовнішньої нормалі до поверхні S у фіксованій 
точці S0P  дається формулою 
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Позначимо 
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0PM   відповідно зсередини та ззовні поверхні S. Тоді мають силу формули: 
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 Отже, у точках поверхні нормальна похідна потенціалу простого шару 
має стрибок: 
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 Зауваження. У випадку площини, якщо заряд розподілений по деякій 
замкненій кривій   із лінійною густиною ),(M  одержимо логарифмічний 
потенціал простого шару: 
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де ),( P  – довільна (біжуча) точка на кривій  , ),( yxM  – деяка (фіксована) 
точка площини. 
 Формули (31)-(33) для логарифмічного потенціалу простого шару мати-
муть вигляд: 
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де 0P  – деяка фіксована точка кривої  . 
 За допомогою потенціалів простого шару будуються розв’язки задач Ней-
мана (друга крайова задача) для рівняння Лапласа. 
 
 3. Потенціал подвійного шару. Нехай S – орієнтована поверхня 
(тобто на ній вказані внутрішня та зовнішня сторони), по якій розподілений 
диполь із густиною моментів ),(M  причому в кожній точці напрям осі диполя 
співпадає з напрямом внутрішньої нормалі in  до поверхні S у точці Р.  
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 Потенціал, створюваний диполем, рівний 
  .,cos)()( 2 ds
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nPMPMW
PM

i
S



                                      (34) 

 Формулу потенціалу подвійного шару (34) можна записати в іншому 
вигляді: 
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PM
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 Тут ),,( zyxM  – фіксована точка простору; n  – напрям зовнішньої норма-
лі до поверхні S у точці Р. 
 При SM  потенціал подвійного шару має похідні усіх порядків і справ-
джує рівняння Лапласа, причому 0)( MW  при M . 
 Теорема 4. Потенціал подвійного шару (34) має границі при прямуванні 
точки М до фіксованої точки S0P  ззовні або зсередини. Якщо границю зна-
чень )(MW  ззовні позначити через ),( 0PWe  а границю зсередини – через 

),( 0PWi  то мають силу формули: 
  ),(2)()(2,cos)()( 0002

0
0

0

PPWPds
r

nPPPPW
PP

i  
S



            (35) 

  ),(2)()(2,cos)()( 0002
0

0
0

PPWPds
r

nPPPPW
PP

e  
S



             (36) 

тобто величина стрибка функції )(MW  у довільній точці S0P  буде 
).(4)()( 000 PPWPW ei                                             (37) 

 Інтеграл )( 0PW  називається прямим значенням потенціалу подвійного 
шару в точці S0P .  
 Зауваження. У випадку площини, якщо диполь розподілений по деякій 
замкнутій орієнтованій кривій   з густиною моментів ),(M  одержимо лога-
рифмічний потенціал подвійного шару: 

 






,,cos)()( d
r

nMPPMW
PM

 

де ),( P  – довільна (біжуча) точка на кривій  , ),( yxM  – деяка (фіксована) 
точка площини. 
 Формули (35)-(37) для логарифмічного потенціалу подвійного шару мати-
муть вигляд: 

  ),(,cos)()( 0
0

0

0

Pd
r

nPPPPW
PP

i  






 

  ),(,cos)()( 0
0

0

0

Pd
r

nPPPPW
PP

e  





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).(2)()( 000 PPWPW ei   
 За допомогою потенціалів подвійного шару будуються розв’язки задач 
Діріхле (перша крайова задача) для рівняння Лапласа. 
 
 ПРИКЛАД 1. Знайти логарифмічний потенціал простого шару відрізка 

10  x  зі сталою густиною заряду .)( 0qM   
 Розв’язання. Згідно з означенням логарифмічний потенціал простого ша-
ру дається формулою 




.1ln)()( d
r

PMU
PM

 

 Тут:   – відрізок 10  x ; ),( yxM  – фіксована точка площини; Р(ξ,0) – 

точка відрізка  ; .)( 22 yxMPrPM   Отже, 

  


   dyxqd
yx

qyxU
1

0

1

0

22
0220 )(ln5,0

)(

1ln),(  

   





  d
yx

yxxyxqyxq
1

0
22

222

0
22

0 )(
)()()1(ln5,0  

.arctg1arctgln)1(ln)1(1 2222
0






















y
x

y
xyyxyxxq  

 
 ПРИКЛАД 2. Користуючись поверхневими потенціалами, знайти роз-
в’язок задачі Діріхле для рівняння 
Лапласа у півпросторі: 

   .,0,,

;0,0

yxfyxU

zUUU zzyyxx




 

 Розв’язання. Розв’язок першої 
крайової задачі для рівняння Лапласа 
шукається у вигляді потенціалу по-
двійного шару: 

  .,cos)()(),,( 2 ds
r

nMPPMWzyxU
PM


S



 
 Для даного прикладу (рис. 24): S – площина хОу; ),,( zyxM  – фіксована 
точка простору; )0,,( P  – точка площини хОу; 

    ;222 zyxPMrPM     .,cos
PMr
znMP 

  

 Зауважимо, що зовнішня нормаль n  до площини хОу в точці Р на-
прямлена протилежно до осі Оz, оскільки 0z  – "внутрішня" сторона пло-
щини. Отже, маємо 

 
 
      Рис. 35 

x 

S 
y 

z 

n  

O 

M(x,y,z) 

P0(ξ0,η0,0) 

P(ξ,η,0) 
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  .,),,( 3 








 dd
r

zzyxU
PM

                                      (38) 

 Невідому густину моментів   ,  визначаємо із властивості стрибка по-
тенціалу подвійного шару (35): 

  .),(2,cos)()( 002
0

0
0

S
S

  PPds
r

nPPPPW
PP

i



 

Звідси, враховуючи, що ),()( 00 PfPWi   а   0,cos 0 nPP   (нормаль n  пер-
пендикулярна до площини хОу), одержимо ),(2)( 00 PPf   тобто для довіль-

ної точки SP  .)( 2
)(


 PfP  А тоді згідно з формулою (38) 

 
    

.,
2

),,(
2

3
222 















 dd
zyx

fzzyxU  

 
 Розв’язати задачі: 
55. Знайти об’ємний потенціал )(MV  кулі радіуса R з центром у початку коор-

динат при сталій густині заряду 0)( fMf  : 
 а) поставивши крайову задачу для )(MV  і розв’язавши її; 
 б) шляхом прямого обчислення об’ємного інтегралу. 
56. Знайти об’ємний потенціал: 
 а) мас, розподілених зі сталою густиною 0)( fMf   у сферичному шарі 

bra  ; 
 б) мас, розподілених усередині кулі радіуса а зі сталою густиною 1f  і у 

сферичному шарі crba   зі сталою густиною 2f ; 
 в) мас, розподілених усередині кулі радіуса с зі змінною густиною )(rf . 
57. Розрахувати потенціал простого шару, розподілений зі сталою густиною 

0)(  M  на сфері радіуса R  з центром у початку координат. 
58. Знайти електростатичне поле об’ємних зарядів, рівномірно розподілених 

усередині кулі, розміщеної над ідеально провідною площиною 0z . 
59. Знайти логарифмічний потенціал круга радіуса R  з центром у початку коор-

динат зі сталою густиною заряду 0)( fMf  . 
60. Знайти логарифмічний потенціал простого шару відрізка axa   зі ста-

лою густиною заряду 0 . 
61. Знайти логарифмічний потенціал подвійного шару відрізка ax 0  зі ста-

лою густиною моментів .0  
62. За допомогою потенціалу подвійного шару розв’язати а) внутрішню і б) зов-

нішню задачі Діріхле для круга радіуса R  з центром у початку координат за 
крайової умови )(),(  fRU . 

63. Користуючись потенціалом простого шару, знайти розв’язок задачі Неймана 
для круга радіуса R  з центром у початку координат: 
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,20,0,0),(  RU  
                                         .20),(),(  fRU   
64. Розв’язати другу крайову задачу для рівняння Лапласа у півпросторі 0z  

),,()0,,(
,0,0),,(

yxfyxU
zzyxU

z 


 

      користуючись потенціалом простого шару. 
65. За допомогою потенціалу подвійного шару розв’язати задачу Діріхле для 

півплощини: 

).()0,(
,0,0),(

xfxU
yyxU




 

      Розглянути випадок .)( constCxf   
66. Об’ємний потенціал мас, розподілених в області D тривимірного простору, 

рівний 

  1),,(
2222  zyxzyxV . 

 Знайти а) густину мас ),,( zyxf ; б) масу М, що заповнює об’єм кулі радіу-
са R  з центром у початку координат, яка лежить в області D. 

67. Знайти частинний розв’язок рівняння Пуассона 

0,,1R,,
11











 



AankaxaFU
n

k
kk

n

k
kk . 

68. Потенціал об’ємних мас, розподілених у плоскій області D, рівний 
22),( yxyxV  . 

 Знайти масу М, що заповнює квадрат 1,1  yx , який лежить всередині 
області D. 

69. Потенціал ),( yxV  мас, розподілених у крузі одиничного радіуса з центром у 
початку координат, всередині цього круга подається формулою 

)3(),( 22
4
1 yxxyxV  . 

 Знайти а) густину мас ),( yxf ; б) значення потенціалу ),( yxV  зовні заданого 
круга. 

70. Потенціал ),( yxV  мас, розподілених у крузі одиничного радіуса з центром у 
початку координат, всередині цього круга подається формулою 

2224
8
1 ),1(),( yxrryxV  . 

 Знайти масу М, яка заповнює кругове кільце 2
12

4
1  r . 

71. Для гармонічних у півплощині 0y  функцій ),( yxU  знайти розв’язок зада-
чі Неймана з крайовою умовою 

 xxxU y ),()0,( . 
72. Розрахувати потенціал простого шару ),( yxU  мас, розподілених по колу 

222 Ryx   з густиною 1),(  yx . 



 < 179 > 

73. Розрахувати потенціал подвійного шару ),( yxW  мас, розподілених по колу 
122  yx  з густиною а) 1),(  yx ; б) xyx  ),( . 

74. Знайти гармонічну зовні круга 10  ,  20  функцію ),( U , яка 
справджує крайову умову: 

 20,1sincos),1( 22U . 
75. Знайти розв’язок задачі Діріхле для гармонічних функцій зовні кулі одинич-

ного радіуса з центром у початку координат за крайової умови: 
а) 1,1),,( 22222  zyxyxzyxU ; 
б) 1,),,( 222  zyxzzyxU . 

76. Функція 
222

2 ,
2

),( yxyyxU 


 , 

 є зовнішнім потенціалом простого шару мас, розподілених по колу 12  . 
Знайти значення цього потенціалу в крузі 12  . 

77. Потенціал простого шару мас, розподілених по колу 122  yx , зовні круга 
122  yx  подається формулою 

222
22 ,21),( yxyxyxU 












 . 

 Знайти густину мас ),( yx . 
 
 
 

ВАРІАНТИ ІНДИВІДУАЛЬНИХ ЗАВДАНЬ ДО РОЗДІЛУ V 
 
Варіант 1. 
1. Знайти форму рівноваги прямокутної мембрани зі сторонами 2а та 2с (поча-

ток координат вибраний у центрі мембрани), яка знаходиться під дією рівно-
мірно розподіленого навантаження ,constP   якщо краї мембрани нерухомо 
закріплені. Обчислити прогин центру мембрани, рахуючи відношення с:а=2. 

2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;20,42,0, U  

        )(20,0,4,
2

cos,2 2 constAUAU 


  . 

б)   ;10,20,,  yxxeyxU y  
        ;10,,2,cos,0  yeyUyeyU y

x
y

x  
        .20,1,,0,  xexxUxxU yy  
3. Знайти об’ємний потенціал мас, розподілених зі сталою густиною 0  у сфе-

ричному шарі bra  , де ba 0 . 
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Варіант 2. 
1. Знайти закон стаціонарного розподілу температури всередині нескінченого 

кругового циліндра радіуса R , якщо на його поверхні підтримується темпе-
ратура sin0U   .0 constU   Розв’язок знайти у формі ряду та у формі інтег-
ралу Пуассона. 

2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;0,0,2, byaxxyxU   
        ;0,0,,0,0 byyaUyU   
        .0,0,,00, axbxUxU y   
б)   ;20,31,9, U  
        .20,4cos,3,2cos2,1  UU  
3. Знайти логарифмічний потенціал подвійного шару відрізка lx 0  з густи-

ною моментів ,)( BAxM   де А, В – задані сталі. 
 

Варіант 3. 
1. Дано прямокутну пластинку ОАСВ (рис. 36) 

зі сторонами aOA , bOB  . Через край ОА 
підводиться потік тепла  0 constq  на оди-
ницю площі перерізу, через край ОВ тепло-
вий потік такої ж величини на одиницю пло-
щі відводиться (коефіцієнт внутрішньої теп-
лопровідності 1k ), а на краях АС та ВС 
температура змінюється за законом відповід-
но )( xbq   та ).( ayq   Визначити стаціонарну температуру внутрішніх то-
чок мембрани.  

2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;4/0,20,8sin, U  
      );(4/0,4sin,2 constAAU   
        .20,04/,,00,  UU  
б)   ;20,10,cos6cos5,  yxxyyxU  
        ;20,2,1,2,0  yyUyU xx  
        .10,02,,00,  xxUxU yy  
3. За допомогою потенціалу подвійного шару розв’язати зовнішню задачу Ді-

ріхле: 
 

    .20,,1
;20,1,0,




fU
U

 

 
Варіант 4. 
1. Знайти положення рівноваги мембрани, яка має форму півкруга радіуса а і 

знаходиться під дією навантаження, розподіленого згідно закону  ,q  
де .constq   Краї мембрани нерухомо закріплені. 

   y 

O 

A 

B 

C 

   x 

Рис. 36 
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2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;0,0,0, byaxyxU   
        ;0,0,,0,0 byyaUyU xx   
        ).(0,,,0, constAaxAbxUAxU   
б)   ;20,,0,  RU  
        ).0(20,4cos3sin,,  consthRhURU  
3. За допомогою потенціалу простого шару розв’язати задачу Неймана для пів-

площини: 
 
   .0,

;0,0,
xxU

yyxU

y 


 

 
Варіант 5. 
1. Дано прямокутну пластинку ОАСВ (див. рис. 36) зі сторонами ОА=а, ОВ=b. 

Сторони АС та ВС покриті тепловою ізоляцією, а на двох інших підтриму-
ється нульова температура. Знайти стаціонарний розподіл температури при 
умові, що в пластинці виділяється тепло зі сталою інтенсивністю .constQ   

2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;0,0,0,  aU  
      ;0,sin5, aU  
        .0,0,,00, aUU   
б)   ;0,0,20, 3 byaxxyxU   
        ;0,5,,cos4,0 4 byayaUyyU xbx    

        .0,cos,,00, axxbxUxU ayy    
3. Знайти логарифмічний потенціал простого шару кола радіуса а зі сталою 

густиною заряду .0 const  
 
Варіант 6. 
1. Визначити стаціонарний розподіл температури в мембрані, яка має форму 

криволінійного прямокутника, дві сторони якого утворені дугами концент-
ричних кіл a  та ,b  а дві інші – відрізками радіусів 0  та .2/  
На краї b  температура змінюється за законом  2/2cos2

0 T , де 
,0 constT   а інші три краї підтримуються при нульовій температурі. 

2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;20,40,,  yxAyyxU  
        ;20,0,4,0,0  yyUyU x  
        )(40,02,,00, constAxxUxU y  . 
б)   ;20,,0,  baU  
           .,,020,0,,,cos, constBThbhUbUBTaU    
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3. За допомогою потенціалу подвійного шару розв’язати задачу Діріхле для пів-
площини: 

 
  .,0

;0,0,
yyU

xyxU



 

 
Варіант 7. 
1. Тонка плівка натягнута на дротяний каркас, який проектується на площину 

хОу в прямокутник зі сторонами 0x , lx  , 0y , my  ; відхилення точок 
контура від площини хОу задається рівностями:       ,00,,,0  xUylUyU  
  ,sin, xAmxU l

  де .constA   Визначити форму поверхні, по якій розміс-
титься плівка. 

2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;20,0,4,  aU  
      .20,0, aU  
б)   ;10,10,12,  yxxyyxU  
        ;10,3,1,6cos5,0 33  yyyyUyyyU xx  
        .10,cos31,,0, 33  xxxxxUxxU yy  
3. Знайти розв’язок задачі Діріхле для рівняння Лапласа зовні кулі одиничного 

радіуса з центром у початку координат по крайовій умові: 
  1,1,, 22222  zyxyxzyxU  

    (скористатися потенціалом подвійного шару). 
 
Варіант 8. 
1. Знайти стаціонарний розподіл температури всередині нескінченого кругового 

циліндра радіуса R, якщо на поверхні циліндра підтримується стала темпера-
тура: 

 







  ,0,2

;2,0
1

0U
f  

    де ,0U  α – задані сталі. Розглянути випадок, коли α досить мале. 
2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;0,0,sinsin,  yxyxyxU  
        ;0,0,,0,0  yyUyU  
        .0,sin,,sin0,  xxxUxxU  
б)   ;0,0,0,  RU  
        ;0,sin,, 2  


 QRURU  

          ).0,,(0,0,,,00,   consthQRhUUU  
3. Знайти логарифмічний потенціал простого шару відрізка axa   з густи-

ною заряду ,)( BAxM   де А, В – задані сталі. 
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Варіант 9. 
1. Знайти стаціонарний розподіл температури всередині прямокутної пластин-

ки, два протилежні краї якої  ax   випромінюють тепло по закону Ньюто-
на в навколишнє середовище нульової температури (коефіцієнт теплообміну 
  рівний коефіцієнту внутрішньої теплопровідності), якщо край 0y  
підтримується при нульовій температурі, а на краї by   температура 
змінюється згідно закону  ,2 22

0 aaxT   де .0 constT   
2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;20,,12, 2  baU  
        .20,0,,0,   bUaU  

б)   ;10,2ln0,,  yxyeyxU x  
        ;10,sin2,2ln,,0 2

32   yyyyUyyU xx  

        .2ln0,1,,00,  xexUxU x
y  

3. Знайти потенціал подвійного шару мас, розподілених по колу одиничного 
радіуса з центром у початку координат із густиною моментів   ., xyx   

 
Варіант 10. 
1. Тонка плівка натягнута на дротяний каркас, який проектується на площину 

хОу в круговий сектор R0 , 0  ( 0 ). На плівку діє наванта-
ження, розподілене згідно закону   ,2q  де .constq   Краї R  та  

0  нерухомо закріплені, а край   вільний. Визначити форму поверхні, 
по якій розміститься плівка. 

2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;0,0,0, byxyxU   
          ;0,0,,2,0 22 byyUbbyAyU   
          ).(0,0,,,00, constAxbxUbxUxU yy   
б)   ;20,21,sin8cos2, U  
          .20,0,24,2,4,1   UUU  
3. Користуючись поверхневими потенціалами, розв’язати задачу Діріхле для 

півпростору: 
 

  .,,0
;0,0,,

yzzyU
xzyxU




 

 
Варіант 11. 
1. Визначити форму прогину однорідної прямокутної мембрани зі сторонами а 

та b, якщо три сторони ax  , 0y , by   вільні, а на четвертій задане відхи-
лення     .,0 22 byyyU   

2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
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а)   ;10,0,sin8, 2  yaxyyxU  
        ;10,1,,0,0  yyaUyU xx  
        .0,cos21,,00, 2 axxxUxU ayy    
    Вказівка. Визначити значення сталої а, при якому дана задача Неймана буде 

коректно поставленою. 
б)   ;20,,sin2, 2

2   baU  
        .20,0,,0,   bUaU   
3. Побудувати функцію Гріна для задачі Діріхле в круговому секторі ,0 R  

.0 2
  

 
Варіант 12. 
2. Напівкругла мембрана радіуса а нерухомо закріплена на півколі й вільна на 

прямолінійному краї. Знайти форму прогину мембрани під дією рівномірно 
розподіленого навантаження .constp   

2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;0,0,0, lyxyxU   
        ;0,0,,cos,0 lyyUyyU l    
        .0,0,,00,  xlxUxU yy  
б)   ;20,41,3cos9, U  
             .0,20,2,4,4,1,1,1 2121   consthhUhUUhU  
3. Побудувати функцію Гріна для задачі Діріхле в шарі ,0 lz   0 constl  

(частина простору, обмежена площинами 0z  і lz  ). 
 
Варіант 13. 
1. Усередині нескінченого кругового циліндра радіуса l  проходить рух нестис-

ливої рідини. Вважаючи цей рух сталим, потенціальним і плоскопаралель-
ним, знайти закон руху, якщо проекція швидкості v  на зовнішню нормаль 
циліндра в кожній точці задається формулою: 

.,2sinпр 00 constvvvn 


  
2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;,0,2, 22

bb yaxyxU   

        ;,0,,0,0 22
bb yyaUyU   

        .0,0,,0, 22 axxUxU bb   
б)   ;20,21,12, U  
            .20,0,22,2,cos2,1,1 2   UUUU  
3. За допомогою потенціалу подвійного шару розв’язати задачу Діріхле для пів-

площини: 
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 
  .,0

;0,0,
constQyU

xyxU



 

 
Варіант 14. 
1. Усередині нескінченого кругового циліндра радіуса l  проходить рух нестис-

ливої рідини. Вважаючи цей рух сталим, потенціальним і плоскопаралель-
ним, знайти закон руху, якщо проекція швидкості v  на зовнішню нормаль 
циліндра в кожній точці задається формулою: 

 .
0,
,0,

пр 0
0

0 constv
v

v
vn 











  

2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;0,0,6, byaxyyxU   
        ;0,0,,0,0 byyaUyU   
        .0,0,,00, axbxUxU y   
б)   ;20,,0,  baU  
            .20,2sin3,,,cos21,,   bUbUaUaU  
3. За допомогою потенціалу простого шару розв’язати задачу Неймана для пів-

площини: 
 
  .,0

;0,0,
constQyU
xyxU

x 


 

 
Варіант 15. 
1. Знайти стаціонарний розподіл температури в однорідній прямокутній плас-

тинці ,0 ах   ,0 by   яка підігрівається джерелом тепла, яке виділяє на 
одиницю площі кількість теплоти ,constQ   якщо через сторони пластинки 
тепловіддача в навколишнє середовище нульової температури проходить 
згідно з законом Ньютона. 

2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;20,,0,  baU  
         .,,20,2sin,,cos, constQBAQBbUAaU   

б)   ;0,20,2sin5, 4
U  

      ;0,2sin8cos44,2 4
U  

        .0,0,,20, 4
3 RUU  

  
3. Знайти об’ємний потенціал мас, розподілених зі сталою густиною 0  в кубі зі 

стороною а.  
 
Варіант 16. 
1. Знайти розподіл потенціалу електростатичного поля всередині прямокутника 

ОАСВ (див. рис. 36) зі сторонами ОА=а, ОВ=b, якщо всі сторони прямокут-
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ника заземлені, а густина електричних зарядів, розподілених по прямокутни-
ку, рівна yx 4 .  

2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;20,,0,  RU  
       .20,10sin, 00 constTTRU   
б)   ;10,0,3coscos9, 2

1  yxyxyxU  

        ;10,4cos1,,1,0 2
1  yyyUyU xx  

        .0,01,,00, 2
1 xxUxU yy  

3. Знайти розв’язок задачі Діріхле для рівняння Лапласа зовні одиничної сфери 
з центром у початку координат по крайовій умові 

  ,,, zzyxU   1222  zyx  
    (використати потенціал подвійного шару). 
 
Варіант 17. 
1. Знайти закон стаціонарного розподілу температури всередині однорідного 

нескінченого кругового циліндра радіуса 4R , якщо на його поверхні під-
тримується температура 

 








.2,0

,0,sin4,4
2

U  

    Розв’язок знайти у формі ряду та у формі інтегралу Пуассона. 
2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;0,0,8, byaxyxU   
        ;0,0,,0,0 byyaUyU x   
        .0,0,,00, axbxUxU y   
б)   ;20,42,1, U  
        .20,cos2,4,1,2  UU  
3. Знайти логарифмічний потенціал подвійного шару мас, розподілених зі ста-

лою густиною по сторонах прямокутника ОАСВ (ОА=а, ОВ=b; див. рис. 36).  
 
Варіант 18. 
1. Дано прямокутну пластинку ОАСВ (ОА=а, ОВ=b). На стороні АС ( ax  ) 

підтримується температура Ty , на стороні ВС ( by  ) – температура Txa
b  

)( constT  , а на двох інших сторонах – нульова температура. Знайти стаці-
онарну температуру внутрішніх точок пластинки.  

2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;20,,0,  RU  
      .20,2cossin5,0,  RU  

б)   ;10,120,12, 2  yxxyyxU  
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        ;10,3212,12,0,0 234  yyyyyUyU  
        .120,41,,24sin80,  xxxUxxU yy  
3. Знайти розв’язок задачі Неймана для рівняння Лапласа в крузі радіуса R, 

користуючись потенціалом простого шару. 
  
Варіант 19. 
1. Знайти положення рівноваги мембрани, яка має форму кругового сектора 

,10   ,0 2
  якщо вона знаходиться під навантаженням, розподіленим 

згідно закону  ,2
2 Q  де .constQ   Краї 1  та 2

  нерухомо закріп-
лені, край 0  вільний. 

2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;0,0,0, byaxyxU   
          ;0,0,,,0 22

1 byyaUbyqyU x   
         .,0,0,,sin0, 212

5
2 constqqaxbxUxqxU yby    

б)   ;20,,sin6,  baU  
        .20,sin2,,4cos4,   bbUaaU  
3. Знайти логарифмічний потенціал подвійного шару відрізка lx 0  із густи-

ною моментів .)( xM   
 
Варіант 20. 
1. Знайти форму рівноваги однорідної прямокутної мембрани ОАСВ (див. рис. 

36) зі сторонами ОА=а, ОВ=b, закріпленої по краях, якщо до мембрани при-
кладений нормальний тиск constР   на одиницю площі.  

2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;0,0,0,  RU  

      ;0,coscos, 2
3

2 




ARU  

        ).,(0,0,,00, constARUU    

б)   ;0,0,6, 2 byaxyyxU   
        ;0,cos8,,0,0 3 byyyaUyU bxx    

        .0,cos2,,00, 3 axxbbxUxU ayy    

3. Знайти потенціал простого шару мас, розподілених по сфері 1222  zyx   
із густиною заряду .1)(  М  

 
Варіант 21. 
1. Визначити стаціонарний розподіл температури в однорідній пластинці, яка 

має форму криволінійного прямокутника – півкільця, дві сторони якого утво-
рені дугами концентричних кіл радіусів a  та ,b  а дві інші – відрізками 
радіусів 0  та .  Уздовж грані a  температура змінюється згідно за-
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кону ,9sin A  де ,constA   грань b  теплоізольована, а інші підтримуться 
при нульовій температурі.  

2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;20,,0,  RU  
       .20,2coscos, 00 constUURU   
б)   ;10,0,cos,  yxxByxU  
          ;10,0,,,0,0  yyhUyUyU x  
        ).0,(0,01,,00,  consthBxxUxU y  
3. Користуючись поверхневими потенціалами, розв’язати другу крайову задачу 

для рівняння Лапласа в півпросторі: 
 
  .,0,

;0,0,,

0 constUzxU
yzyxU

y 


 

 
Варіант 22. 
1. Знайти стаціонарний розподіл температури в однорідній прямокутній плас-

тинці ,10  х  ,40  y  сторони 0x  та 1x  якої теплоізольовані, якщо на 
інших сторонах температура задається рівностями (А, В – задані сталі):  

  ,0, AxU      23 324, xxBxU   . 
2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а) ;20,0,  RxyU  
      .20,0, RU  
б)   ;40,10),(12,  yxyxyxU  
        ;40,6,1,cos,0  yyUyyU xx  

        .10,95cos24,,cos20, 2  xxxUxxU yy  
3. Знайти сумарний об’ємний потенціал мас, розподілених усередині кулі раді-

уса а з центром у початку координат зі сталою густиною 1  та у сферичному 
шарі crba    2222,,, zyxrconstcba   зі сталою густиною .2  

 
Варіант 23. 
1. Визначити форму прогину однорідної круглої мембрани радіуса R, якщо 

відхилення точок краю мембрани задане функцією    3sinsinAf , де 
.constA    

2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)     ;0,20,2sin44, 2

22  yxyyyxU  

        ;0,0,2,0,0 2
 yyUyU x  

        .20,0,,00, 2   xxUxU  
б)   ;0,0,0,  RU  

      ;0,cos, 2 



 BRU  
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        ).,(0,0,,00, constBRUU    
3. Знайти логарифмічний потенціал простого шару мас, розподілених зі сталою 

густиною 0  по сторонах квадрата 1,0  yx . 
 
Варіант 24. 
1. Знайти форму рівноваги однорідної прямокутної мембрани ,0 ах   

,0 by   край ax   якої вільний, якщо на інших краях відхилення задане 
рівностями:   ,sin0, 2

5 xAxU a
      ,, 2xaBxbxU     ;0,0 yU  ., constBA    

2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;20,,12 22  bayxU  
        .20,0,,0,   bUaU  

б)   ;20,10,cos8, 2  yxxyxU  
        ;20,0,1,2,0  yyUyU x  
        .10,02,,sin0, 2

3   xxUxxU yy  
3. Знайти логарифмічний потенціал подвійного шару кола радіуса R із центром 

у початку координат зі сталою густиною моментів .0  
 
Варіант 25. 
1. Знайти стаціонарний розподіл температури в однорідній пластинці, яка має 

форму кругового сектора ,40   ,0 4
  якщо прямолінійні сторони 

пластинки підтримуються при нульовій температурі, на дузі проходить теп-
лообмін з навколишнім середовищем нульової температури, а всередині пла-
стинки діють джерела тепла інтенсивності  ,4  Q  де .constQ   

2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;0,0,0, lyxyxU   
        ;0,0,,ch)ch(,0 lyyUlxlyU   
        .0,0,,00,  xlxUxU y  
б)   ;20,21,3sin3cos6, U  
        .20,6sin4cos1,2,6sin2,1   UU  
3. Знайти об’ємний потенціал мас, розподілених у кубі з ребром довжини 2l  з 

густиною   .,, xyzzyxf   
 
Варіант 26. 
1. Знайти стаціонарний розподіл температури в однорідній прямокутній плас-

тинці ,0 ах   ,0 by   сторона 0x  якої теплоізольована, якщо сторони 
ax   та 0y  підтримуються при нульовій температурі, а до сторони by   

підводиться тепловий потік  ,22 аxB   де В – задана стала. 
2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
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а)     ;0,10,16, byxxyxU   
        ;0,0,1,3,0 byyUyU x   
        .10,0,,00,  xbxUxU yy  

б) ;20,,22  bаухU  
        .20,0,,   bUaU  

3. Функція   ,, 2
2r

yyxU   ,222 yxr   є зовнішнім потенціалом простого ша-

ру мас, розподілених по колу .12 r  Знайти значення цього потенціалу в 
крузі .12 r  

 
Варіант 27. 
1. У напівкруглій пластинці одиничного радіуса прямолінійний край тепло-

ізольований, а на півколі температура задається функцією ,2cos2 A  де 
.constA   Знайти стаціонарний розподіл температури, якщо в пластинці ви-

діляється тепло з інтенсивністю .constq   
2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;40,0,0,  yxyxU  
          ;40,0,,4,0 2  yyUyyyU  
           .00,04,,00,0,  consthxxUxhUxU y   
б)   ;20,,2sin4,  baU  
        .20,4cos,,2,  bbUaU  
3. Знайти об’ємний потенціал мас, розподілених зі сталою густиною 0  в пря-

мокутному паралелепіпеді ,1,0  yx  .40  z  
 
Варіант 28. 
1. Знайти стаціонарний розподіл температури в круглій пластинці радіуса R, 

якщо на краї пластинки проходить теплообмін по закону Ньютона із зовніш-
нім середовищем, температура якого задана функцією 

 ,2cossin1  CBAh  
     де 1 kh  (  – коефіцієнт теплообміну, k  – коефіцієнт внутрішньої тепло-

провідності), а  А, В, С – задані сталі. 
2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;10,10,16, 2   yxeyxU x  
        ;10,0,1,0,0  yyUyU x  
        .10,01,,00,  xxUxU y  
б)   ;0,0,cos,  RU  
          ;0,cos23cos2,,  RURU  
        .0,0,0, RUU    
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3. Потенціал простого шару мас, розподілених по колу ,122  yx  зовні замк-

нутого круга 122  yx  дається формулою:    ,1, 22

2
r

y
r
xyxU   .222 yxr   

Знайти густину мас  ., yx  
 
Варіант 29. 
1. Знайти стаціонарний розподіл температури в однорідній пластинці, яка має 

форму кругового сектора ,10   ,0 2
  якщо прямолінійні сторони пла-

стинки підтримуються при нульовій температурі, на дузі проходить тепло-
віддача в навколишнє середовище, температура якого описується функцією 

,cos2sin0 T  де ,0 constT   по закону Ньютона. 
2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;0,0,2sinsin, lyxxxyxU   
        ;0,0,,0,0 lyyUyU   
        .0,0,,00,  xlxUxU y  
б)   ;20,,0,  RU  

        .20,sin4,, 2
32  

 RURU  

3. Функція   ,, 2
r
xyxU   ,222 yxr   є внутрішнім потенціалом простого шару 

мас, розподілених по колу .42 r  Знайти значення цього потенціалу в крузі 
.42 r  

 
Варіант 30. 
1. Визначити форму прогину однорідної прямокутної мембрани ,0 ах   

,0 by   до якої прикладений нормальний тиск constP   на одиницю площі, 
якщо сторони мембрани 0x  та ax   вільні, а сторони 0y  та by   пруж-
но закріплені.  

2. Зінтегрувати крайові задачі та дати їх фізичну інтерпретацію: 
а)   ;20,,0,  RU  
         .020,sin4,,  consthRhURU  
б)   ;0,10,2cos2sin6, U  
      ;0,sin4cos,1 U  

        .10,2,,20, 22   UU  
3. Побудувати функцію Гріна для задачі Діріхле в кільці ,ba   .20   
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ВІДПОВІДІ ДО РОЗДІЛУ І 
 

1. Не є ДРЧП. 
2. Квазілінійне ДРЧП 2-го порядку з 2-ма незалежними змінними. 
3. Лінійне неоднорідне ДРЧП 5-го порядку з 3-ма незалежними змінними зі 

змінними коефіцієнтами. 
4. Не є ДРЧП. 
5. Нелінійне ДРЧП 3-го порядку з 3-ма незалежними змінними. 
6. Лінійне однорідне ДРЧП 6-го порядку з 2-ма незалежними змінними зі 

змінними коефіцієнтами. 
7. Не є ДРЧП. 
8. Нелінійне ДРЧП 3-го порядку з 3-ма незалежними змінними. 
9. Лінійне однорідне ДРЧП 2-го порядку з 2-ма незалежними змінними зі 

сталими коефіцієнтами. 
10. Лінійне неоднорідне ДРЧП 8-го порядку з 3-ма незалежними змінними зі 

змінними коефіцієнтами. 
11. Квазілінійне ДРЧП 5-го порядку з 2-ма незалежними змінними. 
12. Не є ДРЧП. 
13. Квазілінійне ДРЧП 5-го порядку з 3-ма незалежними змінними. 
14. Не є ДРЧП. 
15. Квазілінійне ДРЧП 4-го порядку з 3-ма незалежними змінними. 
16. Лінійне неоднорідне ДРЧП 5-го порядку з 3-ма незалежними змінними зі 

сталими коефіцієнтами. 
17. Квазілінійне ДРЧП 7-го порядку з 5-ма незалежними змінними. 
18. Не є ДРЧП. 
19. Лінійне однорідне ДРЧП 5-го порядку з 4-ма незалежними змінними зі 

змінними коефіцієнтами. 
20. Нелінійне ДРЧП 3-го порядку з 3-ма незалежними змінними. 
21. Не є ДРЧП. 
22. Квазілінійне ДРЧП 4-го порядку з 3-ма незалежними змінними. 
 
23. .)2(,0,, 11





  UUxyyxxy  

24. .0,cos,cos  Uxyxxyx  

25.   .2,,tg
122

2 


  UUyy x  

26. .)2()2(,, 1122






  UUUUyx  

27. .43)2ln(3,,)2ln( 2

0

2   UUUxdtty
x

 

28. .
1

arcsin5),(3

1
|,sin|ln,

22

















e

eUU

e

U
UUxy  

29. ).,()cossin5(5,,cos   UUUUyyx  
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30. ).,(3)21(,,ln  


 UUeUUxy  

31. .shsh,Arsh,Arsh 22   UUxy  

32. .
)(4

),(
2

1,,

















 


U

UUUUxxy  

33. .ctg2ln,,sin 2  Uxxy  

34. .
4

)(tg25,0
2

4
,

2
,

2

222 



 


U

Uxxyxxy  

35. ].)1([5,0,,2 
  UUUUxxe y   

36. ).,(sin2,,4 2   UUUxxy  

37. 
 

.
)(1

)(131
,sh,

2

2




 


UU

Uxyy  

38. При  ,0x   :0y   .4,, ),( 
  UeUUxy  

39. ).,(25,0,,2 3
3
2   UUxyxy  

40. .shsin,,sin22 22
2

2  


 UUUxy x  

41.   ).tg(5)(,, 2   UUUUyxx   
42. .cos)sin2(sin,,sin   UUxxy  
 
43. .25,18,,2 5,14 

  eVVVxxy  
44. .05,,   VVxyx  

45. .,,6 )7(
12
1

1296
7 36

1 
  eVVyxy  

46. .0),(,3,  Vyxyx  

47. .0,4, 256
53   VVyxx  

48. .0,,   VVxyx  
49. .045,0,,25   VVVxxy  
50. .028,,   VVxyx  

51. .0,, 16
37   VVVxyx   

52. .08,,3   VVxxy  

53. .0,3, 324
217   VVVxy  

54. .0,,6 1296
89   VVyxy  

55. .0,2, 64
17   VVVxyx  

56. .12,,   VVxyx  
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57. .3,2, )75,1(
16
49 

  eVVVxyx  
58. .5,2,   VVyxx  

59. .,, 5,225,6 
  eVVxyx  

60.   .425,0,,2 )(5,022 
  eVVVxxy  

61. .2,, )(2 
  eVVyxy  

62. .7,,2 28
1 

  eVVxxy  

63. .)(25,0,,2 5,0 
  eVVVxxy  

64. .30,,2 16
  eVVxxy  

65. .5,2,,2 2  VVVxyx  

66. .6,,2 3
  eVVxyx  

 
67. .0,,, 7

2
14
1

2
1   UUyxzyy  

68. .0,2,2,   UUUyxzxyx  
69. .0),,(2,74,25,1,5,0   UUUzyxyxx  
70. .0),,(5,0,2,0,2,   VVVVyzxx  
71. .0),,(2,2,2,   VVVVxzyz  
72. .0),,(,25,0,2, 16

9   VVVVzyxzyy  
73. .0),,(5,6,2,,   VVVVzyxzxz  
74. .0),,(25,1,2,2,   VVVVzyzx  

75.   .0),,(,4,, 72
73

32
1

2
4

2
 

 VVVVzyxzyy  

76. .1),,(,,2,   VVVyxzyz  
77. ).(2),,(3,5,0,,   UUUzxyzy  

78. .),,(25,0,,, 5,0
42


  eVVVVzyy xx  

79. .3),,(,,, 75,0
16
25

2
3

6
5

3
2 


  eVVVVyy zyxx  

80. .),,(5,2,,2, 5,1
5


  eVVVVzyz x  

81. .2,,2,
2

  VVVzyz x  

82. .,,2, 22
3

5  
 UUUzxz yx  

83. .)(,2,, 
  eVVVzyxzxz  

84. .2),,(,,, 3
1

3
2   UUUyxzyz  

85. .,,, )(5,6
4

),,(
3

5
5

2
5

2 
  eVVVxxx Vzyy  
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86. .)2(23,,, )(2
4

432
4
2

2



  eVVVVzyxzyy  

87. ),3(5,0),(5,0, zyxzyxx     
).(3)32)(2(   UUUUUUU  

88. ,2,,4,05,0,4,05,0 tzzyxyx   
 .)( )(2,0 

  eVVVV  
89. ,,,5,0,5,0 3

1
2
1

3
1

2
1 zyzytxtx   

 .)(5,1 
  eVVVV  

 
ВІДПОВІДІ ДО РОЗДІЛУ ІІ 

 
1. а) ),()( txFTuux xxtt  ;  

б) при constx  )(  ),(2 txfuau xxtt  , де Ta 12  , ),(),( 1 txFtxf  ; 
в) ),(22 txfubuau txxtt  , де kb 12  , k  – "коефіцієнт тертя", тобто кое-
фіцієнт пропорційності у співвідношенні tku , яке визначає силу тертя, 
що діє на одиницю довжини струни. 

2.  xxtt uxSxEuxSx )()()()( 
 ; у випадку однорідного стержня сталого перері-

зу при constx  )( , constSxS )( , constExE )(  буде xxtt uau 2 , де 
Ea 12  . 

3. Якщо вісь Ox  напрямлена по осі конуса (обеліска), то для визначення по-
здовжних відхилень ),( txu  точок стержня від положення рівноваги дістане-
мо рівняння 
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11 , 

де Ea 12   (див. задачу 3), а H  – висота повного конуса (клину), частиною 
якого є заданий стержень, яка визначається формулою: 

а) ,
rR

RlH


  б) 
12

2
hh

lhH


 . 

4. Якщо вісь Ox  напрямити по поздовжній осі інерції циліндра, а через ),( xt  
позначити кут повороту поперечного перерізу з абсцисою х, то рівняння 
матиме вигляд: xxtt a  2 , 12  GJKa , де G  – модуль зсуву, J  – полярний 
(геометричний) момент інерції поперечного перерізу циліндра відносно 
точки, в якій вісь циліндра зустрічає цей переріз, K  – осьовий момент 
інерції одиниці довжини циліндра (відносно тієї ж осі). 
Вказівка. З’ясувати, що момент М пружніх сил, прикладених до поперечно-
го перерізу х циліндра, дається формулою xGJM  . 

5. Рівняння для напруги ),( txV  і сили струму ),( txI  мають вигляд: 
GRVVGLCRCLVV tttxx  )( ,  GRIIGLCRCLII tttxx  )( . 
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Вказівка. Скористатися системою телеграфних рівнянь 
.0,0  GVCVIRILIV txtx  

6. Для визначення відхилень ),( txu  точок струни від положення рівноваги ді-
станемо рівняння 

)(2 tI
c
Huau xxtt 

 , 

де Ta 12   (див. задачу 1), c  – швидкість світла. 
7. Густина  , тиск p , потенціал швидкостей  , швидкість v  частинок газу і 

поздовжнє зміщення u  частинок газу задовольняють одне й те ж саме дифе-
ренціальне рівняння xxtt a  2  з однією й тією ж константою 1

00
2  kpa , 

де 1 vpcck  – показник адіабати 
k

p
p













00

, 

рівний відношенню теплоємності при сталому тиску до теплоємності при 
сталому об’ємі, а 0  і 0p  – тиск і густина в незбуреному газі. Константа a  
виражає швидкість поширення малих збурень у газі ("швидкість звуку"). 
Вказівка. При виведенні рівнянь скористатися основними законами гідроди-
наміки (див. додаток у кінці книги). 

8. Нехай ),,( zyx  – декартові координати частинки в незбуреному стані (ла-
гранжеві координати), а її декартові координати в збуреному стані є 

),,,(),,,,(),,,,( )3()2()1( tzyxuztzyxuytzyxux  . 
Вектор )3()2()1( uuu kjiu   характеризує зміщення частинки з незбурено-
го стану ),,( zyx . Вектор швидкості частинки рівний 

)3()2()1()3()2()1( vvvuuudt
d kjikjiv u   . 

Кожна з величин  , p , U , V , )(iu , )(iv , 3,1i , задовольняє рівняння 
)(2

zzyyxxtt a  , 

де стала 2a  визначається аналогічно до задачі 7. Величини  , p , U , V , u , v  
пов’язані між собою співвідношеннями: 

)( 0
2

0  app ,  000  ppVt ,  000  ppU tt ,   
Vgradv ,  Ugradu ,  dt

duv  . 
Вказівка. Рівняння нерозривності в лагранжевих координатах можна діста-
ти, розглядаючи деформацію елементарного об’єму zyx   і враховуючи, 
що його маса залишається незмінною. Інші співвідношення, які пов’язують 
між собою згадані величини, виводяться аналогічно до задачі 7.  

9. Для визначення відхилень ),,( tyxu  точок мембрани від положення рівноваги 
дістанемо рівняння: 
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),,()(2 tyxfuuau yyxxtt  , де Ta 12  , ),,(),,( 1 tyxFtyxf  , constT   
– величина сили натягу, const  – поверхнева густина мембрани. 
Вказівка. Задача про коливання мембрани є двовимірним аналогом задачі 
про коливання струни (див. задачу 1). 

10. Рівняння для визначення відхилень ),,( tyxu  точок мембрани від положення 
рівноваги має вигляд: 

а) 



G

udxdyauuau yyxxtt
10

2
002

1 )( ,   б) tyyxxtt uuuau
1

02
1 )(




 . 

де 1a  – швидкість поширення поперечних хвиль у мембрані, 1  – поверхнева 
густина мембрани, 0  – об’єм посудини, 0  – незбурена густина повітря, 0a  
– швидкість поширення малих збурень у повітрі. 
Вказівка. Якщо 10 aa  , то при підрахунку сил, які діють на елемент мемб-
рани, можна вважати, що тиск повітря, яке міститься в посудині, не залежить 
від координат розглядуваного елемента мембрани, а визначається загальною 
зміною об’єму посудини за рахунок прогину мембрани. 
Якщо ж швидкість поширення малих збурень у довкіллі значно менша за 
швидкість поширення збурень у мембрані, тобто 10 aa  , то реакція середо-
вища на кожний елемент мембрани визначається станом середовища, яке 
безпосередньо прилягає до цього елемента. 
 

11. )()(),( 2
2

3
1

1 yfxyxfyxu  . 

12.    .)()(),( 21
1 yfxfxyyxu    

13.    xyx eyyfxfeeyxu 2
21

1
)()(),( 


. 

14. )1(2)()(),( 2
2

1
1   yxyfxxfeyxu y . 

15. ||ln)()(2,0),( 5
7
1

2
2

1
3 yxyfxyfxyxu   . 

16. 3
2

1
1 75,0)()(5,0),( xyxfyxyfyxu   . 

17. xxyfeyfeyxu xx ch)()(),( 21   . 
18. yyxyfxyfyxu sin)(sin)(cos),( 21  . 
19.   )()(),( 21

23 yfxfeeyxu yxyx   . 

20.     22
21

12 25,0)()(cos),( yxyfxfxyyxu 


. 
 
21. )5()(),( 21 yxfyxfyxu  . 

22. )()5(),( 21
)(6

1

yxfxyfeyxu yx   . 
23. )()(),( 21 yxfyxfeyxu x   . 
24. )()3(),( 21 xyfxyfeyxu xy   . 
25. )cos()cos(),( 21 xxyfxxyfyxu  . 
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26.  1
21 )(),(  yxfxyf

y
xyxu . 

27. )(||ln)(),( 21 xyfyxyfyxu  . 
28. )()(),( 2

21 xxyfxyfyxu  . 
29. )2()2()5,0(),( 2

2
2

1
2 xyfxyfxxyxu  . 

30. )cos()cos(),( 21 xyfxyyfyxu  . 
31. )()(),( 3

21 yxfxyfyxu  . 
32. )()(),( 21

xx eyfeyfyxu   . 

33.  .)cos()cos(),( 2
25,0

1
25,0)cos(25,0 xxyfexxyfeeyxu xxxy    

34.    |tg|ln|tg|ln5,0),( 2221
2 xx yfyfyyxu  . 

35. 7
3

)2()3()2(),( 217
2

xy

eyxfyxfyxyxu


 . 

36. )3()3()3(),( 21
3 xyfxyxfxyxyxu  . 

37. xx exyfxyfeyxu 5,0
21 )32()32(2),(  . 

38. )3(5,0
21 )()3()47)((),( xyexyfxyfyxxyyxu  . 

39. yxyx eyxfyxfyxeyxu   3
21 )()3()13(),( . 

40. xyxyxx eeefeefeyxu   )()(5,0),( 21
2 . 

41. )cos()cos(cos5,0),( 21
4

12
12 yxfyxxfyxyxu  . 

42. )2()52(72),( 2
2

2
1

6 xyfxyfxyxu  . 

43. 


 


xy
y dfeyfxyyxu

1
21

2 )()()(5,0),(
1

. 

44. )()(5,0),( 2
11

1 yfyxxyfxyxu   . 
45. |)sin|ln(|)sin|ln(),( 21

3
3
4 xyfxyfyyxu  . 

 
46. yyyxu xx sincoscossin18),( 33  . 

47. 22 93),( xyyxu  . 
48.  yyx eeeyxu 22

3
2),(  . 

49. 1),(  yxyxu . 

50.   1
42),(

 xx eyeyxu . 

51. 25,0),( yyxu  . 
52.  yyxyxu 411),( 2  . 
53. xyxu 2),(  .  
54. )1(4),( 2  yxyxu . 
55. .)1(6),( 2 yyxu  

 

56.   ;)(5,0)sin()sin(5,0),(
sin

sin







yxx

yxx
dssyxxyxxyxu  

)cos(sin),( yxxxyxu  . 
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57.   ;)(5,0),(
2

3
3
2

3
3
2






yx

yx

dssyxyxu   33
3
24),( yxyxu  . 

58.    ;)(5,0)(12),(
2

2 



xy

y

xy dssyxeeyxu

 )122()142(),( 2   xyexyeyxu yxy . 

59.   ;)(5,1)()3()(3
2
1),(

3
5,0)3(5,0












 






yx

yx

syxy dsesseyxyxeyxu

 1),(   yeyxu . 

60. 
 

;)(
8
3

8
3)(5

),(
3
5

3
5










xy

xy
dss

xyxy
yxu    yxyxu ),( . 

61.    ;)}(2)({25,0)(5,0),(
1

2
31 



 
xy

xy
dssssxyxyyxyyxu     

  12223),(  yyxxyxu . 
 
62. ),0()()3(25,0),( 2 fxyfxyyxu   де 0)0( f . 

63.  ,)0()(5),( 6 fxyfyxeyxu
xy


  де 1)0( f . 

64. ),0()()(2),( fxfxyyxu   де 4)0( f . 
65. ,cos)]0(1[)(sin4),( xfxfxyyxu   де 0)0( f . 
66. ),(||ln)(),( 21 xyfxxyfyxu   де ,0)1()1( 11  ff  .1)1()1( 22  ff  
67. ),1()(),( 32 fxyfyxyxu   де 0)1( f . 
68. )],0()3(42[),( 3 fxyfxyeyxu yx    де 36)0( f . 
 
69. Функція Рімана .))((),;,( 1 yxyyxV  Розв’язок задачі Коші 

.2ln4),( 





 

x
yxyxyxu  

70. Функція Рімана .),;,( )()( xyeyxV   Розв’язок задачі Коші 












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4
),(

2
)25,0()4( xyyx eeyxu . 

71. Функція Рімана 1V . Розв’язок задачі Коші має вигляд 

 









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t tax
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a

atxatxtxu
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1)(

2
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2
)()(),( . 

72. Якщо рівняння має вигляд ),(22 txfucuau xxtt  , то функція Рімана 
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 ,)()(),;,( 222
0   xatcJtxV  

де )(0 zJ  – функція Бесселя першого роду нульового порядку (див. додаток у 
кінці книги), а розв’язок задачі Коші 
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Якщо ж рівняння має вигляд ),(22 txfucuau xxtt  , то функція Рімана 

 ,)()(),;,( 222
0   xatcItxV  

де )()( 00 izJzI   – модифікована функція Бесселя першого роду нульового 
порядку (див. додаток), а розв’язок задачі Коші 
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73. Функція Рімана для канонічної форми рівняння має вигляд 
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74. Функція Рімана для канонічної форми рівняння має вигляд 
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де ),,,( xF   – гіпергеометричний ряд (див. задачу 73). Розв’язок задачі Ко-
ші  
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75. ),(),(),,( 2

)(25,0
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83. На рис. 37-40 зображені профілі струни в моменти часу ,1 katk   .3,0k  
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84. На рис. 41 зображені відповідні фазові площини, на яких в кожну із зон впи-
сане значення розв’язку задачі. 
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ВІДПОВІДІ ДО РОЗДІЛУ ІІІ 
 

1. Відповідні математичні моделі (тут і далі використані позначення фізичних 
величин, подані на с. 61): 
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2. Відповідні математичні моделі: 
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3. Відповідні математичні моделі: 
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5. При 0x  
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     б) При ,0x  0 atx  
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7. а) 
 
 
 
 
 
 
     
 
 
 
 
 
 
     
    
    б) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
8. Фазова площина зображена на рис. 43 (у ви-

падку напівнескінченої струни будуються 
лише ті з характеристик, які перетинають 
першу чверть ,0t  0x ). Так, характери-
стики 0 atx  і 2 atx  лежать у фік-
тивній області ,0t  а тому на розв’язок за-
дачі впливу не матимуть. Формули для роз-
в’язку в шести зонах (див. рис. 43) подані 
нижче (таблиця 2): 
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Таблиця 2 
Формули для розв’язку Зона а) кінець нерухомий б) кінець вільний 

I )1(4),( atxxtu   ])(2[2),( 22 atatxxtu   
II ])(2[2),( 22 atxxxtu   

III, VI 0),( xtu  
IV 2)1(1),(  atxxtu  
V 2)1(1),(  atxxtu  2)1(1),(  atxxtu  

     
 Фіксуючи значення ,00  consttt  дістанемо формули для профілю струни 

в момент часу .0t  Вибираючи різні моменти часу, можна за одержаними фор-
мулами проілюструвати процес коливань струни графічно. 

 
9. У моменти часу 3,2,1t  профіль струни співпадатиме з зображеними на рис. 

13. Далі матимемо (рис. 44): 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

У процесі коливань точки, через які пройшли хвилі, підійматимуться на 
висоту .2h  

 
10. Фазова площина зображена на рис. 45. Харак-

теристики 1 atx  і 2 atx  лежать у 
фіктивній області ,0t  а тому на розв’язок 
задачі впливу не матимуть. Формули для роз-
в’язку в дев’яти зонах першої чверті (див. 
рис. 45) подані нижче (таблиця 3): 

 
 
 

Таблиця 3 
Формули для розв’язку Зона а) кінець нерухомий б) кінець вільний 

I, IX 0),( xtu  

Рис. 45 
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II xxtu 4),(   )1(4),( atxtu   
III )1(2),(  atxxtu  
IV atxtu 4),(   
V 0),( xtu  4),( xtu  
VI )2(2),(  atxxtu  )(2),( atxxtu   
VII 2),( xtu  
VIII )2(2),(  atxxtu  

 
 Графічна ілюстрація коливань одержується аналогічно до задачі 8. 
 
11. Період коливань 12T . 
12. Період коливань: а) 2T , б) 1T , в) 4T , г) 4T . 
13. Період коливань: а) 3T , б) 3T , в) 6T , г) 6T . 
 
14. Розв’язком мішаної задачі 
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         де ρ – поверхнева густина маси мембрани, є функція 
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21. Розв’язки задач: 
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22.  Розв’язком мішаної задачі 
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      n  – додатні корені рівняння ,tg   R – радіус сфери, а – швидкість поши- 
      рення коливань у газі.  
      Вказівка: ввести заміну ),(),( 1 rtVrrtU   . 
23.  Розв’язком мішаної задачі 
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      де n  – додатні корені рівняння ;0)(0 J  ),(0 xJ  )(1 xJ  – функції Бесселя 
      (див. додаток у кінці книги). 
24.  Розв’язком мішаної задачі 
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      є функція 
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rRJArtU n  де n  – додатні корені рівняння 

      ;0)(0 J  ),(0 xJ  )(1 xJ  – функції Бесселя (див. додаток). 
 
 

ВІДПОВІДІ ДО РОЗДІЛУ ІV 
 

1. Відповідні математичні моделі (тут і далі використані позначення фізичних 
величин, подані на с. 105-106): 
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2. Відповідні математичні моделі: 
 

а) 

 

.10,0,0)4,,(,0)0,,(
,40,0,0),1,(,0),0,(

,),(),,(),,0(

,),(,0,2








xtxtUxtU
ytytUytU

yxyxyxU

yxtUUaU yyxxt

D

D

    

 

б) 

 

.10,0,0)4,,(,0)0,,(
,40,0,0),1,(,0),0,(

,),(,0),,0(

,),(,0),,,()( 12






 

xtxtUxtU
ytytUytU

yxyxU

yxtyxtfcUUaU

yy

xx

yyxxt

D

D

 

 



 < 216 > 

в) 

 

,10,0),,()4,,(),,()0,,(
,40,0),,(),1,(),,(),0,(

,),(,0),,0(

,),(,0,

222

111

2








xtytxtUytxtUk
ytytytUkytytU

yxyxU

yxtUUaU

y

x

yyxxt

D

D

 

     де 1  і 2  – поперечні перерізи пластинки в напрямах осей у і х відповідно. 
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3. Відповідні математичні моделі: 
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Примітка. У випадках а) і б) розподіл температури в кулі буде радіальним, 
тобто ),(),,,( rtUrtU  . У випадках в) і г) оператор Лапласа 
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4.  Відповідна математична модель: 
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5. Постановка задачі: в області }0,0|),{( lxtxt B  знайти розв’язок рів-
няння xxt DUU  , (D – коефіцієнт дифузії), який при lx 0  задовольняє 
початкову умову )(),0( xxU   (задана початкова концентрація), а при 0t  
– крайові умови: а) 0),()0,(  ltUtU ; б) 0),()0,(  ltUtU xx ; в) якщо через 
  позначити коефіцієнт проникності кожної з граничних площин, то діста-
немо 0)0,()0,(  thUtU x , 0),(),(  lthUltU x , де 1 Dh . Вказівка: ско-
ристатися законом дифузії Нернста (див. додаток у кінці книги). 

6. Для визначення концентрації ),( xtU  дифундуючої речовини одержуємо рів-
няння xxxt vUDUU  , де v  – швидкість руху середовища. Вказівка: для 
виведення рівняння слід виділити елемент із сталою площею поперечного 
перерізу, паралельний до осі х, і розглянути кількості речовини, які прохо-
дять через перерізи х та xx   за рахунок дифузії і за рахунок перенесення 
рухомим середовищем. 

7. а) UUUUDcU zzyyxxt  )( , б) UUUUDcU zzyyxxt  )( , де 0  
– коефіцієнт поглинання. 

8. Якщо швидкість рухомої площини зберігає напрям, то швидкості частинок 
рідини будуть паралельними до цього напряму. Направляючи вісь х по товщі 
шару і розташовуючи початок координат на нерухомій площині, для визна-
чення швидкості частинок ),( xtV  дістанемо мішану задачу  

,0),(),(,0)0,(
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,0,0,

0 




ttVltVtV
lxxV

lxtVV xxt

 

     де l  – товщина шару, )(0 tV  – швидкість руху граничної площини, 1  – 
кінематичний коефіцієнт в’язкості,   – густина маси,   – динамічний коефі-
цієнт в’язкості, що входить у закон Ньютона для визначення напруги тертя 
між шарами в’язкої рідини 

xV . 
     Вказівка. При виведенні рівняння нехтувати градієнтом тиску в порівнянні з 

градієнтом сил тертя, що можна робити, якщо рідина має високу в’язкість. 
9. Нехай змінна   виражає відстань, яка відраховується від деякої фіксованої 

площини до площини поля. Тоді для визначення векторів напруженостей 
електричного поля ),( tE  і магнітного поля ),( tH  одержуємо рівняння 
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     де 8103 c  м/c – швидкість світла у вакуумі,   – коефіцієнт електропро-
відності,   – коефіцієнт магнітної проникності середовища. 
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     Вказівка. Скористатися системою рівнянь Максвела при умові, що в розгля-
дуваній області відсутні об’ємні заряди і сторонні електрорушійні сили: 
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    нехтуючи струмами зміщення 
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 )(1 E  в порівнянні зі струмом провідності I  

(  – діелектрична стала середовища). 
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  Вказівка. Рівняння виводяться аналогічно до задачі 9. 
 
11. Розв’язком мішаної задачі 
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12. Розв’язком мішаної задачі 
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     де 1)(  cb (див. с. 106), є функція  
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13. Розв’язком мішаної задачі 
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14. Розв’язком мішаної задачі 
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15. Розв’язком мішаної задачі 
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     де k  – додатні корені рівняння kk h  tg . 
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21. Розв’язками задачі Коші 
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     ,),(),0( R xxxU  
     при заданих значеннях початкової температури )(x є функції: 
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24. Розв’язком задачі Коші 
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28. а) Розв’язком мішаної задачі 
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   б) Розв’язком мішаної задачі 
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ВІДПОВІДІ ДО РОЗДІЛУ V 
 

1. ),,(),,( 1 zyxfkzyxU  , де ),,( zyxU  – температура, k  – коефіцієнт тепло-
провідності, ),,( zyxf  – інтенсивність джерел тепла. 

2. 0),,(  zyxU , де ),,( zyxU  – концентрація. 
3. ),,(4),,( 1 zyxzyxU   , де ),,( zyxU  – потенціал електростатичного 

поля,   – діелектрична стала. 
4. 0),,(  zyxU , де ),,( zyxU  – потенціал магнітного поля. 
5. 0),,(  zyxU , де ),,( zyxU  – потенціал електричного поля. 
6. ),,(),,( 1 zyxfzyxU  , де ),,( zyxU  – потенціал швидкостей,   – густина 

рідини, ),,( zyxf  – інтенсивність джерел рідини. 
7. Якщо Т – величина натягу, а – поверхнева густина мембрани, то 
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8.  
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б) Згідно з умовою ),(),,(  UzU , тому маємо задачу: 
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г) Згідно з умовою )(),,(  UzU , тому маємо задачу: 
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9. Якщо 1 , 2 , 3  – площі країв 0 ,   і R  відповідно, то 
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2
)(),( uy

b
uubyyQyUyxU 





 .   

 б) 1
12

2

)1(2
)2()(2

2
)(),( ux

a
aaQuuxQxUyxU 




 . 

 в) При виконанні умови 
a

AB
b

CDQ 



  розв’язком задачі буде функція 

     .
22

),( 22 constCyAxx
a

ABy
b

CDyxU 





  

     г) При aQA   розв’язок: consty
b

axxQyxU b
b
a

b
x












 





cos
sh

ch
2

),(
2

. 

12. Розв’язком крайової задачі 

     

,0,3),(,0),0(

;0,3),(),(,sin6)0,(

;0,0,0

2

ayyUyU

xxaxUaxUxU

ayxUU

x

y
x

y

yyxx







 

     є функція   .
2

sin
shch2

ch12sh24
3,

22

22 xxyxU aa

ayay








 

13. Розв’язком крайової задачі 
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,20,0),1(),1(cos),0(),0(

;10,)2,(,0)0,(

;20,10,0

4
3 





yyUyAyUyU

xAxUxU
yxUU

xx

y

yyxx

 

     є функція   .
4

3cos
sh3ch4

ch4
,

4
3

4
3

4
)1(3

yA
AyxU

x






 

14. Розв’язком крайової задачі 

     
,20,0),1(,sin),0(
;10,4sin)2,(,0)0,(

;20,10,0






yyUyAyU
xxBxUxU

yxUU yyxx

 

     є функція   xyByxAyxU 







 4sin
8sh
4shsin

sh
)1(sh),( . 

15. Розв’язком крайової задачі 

     

,0,0),(,0),0(

;0,0),(,0)0,(

;0,0,18

byyaUyU

axbxUxU

byaxxyUU
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yyxx







 

     є функція     .sinsh
ch)(

)1(243,
1

2
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2
4

4
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n
aaxxyyxU a

n

n
a
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n







 


  

16. Розв’язком крайової задачі 

     

,0,0),(,0),0(

;0,0),(,0)0,(

;0,0,sin)(612 2
522

byyaUyU

axbxUxU

byaxyxayUU

x

y

byyxx





 

 

     є функція   



 







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ybyyxU b

n
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n

b
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2
)12(

1 2
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2
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             .sincos
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2
5
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1
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24
yx
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ba

ba
n

n

n





 


  

17. Розв’язком крайової задачі 

     
,0,0),(,0),0(

;0,0),(,0)0,(

;,0,3sin)(4 1




 

yyUyU
xxUxU

yxyxfUU yyxx

 

     є функція  










1 0

2 3sinsinsin)(
)9(

8),(
n

ynxdnf
n

yxU  (  – діелектрична 

стала середовища). 
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18. ye
n

AbyxU b
n

n

xn b
n

2
)12(

1
33

2
1 cos

)12(
32)1(),( 2

)12( 








 . 

19.   zhuuuzUzyxU 1
121)(),,(  . 

20. а)     .cos
sh2

ch
31, 2

2

2
3 consty

xb
xyyxU b

b
a

b 


 




 

     б)     constxyyyxyxU 



  cos

sh
ch2231,

2

32 . 

21. а) AU  ),( .     б)  sin),( BAU .     в) .2sin5,0),( 2  AU  

 г) 





 2cos
22

),( 2
2a
ABBAU . 

22.  2225,0),( aU  . 
23. б) .2cos5,0),( 2 constAU   

 г) const
a
BBAU  3sin

12
sin)75,0(),( 3

2 . 

     Задачі а) та в) поставлені некоректно. 
24. При aAB 5,0  розв’язок існує і має вигляд constAUU  225,0)(),( . 
25. а) AU  ),( .     б)   sin),( 12BaAU .     в) .2sin5,0),( 24  AaU  

 г) 






 2cos
22

),( 2
2 aABBAU . 

26. б) .2cos5,0),( 25 constAaU    

 г) constBaaBAU 


  3sin
12

sin)75,0(),( 3

4
12 . 

     Задачі а) та в) поставлені некоректно. 

27.    
 1

1

121 ln
ln)(),( 




ba
auuuUU . 

28. а)    





b
b

abAuubAuUU ln
)25,0ln(

25,025,0)(),(
22

2122
2 . 

б)    
a

AbCbaAuUU 
 ln5,025,0)(),( 22

1 . 

в) .ln)5,0(25,0)(),( 2 constBAaaAUU   Задача має розв’язок 
лише за виконання умови   aBabAaC 22 22  . 

29. Розв’язком крайової задачі 

,20,3sin2cos40),(

;20,1,021















RU
UUU

 

     є функція   .5sin4sin20, 51 constU    
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30. Розв’язком крайової задачі 

,20,4cos),(

;20,0,0

0

21















VRU
RUUU

 

є функція   .4cos
4

, 3

4
0 const
R

VU 


  

31. а) Розв’язком крайової задачі 

    
,20,sin),2(,3cos39),1(

;20,21,021














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        є функція         3cos64sin4,0, 33
63
131AU . 

    б) Розв’язком крайової задачі 

    
,20,sin),2(,3cos),1(

;20,21,021











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    є функція       .3cos64sin8,0, 33
65

1   AU  

32. Електростатичне поле U-gradE , де потенціал  
 1

1

0 ln
ln)( 


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ba
buUU  є  

розв’язком крайової задачі 

.20,0),(,),(

;20,,0

0

21



 
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
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

bUuaU
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33. Розв’язком крайової задачі 

,20,0),(

;20,0,4cos821



 







aU
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    є функція   


















  4cos1

3
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2

a
U . 

34. а) Розв’язком крайової задачі 

    
,20,0),2(,1sin10),1(

;20,21,2cos6821














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UUU

         

є функція          2cosln172ln16sin821, 2221 eU . 
    б) Розв’язком крайової задачі 

    
,20,),2(,0),1(

;20,21,2sin121
















AUU
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    є функція      .2sin2ln21ln, 22
17
22  

T
A

T
AU  

35. а)     CaU  33
9
1, . 



 < 228 > 

б)    
    




 






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223214
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1
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2112
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n
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. 

в)    









  2sinln

7
8sin

3
16sin,

22

2
2U  

    









3

2
222 sin

49414
)1(240

n

n
n

n
nnn

n . 

г)     





 8sinln
225
44sin

27
8, 22 AAU  

   
 











3

2
222

4sin
414

)1(8

n

n
n

n
nn

An . 

д)    
  const

ab
abU 







 2cos
2

, 442

4432
. 

е)   












 6cos2

21
23cos, 6

12
6

12
2 CCU . 

36. а) .0uU       б) 0
1)( uarrUU  . 

37.  .)( 11
11

21
2


 




 br
ba
uuurUU  

38. а)  22

6
1)( arrUU  .     б)    .

612
)( 2233 arBarArUU   

39. а)    .)(
6
1

6
1)( 1122   arbaabarrUU  

 б)      .
2

)(
626

)( 1122  



  arBabAabarBarArUU  

40. )]cos()[ch()]cos()[ch(
)]cos()[ch()]cos()([c

4
1 ln),( 


 yxyx

yxyxhMPG , де ),,(  PP  ).,( yxMM   

41. а)   ,ln
2
1,;,

0

10
00 Rr

rG 


  

         причому (див. рис. 46) .2
10 R  

     б)      ,,;,,;,,;, 00100100  GGG  
         де 1G  – розв’язок задачі для круга 41а). 
     в)       00100100 ,;,,;,,;, GGG  
                           ,,;,,;, 001001  GG  
         де 1G  – розв’язок задачі для круга 41а). 

     г)    





1

0
00100 2,;,,;,

n

k
kGG  

                001 2,;,  kG , де 1G  розв’язок задачі 41а), .n  
42. Якщо е – точковий заряд у перерізі циліндра, то потенціал (див. рис. 46) 

О 

 Р(ρ,φ) 
М0(ρ0,φ0) 

    М1(ρ1,φ0) 

r1 

r0 

Рис. 46 
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     а) ,ln
0

10
Rr

reU 
  б) ,ln

1

01
Rr

reU 
  де ;2

10 R  R  – радіус циліндра. 

43. Функція Гріна всередині кільця подається формулою 
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     ),( 0 nnn MM ; || nn MPr  , ),( 0 nnn MM , а величини ne , ne , n , n  
визначаються з формул 

 
 








 

,12,

,2,
1

kn

kn
e k

a
b

k
b
a

n   
 
 














,12,

,2,

0

0

kn

kn
e

bk
a
b

ak
b
a

n                                           (*) 

 
 








 

,12,

,2,

0
)1(2

0
2

kn

kn
k

a
b

k
b
a

n   
 
 














.12,

,2,

0

2
0

2

2

2

kn

kn
bk

a
b

ak
b
a

n                              (**) 

При 0a  дістанемо розв’язок задачі 42а), при b  – задачі 42б). 
44. Нехай точковий заряд е розміщений в точці ),,( P , тоді його зображення 

в площині 0z  буде в точці ),,(1 P . Якщо ),,( zyxM  точка спостере-
ження, то потенціал точкового заряду е рівний 

  1
1

1
0),(4   rreMPeGU , де |,|0 PMr   || 11 MPr  . 

      Густина поверхневих зарядів 
        2/3222
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      Розв’язок задачі Діріхле для рівняння Лапласа в півпросторі 0z  за крайо-
вої умови ),()0,,( yxfyxU   дається формулою (25) у вигляді 
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45. Потенціал точкового заряду е, розміщеного в точці ),,(  PP , рівний 

       




 
n

nnnn rrrreMPeGU 1111),(4 , де ),,( zyxMM  , а 

 222 )]2([)()(  nlzyxrn , 
222 )]2([)()(  nlzyxrn ,
222 )]2([)()(  nlzyxrn ,
222 )]2([)()(  nlzyxrn . 

46. Електричне поле UgradE , де ),,( zUU   – потенціал точкового заря-
ду е, розміщеного в точці ),,(  sPP , що визначається формулою 

       




 
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11),(4
n

k
kk rreMPeGU , де ),,( zMM   точка спостереження, а 
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,)()]2(cos[2||

,)()]2(cos[2||
222

222





zkssPMr

zkssMPr

kk

kk  де n
 . 

 Вказівка. Перейти до циліндричних координат, направивши вісь z  уздовж 
ребра двогранного кута; при дзеркальному відбитті джерело заряду повто-
риться  )12( n  разів, тому шуканий потенціал одержимо шляхом сумуван-
ня потенціалів n2  зарядів. При відбитті зарядів у гранях двогранного кута 
всі його образи розміщуватимуться по колу радіуса s , яке лежить у площині 

      z , причому заряди e  знаходитимуться в точках ),2,( ksPk , а 
заряди e  в точках ),2,(  ksPk , 1,0  nk . 

47. Якщо вісь z  напрямлена уздовж одного з ребер так, що перпендикулярний 
переріз лежить у площині ),( yx , то потенціал точкового заряду е, розміще-
ного в точці ),,(  PP , рівний 

       




 
nm

mnmnmnmn rrrreMPeGU
,

1111),(4 , де ),,( zyxMM  , а 

 222 )()]2([)]2([  znbymaxrn , 
222 )()]2([)]2([  znbymaxrn ,
222 )()]2([)]2([  znbymaxrn ,
222 )()]2([)]2([  znbymaxrn . 

 Вказівка. Покрити всю площину ),( yx  прямокутниками, що отримуються з 
перерізу даного циліндра шляхом зсуву на величину bn  уздовж осі y  і на 
величину am  уздовж осі x . Об’єднуючи чотири подібні прямокутники, що 
лежать всередині області axa  , byb  , в одну групу і беручи не-
парні відбиття в усіх сторонах, дістанемо перший доданок суми ряду. 
Зміщуючи далі всю групу по осях x , y  на am2  і bm2  відповідно, дістанемо 
інші члени ряду. 

48. Потенціал у точці ),,( zyxM  точкового заряду е, поміщеного всередину па-
ралелепіпеда зі сторонами a , b , c  в точці ),,(  PP , рівний 

















nmk kmnkmnkmnkmnkmnkmnkmnkmn rrrrrrrr
eMPeGU

,,
)8()7()6()5()4()3()2()1(

11111111),(4 , 

 де 
 222)1( )]2([)]2([)]2([  cnzbmyakxrkmn , 

 222)2( )]2([)]2([)]2([  cnzbmyakxrkmn , 

 222)3( )]2([)]2([)]2([  cnzbmyakxrkmn , 

 222)4( )]2([)]2([)]2([  cnzbmyakxrkmn , 
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 222)5( )]2([)]2([)]2([  cnzbmyakxrkmn , 

 222)6( )]2([)]2([)]2([  cnzbmyakxrkmn , 

 222)7( )]2([)]2([)]2([  cnzbmyakxrkmn , 

 222)8( )]2([)]2([)]2([  cnzbmyakxrkmn . 
 Вказівка. Виберемо початок координат в одній із вершин паралелепіпеда, а 

осі направимо уздовж його ребер. Покриємо цей простір паралелепіпедами, 
подібними до заданого, шляхом зсувів по осях x , y  і z  на ak , bm  і cn  
відповідно, де a , b , c  – довжини ребер уздовж осей x , y , z . Об’єднуючи 
вісім подібних паралелепіпедів, які лежать в області axa  , byb  , 

czc  , в одну групу і беручи непарні відбиття в усіх гранях, дістанемо 
один доданок суми. Зміщуючи далі всю групу по осях x , y , z  на величини 

ak2 , bm2 , cn2  відповідно, дістанемо інші доданки суми. 
49. Потенціал точкового заряду е, розміщеного в точці 1M  зовні сфери (див. 

рис. 34), рівний 
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 Густина поверхневих зарядів на сфері рівна 3
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 Вказівка. Розв’язання задачі аналогічне наведеному в прикладі 2, слід ли-
шень змінити місцями джерело заряду та його образ. 

50.  Якщо позначити через ),(1 MPG  функцію Гріна (28) для задачі Діріхле в ку-
лі (див. приклад 2), то одержимо: 

а) для півкулі, що лежить в області 0z , функція Гріна є 
),(),(),( 01010 MPGMPGMPG  , 

    де ),,( 0000 M  – точка, симетрична до точки ),,( 0000 M  віднос-
но площини 0z  (рис. 47); 

б) для четвертини кулі, обмеженої площинами 0z , 0x  і поверхнею сфе-
ри (рис. 48), маємо: 

),,(),(),(),(),( 010101010 MPGMPGMPGMPGMPG   

Рис. 47 
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Рис. 48 
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0M   
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    де ),,( 0000 M  – точка, в якій поміщений заряд, а ),,( 0000 M , 
),,( 0000 M , ),,( 0000 M  – його образи. 

51. Потенціал точкового заряду е, поміщеного в точку ),,( 0000  MM  всере-
дині сферичного шару, рівний 
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де ),,(  PP  – точка спостереження, || nn PMr  , || nn MPr  , причому в 
точках ),,( 00 nnM  і ),,( 00  nnM  поміщені додатні заряди ne  і від’-
ємні заряди ne , а величини ne , ne , n , n  визначаються з формул (*), (**). 
При 0a  дістанемо розв’язок для задачі Діріхле в кулі, при b  – роз-
в’язок задачі 49. 
Вказівка. Усі заряди ne  і ne , вочевидь, знаходитимуться на промені 0 , 

0 , причому їх положення на промені визначаються відстанями від цент-
ра n  і n . При визначенні ne , ne , n  і n  слід враховувати, що 1) поло-
ження заряду знаходиться шляхом послідовних відбиттів у сферах a  і 

b  з використанням перетворень обернених радіусів, при яких 2ann   
або 2bnn  ; 2) при кожному відбитті величина заряду змінюється в 1

0
 a  

або в 1
0
 b  разів. 

52. Потенціал точкового заряду е, розміщеного в точці 1M  зовні сфери (див. 
рис. 34), рівний 
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1 MPUeReMPU 
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
 , 

 де Р – точка спостереження, 0M  – точка, в якій знаходиться зображення 
заряду, причому 2

10 R , а ),(0 MPU  – потенціал точкового заряду за на-
явності заземленої сфери (розв’язок задачі 49). 

 Густина поверхневих зарядів на сфері 
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 де   – густина індукованих зарядів. 
Вказівка. Розв’язок слід шукати у вигляді 01 UUU   , де VRU 1

1
  – по-

тенціал поля, створюваного сферою, зарядженою до потенціалу V . Для ви-
значення V  використати рівність 
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 б)  

 1),( VU . Вказівка. Знайти функцію Гріна всередині кута (див. за-

дачу 41) і скористатися формулою Гріна: 
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 в) Розв’язки внутрішньої 1U  і зовнішньої 2U  задач Діріхле для круга за 
крайової умови )(),(  fRU  мають вигляд: 
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1 , де )(Pf  – значення розв’язку на сфері 

(див. рис. 34). Вказівка. Використати функцію Гріна з задачі 49. 
54. Якщо 1M  зображення точки 0MM   в сфері (рис. 34), а через Q  позначити 

основу перпендикуляра, опущеного з точки Р на пряму 1OM , то шукана фун-
кція Гріна є 
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Розв’язок задачі Неймана для рівняння Лапласа в кулі має вигляд 
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     де )cos(sinsincoscoscos 000  . 
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56. Відповідні об’ємні потенціали рівні: 
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 Вказівка. Розв’язок подається у вигляді суми розв’язків задач 55 і 56а). 
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58. Нехай центр кулі радіуса а поміщений в точку ),0,0( bQ , а constf 0  – гус-
тина об’ємних зарядів. Тоді потенціал електростатичного поля рівний 
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 де 222 )( bzyxr  , 222
1 )( bzyxr  . 

 Вказівка. Для розрахунку впливу ідеально провідної площини 0z  слід 
дзеркально відобразити вихідну кулю з центром у точці ),0,0( bQ  відносно 
площини 0z . 

59. Логарифмічний потенціал круга в точці ),(   


















 
  



,,ln

,,ln21
2]cos2ln[

2
)( 2

22

0 0

220

RM

R
R

RM
ddfVV

R

 

 де 0
2 fRM   – повна маса заряду, розподіленого в крузі. 

60. ])ln[(])ln[(arctg2),( 22
2

22
2

2
222 yxayxayayxU xaxa

ayx
ay  


. 

61.  .arctgarctg),( 0 y
x

y
xayxW    

62. Див. відповідь до задачі 53в). 
63. Розв’язок знаходиться у вигляді потенціалу простого шару 

       constdRRRU  


)()cos(2ln
2

),(
2

0

22 , 

     а розв’язок інтегрального рівняння для густини зарядів дає 




)()( f . 

64.  














 const
zyx

ddfzyxU
222 )()(

),(
2
1),,( .  

65. 







 ;

)(
)(1),( 22 yx
dyfyxU  при Cyxf ),(  буде .),( CyxU   
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66. а) );(5),,( 2221 zyxzyxf     б) 54)(

1

RdPPfM  
D

, де 1D  – задана 

куля. 

67.  
 

 
0 0

1
1 )(),...,( ddFAxxU n , де 




n

k
kk xa

1
.   68. 




3
8M . 

69. а) xyxf ),( ;  б) 












 224

),(
yx

xxyxV .   70. 
512
15

M . 

71.   constdyxyxU 


 




)()(ln
2
1),( 22 . 

72. 











.,ln
,,ln

),( 22222

222

RyxyxR
RyxRR

yxU  

73. а) 








.1,0
,1,1),( 2

2
yxW   б) 
















.1,
2

,1,
2),(

2
2

2

x

x

yxW   Тут 22 yx  . 

74. 12cos),( 2 



U . 

75. а) 
rr

yxzyxU 1),,( 5

22



 .  б) 3),,(

r
zzyxU  .  Тут 222 zyxr  . 

76. 
2

),( yyxU  .   77. )14(2),(  yxyx . 
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ДОДАТОК 
 
 

І. Різні ортогональні системи координат 
 

 Нехай ),,( zyx  – декартові, а ),,( 321 xxx  – криволінійні ортогональні коор-
динати деякої точки. Квадрат елемента довжини визначається формулою 

2
3

2
3

2
2

2
2

2
1

2
1

2222 dxhdxhdxhdzdydxds  , 
де 

      3,1,
222

 






 ih

iii x
z

x
y

x
x

i  

– метричні коефіцієнти, або коефіцієнти Ламе. Ортогональна система коорди-
нат повністю характеризується трьома метричними коефіцієнтами 1h , 2h , 3h . 
 Загальні вирази для операторів grad, div, rot і оператора Лапласа   мають 
вигляд: 

,1grad
3

1

 




j
j

jj x
u

h
u i   



















 )()()(1div 321
3

213
2

132
1321

Ahh
x

Ahh
x

Ahh
xhhh

A , 

332211

332211

321 321

1rot
AhAhAh

hhh

hhh xxx 








iii
A , 




















































33

21

322

13

211

32

1321

1
x
u

h
hh

xx
u

h
hh

xx
u

h
hh

xhhh
u , 

де 1i , 2i , 3i  – одиничні базові вектори, ),,( 321 AAAA  – довільний вектор, u  – 
скаляр, ),,( 321 xxxAA pp  , 3,1p , ),,( 321 xxxuu  . 
 
1. Прямокутні координати: ,1 xx   ,2 yx   ,3 zx   1321  hhh ; 

,grad kji
z
u

y
u

x
uu












  
z

A
y

A
x

A zyx












Adiv , 

kji
kji

A 














































 








y
A

x
A

x
A

z
A

z
A

y
A

AAA

xyzxyz

zyx

zyxrot , 

zzyyxx uuuu  , 
де i , j , k  – напрямні одиничні вектори осей x, y, z. 
 
2. Циліндричні координати: ,1 rx   ,2 x  zx 3 , пов’язані з прямо-
кутними координатами співвідношеннями 

.,sin,cos zzryrx   
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 Координатні поверхні: constr   – циліндри, const  і constz  – пло-
щини. Метричні коефіцієнти рівні 131  hh , rh 2 , тому 

,1grad 321 iii
z
uu

rr
uu












  
z

AA
r

rA
rr 











 32
1

1)(1div A , 

3
1

22
31

1
23 )(11rot iiiA 
















































ArA
rrr

A
z
A

z
AA

r
, 

2

2

2

2

2
11

z
uu

rr
ur

rr
u






















 . 

 
3. Сферичні координати: ,1 rx   ,2 x  3x , пов’язані з прямокут-
ними координатами співвідношеннями 

.cos,sinsin,cossin  rzryrx  
 Координатні поверхні: концентричні сфери constr  , площини const , 
конуси const . Метричні коефіцієнти: 11 h , rh 2 ,  sin3 rh , тому 

,
sin
11grad 321 iii















u

r
u

rr
uu  
















 3
21

2
2 sin

1)(sin
sin
1)(1div A

r
A

r
Ar

rr
A , 

3
1

223
1

1
2

3 )(1)(
sin

11)(sin
sin
1rot iiiA 
















































ArA
rr

rA
r

A
r
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r

, 

2

2

222
2

2 sin
1sin

sin
11






































u

r
u

rr
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rr
u . 

 
4. Еліптичні координати: ,1 x  ,2 x  zx 3 , визначаються за допомо-
гою формул перетворення 

zzcycx  ,)1)(1(, 22 , 
де с – масштабний множник. Метричні коефіцієнти рівні 

12

22

1



 ch ,  2

22

2 1 


 ch ,  13 h . 

 Координатні поверхні: const  – циліндри еліптичного перерізу з фоку-
сами в точках cx  , 0y ; const  – сім’я конфокальних гіперболічних ци-
ліндрів, constz   – площини. 
 
5. Параболічні координати: якщо ),( r  – полярні координати точки на 
площині, то параболічні координати можуть бути введені за допомогою формул 

,sin2 21
 rx   ,cos2 22

 rx   zx 3 . 
Зв’язок з декартовими координатами дають формули 
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zzyx  ,),( 22
2
1 . 

Метричні коефіцієнти: 22
21  hh ,  13 h . 

 Координатні поверхні const  і const  є параболічними циліндрами, 
що перетинаються, твірні яких паралельні осі z . 
 
6. Еліпсоїдні координати: ,1 x  ,2 x  3x , вводяться згідно з рів-
няннями )( cba   

12

2

2

2

2

2








 c
z

b
y

a
x ,  2c   (рівняння еліпсоїда); 

12

2

2

2

2

2








 c
z

b
y

a
x ,  22 bc     

12

2

2

2

2

2








 c
z

b
y

a
x ,  22 ab     

 Кожній точці ),,( zyx  відповідає єдина система значень  ,  ,  . Ці пара-
метри й називаються еліпсоїдними координатами. Декартові координати через 
еліпсоїдні виражаються явно за формулами: 

))((
))()((

2222

222

acab
aaax




 ,  
))((

))()((
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babc
bbby




 , 

))((
))()((

2222
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cbca
cccz




 . 

Коефіцієнти Ламе рівні 
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))((

2
1
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




R
h ,  
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))((

2
1

22

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

R
h ,  

)(
))((

2
1

23





R
h , 

де ))()(()( 222 csbsassR  . 
 Оператор Лапласа подається у вигляді 

.)()()()()()(

)()()(
))()((
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




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
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
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
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uRRuRR

uRRu
 

 Частинний розв’язок рівняння Лапласа, залежний тільки від  , )(UU , 
подається формулою 

B
R
dAU 



  )(
, 

де А, В – довільні сталі. 
 
7. Вироджені еліпсоїдні координати: ,1 x  ,2 x  3x .  

(рівняння однопорожнинного 
гіперболоїда); 

(рівняння двопорожнинного 
гіперболоїда). 
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а) Для витягнутого еліпсоїда обертання вироджені еліпсоїдні координати 
визначаються за допомогою формул  

 cossinshcx ,   sinsinshcy ,   coschcz , 
де с – масштабний множник, 0 , 0 ,  . Координатні по-
верхні: витягнуті еліпсоїди обертання const , двопорожнинні гіперболоїди 
обертання const  і площини const . 

Метричні коефіцієнти  hh1 ,  hh2 ,  hh3  рівні 

 
22 sinshchh ,   sinshch . 

 Оператор Лапласа подається у вигляді 
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22222 sin
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1sin
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1

)sin(sh
1 uuu

c
u . 

б) Для сплюснутого еліпсоїда обертання система вироджених еліпсоїдних 
координат ),,(   визначається за допомогою рівностей  

 cossinchcx ,   sinsinchcy ,   cosshcz , 
де с – масштабний множник, 0 , 0 ,  . Координатні по-
верхні: сплюснуті еліпсоїди обертання const , однопорожнинні гіперболоїди 
обертання const  і площини const , що проходять через вісь z . 

Метричні коефіцієнти рівні 
 

22 sinchchh ,   sinchch . 
 Оператор Лапласа подається у вигляді 
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sin
1sin

sin
1ch

ch
1

)sin(ch
1 uuu

c
u . 

 
8. Тороїдні координати: ,1 x  ,2 x  3x , визначаються за допомо-
гою формул  





cosch
cosshcx ,  





cosch
sinshcy ,  





cosch

sincz , 

де с – масштабний множник, 0 ,  ,  .  
Координатні поверхні: площини const , тори const  

  2
2222

sh
cth 











czcyx  

і сфери const   
2

222

sin
)ctg( 











cyxcz . 

Метричні коефіцієнти рівні 


  cosch

chh ,  



 cosch

shch . 

 Оператор Лапласа подається у вигляді 
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2

2

sh)cos(ch
1

cosch
sh

cosch
sh









































uuuu . 

 Зручно вводити замість u  нову функцію v  за формулою 
vu  )cos(ch2 , 

при цьому рівняння Лапласа 0u  зводиться до рівняння 

.0
sh

1
4
1cth 2 


  vvvvv  

 
9. Біполярні координати на площині: змінні ,1 x  ,2 x  zx 3  
називаються біполярними координатами, якщо мають силу рівності:  





cosch

shax ,  





cosch
sinay ,  zz  . 

 Метричні коефіцієнти рівні 




cosch21
ahh ,  13 h . 

 
10. Бісферичні координати: ,1 x  ,2 x  3x , визначаються за до-
помогою формул  





cosch
cossincx ,  





cosch
sinsincy ,  





cosch

shcz , 

де с – сталий множник, 0 ,  ,  . 
 Ці формули можна подати в компактній формі 

2
ctg22 


iciyxiz . 

Координатними поверхнями є: площини const , веретеноподібні по-
верхні обертання const  

  2
2222

sin
ctg 











czcyx  

і сфери const   
2

222

sh
)cth( 











cyxcz . 

Метричні коефіцієнти рівні 


  cosch

chh ,  



 cosch

sinch . 

 Оператор Лапласа подається у вигляді 

2

2

sin)cos(ch
1

cosch
sin

cosch
sin









































uuuu . 

 При розв’язуванні рівняння Лапласа 0u  зручно вводити підстановку 
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vu  )cos(ch2 , 
тоді для функції v  отримуємо рівняння 

.0
sin

1
4
1ctg 2 


  vvvvv  

 
11. Сфероїдні координати: ,1 x  ,2 x  3x . 

а) Витягнуті сфероїдні координати визначаються за допомогою формул  
 sin)1)(1(,cos)1)(1(, 2222 czcycx , 

де с – сталий множник, 1 , 11  ,  20 . Метричні коефіцієнти 

12

22

1



 ch ,  2

22

2 1 


 ch ,  )1)(1( 22
3  ch . 

б) Сплюснуті сфероїдні координати визначаються за формулами  
 cos,)1)(1(,sin 22 czcycx . 

Поверхні const  – сплюснуті сфероїди, const  – однопорожнинні гі-
перболоїди. Метричні коефіцієнти 

12

22

1



 ch ,  2

22

2 1 


 ch ,   ch3 . 

 
12. Параболоїдні координати: ,1 x  ,2 x  3x , визначаються за 
допомогою формул  

)(,sin,cos 22
2
1  zyx . 

Координатні поверхні const , const  є параболоїдами обертання 
навколо осі симетрії Oz . Метричні коефіцієнти рівні 

22
21  hh ,  3h . 

 
 

ІІ. Основні закони фізики, які використовуються 
при виведенні рівнянь 

 
Нехай змінна t  характеризує час, а ),...,,( 21 nxxxx  – точка п-вимірного 

простору ( 3,2,1n ). 
 

Другий закон Ньютона. Добуток маси пружного тіла m  на при-
скорення ),( txa  дорівнює рівнодійній ),( txF  усіх сил, прикладених до тіла: 

aF m . 
 
 Закон Гука. Відносна лінійна деформація пружного тіла визначається 
відношенням абсолютної деформації l  в заданому напрямку до початкового 
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лінійного розміру тіла l . Нехай ),( txT  – вектор сили натягу, що діє на пружне 
тіло, а ),( tT x  – його проекція на заданий напрям, яка згідно з законом Гука  
прямо пропорційна відносному видовженню тіла: 

1,  ESllT , 
де E  – модуль пружності Юнга, S  – площа поперечного перерізу тіла в задано-
му напрямі. Коефіцієнт   називають жорсткістю. 
 У випадку крутильних коливань пружного тіла, які відбуваються з дефор-
мацією зсуву, закон Гука має вигляд 

 G , 
де   – напруга зсуву, G  – модуль зсуву,   – кут зсуву. 
 
 Принцип Д’Аламбера. Сума всіх сил, які діють на пружне тіло в на-
прямі можливого переміщення, включно з силами інерції, в будь-який момент 
часу рівна нулеві. 
 

Закон Фур’є про потік тепла че-
рез поверхню. Нехай функція ),( tu x  опи-
сує температуру нерівномірно нагрітого твер-
дого тіла. Кількість тепла Q , яка проходить 
через елемент поверхні dS  тіла в напрямі век-
тора зовнішньої нормалі n  (рис. 49) за промі-
жок часу dt , рівна 

dSdt
n
uQ 



 , 

де   – коефіцієнт внутрішньої теплопровід-
ності тіла. 
 

Формула для визначення кількості тепла. Кількість тепла Q , 
яка витрачається для нагрівання тіла масою m  від температури 1  до темпера-
тури 2 , рівна 

)( 12  cmQ , 
де c  – питома теплоємність тіла. 

 
Закон теплообміну Ньютона. Нехай функція ),( tu x  описує тем-

пературу нерівномірно нагрітого твердого тіла, через поверхню якого відбува-
ється теплообмін із довкіллям, температура якого рівна ),(0 tu x . Кількість тепла 
Q , яка передається в довкілля через елемент поверхні dS  тіла за одиницю часу, 
пропорційна різниці температур тіла і навколишнього середовища: 

dSuuQ )( 0 , 
де   – коефіцієнт теплообміну. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 49 

y  

 z 

 x 

M(x,y,z) 

n
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Закон дифузії Нернста для потоку частинок через по-
верхню. Нехай функція ),( tu x  описує концентрацію частинок в деякому про-
сторовому об’ємі  V , нерівномірно заповненому газом або розчиненою речови-
ною змінної концентрації. Кількість речовини q , яка дифундує через елемент 
поверхні dS  даного об’єму в напрямі вектора зовнішньої нормалі n  (див. рис. 
49) за одиницю часу, рівна 

dS
n
uDq 



 , 

де D  – коефіцієнт дифузії. 
 
Рівняння газо-гідродинаміки. Розглянемо рух ідеальної рідини 

(газу), тобто рідини, в якій відсутні сили в’язкості. Нехай ),,(),( 321 vvvt xV  – 
вектор швидкості руху рідини, ),( tx  – її густина, ),( tp x  – тиск, ),( tf x  – ін-
тенсивність джерел і ),,(),( 321 FFFt xF  – інтенсивність масових сил. тоді ці 
величини задовольняють наступну нелінійну систему рівнянь, які мають назву 
рівнянь гідродинаміки (газової динаміки): 

,)div( f
t



 V    FVVV






 p

t
grad1)grad,( . 

Перше з наведених рівнянь називається рівнянням нерозривності, а друге 
– рівнянням руху Ейлера. Для того, щоб замкнути цю систему рівнянь, необ-
хідно задати зв’язок між тиском і густиною 

0),(  p , 
так зване рівняння стану. Наприклад, для нестисливої рідини рівняння стану 
має вигляд const , а для адіабатичного руху газу constp   , vp cc / , де 

pc  і vc  – питомі теплоємності газу при сталому тиску і сталому об’ємі відпо-
відно. 
 

Рівняння Максвела. Нехай в деякому середовищі існує змінне елект-
ромагнітне поле. Позначимо: ),,(),( 321 EEEt xE  – напруженість електрично-
го поля, ),,(),( 321 HHHt xH  – напруженість магнітного поля, )(x  – густина 
зарядів,   – діелектрична стала середовища,   – коефіцієнт магнітної проник-
ності середовища, і ),,(),( 321 IIIt xI  – струм провідності. Тоді ці величини 
задовольняють наступну лінійну систему диференціальних рівнянь, які назива-
ються рівняннями Максвела: 

 4)div( E ,  0)div( H ,  
tc 



)(1rot HE ,  IEH

ctc







4)(1rot , 

де 10103 c  см/с – швидкість світла у вакуумі (електродинамічна стала). 
Третє з наведених рівнянь виражає закон Фарадея, а четверте – закон 

Ампера. 
Якщо процес є стаціонарним, то рівняння Максвела перетворюються в 

рівняння електростатики 
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 4)div( E ,   0rot E  
і рівняння магнітостатики 

0)div( H ,   IH
c



4rot . 

 
Закон Ома. Струм у заданій точці середовища пропорційний силі, з 

якою електромагнітне поле діяло б у цій точці середовища на одиничний пози-
тивний заряд, що рухається разом із середовищем. Якщо позначити через v  
швидкість руху середовища в розглядуваній точці, то з урахуванням позначень, 
введених у рівняннях Максвела, в загальному випадку закон Ома може бути 
виражений співвідношенням 







 


 HvEI

c
, 

де   – стала, яка називається електропровідністю середовища. 
 У випадку нерухомого середовища закон Ома має вигляд EI  . Якщо 
при цьому 0 , const  і const , то, користуючись рівняннями Максвела, 
для компонент векторів E  і H  дістанемо так зване телеграфне рівняння 

.,42
2

2












 ca

t
uua

t
u  

 
 

ІІІ. Деякі спеціальні функції 
 

1. Тригонометричні функції: 

)ch()(
2
1...

!4
1

!2
11cos 42 izeezzz iziz   , 

)sh()(
2
1...

!5
1

!3
1sin 53 iziee

i
zzzz iziz   . 

 Деякі властивості: 
yxyxyx sinsincoscos)cos(  ,   yxyxyx sincoscossin)sin(  , 

)]cos()[cos(
2
1coscos yxyxyx  ,   )]cos()[cos(

2
1sinsin yxyxyx  . 

 
2. Гіперболічні функції: 

)cos()(
2
1...

!4
1

!2
11ch 42 izeezzz zz   , 

)sin()(
2
1...

!5
1

!3
1sh 53 izieezzzz zz   . 

 Деякі властивості: 
1shch 22  zz , 

yxyxyx shshchch)ch(  ,   yxyxyx shchchsh)sh(  . 
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3. Інтеграл імовірностей: 

 


 
z

dez
0

22)( . 

 Деякі властивості: 
а) розклад у ряд при малих z  


















 ...

5!23!1
2)(

53 zzzz ; 

б) асимптотичний розклад при великих z  





















...

)2(
654

)2(
43

2
1111)( 642

2

zzzz
ez

z
. 

 
4. Гама-функція Ейлера: 

0Re,)(
0

1  


 zdttez zt . 

 Деякі властивості: 
)()1( zzz  ,   1)1(  ,    )(2

1 , 

z
zz





sin

)1()( ,   )()(2)2( 2
1

12






zzz

z
, 

zzz ezz    2
1

2)( 1 . 
 

5. Циліндричні функції. Диференціальне рівняння циліндричних функ-
цій )( yy  має вигляд 

constconstkykyy 














 ,,01
2

2
2 . 

Це рівняння за допомогою заміни незалежної змінної  kx  зводиться до 
рівняння Бесселя 















 


k
xyxzzz

x
z

x
z )(,011

2

2
. 

 Загальними розв’язками цих рівнянь відповідно є 
)()()( 21   kNCkJCy ,    

)()()( 21 xNCxJCxz   , 
де 1C , 2C  – довільні сталі, 








 











0

2

2)1()1(
)1()(

k

kk x
kk

xJ  

– функції Бесселя порядку  , а 
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

































Z,)()1()(1

Z,,
sin

)(cos)(

)( xJxJ

xJxJ

xN  

– функції Неймана порядку  . 
Деякі властивості функцій Бесселя: 

а) Z;),()1()(  nxJxJ n
n

n    x
x

xJ sin2)(
2
1


 ,   x

x
xJ cos2)(

2
1


 . 

б) ортогональність: якщо   і   – дійсні корені рівняння 
0,0,0,0)()(   xJxxJ , 

    то при 1  

     



 ,0

0

l

ll dxxJxxJ , 

    а також 

в)   .)(1)(
2

2
2

2
2

2

0

2

























 


 JJldxxxJ
l

l  

г) рекурентні співвідношення: 

),()]([),()]([ 11 xJxxJx
dx
dxJxxJx

dx
d











   

).(2)()(),(2)()( 1111 xJxJxJxJ
x

xJxJ  


  

д) асимптотичні формули: 







 







 
 xxOx

x
xJ ),(

42
cos2)( 2/3 , 







 







 
 xxOx

x
xN ),(

42
sin2)( 2/3 . 

 
6. Циліндричні функції уявного аргументу. Заміною itx   рівнян-
ня Бесселя зводиться до рівняння  

)()(,011
2

2
itztuuu

t
u

t
u 







 
 , 

загальний розв’язок якого має вигляд 
)()()( 21 tKCtICtu   ,    

де 1C , 2C  – довільні сталі, 








 










0

2

2)1()1(
1)(

k

kt
kk

tI  

– функції Бесселя уявного аргументу (модифіковані функції Бесселя 1-го роду) 
порядку  , а 
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


































Z,)()(

2
)1(

Z,,
sin2

)]()([

)( tJtJ

tItI

tK  

– функції Макдональда (модифіковані функції Бесселя 2-го роду) порядку  . 
 Асимптотичні формули: 




 
 ttOe

t
tI t )],(1[

2
1)( 1 ;   


 

 ttOe
t

tK t )],(1[
2

)( 1 . 

 
7. Поліноми Лежандра (кульові функції): )(xPn , ,...1,0n , є розв’яз-
ками рівняння Лежандра 

0)1()1( 2 



  ynn

dx
dyx

dx
d ,   11  x  

і подаються у вигляді 

n

nn

nn dx
xd

n
xP ])1[(

!2
1)(

2 


 . 

 Деякі властивості: 

а)    
 








0

)1(2

0

2 1cos11cos1)( dxxdxxxP
nn

n , 

    звідки 1)1( nP , n
nP )1()1(  , ,...1,0n , а також 

































.),(cos

,),(cos

cos2

11

0
0

)1(
0

0
0

)1(
0

0
22

0 rrPrr

rrPrr

rrrrR

n
n

nn

n
n

nn

 

б) рекурентні співвідношення: 
0)()()12()()1( 11   xnPxxPnxPn nnn , 

)]()([
12

1)( 11 xPxP
n

xP nnn  


 . 

в) ортогональність на проміжку )1;1( : 

nmdxxPxP mn 


,0)()(
1

1

;   0)()(
1

1




dxxqxP mn , 

    де )(xqm  – поліном степеня nm  , а також 


 


1

1

2

12
2)(

n
dxxPn . 

 
8. Приєднані функції Лежандра: )()( xP m

n , є розв’язками рівняння 
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0
1

)1()1( 2

2
2 














  y

x
mnn

dx
dyx

dx
d , 

і подаються у вигляді 

m
n

m
mm

n dx
xPdxxP )()1()( 2/2)(  , 

причому 


 





1

1

2)(

)!(
)!(

12
2)]([

mn
mn

n
dxxP m

n . 

 
9. Гіпергеометричні функції. Гіпергеометричне рівняння має вигляд 

0])1([)1(  yyxyxx , 
де  ,  ,   – параметри. Якщо   відмінне від нуля або цілого від’ємного числа, 
то частинним розв’язком наведеного рівняння є гіпергеометричний ряд 

...,
))...(1()!1(

))...(1())...(1(

...
)1(21

)1()1(
1

1),,,()(

1

2
1

















nx
nn

nn

xxxFxy
 

який збігається абсолютно при 1|| x . Якщо число 2  відмінне від нуля або 
цілого від’ємного числа, то частинним розв’язком гіпергеометричного рівняння 
є функція 

),2,1,1()( 1
2 xFxxy   . 

 Зв’язок з поліномами Лежандра, а також деякими елементарними функці-
ями дається формулами: 

   2
1

2
1 ,1,1,)1(,1,1,)( xnx

n nnFnnFxP   , 

 2
12/2)( ,1,1,)1(

)!(!2
)!()( xm

m
m

n mnmnmFx
mnm

mnxP 



 ; 

,)1(),,1,(),,,1( 1 xxFxF   ,)1(),,,( nxxnF    
),1ln(),2,1,1( 1 xxxF     xxxF arcsin),,,( 12

2
3

2
1

2
1  . 

 Вироджена гіпергеометрична функція 

...
!2)1(

)1(
1

1),,(
2












 FF  

є розв’язком диференціального рівняння 

0)(2

2






 F

d
dF

d
Fd . 

                                         
  Збіжність ряду при 1x  і 1x  залежить від числа  . При 1x  ряд збігається 
абсолютно, якщо 0 , і розбігається, якщо 0 . При 1x  ряд є абсолютно збіжним, 
якщо 0 , умовно збіжним, коли 01  , і розбіжним, якщо 1 . 
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