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НИЖНЯ МЕЖА ДЛЯ МУЛЬТИПЛIКАТИВНОГО ПОРЯДКУ
ЕЛЕМЕНТIВ У ВЕЖАХ СКIНЧЕННИХ ПОЛIВ
ХАРАКТЕРИСТИКИ p ≥ 3

We construct explicitely in towers of finite fields of characreristic p ≥ 3 elements of high multi-
plicative order.

Ми явно будуємо у вежах скiнченних полiв характеристики p ≥ 3 елементи великого мульти-
плiкативного порядку.

У низцi прикладних застосувань iз використанням скiнченних полiв часто
потрiбнi елементи великого порядку [1,2]. В iдеалi хотiлось би мати можливiсть
отримувати примiтивний елемент для будь-якого скiнченого поля. Проте, якщо
не маємо розкладу порядку мультиплiкативної групи поля на простi множники,
невiдомо як досягти мети. Тому розглядають менш претензiйне питання: збуду-
вати елемент доказово великого порядку. У цьому разi досить отримати нижню
межу для порядку. Питання розглядають як для загальних [3,4], так i для спе-
цiальних скiнченних полiв: пов’язаних з поняттям Гауссового перiоду [5, 6], на
основi полiномiв Куммера [7–9], розширень Артiна-Шраєра [10]. Скiнченне поле
з q елементiв позначаємо Fq.

Гао [3] дав алгоритм побудови елементiв великого порядку для багатьох (при
справедливостi сформульованої ним гiпотези для всiх) загальних розширень Fqn

скiнченних полiв Fq з нижньою межею для порядку exp(Ω((log m)2/ log log m)).
Волох [4] запропонував метод, який дозволяє збудувати елемент порядку при-
наймнi exp((log m)2) у скiнченних полях на основi елiптичних кривих.

Для часткових випадкiв скiнченних полiв, можна збудувати елементи з бiль-
шими мультиплiкативними порядками. Розширення, пов’язанi з поняттям Га-
уссового перiоду, розглянуто в [5, 6]. Нижня оцiнка для порядку елементiв до-
рiвнює exp(Ω(

√
m)). Розширення на основi полiномiв Куммера мають вигляд

Fq[x]/(xm − a). Їх, зокрема, використовують у криптографiї, що грунтується
на спарюваннi. У [7] показано як збудувати елементи великого порядку в та-
ких розширеннях при виконаннi умови q ≡ 1(mod m). У цьому разi отримано
нижню межу exp(Ω(m)). Елементи великого порядку збудовано в [8] для роз-
ширень вигляду Fq[x]/(x2t −a) та Fq[x]/(x3t −a) без умови q ≡ 1(modm). Нижнi
границi на мультиплiкативнi порядки дорiвнюють exp(Ω(log m)2)), де вiдповiд-
но m = 2t та m = 3t. Умову q ≡ 1(mod m) для розширень вигляду Fq[x]/(xm−a)
повнiстю знято в [9]. Елементи великого порядку утворено в [10] для скiнченних
полiв вигляду Fpp .

У данiй роботi явно будуємо елементи великого порядку в недвiйкових (p ≥
3) рекурсивних розширеннях скiнченних полiв Fppr , даючи оцiнку знизу на їх
мультиплiкативний порядок. Рiзнi варiанти таких розширень, зокрема, розгля-
далися в [11,12].

Бiльш точно, розглядаємо скiнченнi поля, якi будуємо рекурсивно:
E1 = Fp(x1), де елемент x1 задовольняє рiвняння
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xp
1 − x1 − 1 = 0;

Er = Er−1(xr), r = 2, 3, ..., де елемент xr задовольняє рiвняння

xp
r − xr −

r−1∏
i=0

xp−1
i = 0.

Тобто, отримуємо таку вежу скiнченних полiв недвiйкової характеристики:

Fp ⊂ E1 = Fp(x1) ⊂ E2 = E1(x2) ⊂ ...

З прикладної точки зору такi побудови дуже привабливi, оскiльки операцiї
над елементами скiнченого поля можна виконувати рекурсивно, а тому ефе-
ктивно [11].

Зауважимо, що число елементiв мультиплiкативної групи E∗
r (r = 1, 2, ...)

дорiвнює ppr − 1. Наприклад, при p = 3 маємо |E∗
0 | = 331 − 1 = 26, |E∗

1 | =
332 − 1 = 19682 = 26 · 757.

Для довiльних простого числа p та натурального числа n введемо числа
вигляду

Np,r =
ppr − 1

ppr−1 − 1
.

З одного боку їх можна розглядати як узагальнення чисел Ферма [13]

N2,r =
22r − 1

22r−1 − 1
= 22r−1

+ 1,

а з iншого боку - як узагальнення чисел вигляду Np,1 = pp−1
p−1

, якi є мiнiмальним
перiодом послiдовностi чисел Белла за модулем p [14]. Зауважимо, що

Np,r =

p−1∑
i=0

(ppr−1

)i.

Далi даємо в леммах 1-4 доведення допомiжних для даної роботи результа-
тiв.

Лема 1. Для довiльного натурального числа r справедлива така рiвнiсть

ppr − 1 = (p− 1)
r∏

i=1

Np,i. (1)

Доведення. Виконуємо iндукцiєю по r. При r = 1 маємо справедливу рiв-
нiсть

pp − 1 = (p− 1)(1 + p + ... + pp−1) = (p− 1)Np,r.

Припустимо, що рiвнiсть (1) справджується для r = s− 1, тобто

pps−1 − 1 = (p− 1)
s−1∏
i=1

Np,i. (2)

Тодi pps − 1 = (pps−1 − 1)Np,s. Враховуючи (2), отримуємо, що рiвнiсть (1) вико-
нується для r = s.
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Лема 2. Нехай p – просте число та p дiлить q. Тодi числа q−1 та
∑p−1

j=0 qj

взаємно простi.

Доведення. Виконуємо методом вiд протилежного. Нехай t - спiльний дiль-
ник чисел q− 1 та

∑p−1
j=0 qj. Тодi q ≡ 1(mod t). Звiдси маємо

∑p−1
j=0 qj ≡ p(mod t).

Оскiльки t дiлить
∑p−1

j=0 qj, то t = p. Отримуємо, що p одночасно дiлить q− 1 та
q – суперечнiсть.

Лема 3. Числа p− 1, Np,1, Np,2,. . . , є попарно взаємно простими.

Доведення. Зауважимо, що згiдно з рiвнiстю (1) маємо (p − 1)Np,r−1 =
ppr−1 − 1. Позначимо q = ppr−1 − 1. Тодi (p− 1)Np,r−1 = q − 1 та Np,r =

∑p−1
i=0 qi.

Зрозумiло, що p дiлить q. Застосовуючи лему 2, отримуємо, що q − 1 та Np,r

взаємно простi. Тому взаємно простими є числа Np,r−1 та Np,r. Також взаємно
простими є p− 1 i Np,r.

Лема 4. Нехай r – довiльне натуральне число та ur =
∏r

i=1 xi. Мульти-
плiкативний порядок елемента ur дорiвнює O(ur) =

∏r
i=1 O(xi).

Доведення. Як наслiдок з леми 3 маємо, що група E∗
r (r = 1, 2, ...) є внутрi-

шнiм прямим добутком пiдгрупи F ∗
p з p−1 елемента та пiдгруп з Np,i (i = 1, ..., r)

елементiв. Елемент xi належить до пiдгрупи порядку Np,i. Значить, порядок
елемента ur дорiвнює добутку порядкiв елементiв xi (i = 1, ..., r).

Основнi результати даної роботи даємо в теоремi 1 та теоремi 2.

Теорема 1. Нехай p – непарне просте число. Тодi будь-який простий дiль-
ник числа Np,r має вигляд 2kpr + 1 для деякого натурального числа k.

Доведення. Нехай q – просте число, яке дiлить Np,r. Позначимо s = ppr−1

та t = sp− s. Тодi sp ≡ s mod t та si ≡ s mod t для i = 2, ..., p− 1. Маємо

Np,r = 1 +

p−1∑
i=1

si ≡ 1 +

p−1∑
i=1

s = 1 + s(p− 1) ≡ 1 mod s.

Звiдси (Np,r, s(p − 1)) = 1 i (q, s(p − 1)) = 1. Число q непарне (бо є дiльником
непарного числа Np,r) та q 6= ppr−1 .

Оскiльки ppr−1 ≡ 1 mod Np,r та q|Np,r, то ppr−1 ≡ 1 mod q. Нехай d най-
менше натуральне число, для якого pd ≡ 1 mod q. Не може бути d|pr−1, бо,
виходячи з леми 3, q не дiлить ppr−l − 1 для l = 1, ..., r. Але d|pr i тому d = pr.

Згiдно з малою теоремою Ферма pq−1 ≡ 1 mod q. З цього випливає , що
pr|q − 1. Вiдношення (q − 1)/pr парне, бо числа p та q непарнi. Таким чином,
q = 2kpr + 1 для деякого натурального k.

Теорема 2. Нехай r – довiльне натуральне число. Елемент ur =
∏r

i=1 xi

поля Er має мультиплiкативний порядок принаймнi
∏r

i=1(2p
i + 1).

Доведення. Згiдно з лемою 4 O(ur) = O (
∏r

i=1 xi) =
∏r

i=1 O(xi). За теоре-
мою Лагранжа для скiнченних груп, O(xi) є дiльником Np,i. Тодi, виходячи з
теореми 1, O(xi) має вигляд 2kpi + 1 ≥ 2pi + 1. Звiдси отримуємо потрiбний
результат.

Як було зауважено ранiше, елемент xi належить до пiдгрупи, порядок якої
дорiвнює Np,i. Узагальнення на недвiйковi поля вiдкритого питання, поставле-
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ного Вiдеманом [12, 15] для полiв характеристики два, полягає в такому: чи
мультиплiкативний порядок O(xi) елемента xi дорiвнює Np,i. Якщо це так, то
aur, де a примiтивний елемент поля Fp, є примiтивним елементом поля Er.

У випадку r = 1, тобто для розширень вигляду E1(x1) = Fpp , нами виконано
комп’ютернi обчислення порядку елемента x1 для всiх простих p < 126. При
цьому використано вiдомi [14] розклади чисел Np,1 на простi множники. У всiх
розглянутих випадках O(x1) = Np,1. Також виконано обчислення для p = 3 та
r = 2, 3, 4. Отримано, що O(xi) = Np,i при i = 2, 3, 4.
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