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ÊÎÍÅ×ÍÛÕ 2-ÃÐÓÏÏ ÍÀÄ ËÎÊÀËÜÍÛÌÈ ÔÀÊÒÎÐÈÀËÜÍÛÌÈ

ÊÎËÜÖÀÌÈ

It is making up clear, when any irreducible matrix representation of a finite 2-group G of order |G| > 2
over a local factorial ring of characteristic zero with residue class field of characteristic 2 is irreducible
over the field of fractions of ring K.

Âèÿñíÿ¹òüñÿ, êîëè âñÿêå íåçâiäíå ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ ñêií÷åííî¨ 2-ãðóïè G ïîðÿäêó |G| > 2
íàä ëîêàëüíèì ôàêòîðiàëüíèì êiëüöåì K õàðàêòåðèñòèêè íóëü ç ïîëåì ëèøêiâ õàðàêòåðèñòèêè 2
íåçâiäíå òàêîæ íàä ïîëåì âiäíîøåíü êiëüöÿ K.

Â [1] ïîëó÷åíû òàêèå ðåçóëüòàòû:
1) Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ p-ãðóïïà ïîðÿäêà |G| > 1 (p 6= 2), L � ëîêàëüíîå ôàêòî-

ðèàëüíîå êîëüöî õàðàêòåðèñòèêè íóëü ñ ïîëåì âû÷åòîâ õàðàêòåðèñòèêè p è ε ∈ L
(εp = 1, ε 6= 1). Ãðóïïà G òîãäà è òîëüêî òîãäà íå îáëàäàåò íåïðèâîäèìûì ìàòðè-
÷íûì L-ïðåäñòàâëåíèåì, êîòîðîå ïðèâîäèìî íàä ïîëåì îòíîøåíèé êîëüöà L, êîãäà
L � äèñêðåòíî íîðìèðîâàííîå êîëüöî.

2) Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ 2-ãðóïïà ïîðÿäêà |G| > 1 , K � ëîêàëüíîå ôàêòîðèàëüíîå
êîëüöî õàðàêòåðèñòèêè íóëü ñ ïîëåì âû÷åòîâ õàðàêòåðèñòèêè 2 è 2 � íåïðîñòîé ýëå-
ìåíò êîëüöà K. Ãðóïïà G òîãäà è òîëüêî òîãäà íå îáëàäàåò íåïðèâîäèìûì ìàòðè÷-
íûì K-ïðåäñòàâëåíèåì, êîòîðîå ïðèâîäèìî íàä ïîëåì îòíîøåíèé êîëüöà K, êîãäà
K � äèñêðåòíî íîðìèðîâàííîå êîëüöî.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ íåïðèâîäèìûõ
K-ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîé 2-ãðóïïû, åñëè 2 � ïðîñòîé ýëåìåíò êîëüöà K.

Òåîðåìà. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ 2-ãðóïïà ïîðÿäêà |G| > 2, K � ëîêàëüíîå ôàêòî-

ðèàëüíîå êîëüöî õàðàêòåðèñòèêè íóëü ñ ïîëåì âû÷åòîâ õàðàêòåðèñòèêè 2 è 2 �

ïðîñòîé ýëåìåíò êîëüöà K. Ïðîèçâîëüíîå íåïðèâîäèìîå ìàòðè÷íîå K-ïðåäñòàâ-

ëåíèå ãðóïïû G íåïðèâîäèìî íàä ïîëåì îòíîøåíèé F êîëüöà K òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà K � äèñêðåòíî íîðìèðîâàííîå êîëüöî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, òåîðåìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
G � ãðóïïà ïîðÿäêà 4 è K � íå äèñêðåòíî íîðìèðîâàííîå êîëüöî. Åñëè ãðóïïà
G îáëàäàåò íåïðèâîäèìûì ìàòðè÷íûì K-ïðåäñòàâëåíèåì ñòåïåíè n ≤ 3, êîòîðîå
ïðèâîäèìî íàä ïîëåì F , òî òåîðåìà óæå äîêàçàíà. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñÿêîå
íåïðèâîäèìîå ìàòðè÷íîå K-ïðåäñòàâëåíèå ñòåïåíè n ≤ 3 ãðóïïû G íåïðèâîäèìî
òàêæå è íàä ïîëåì F . Ïóñòü u � ïðîñòîé ýëåìåíò êîëüöà K, âçàèìíî ïðîñòîé ñ 2.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà G = 〈a〉 � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 4.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå Γ âèäà:

a→ A =


1 + u2 2 0 −u3
−1− u2 −1− u2 u3 0

0 −u 1 + u2 −u2
u 0 2 −1− u2

 (1)

ÿâëÿåòñÿ K-ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû G = 〈a〉. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå
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Γ íàä ïîëåì F ýêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâëåíèþ Γ′ âèäà:

a→


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1

 . (2)

Ïóñòü ïðåäñòàâëåíèå Γ ïðèâîäèìî íàä êîëüöîì K. Òîãäà Γ K-ýêâèâàëåíòíî îäíîìó
èõ òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé:

Γ1(α) : a→
(
α B1

0 B2

)
= Bα, (3)

Γ2(β) : a→
(
D1 D2

0 β

)
= Dβ, (4)

ãäå α = ±1, β = ±1; B1, B2, D1 è D2 � ìàòðèöû íàä êîëüöîì K.
Ïóñòü ïðåäñòàâëåíèå Γ K-ýêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâëåíèþ Γ1(1), ò.å. ñóùåñòâóåò òà-

êàÿ îáðàòèìàÿ ìàòðèöà C = ‖cij‖ (cij ∈ K) íàä êîëüöîì K ïîðÿäêà 4, ÷òî AC = CB1.
Îòñþäà, èç (1) è (3) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

u2c11 + 2c21 − u3c41 = 0,

−(1 + u2)c11 − (2 + u2)c21 + u3c31 = 0,

−uc21 + u2c31 − u2c41 = 0,

uc11 + 2c31 − (2 + u2)c41 = 0.

Èç ýòîé ñèñòåìû íàõîäèì, ÷òî

c11 = u2c′11, c21 = u3c′21,

c31 = uc′11 + (u2 + 2)c′21, c41 = uc′11 + 2c′21,

ãäå c′j1 ∈ K (j = 1, 2). Ñëåäîâàòåëüíî, cj1 ∈ RadK (j = 1, 2, 3, 4), ãäå RadK � ðàäèêàë
Äæåêîáñîíà êîëüöà K. Çíà÷èò, ìàòðèöà C íåîáðàòèìà íàä êîëüöîì K. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå Γ íå ýêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâëåíèþ Γ1(1)
íàä êîëüöîì K.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå Γ íå ìîæåò áûòü K-ýêâèâàëåíòíî
ïðåäñòàëåíèþ Γ1(−1).

Ïóñòü, äàëåå, ïðåäñòàâëåíèå Γ K-ýêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâëåíèþ Γ2(1). Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ îáðàòèìàÿ ìàòðèöà C = ‖cij‖ (cij ∈ K) íàä êîëüöîì K ïîðÿäêà 4, ÷òî
A = D1. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà, èç (1) è (4) ïîëó÷àåì òàêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

u2c41 − (1 + u2)c42 + uc44 = 0,

2c41 − (2 + u2)c42 − uc43 = 0,

u3c42 + u2c43 + 2c44 = 0,

u3c41 + u2c43 + (2 + u2)c44 = 0.

Èç ýòîé ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî

c41 = uc′41, c42 = u2c′42,
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c44 = u2c′44, c43 = −2c′44 − uc′42,

ãäå c′4j ∈ K (j = 1, 2, 4). Çíà÷èò, c4j ∈ RadK (j = 1, 2, 3, 4), ò.å. ìàòðèöà C íåîáðàòèìà
íàä êîëüöîì K. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå Γ íå ýêâè-
âàëåíòíî ïðåäñòàâëåíèþ Γ2(1) íàä êîëüöîì K. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå
Γ òàêæå íå ýêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâëåíèþ Γ2(−1) íàä êîëüöîì K.

Òàêèì îáðàçîì ïðåäñòàâëåíèå Γ ãðóïïû G = 〈a〉 íåïðèâîäèìî íàä êîëüöîì K. Â
ñèëó (2) îíî ïðèâîäèìî íàä ïîëåì îòíîøåíèé êîëüöà K.

Ïóñòü, äàëåå, G = 〈a, b〉 � àáåëåâà ãðóïïà òèïà (2, 2): a2 = b2 = 1, ab = ba.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå K-ïðåäñòàâëåíèå ∆ ãðóïïû G:

a→ A =


−1 0 0 0
0 −1 0 u3

u 0 1 0
0 0 0 1

 , b→ B =


1 + u2 2 0 −u3
−u2 −1− u2 u3 0

0 −u 1 + u2 −u2
u 0 2 −1− u2

 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ∆ ïðèâîäèìî íàä êîëüöîì K. Òîãäà ∆ K-ýêâèâà-
ëåíòíî ïðåäñòàâëåíèþ ∆′ âèäà:

a→ A′ =


α11 α12 α13 α14

0 α22 α23 α24

0 0 α33 α34

0 0 0 α44

 , b→ B′ =


β11 β12 β13 β14
0 β22 β23 β24
0 0 β33 β34
0 0 0 β44

 ,

ãäå αij, βij ∈ K. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ îáðàòèìàÿ ìàòðèöà C = ‖cij‖
(cij ∈ K) íàä êîëüöîì K ïîðÿäêà 4, ÷òî

AC = CA′, BC = CB′.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

(1 + α11)c11 = 0, (1 + u2 − β11)c11 + 2c21 − u3c41 = 0,

(1 + α11)c21 − u3c41 = 0, −u2c11 − (1 + u2 + β11)c21 + u3c31 = 0,

uc11 + (1− α11)c31 = 0, −uc21 + (1 + u2 − β11)c31 − u2c41 = 0,

(1− α11)c41 = 0, uc11 + 2c31 − (1 + u2 + β11)c41 = 0.

Èç ýòîé ñèñòåìû âûòåêàåò, ÷òî cj1 ∈ RadK (j = 1, 2, 3, 4). Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà
C íåîáðàòèìà íàä êîëüöîì K. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðåäñòàâ-
ëåíèå ∆ íåïðèâîäèìî íàä êîëüöîì K. Î÷åâèäíî, ïðåäñòàâëåíèå ∆ ïðèâîäèìî íàä
ïîëåì F . Òåîðåìà äîêàçàíà.
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