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O p-ÃÐÓÏÏÀÕ ×ÅÐÍÈÊÎÂÀ, ßÂËßÞÙÈÕÑß ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÈÌÈ

ÐÀÑØÈÐÅÍÈßÌÈ ÏÎËÍÛÕ ÀÁÅËÅÂÛÕ ÃÐÓÏÏ

Let V be the set of all matrix Zp-representations of a cyclic p-group H which are the sums of indecompos-
able Zp-representations of the group H with no more two irreducible components (Zp is the ring of p-adic
integers). The extensions of an arbitrary divisible abelian p-group M with minimality conditions by a
finite cyclic p-group H have been classified up to isomorphism which are determined by reprezentations
of the set V.

Êëàñèôiêóþòüñÿ ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó ðîçøèðåííÿ äîâiëüíî¨ ïîâíî¨ àáåëåâî¨ p-ãðóïè M ç
óìîâîþ ìiíiìàëüíîñòi çà äîïîìîãîþ öèêëi÷íî¨ p-ãðóïè H, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ìàòðè÷íèìè Zp-çîáðà-
æåííÿìè ãðóïè H, ÿêi ¹ ñóìîþ íåðîçêëàäíèõ Zp-çîáðàæåíü ãðóïè H, ùî ìiñòÿòü íå áiëüøå äâîõ
íåçâiäíèõ êîìïîíåíò (Zp � êiëüöå öiëèõ p-àäè÷íèõ ÷èñåë.

Ïóñòü M � ïîëíàÿ àáåëåâà p-ãðóïïà ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè. Â [1, 2] íà îñíîâà-
íèè òåîðèè öåëî÷èñëåííûõ p-àäè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï èçó÷àþòñÿ
÷åðíèêîâñêèå p-ãðóïïû G(M,H,Γ), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðàñøèðåíèÿìè ãðóïïû M ñ
ïîìîùüþ êîíå÷íîé p-ãðóïïû H è êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíè-
åì Γ ãðóïïû H íàä êîëüöîì Zp öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Â ÷àñòíîñòè ñ òî÷íîñòüþ
äî èçîìîðôèçìà êëàññèôèöèðîâàíû âñå òàêèå ðàñøèðåíèÿ, êîãäà H � öèêëè÷åñêàÿ
p-ãðóïïà ïîðÿäêà ps, à Γ ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ Zp-ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû H, ñî-
äåðæàùèõ íå áîëåå k (k ≤ 3) íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò ∆1, . . . , ∆k, ïðè÷åì â ñëó÷àå
k = 3 ïðåäñòàâëåíèå ∆1 ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì. Ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî çàäà÷à êëàññèôè-
êàöèè âñåõ íåèçîìîðôíûõ ÷åðíèêîâñêèõ p-ãðóïï G(M,H,Γ), ãäå Γ ïðîáåãàåò ìíîæå-
ñòâî âñåõ ìàòðè÷íûõ Zp-ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû H, ñîäåðæàùèõ k íåýêâèâàëåíòíûõ
íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò, ÿâëÿåòñÿ äèêîé (ò. å. âêëþ÷àåò çàäà÷ó îïèñàíèÿ ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïîäîáèÿ ïàð n × n-ìàòðèö íàä íåêîòîðûì ïîëåì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòó-
ðàëüíîãî n), åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé: 1) s > 3, k > 4; 2) s > 2,
k = 3, p > 3 è ñòåïåíü ïðåäñòàâëåíèÿ ∆i áîëüøå 1 (i = 1, 2, 3); 3) s > 2, k > 3, p > 2.
Îòìåòèì, ÷òî â [3] îïèñàíû âñå íåèçîìîðôíûå ÷åðíèêîâñêèå p-ãðóïïû G(M,H,Γ),
ãäå Γ ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ âïîëíå ïðèâîäèìûõ ìàòðè÷íûõ Zp-ïðåäñòàâëåíèé
öèêëè÷åñêîé p-ãðóïïû H.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå îáîáùàþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå àâòîðîì â [4]. Â íåé
êëàññèôèöèðóþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ðàñøèðåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ïîëíîé
àáåëåâîé p-ãðóïïû M ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîé p-ãðóïïû
H, îïðåäåëÿþùèåñÿ ìàòðè÷íûìè Zp-ïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïïû H, êîòîðûå ÿâëÿþ-
òñÿ ñóìîé íåðàçëîæèìûõ Zp-ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû H, ñîäåðæàùèõ íå áîëåå äâóõ
íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò.

Ïóñòü äàëåå H = 〈a〉 � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà ps (p � ïðîèçâîëüíîå ïðîñòîå
÷èñëî, s ∈ N) è M � âíåøíÿÿ ïðÿìàÿ ñóììà n ýêçåìïëÿðîâ êâàçèöèêëè÷åñêîé p-
ãðóïïû Cp∞ , ò. å.

M = M1+̇ · · · +̇Mn, (1)

ãäå Mi = Cp∞ (i = 1, 2, . . . , n). Èçâåñòíî [5], ÷òî ãðóïïà AutM èçîìîðôíà ïîëíîé
ëèíåéíîé ãðóïïå GL(n,Zp). Îòñþäà è èç òåîðèè ðàñøèðåíèé ãðóïï [5] âûòåêàåò, ÷òî
âñÿêîå ðàñøèðåíèå G ãðóïïû M ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîé p-ãðóïïû H îïðåäåëÿåòñÿ
íåêîòîðûì ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì Γ : a→ Γa ñòåïåíè n ãðóïïû H íàä êîëüöîì
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Zp è íåêîòîðûì ýëåìåíòîì m ∈ M , óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ Γa(m) = m. Áóäåì
îáîçíà÷àòü òàêîå ðàñøèðåíèå ÷åðåç G(M,H,Γ,m) ëèáî ïðîñòî ÷åðåç G(Γ,m).

Ïóñòü {ar | r = 0, 1, 2, . . .} � îáðàçóþùèå ýëåìåíòû ãðóïïû Cp∞ , ïðè÷åì pa0 = 0,
par = ar−1 (r ∈ N). Åñëè A = ‖αij‖ ∈ GL(n,Zp) (αij ∈ Zp) è m = (m1, . . . ,mn)

(mi ∈Mi = Cp∞ , i = 1, . . . , n), αij = x
(0)
ij + x

(1)
ij p+ x

(2)
ij p

2 + · · · , mj = y
(j)
0 a0 + y

(j)
1 a1 + · · ·

· · ·+ y
(j)
kj
akj (0 ≤ x

(r)
ij , y

(s)
i < p), òî A(m) = (m′1, . . . ,m

′
n), ãäå

m′i =
n∑

j=1

αij(mj) =
n∑

j=1

kj∑
r=0

kj∑
s=0

x
(r)
ij y

(j)
s pras (i = 1, 2, . . . , n).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðè÷íîå Zp-ïðåäñòàâëåíèå Γ öèêëè÷åñêîé p-ãðóïïû H ñî-
äåðæèò d ðàçëè÷íûõ íåïðèâîäèìûõ êîìíîíåíò, åñëè Γ ýêâèâàëåíòíî íàä ïîëåì Qp

p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë ïðåäñòàâëåíèþ Γ′ = n1∆1 + · · · + nd∆d (ni ∈ N; i = 1, . . . , d), ãäå
∆1, . . . , ∆d � ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûå íåïðèâîäèìûå Qp-ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû H.

Ïóñòü εk � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè pk èç 1, ãäå k ∈ {0, 1, . . . , s}. Äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî ýëåìåíòà θ êîëüöà Zp[εk] ÷åðåç θ̃ îáîçíà÷èì ìàòðèöó, ñîîòâåòñòâóþùóþ
îïåðàòîðó óìíîæåíèÿ íà θ â Zp-áàçèñå 1, εk, . . . , ε

qk−1
k êîëüöà Zp[εk], ãäå qk = ϕ(pk),

ϕ � ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Òîãäà ïðîèçâîëüíîå íåïðèâîäèìîå ìàòðè÷íîå Zp-ïðåäñòàâëå-
íèå ãðóïïû H = 〈a〉 Zp-ýêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâëåíèþ ∆k : a → ε̃k äëÿ íåêîòîðîãî
k ∈ {0, 1, . . . , s}. Â ñèëó [6] íåðàçëîæèìîå Zp-ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû H ñ äâóìÿ íå-
ïðèâîäèìûìè êîìïîíåíòàìè Zp-ýêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâëåíèþ

Γ
(i)
kl : a→

(
ε̃k 〈tik〉
0 ε̃l

)
,

ãäå k, l ∈ {0, 1, . . . , s}, k > l, tk = εk − 1, i ∈ {0, 1, . . . , ql − 1}, 〈δ〉 � qk × ql-ìàòðèöà
íàä Zp, ó êîòîðîé âñå ñòîëáöû, êðîìå ïîñëåäíåãî, íóëåâûå, à ïîñëåäíèé ñîñòîèò èç
êîîðäèíàò ýëåìåíòà δ ∈ Zp[εk] â Zp-áàçèñå 1, εk, . . . , ε

qk−1
k êîëüöà Zp[εk]. Ïðè÷åì

ïðåäñòàâëåíèÿ Γ
(i)
kl è Γ

(j)
kl (i, j ∈ {0, 1, . . . , ql − 1}) ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà i = j.
Îáîçíà÷èì ÷åðåçW ìíîæåñòâî âñåõ íåèçîìîðôíûõ íåðàñùåïëÿåìûõ ðàñøèðåíèé

âèäà G(M,H,Γ,m), ãäå Γ ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî

V0 =
{

∆k′ , Γ
(i)
kl | k

′, k, l = 0, 1, . . . , s (k > l); i = 0, 1, . . . , ϕ(pl)− 1
}

âñåõ íåýêâèâàëåíòíûõ íåðàçëîæèìûõ ìàòðè÷íûõ Zp-ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû H, ñî-
äåðæàùèõ íå áîëåå äâóõ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò. Åñëè

Φpk(x) = −α(k)
1 − α

(k)
2 x− · · · − α(k)

qk
xqk−1 + xqk (qk = ϕ(pk))

� ïîëèíîì äåëåíèÿ ãðóãà ïîðÿäêà pk, k ∈ {0, 1, . . . , s}, è

tik = (εk − 1)i = γ
(k,i)
0 + γ

(k,i)
1 εk + · · ·+ γ

(k,i)
qk−1ε

qk−1
k (γ

(k,i)
j ∈ Zp, i, j = 0, 1, . . . , qk − 1),

òî èç [1] âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî W èñ÷åðïûâàåòñÿ ãðóïïàìè:

G(∆k′ , uk′), uk′ = (α
(k′)
1 a0, (α

(k′)
1 + α

(k′)
2 )a0, . . . , (α

(k′)
1 + α

(k′)
2 + · · ·+ α

(k′)
qk′−1)a0, a0);

G(Γ
(0)
kl , vkl), vkl = (a0 +α

(k)
1 a1, a0 + (α

(k)
1 +α

(k)
2 )a1, . . . , a0 + (α

(k)
1 + · · ·+α

(k)
qk−1)a1, a1, ul);
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G(Γ
(i)
kl , ūkl), ūkl = (uk, 0, . . . , 0);

G(Γ
(j)
kl , w

(j)
kl ), w

(j)
kl = (γ

(k,j)
0 a0, (γ

(k,j)
0 + γ

(k,j)
1 )a0, . . . , (γ

(k,j)
0 + γ

(k,j)
1 + · · ·+ γ

(k,j)
qk−2)a0, 0, ul),

ãäå k′ = 1, 2, . . . , s; k, l = 1, . . . , s (k > l); i = 0, 1, . . . , ql − 1; j = 1, 2, . . . , ql − 1.

Ââåäåì îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà ≺ íà ìíîæåñòâå W:

G(Γ
(0)
kl , vkl) ≺ G(∆k, uk); G(Γ

(0)
kl , vkl) ≺ G(∆l, ul); G(Γ

(0)
kl , vkl) ≺ G(Γ

(i)
kl , ūkl);

G(Γ
(0)
kl , vkl) ≺ G(Γ

(j)
kl , w

(j)
kl ); G(Γ

(j)
kl , w

(j)
kl ) ≺ G(∆k, uk); G(Γ

(j)
kl , w

(j)
kl ) ≺ G(∆l, ul);

G(Γ
(j)
kl , w

(j)
kl ) ≺ G(Γ

(i)
kl , ūkl); G(Γ

(j)
kl , w

(j)
kl ) ≺ G(Γ

(j′)
kl , w

(j′)
kl ), åñëè j < j′;

G(∆k, uk) ≺ G(Γ
(i)
kl , ūkl); G(∆l, ul) ≺ G(Γ

(i)
kl , ūkl);

G(Γ
(i)
kl , ūkl) ≺ G(Γ

(i′)
kl , ūkl), åñëè i > i′;

G(Γ
(0)
kl , vkl) ≺ G(Γ

(i)
kl1
, ūkl1); G(Γ

(j)
kl , w

(j)
kl ) ≺ G(Γ

(i)
kl1
, ūkl1);

G(Γ
(0)
kl , vkl) ≺ G(Γ

(i)
k1l
, ūk1l); G(Γ

(j)
kl , w

(j)
kl ) ≺ G(Γ

(i)
k1l
, ūk1l),

ãäå k, k1, l, l1 = 1, . . . , s (k > l, k > l1, k1 > l, k 6= k1, l 6= l1); i, i′ = 0, 1, . . . , ϕ(pl) − 1;
j, j′ = 1, 2, . . . , ϕ(pl)− 1.

Ëåììà 1. Ïóñòü G(Γ,m), G(Γ′,m′) ∈ W. Åñëè G(Γ,m) ≺ G(Γ′,m′), òî G(Γ +
+Γ′, (m,m′)) ∼= G(Γ + Γ′, (m, 0)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå, êîãäà â óñëîâèÿõ ëåììû ïðåäñòàâëåíèÿ Γ è Γ′ ñî-
äåðæàò íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû ∆k è ∆l (k 6= l), åå äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî ñëåäóåò
èç [2].

Ïóñòü Γ = Γ
(0)
kl , Γ′ = Γ

(i)
kl1
, äëÿ íåêîòîðûõ k, l, l1 ∈ {1, . . . , s} (k > l, k > l1, l 6= l1);

i ∈ {0, 1, . . . , ϕ(pl)− 1}. Ïîëîæèì

C =


E1 0 0 0
0 E2 0 0
−pE1 A E2 0

0 0 0 E3

 ,

ãäå E1, E2, E3 � åäèíè÷íûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâåííî ïîðÿäêîâ qk = ϕ(pk), ql = ϕ(pl),
ql1 = ϕ(pl1); A � qk× ql-ìàòðèöà, ñòîáöû êîòîðîé ñîñòîÿò èç êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâåí-
íî ýëåìåíòîâ λ, λεk, . . . , λε

ql−1
k ∈ Zp[εk] â Zp-áàçèñå 1, εk, . . . , ε

qk−1
k êîëüöà Zp[εk];

λ = − p
Φ

pl
(εk)

. Èñïîëüçóÿ [7], íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

(Γ + Γ′)aC = C(Γ + Γ′)a, C(vkl, ūk1l) = C(vkl, 0).

Îòñþäà è èç [1] âûòåêàåò, ÷òî

G(Γ
(0)
kl + Γ

(i)
kl1
, (vkl, ūkl1))

∼= G(Γ
(0)
kl + Γ

(i)
kl1
, (vkl, 0)).

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü H = 〈a〉 � öèêëè÷åñêàÿ p-ãðóïïà; V � ìíîæåñòâî âñåõ

íåýêâèâàëåíòíûõ ìàòðè÷íûõ Zp-ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû H âèäà ∆′1 + · · · + ∆′g +
+ Γ′1 + · · · + Γ′h (g, h ∈ N), ãäå ∆′i � íåïðèâîäèìîå Zp-ïðåäñòàâëåíèå (i = 1, . . . , g),
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Γ′j � ïðèâîäèìîå íåðàçëîæèìîå Zp-ïðåäñòàâëåíèå (j = 1, . . . , h), ñîäåðæàùåå äâå

íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû; V′ = V ∪ ∅. Òîãäà âñå íåèçîìîðôíûå ðàñøèðåíèÿ ïðîè-

çâîëüíîé ïîëíîé àáåëåâîé p-ãðóïïû ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè ñ ïîìîùüþ ãðóïïû

H, îïðåäåëÿþùèåñÿ Zp-ïðåäñòàâëåíèÿìè èç ìíîæåñòâà V, èñ÷åðïûâàþòñÿ ãðóïïà-

ìè:

G(Θ, 0), G(Θ1 + Θ2 + · · ·+ Θr + Θ′, (m1,m2, . . . ,mr, 0)),

ãäå r ∈ N, Θ ∈ V, Θ′ ∈ V′, G(Θi,mi) ∈ W (i = 1, . . . , r) è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

i, j ∈{1, . . . , r} íå îïðåäåëåíî îòíîøåíèå ïîðÿäêà ≺ äëÿ ãðóïï G(Θi,mi) è G(Θj,mj).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû âûòåêàåò èç [4] è ëåììû 1.
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