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ПРО РОЗПОДIЛ ПЕРЕСТРИБКIВ ЧЕРЕЗ НЕСКIНЧЕННО
ВIДДАЛЕНИЙ РIВЕНЬ ДЛЯ ОДНОГО КЛАСУ СКАЛЯРНИХ

ГРАТЧАСТИХ ПРОЦЕСIВ

Процеси ризику описуються складними пуассонiвськими процесами. Основнi хара-
ктеристики, що дослiджуються в теорiї ризику, тiсно пов’язанi з розподiлами грани-
чних функцiоналiв для однорiдних процесiв з незалежними приростами (екстремумiв
на скiнченному iнтервалi, абсолютних екстремумiв, перестрибкових функцiоналiв та
iнших). В бiльшостi робiт з теорiї ризику такий зв’язок не достатньо освiтлюється i
вiдомi результати для розподiлу функцiоналiв процесiв з незалежними приростами
часто залишаються осторонь при вивченнi задач ризику. В той же час для однорi-
дних процесiв з незалежними приростами та випадкових блукань багато результатiв
з розподiлу екстремумiв та iнших функцiоналiв можна використати i пристосувати
для опису основних характеристик як у теорiї ризику, так i в теорiї систем масового
обслуговування.

Мета даної роботи одержати результати для розподiлу абсолютних екстремумiв
граничних функцiоналiв i привернути увагу на зв’язок теорiї ризику з граничними
задачами для випадкових процесiв з незалежними приростами. Для майже напiвне-
перервних знизу процесiв розглядаються граничнi задачi, пов’язанi з розподiлами рi-
зних граничних функцiоналiв, якi мають не лише теоретичний iнтерес, а й практичне
застосування.

При дослiдженнi задач, пов’язаних з розподiлом граничних функцiоналiв викори-
стовується багато рiзних методiв, якi можна умовно подiлити на прямi (iмовiрноснi)
та аналiтичнi. Але найбiльш привабливим є одержання точних формул, тому у данiй
роботi проводяться дослiдження деяких розподiлiв граничних функцiоналiв факто-
ризацiйним методом, який дозволяє отримати результати без суттєвих обмежень на
процес.

Дана стаття присвячена вивченню розподiлiв перестрибкових функцiоналiв через
нескiнченно вiддалений рiвень для одного класу цiлочислових гратчастих пуассонiв-
ських процесiв. А саме, дослiджуються майже напiвнеперервнi знизу процеси, якi
перетинають вiд’ємний рiвень лише геометрично розподiленими стрибками. У роботi
отримано спiввiдношення для спiльних генератрис перестрибкових функцiоналiв та
умовних генератрис скiнченного рiвня x для цiлочислових гратчастих пуассонiвських
процесiв, а також доведено справедливiсть спiввiдношень для генератрис перестриб-
ку, недострибку та стрибка, що накриває нескiнченно вiддалений рiвень у випадку
довiльного знаку середнього значення процесу.

Ключовi слова: майже напiвнеперервнi знизу процеси, генератриси екстремумiв,
перестрибковi функцiонали.

Дана стаття присвячена вивченню розподiлiв перестрибкових функцiоналiв
для цiлочислових пуассонiвських гратчастих процесiв. Зауважимо, що в роздi-
лi 7 монографiї [1] та у роботi [2] для цiлочислових гратчастих пуассонiвських
процесiв ξ(t) розподiли γk(x) розглядалися не для всiх випадкiв значень проце-
су m0

1 = Eξ(1) i лише при скiнченних x < ∞ там детально вивчався розподiл
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36 М. С. ГЕРИЧ

γk(x). В роботi [3] було детально вивчено питання розподiлу перестрибкових
функцiоналiв через рiвень x = 0 для майже напiвнеперервних знизу цiлозна-
чних процесiв, а саме, отримано спiввiдношення для генератрис γk(0) при рiзних
знаках значення m0

1. Дослiдження ж розподiлiв перестрибкових функцiоналiв
у випадку нескiнченно вiддаленого рiвня не є достатньо вивчено, щоб усунути
цю прогалину, зупинимось на вивченнi питання про розподiли перестрибкових
функцiоналiв через рiвень x→∞.

Для цього введемо складний пуассонiвський процес

ξ(t) =
∑
k≤ν(t)

ξ k ,

де ν(t) – процес Пуассона з параметром λ > 0.

Означення 1. Однорiдний процес з незалежними приростами {ξ(t), t ≥
0, ξ(0) = 0} називається гратчастим пуассонiвським процесом, якщо стриб-
кова мiра Левi зосереджена в послiдовностi точок {xr = rh} (h > 0, r 6= 0 –
цiле) i визначається спiввiдношенням

Π0(r) = Π0(xr) = λpr, pr = P{ξ1 = rh}, r = ±1,±2,±3, . . . ,

а генератриса такого процесу визначається спiввiдношенням

gt(z) = Ezξ(t) = etk(z), |z| = 1,

k(z) = λ(p(z)− 1), p(z) = Ezξ1 =
∑
r 6=0

zrhpr, |z| = 1. (1)

Без обмеження загальностi можна вважати, що h = 1 i розглядати тiльки
цiлозначнi процеси. Як i ранiше функцiю k(z) = ln g1(z) називаємо кумулянтою
процесу.

Означення 2. Цiлозначний пуассонiвський процес {ξ(t), t ≥ 0, ξ(0) = 0}
називається майже напiвнеперервним знизу, якщо ξ(t) перетинає вiд’ємний
рiвень лише геометрично розподiленими стрибками, а його кумулянта має
вигляд

k(z) = λ1(p1(z)− 1) + λ2
1− z
z − b

(0 < b < 1, λ1, λ2 > 0), |m0
1| <∞. (2)

Означення 3. Цiлозначний пуассонiвський процес {ξ(t), t ≥ 0,
ξ(0) = 0} називається напiвнеперервним знизу якщо b = 0.

Зокрема процес ξ(θs) має генератрису

g(s, z) = Ezξ(θs) =
s

s− k(z)
, |z| = 1. (3)

Крiм того, для генератриси процесу ξ(θs) має мiсце основна факторизацiйна
тотожнiсть (див. [4], [5] )

g(s, z) = g+(s, z)g−(s, z), |z| = 1, (4)

Роздiл 1: Математика i статистика
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де g±(s, z) = Ezξ
±(θs) (|z|±1 ≤ 1).

Введемо позначення граничних функцiоналiв процесу
τ+(x) = inf{t > 0 : ξ(t) > x} – момент 1-го досягнення рiвня x ≥ 0,
γ1(x) = γ+(x) = ξ(τ+(x))− x – перший перестрибок через x,
γ2(x) = γ+(x) = x− ξ(τ+(x)− 0) – перший недострибок ξ(t),
γ3(x) = γ+

x = γ1(x) + γ2(x) – перший стрибок, що накриває рiвень x,
ξ±(t) = sup

0≤u≤t
(inf) ξ(u), ξ± = sup

0≤t<∞
(inf) ξ(t) – екстремуми процесу ξ(t).

Позначимо через θs випадкову величину з показниковим розподiлом:
P{θs > t} = e−st, s > 0, t ≥ 0 i вiдповiдно генератриси цих функцiоналiв

g(s, z) = Ezξ(θs) (|z| = 1), g±(s, z) = Ezξ
±(θs) (|z|±1 ≤ 1);

V (s, x, u1, u2, u3) = E[e−sτ
+(x)u

γ1(x)
1 u

γ2(x)
2 u

γ3(x)
3 , τ+(x) <∞];

Vk(s, x, uk) = E[e−sτ
+(x)u

γk(x)
k , τ+(x) <∞], k = 1, 3.

В позначеннях V (...) та Vk(...) у випадку m0
1≥ 0 P{τ+(x)<∞}= 1, тому в

них достовiрна подiя пропускається.
Спiльна генератриса всiх перестрибкових функцiоналiв визначається при

довiльному знаку m0
1, згiдно з теоремою 7.7. в [2], таким чином

sV (s, x, u1, u2, u3) =
x∑
y=0

p+
y (s)W (s, x− y, u1, u2, u3), x ∈ Z+

0 , (5)

p±±y(s) = P{ξ±(θs) = ±y}, y ∈ Z+
0 ,

W (s, x, u1, u2, u3) =
∑
y≥0

A(x+ y, u1, u2, u3)p−−y(s), x ∈ Z+
0 ,

A(x, u1, u2, u3) =
∑
k≥x+1

uk−x1 ux2u
k
3Π+

0 (k), Π+
0 (k) = λ1pk, x ∈ Z+

0 .

Ми обмежимось розглядом генератрис маргiнальних розподiлiв. Зокрема,
згiдно з теоремою 7.7. в [2], для маргiнальних генератрис

Vk(s, x, uk) = E
[
e−sτ

+(x)u
γk(x)
k , τ+(x) <∞

]
=

= E
[
u
γk(x)
k , ξ+(θs) > x

]
, 0 < x <∞, k = 1, 3

та їх твiрних перетворень

vk(s, z, uk) =
∞∑
x=0

zxVk(s, x, uk), k = 1, 3

одержанi спiввiдношення

Vk(s, x, uk) = s−1

x∑
y=0

p+
y (s)Wk(s, x− y, uk), x ≥ 0, k = 1, 3, (6)

vk(s, z, uk) = s−1wk(s, z, uk)g+(s, z), k = 1, 3. (7)
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Функцiї Wk(s, x, uk) визначаються таким чином

Wk(s, x, uk) =
∑
y≥0

Ak(x+ y, uk)p
−
−y(s), x ≥ 0, (8)

де
A1(x, u1) =

∑
k≥x+1

uk−x1 Π+
0 (k), A2(x, u2) =

∑
k≥x+1

ux2Π+
0 (k) = ux2Π(x),

A3(x, u3) =
∑
k≥x+1

uk3Π+
0 (k), ak(z, uk) =

∑
x≥0

zxAk(x, uk),

якi остаточно виражаються через генератрису додатних стрибкiв

Π̃+
0 (z) =

∞∑
x≥0

zxΠ+
0 (x) = λ1p̃1(z),

де Π̃+
0 (1) = λ1, та генератриси хвостiв розподiлу

Π̃(z) =
∞∑
r≥0

zrΠ(r), Π(r) =
∞∑

k≥r+1

Π+
0 (k), Π(0) = λ1,

Π̃(1) =
∞∑
r≥0

Π(r) = λ1

∑
r>0

rpr. Причому генератриса хвостiв зв’язана з розподiлом

стрибкiв наступним спiввiдношенням

Π̃(z) =
λ1

1− z
(1− p̃1(z)), (9)

A1(0, u1) = λ1p̃1(u1) = Π̃+
0 (u1), A1(0, 1) = λ1, A1(x, 1) = Π(x),

a1(z, u1) =
u1

u1 − z
(Π̃+

0 (u1)− Π̃+
0 (z)) =

λ1u1

u1 − z
(p̃1(u1)− p̃1(z)),

a1(1, u1) = u1Π̃(u1),

A2(0, u2) = Π(0) = λ1, A2(0, 1) = λ1, A2(x, 1) = Π(x),

a2(z, u2) =
1

1− zu2

(Π̃+
0 (1)− Π̃+

0 (zu2)) =
λ1

1− zu2

(1− p̃1(zu2)) = Π̃(zu2),

a2(1, u2) = Π̃(u2),

A3(0, u3) = Π̃+
0 (u3), A3(0, 1) = λ1, A3(x, 1) = Π(x),

a3(z, u3) =
1

1− z
(Π̃+

0 (u3)− Π̃+
0 (zu3)) =

λ1

1− z
(p̃1(u3)− p̃1(zu3)),

a3(1, u3) = λ1u3p̃
′
1(u3).

Твiрнi перетворення функцiй (8) мають вигляд

wk(s, z, uk) =
∑
x≥0

zxWk(s, x, uk). (10)

Роздiл 1: Математика i статистика
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Якщо ξ(t) (ξ(0) = 0) – майже напiвнеперервний знизу цiлозначний процес Пуа-
сона з кумулянтою (2), тодi ξ−(θs) має геометричний розподiл, завдяки якому
вдається конкретизувати представлення (8) для Wk(s, x, uk) (k = 1, 3).

У роботi [3], для дослiдження розподiлу перестрибкiв через рiвень x = 0 було
отримано лему 1, що випливає з результатiв роздiлу 7 в [2], про асимптотичну
поведiнку коренiв кумулянтного рiвняння Лундберга при s→ 0

k(z) = s, s ≥ 0. (Ls)

Лема 1. [3] Для ξ(t) з кумулянтою (2) з |m0
1|<∞ та σ2

1 < ∞ рiвняння
(Ls) при s → 0 має 2 дiйснi коренi 0 < z1(s) < 1 < z2(s). Лiвий корiнь z1(s)
визначає генератрису ξ−(θs)

g−(s, z) =
p−(s)(z − b)
z − z1(s)

, p−(s) =
1− z1(s)

1− b
,

z1(s) = q−(s) + bp−(s),

p−−k(s) = p−(s)(z1(s)− b)(z1(s))k−1, k ≥ 1.

(11)

а) Якщо m0
1 = 0, тодi при s → 0 добуток доповнень коренiв z1(s) =

1− z1(s), z2(s) = z2(s)− 1

z1(s)z2(s) = O(s), p−(s)p+(s) ≈ k1s, k1 = (λ1b+ λ2)−1. (12)

б) Якщо m0
1 > 0, тодi z2(0) = 1, а z1(0) < 1 визначає генератрису ξ−

E zξ
−

=
p−(1− b)(z − b)

z − z1(0)
, p− =

1− z1(0)

(1− b)
, z1(0) = q− + bp−,

s−1p+(s)p−(s)→s→0 p
′
+(0)p−, p

′
+(0) = E[τ+(0)].

(13)

в) Якщо m0
1 < 0, тодi z2(0) > 1, а z1(0) = 1, при цьому ( див. (7.91) в [2])

z1(s) ≈ 1 +
s

|m0
1|
, p−(s) ≈ s

|m0
1|(1− b)

,

s−1p−(s)p+(s)→s→0 p
′
−(0)p+, s→ 0,

p′−(0) = E[τ−(0)] =
1

|m0
1|(1− b)

.

(14)

Отже, при m0
1 = 0 рiвняння (L0) має двократний корiнь z1,2(0) = 1 (див.

(12)). При m0
1 > 0 рiвняння (L0) має корiнь z2(0) = 1, а z1(0) < 1 (визначає

p− в (13)). При m0
1 < 0 рiвняння (L0) має корiнь z2(0) > 1, i z1(0) = 1, а

1− z1(s) ≈ O(s) визначає асимптотику p−(s) в (14).
Надалi будемо розглядати майже напiвнеперервний знизу процес. Наведемо

для цих процесiв вигляд для спiльних генератрис пар функцiоналiв {τ+(x), γk(x)}.
Лема 2. [2] Для процесу ξ(t) з кумулянтою (2) має мiсце спiввiдношення

(6), де Wk(s, x, uk) визначаються через Ak(x, uk)

W1(s, x, u1) = p−(s)(z1(s))−1[bA1(x, u1)+

+
(z1(s)− b)u1

u1 − z1(s)
{A1(x, u1)− A1(x, z1(s))}],

(15)
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W2(s, x, u2) = p−(s)ux2(z1(s))−1[bΠ(x)+

+(z1(s)− b)
∑
y≥0

(u2z1(s))yΠ(x+ y)], (16)

W3(s, x, u3) = p−(s)(z1(s))−1[bA3(x, u3)+

+
z1(s)− b
1− z1(s)

{
A3(x, u3)− (z1(s))−xA3(x, u3z1(s))

}
].

(17)

Iз спiввiдношеня в (7.46) (див. теорему 7.7 в [2]) та (5) випливає твердження
для спiльної генератриси функцiоналiв

Теорема 1. [2] Для майже напiвнеперервного знизу процесу ξ(t) з куму-
лянтою (2) має мiсце спiввiдношення

ṽ(s, ε, u1, u2, u3) = s−1g+(s, ε)w̃(s, ε, u1, u2, u3) =

= s−1(1− ε)g+(s, ε)w(s, ε, u1, u2, u3),
(18)

де

w(s, ε, u1, u2, u3) = p−(s)

[
a(ε, u1, u2, u3) +

u2(z1(s)− b)
u1 − u2z1(s)

·

·
{
a(ε, u1, u2, u3)− u1u

−1
2 (z1(s))−1a3(ε(z1(s))−1, u2u3z1(s)

}]
.

(19)

З теореми 1 випливає

Наслiдок 1. [3] Спiльнi генератриси пар функцiоналiв {τ+(ν̃ε), γk(ν̃ε)} ма-
ють вигляд

ṽk(s, ε, uk) = E
[
e−sτ

+(ν̃ε)u
γk(ν̃ε)
k , τ+(ν̃ε) <∞

]
=

= (1− ε)vk(s, ε, uk) = s−1(1− ε)g+(s, ε)wk(s, ε, uk) =

= s−1g+(s, ε)w̃k(s, ε, uk), k = 1, 3 , (20)

де

w1(s, ε, u1) = p−(s)(z1(s))−1

[
ba1(ε, u1) +

(z1(s)− b)u1

u1 − z1(s)
·

·
{
a1(ε, u1)− a1(ε, z1(s)

}]
,

(21)

w2(s, ε, u2) = p−(s)(z1(s))−1

[
bΠ̃(εu2) +

z1(s)(z1(s)− b)
z1(s)− ε

·

·
{

Π̃(z1(s)u2)− ε(z1(s))−1Π̃(εu2)
}]
,

(22)

w3(s, ε, u3) = p−(s)(z1(s))−1

[
ba3(ε, u3) +

z1(s)− b
1− z1(s)

·

·
{
a3(ε, u3)− a3(ε(z1(s))−1, u3z1(s)

}]
.

(23)
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У випадку m0
1 ≤ 0, z1(s) → 1 при s → 0, тому w0

k(ε, uk) = lim
s→0

wk(s, ε, uk)

залежить тiльки вiд ε, uk.
У випадку m0

1 > 0, z1(s) → z1(0) = q− + bp− < 1 при s → 0, тому границя
w+
k (ε, uk) = lim

s→0
wk(s, ε, uk) крiм ε, uk суттєво залежить вiд z1(0) < 1.

Лема 3. Для процесу ξ(t) з кумулянтою (2) при |m0
1| <∞ та σ2

1 <∞

1) При m0
1 = 0

m0(1) = lim
s→0
ε→1

m0(s, ε) = lim
ε→1
s→0

1− ε
s

p−(s)g+(s, ε) =
1

σ2
1(1− b)

. (24)

2) При m0
1 > 0

m+(1) = lim
s→0
ε→1

m+(s, ε) = lim
s→0
ε→1

1− ε
s

g+(s, ε) =
1

m0
1

. (25)

Зауважимо, що при m0
1 = 0 моменти додатних стрибкiв µ1 = p̃ ′1(1), µ2 =

p̃ ′′1(1) пов’язанi з моментами геометричного розподiлу:

λ1µ1 = λ2(1− b)−1,

σ2
1 = k′′(1) = λ1µ2 +

λ2b

(1− b)2
= λ1(1− b)−1(bµ1 + (1− b)µ2).

(26)

Поскiльки при m0
1<0 хвiст розподiлу P+(s, x)=P{ξ+(θs)>x}→ 0 при s→ 0,

тому для дослiдження генератрис γk(∞) при m0
1 < 0 нам доведеться розгляну-

ти, замiсть спiльних генератрис функцiоналiв Vk(s, x, uk), умовнi генератриси
функцiоналiв γk(x), k = 1, 3.

Будемо позначати умовнi генератриси

E
[
u
γk(x)
k | ξ+(θs) > x

]
= Vk(s, x, uk)

(
P+(s, x)

)−1
, k = 1, 3, (27)

i для вiдповiдних умовних генератрис має мiсце

Лема 4. Умовнi генератриси γk(ν̃ε) мають вигляд

E
[
u
γk(ν̃ε)
k | ξ+(θs) > ν̃ε

]
=

= s−1(1− ε)g+(s, ε)
[
P{ξ+(θs) > ν̃ε}

]−1
wk(s, ε, uk). (28)

Доведення. Пiсля усереднення (27) за геометричним розподiлом знаходимо

E
[
u
γk(ν̃ε)
k | ξ+(θs) > ν̃ε

]
=

= (1− ε)
∞∑
x=0

εxVk(s, x, uk)
[
P{ξ+(θs) > x}

]−1
,
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яке згiдно (6) перепишемо

E
[
u
γk(ν̃ε)
k | ξ+(θs) > ν̃ε

]
=

= (1− ε)
∞∑
x=0

εxs−1

x∑
y=0

p+
y (s)Wk(s, x− y, uk)

[
P{ξ+(θs) > x}

]−1
.

Змiнивши порядок сумування в останньому спiввiдношенi, отримаємо

E
[
u
γk(ν̃ε)
k | ξ+(θs) > ν̃ε

]
=

= s−1(1− ε)
∞∑
y=0

p+
y (s)εy

+∞∑
x−y=0

εx−yWk(s, x− y, uk)
[
P{ξ+(θs) > x}

]−1
,

звiдки й випливає (28).
Позначимо

w0
k(s, x, uk) = p−1

− (s)wk(s, x, uk), x ≥ 0, k = 1, 3. (29)

Теорема 2. Якщо процес ξ(t) має кумулянту (2), тодi

1) При m0
1 = 0

E u
γ1(∞)
1 =

[
bu1Π̃(u1)+λ1

u1(1− b)
u1 − 1

(p̃ ′1(u1)− p̃ ′1(1))

]
m0(1),

E u
γ2(∞)
2 =

[
bΠ̃(u2) + (1− b)u2Π̃ ′(u2)

]
m0(1),

E u
γ3(∞)
3 =λ1

[
bu3p̃

′
1(u3)+

1− b
2

u2
3p̃
′′
1(u3)

]
m0(1).

(30)

2) Якщо m0
1 > 0, тодi

E u
γ1(∞)
1 =p−z

−1
0 [ba1(1, u1)+(z0 − b)u1

a1(1, u1)− a1(1, z0)

u1 − z0

]m+(1),

E u
γ2(∞)
2 =p−[bΠ̃(u2) +

z0 − b
z0 − 1

(
Π̃(z0u2)− Π̃(u2)

)
]m+(1),

E u
γ3(∞)
3 =p−z

−1
0 [ba3(1, u3)+(z0 − b)

a3(1, u3)− a3(z−1
0 , u3z0)

1− z0

]m+(1).

(31)

3) Якщо m0
1 < 0, тодi умовнi генератриси

E
[
u
γ1(∞)
1 |τ+(∞) <∞

]
=[bu1Π̃(u1)+λ1

u1(1− b)
u1 − 1

·

· (p̃ ′1(u1)− p̃ ′1(1))]m−(1),

E
[
u
γ2(∞)
2 |τ+(∞) <∞

]
=
[
bΠ̃(u2) + (1− b)u2Π̃ ′(u2)

)
]m−(1),

E
[
u
γ3(∞)
3 |τ+(∞) <∞

]
=λ1[bu3p̃

′
1(u3) +

1− b
2

u2
3p̃
′′
1(u3)]m−(1).

(32)
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Доведення. Розглянемо спочатку випадок m0
1 = 0. Пiдставимо (21) у (29),

пiсля чого отримаємо

w0
1(s, ε, u1) = bz−1

s a1(ε, u1) +
(zs − b)u1

(u1 − zs)zs
[a1(ε, u1)− a1(ε, zs)] . (33)

Здiйснимо граничний перехiд при s→ 0 в (33)

w0
1(0, ε, u1) = lim

s→0
w0

1(s, ε, u1) = ba1(ε, u1) +
(1− b)u1

u1 − 1
[a1(ε, u1)− a3(ε, 1)] . (34)

В (34) перейдемо до границi при ε→ 1

w0
1(0, 1, u1) = lim

ε→1
w0

1(0, ε, u1) = bu1Π̃(u1) +
λ1(1− b)u1

u1 − 1
[p̃′1(u1)− p̃′1(1)] . (35)

Iз (35) при u1 → 1 отримаємо

w0
1(0, 1, 1) = lim

u1→1
w0

1(0, 1, u) = λ1(bµ1 + (1− b)µ2). (36)

Розглянемо ν̃ε геометрично розподiлену випадкову величину з параметром
ε < 1. Тодi згiдно з (20), генератриси {τ+(ν̃ε), γk(ν̃ε)} пiсля врахування (29)
визначаються спiввiдношеннями

E
[
e−sτ

+(ν̃ε)u
γk(ν̃ε)
k , τ+(ν̃ε) < +∞

]
=

=
1− ε
s

p−(s)g+(s, ε)w0
k(s, ε, uk) = m0(s, ε)w0

k(s, ε, uk).
(37)

З урахуванням (24), iз леми 3 та граничних значень (35) i (36) iз (37) при s→ 0
i ε→ 1 випливає, що

E u
γ1(∞)
1 = w0

1(0, 1, u)(w0
1(0, 1, 1))−1. (38)

Згiдно (26), з (36) маємо w0
1(0, 1, 1) = σ2

1(1− b) i, таким чином, перше спiввiдно-
шення в (30) доведено.

Далi пiдставивши (22) в (29), розглянемо твiрне перетворення w0
2(s, ε, u2) з

граничними значеннями при s→ 0 i ε→ 1

w0
2(s, ε, u2) = bz−1

s Π̃(εu2) +
zs − b
zs − ε

(
Π̃(zsu2)− εz−1

s Π̃(εu2)
)
,

w0
2(0, 1, u2) = bΠ̃(u2) + (1− b)u2Π̃ ′(u2),

w0
2(0, 1, 1) = lim

u2→1
w0

2(0, 1, u2) = λ1(bµ1 + (1− b)µ2).

(39)

З урахуванням леми (3), iз (37) пiсля граничного переходу s → 0, ε → 1
знаходимо, що

E u
γ2(∞)
2 = w0

2(0, 1, u2)(w0
2(0, 1, 1))−1.

Згiдно з (39), iз врахуванням (26) з останнього спiввiдношення випливає друге
спiввiдношення (30).
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Iз (23) та (29), аналогiчно, як i в попереднiх випадках при s→ 0, ε→ 1

w0
3(s, ε, u3) = z−1

s [ba3(εu3) +
zs − b
1− zs

(
a3(εu3)− a3(εz−1

s , u3zs)
)
],

w0
3(0, 1, u3) = ba3(1, u2) + (1− b)a ′3(1, u3), (40)

де a ′3(1, u3) = ∂
∂ε
a3(ε, u3)|ε=1 = λ1

2
u2

3p̃
′′
1(u3),

w0
3(0, 1, 1) = lim

u3→1
w0

2(0, 1, u3) = λ1(bµ1 + (1− b)µ2),

згiдно (37), встановлюється третє спiввiдношення (30).
Розглянемо далi випадок m0

1 > 0. Iз (20), попередньо знайшовши граничнi
значення (21) – (23) при s→ 0 i ε→ 1, отримаємо

w1(0, 1, u1) = p−(0)z−1
0 [ba1(1, u1) + (z0 − b)u1

a1(1, u1)− a1(1, z0)

u1 − z0

],

w2(0, 1, u2) = p−(0)z−1
0 [bΠ̃(u2) +

z0 − b
z0 − 1

(
Π̃(z0u2)− Π̃(u2)

)
],

w3(0, 1, u3) = p−(0)z−1
0 [ba3(1, u3) + (z0 − b)

a3(1, u3)− a3(z−1
0 , u3z0)

1− z0

],

та врахувавши спiввiдношення (25) iз леми 3, одержимо (31).
I накiнець зупинимось на випадку m0

1 < 0.
При m0

1 < 0 позначимо

m−0 (s, ε) = s−1p−(s)(1− ε)g+(s, ε)
[
P{ξ+(θs) > ν̃ε}

]−1
. (41)

Здiйснивши в (41) граничний перехiд при s→ 0 згiдно леми 1 отримаємо

m−0 (0, ε) = p ′−(0)(1− ε)g+(ε)
[
P{ξ+ > ν̃ε}

]−1
.

При ε→ 1 iз останнього спiввiдношення отримаємо

m−(1) = p ′−(0)
[
Eξ+

]−1
. (42)

Згiдно леми 4, iз спiввiдношення (28) пiсля врахування (29) умовнi генератриси
визначаються спiввiдношеннями

E
[
u
γk(ν̃ε)
k | ξ+(θs) > ν̃ε

]
=

= s−1p−(s)(1− ε)g+(s, ε)
[
P{ξ+(θs) > ν̃ε}

]−1
w0
k(s, ε, uk), k = 1, 3. (43)

Здiйснивши граничний перехiд в (43) при s→ 0, ε→ 1 i пiсля врахування (42)
та вiдповiдних граничних значень (35), (39), (40), отримуємо (32).

Зауваження 1. Для iлюстрацiї деяких результатiв з розподiлу граничних
функцiоналiв використовується введене Ю. П. Студнєвим (див. [6]) поняття
дискретних квазiймовiрнiсних розподiлiв.
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Означення 4. Числова послiдовнiсть {pk}+∞
k=−∞ називається дискретним

квазiймовiрнiсним розподiлом, якщо∑
|k|≥0

pk = 1,
∑
|k|≥0

|pk| <∞.

Квазiгенератрисою такого розподiлу називається твiрна функцiя

p∗(z) =
∑
|k|≥0

pkz
k, |z| = 1. (44)

Для майже напiвнеперервного знизу процесу ξ(t) рiвняння Лундберга (L0)
має корiнь b < z0 < 1. Якщо позначити b′ = z0, то враховуючи, що p− = 1−z0

1−b ,
при m0

1 > 0 генератрису ξ− можна звести до вигляду

g−(z) =
1− b′

1− b
· z − b
z − b′

=
z − b
1− b

· 1− b′

z − b′
= b+

∗ (z)g−∗ (z),

g−∗ (z) – генератриса геометричного розподiлу на Z− з параметром b′, b+
∗ (z)

квазiгенератрисa бернуллiйового "розподiлу":

p0 = − b

1− b
, p1 = 1− p0 =

1

1− b
; Eξ− =

b− b′

(1− b′)(1− b)
< 0.

За рахунок p1 > 0 множина значень ξ− поповнюється значенням {0}.
Для розподiлу ξ+ та перестрибкових функцiоналiв процесу ξ(t) з полiномi-

альними генератрисами додатних стрибкiв p̃1(z) використовуються квазiгене-
ратриси геометричного розподiлу на Z+∪{0} з параметром 0 < c∗ = |z3(0)|−1 <
1 (|z3(0)| > z1,2(0)):

p+
∗ (z) =

1 + c∗
1 + c∗z

,

p∗k = (1 + c∗)(−c∗)k, k ≥ 0,
∑
k≥0

p∗k = 1,
∑
k≥0

|p∗k| =
1 + c∗
1− c∗

.

Приклад 1. Нехай ξ(t) - цiлозначний пуассонiвський процес з генератри-
сою стрибкiв

p(z) =
q(1− b)
z − b

+
p(z2 + z)

2
, p = q =

1

2
, 0 < b < 1.

Дослiдити функцiонали ξ± i γk(∞), k = 1, 3 процесу при всiх знаках значе-
ння m0

1 на пiдставi основної факторизацiйної тотожностi та графiкiв його
кумулянти: 1) m0

1 = 0; 2) m0
1 > 0; 3) m0

1 < 0.

Розв’язання. Отже, ξ(t) – майже напiвнеперервний знизу процес. Згiдно
(1), кумулянта даного процесу має вигляд:

k(z) = λ

[
1

2
· (1− z)

z − b
+

1

2

z2 + z − 2

2

]
= λ1 ·

z2 + z − 2

2
+ λ2 ·

(1− z)

z − b
,
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де λ > 0, λ = λ1 + λ2, λ1 = λ2 = λ
2
.

Перепишемо кумулянту k(z) у наступному виглядi:

k(z) =
λP3(z)

4(z − b)
, P3(z) = (z − 1)(z2 + (2− b)z − 2(1 + b)).

Тодi генератриса процесу ξ(θs) згiдно (3) матиме вигляд:

g(s, z) = Ezξ(θs) =
4s(z − b)

4s(z − b)− λP3(z)
, s > 0, |z| = 1,

або перепишемо

g(s, z) =
4s(z − b)
P3(s, z)

, P3(s, z) = 4s(z − b)− λP3(z). (45)

Рiвняння Лундберга (Ls): k(z) = s або P3(s, z) = 0 має 3 коренi (див. рис. 1):

b < z1(s) < 1 < z2(s) < |z3(s)|, z3(s) < 0.

Рис. 1. Графiк кумулянти y = k(z) та y = s

В силу того, що ξ(t) – майже напiвнеперервний знизу, то згiдно леми 1 має
мiсце (11)

g−(s, z) =
p−(s)(z − b)
z − z1(s)

, p−(s) =
1− z1(s)

1− b
,

де z1(s) – додатнiй розв’язок рiвняння Лундберга, b < z1(s) < 1. Отже,

P3(s, z) = (z − z1(s))P2(s, z), де P2(s, z) = −λ(z − z2(s))(z − z3(s)).
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На основi (45) i (11), iз основної факторизацiйної тотожностi (4) отримаємо
спiввiдношення

g(s, z) =
p−(s)(z − b)
z − z1(s)

· 4s(p−(s))−1

P2(s, z)
, p−(s) =

4s

P2(s, 1)
,

з якого визначається генератриса

g+(s, z) =
4s

p−(s)P2(s, z)
=
P2(s, 1)

P2(s, z)
=
z2(s)− 1

z2(s)− z
· |z3(s)|+ 1

|z3(s)|+ z
. (46)

Отже, згiдно з (46), розподiл ξ+(θs) виражається через геометричний розподiл з
параметром c2(s) = (z2(s))−1 та квазiрозподiл геометричного типу з параметром
c∗3(s) = (|z3(s)|)−1.

Знайдемо m0
1 = k′(1) = λ(1−3b)

4(1−b) , σ
2
1 = k′′(1) = λ

2
+ λ

(1−b)2 i розглянемо наступнi
випадки:

1) При m0
1 = 0, b = 1

3
(λ = 1) рiвняння (L0): (див. рис. 2)

z1(0) = z2(0) = 1, z3(0) = −8

3
.

Рис. 2. Графiк кумулянти y = k(z) при m0
1 = 0

В силу (11) p−(s) → 0 i g−(s, z) → 0, при s → 0. Згiдно з (46) g+(s, z) → 0
при s→ 0. Отже, P{ξ± = ±∞} = 1.

Згiдно з теоремою 2, при m0
1 = 0 генератриси γ1,2,3(∞) визначаються через

спiввiдношення (9) та

p̃1(z) =
z2 + z

2
,

∂

∂β
a3(1, z) =

λ1

2
z2p̃ ′′1(z),

спiввiдношеннями (30).
Отже,

E zγ1(∞) =
1

22

(
z2 + 6z

)
,
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E zγ2(∞) =
3

22
z +

1

11
,

E zγ3(∞) =
2

11

(
z2 +

1

4
z

)
.

2) При m0
1 > 0, b < 1

3
(λ = 10, b = 1

4
) рiвняння Лундберга (L0) має наступнi

розв’язки (див. рис. 3):

z2(0) = 1, z1(0) =
−7 +

√
209

8
< 1 < |z3(0)|, z3(0) =

−7−
√

209

8
< 0.

Рис. 3. Графiк кумулянти y = k(z) при m0
1 > 0

В силу (46), g+(s, z)→ 0 при s→ 0. Отже, ξ+ має вироджений розподiл.
Згiдно з (11) генератриса ξ− визначається при s→ 0 спiввiдношенням

g−(z) =
p−(z − b)
z − z1(0)

, p− =
1− z1(0)

1− b
.

Згiдно з теоремою 2, при m0
1 > 0 генератриси γ1,2,3(∞) визначаються через

спiввiдношення (9) та

p̃1(z) =
z2 + z

2
,

∂

∂β
a3(1, z) =

λ1

2
z2p̃ ′′1(z),

спiввiдношеннями (31).
Отже,

E zγ1(∞) = 3p−

[
z2 + (z0 +

7

4
)z

]
,

E zγ2(∞) = 3p−(z0z + 0, 5),

E zγ3(∞) =
3

4
p−
[
(4z0 + 7)z2 + 4z

]
,

де z0 = z1(0) = −7+
√

209
8

, p− = 4
3
(1− z0) = 15−

√
209

6
.
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3) При m0
1 < 0, b > 1

3
(λ = 10, b = 1

2
) рiвняння Лундберга (L0) має наступнi

розв’язки (див. рис. 4):

z1(0) = 1, 1 < z2(0) =
−3 +

√
57

4
< |z3(0)|, z3(0) =

−3−
√

57

4
< 0.

Рис. 4. Графiк кумулянти y = k(z) при m0
1 < 0

В силу (11) p−(s) → 0 i g−(s, z) → 0 при s → 0. Отже, ξ− має вироджений
розподiл.

Згiдно з (46), генератриса ξ+ визначається при s→ 0 спiввiдношенням

g+(z) = Ezξ
+

=
1− (z2(0))−1

1− (z2(0))−1z
· 1 + |z3(0)|−1

1 + |z3(0)|−1z
(47)

i є добутком генератрис геометричного розподiлу з параметрами
c2(0) = (z2(0))−1 та квазiрозподiлу з параметром c∗3(0) = (|z3(0)|)−1 < c2(0) < 1.
В силу умови c∗3(0) = (|z3(0)|)−1 < c2(0) < 1 цей добуток визначає звичайний
розподiл ξ+. Пiсля розкладу g+(z) на простi дроби iз (47) отримаємо

g+(z) =
(1− (z2(0))−1)(1 + (|z3(0)|)−1)

(z2(0))−1 + (|z3(0)|)−1
·

·
(

(z2(0))−1

1− (z2(0))−1z
+

(|z3(0)|)−1

1 + (|z3(0)|)−1z

)
,

(48)

а пiсля вiдповiдних розкладiв (48) у степеневi ряди в термiнах c2(0) та c∗3(0)
одержимо

g+(z) =
(1− c2(0))(1 + c∗3(0))

c2(0) + c∗3(0)

∞∑
k=0

(
(c2(0))k+1 + (−1)k(c∗3(0))k+1

)
zk,

де c∗3(0) < c2(0) < 1.
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Отже,

p+
k =

(1− c2(0))(1 + c∗3(0))

c2(0) + c∗3(0)

(
(c2(0))k+1 + (−1)k(c∗3(0))k+1

)
> 0, k ≥ 0.

Згiдно з теоремою 2, при m0
1 < 0 генератриси γ1,2,3(∞) визначаються через

умовнi генератриси (32), спiввiдношенням (9) та

p̃1(z) =
z2 + z

2
,

∂

∂β
a3(1, z) =

λ1

2
z2p̃ ′′1(z).

Отже,

E
[
zγ1(∞)|τ+(∞) <∞

]
=

5

4

[
z2 + 4z

]
m−(1),

E
[
zγ2(∞)|τ+(∞) <∞

]
=

5

2
(z + 1)m−(1),

E
[
zγ3(∞)|τ+(∞) <∞

]
=

5

4

[
3z2 + z

]
m−(1),

де m−(1) = 4
5

(
1

z2(0)−1
− 1
|z3(0)|+1

)−1

= 4
35
.

У випадку цiлочислових гратчастих пуассонiвських процесiв ξ(t) встанов-
лено спiввiдношення для розподiлiв γk(∞) при m0

1 ≥ 0, та спiввiдношення для
умовних генератрис γk(∞) при m0

1 < 0.
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Herych M. S. About the distribution of jumping functionals an infinitely remote
level for one class of scalar lattice processes.

Risk processes are described by complex Poisson processes. The main characteristics
studied in risk theory are closely related to the distributions of boundary functionals for
homogeneous processes with independent increments (finite-interval extrema, absolute ex-
trema, jumping functionals). For the most part, work in risk theory does not sufficiently
illuminate this connection, and the known results for the distribution of process functionals
with independent increments are often left aside in the study of risk tasks. At the same
time, for homogeneous processes with independent increments and random walks, many
results from the distribution of extremes and other functionals can be used and adapted
to describe the main characteristics of both risk theory and queuing theory.
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The purpose of this paper is to obtain results for the distribution of absolute extrema of
boundary functionals and to draw attention to the connection of risk theory with boundary
value problems for random processes with independent increments. For almost semicontinu-
ous processes, boundary problems related to distributions of different boundary functionals
are considered, which have not only theoretical interest but also practical application.

In the study of problems related to the distribution of boundary functionals, there are
many different methods that can be conditionally divided into direct (probabilistic) and
analytical ones. However, the most attractive is to obtain exact formulas, so in this work
we study some distributions of boundary functionals by the factorization method.

This article is devoted to the study of distributions of jumping functionals through an
infinitely distant level for one class of integer lattice Poisson processes. Namely, the almost
semi-continuous from below processes are investigated that cross a negative level with only
geometrically distributed jumps. In this paper relations for joint generators of jumping
functionals and conditional generators of finite level for integer lattice Poisson processes
are obtained, as well as the validity of relations for generators of jumping that covers an
infinitely distant level in the case, is proved.

Keywords: almost semicontinuous processes, moment generating functions of extrema,
jumping functionals.
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