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ПРО ОДНУ ЗАДАЧУ
ЛЕКСИКОГРАФIЧНО-ЛЕКСИКОГРАФIЧНОЇ ОПТИМIЗАЦIЇ З
IНТЕРВАЛЬНИМИ ОЦIНКАМИ ТА АЛЬТЕРНАТИВНИМИ

СКЛАДОВИМИ

У статтi розглядається задача лексикографiчно-лексикографiчної багатокритерi-
альної оптимiзацiї з iнтервальними оцiнками. Рiшення приймається ґрунтуючись на
скалярних критерiях, якi розбито на групи. В межах кожної iз груп критерiї про-
ранжовано у субординацiї строгого ранжування i можуть мiстити iнтервальнi оцiнки.
Групи критерiїв також проранжовано у субординацiї строгого ранжування. Iнтерваль-
нi оцiнки визначено таким чином, що центр iнтервалу представляє очiкуване значення
параметра, а ширина iнтервалу вiдображає його невизначенiсть. При порiвняннi двох
альтернатив використовується правило вiддачi переваги, згiдно з яким перевагу має
та альтернатива, для якої або центр iнтервалу (очiкуване значення) є бiльшим, або ж
при рiвних центрах iнтервалу є меншою ширина iнтервалу (меншою є невизначенiсть).

Постановка даної задачi може мiстити обмеження допустимостi на деякi iз крите-
рiїв. Цi обмеження виражають мiнiмальну межу, за якої даний критерiй ще становить
цiннiсть для особи що приймає рiшення. Порушення цiєї межi означає, що прийняття
рiшення за даним критерiєм є неприйнятним, а отже, даний критерiй повинен бути
виключений iз подальшого розгляду. Множина допустимих розв’язкiв задається си-
стемою лiнiйних обмежень, якi також можуть мiстити iнтервальнi оцiнки. Iнтервальнi
оцiнки можуть бути присутнi як коефiцiєнти при невiдомих, так i у векторi обмежень.
Подiбнi обмеження допустимостi можуть бути накладенi i на цiлi групи критерiїв.

Для розв’язання цiєї задачi запропоновано пiдхiд, який ґрунтується на зведеннi її
до задачi скалярної оптимiзацiї. На першому кроцi розглядувана задача лексикогра-
фiчно-лексикографiчної багатокритерiальної оптимiзацiї з iнтервальними оцiнками та
альтернативними складовими зводиться до задачi лексикографiчно-лексикографiчної
оптимiзацiї з лексикографiчними обмеженнями без iнтервальних оцiнок. На другому
кроцi дана задача може бути зведена до лiнiйної задачi лексикографiчної оптимiзацiї,
яка у свою чергу може бути зведена до звичайної задачi лiнiйного програмування. Пе-
рехiд вiд задачi лексикографiчно-лексикографiчної оптимiзацiї з iнтервальними оцiн-
ками до задачi лексикографiчно-лексикографiчної оптимiзацiї з лексикографiчними
обмеженнями i у подальшому до задачi скалярної оптимiзацiї є можливим завдяки
використанню зваженої суми критерiїв з вiдповiдними коефiцiєнтами. З використан-
ням зваженої суми i вiдповiдних коефiцiєнтiв вдається також врахувати i обмеження
допустимостi.

Ключовi слова: задача лексикографiчно-лексикографiчної оптимiзацiї, iнтервальнi
коефiцiєнти, альтернативнi критерiї.

1. Вступ. Переважна бiльшiсть задач прийняття рiшень є багатокритерiаль-
ними. До того ж, як правило, iснує складна система вiдношень мiж самими кри-
терiями, з використанням яких здiйснюється вибiр. Прийняття рiшень також
ускладнюється тим, що оцiнки альтернатив не можуть бути описанi за допомо-
гою засобiв чiткої оптимiзацiї у зв’язку з невизначенiстю ознак, що впливають
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на кiнцеве рiшення. Тому на практицi часто у таких випадках застосовують
засоби нечiткої оптимiзацiї. Зокрема, широко поширеними є випадки, коли па-
раметри, що описують дослiджувану модель, можуть бути представленi за до-
помогою iнтервальних оцiнок. У роботi ми будемо вважати, що центр iнтервалу
представляє очiкуване значення, а ширина iнтервалу вiдображає невизначенiсть
значення параметра [1-5]. При порiвняннi iнтервальних оцiнок будемо викори-
стовувати правило вiддачi переваги, що запропоновано у [6]. Такий пiдхiд до-
зволяє здiйснювати порiвняння iнтервалiв стосовно вiдношення прийнятностi.
Це означає, що при рiвному очiкуваному значеннi вiддаватимемо перевагу тiй
альтернативi, для якої значення невизначеностi параметра є меншою.

Розглянемо задачу прийняття рiшень, у якiй множину критерiїв розбито на
групи. В межах кожної iз груп критерiї є строго проранжовано за важливi-
стю, частковi критерiї та обмеження є лiнiйними i можуть мiстити iнтервальнi
коефiцiєнти. Групи ж критерiїв також проранжовано у субординацiї строгого
ранжування. На деякi iз часткових критерiїв та деякi групи критерiїв може бути
накладено умови допустимостi. Данi припущення ускладнюють задачу прийня-
ття рiшень, оскiльки не дозволяють використовувати для її розв’язання вiдомi
методи чiткої багатокритерiальної оптимiзацiї.

У роботi для розв’язання розглядуваної задачi застосовано пiдхiд, що ґрун-
тується на зведеннi її до задачi лексикографiчно-лексикографiчної оптимiзацiї
з лексикографiчними обмеженнями, аналогiчний до [3]. Для врахування обме-
жень допустимостi критерiїв використано пiдхiд, аналогiчний до [7-11]. Таким
чином, дану задачу можна звести до задачi лексикографiчної оптимiзацiї, яка
в свою чергу може бути зведена до задачi скалярної оптимiзацiї.

2. Правило порiвняння iнтервальних оцiнок. Iнтервальнi оцiнки роз-
глядуваної задачi прийняття рiшень характеризуються за допомогою пари чи-
сел

A = 〈aC , aW 〉 ,

де aC ∈ R є центром iнтервалу aW ∈ R є шириною iнтервалу. Центр iнтервалу
характеризує очiкуване значення параметру, а ширина iнтервалу вiдображає
мiру невизначеностi параметру [6].

Будемо використовувати звичнi операцiї iнтервальної арифметики [1-5].
Нехай A = 〈aC , aW 〉, B = 〈bC , bW 〉, тодi

A+B = 〈aC , aW 〉+ 〈bC , bW 〉 = 〈aC + bC , aW + bW 〉 , (1)

kA = k 〈aC , aW 〉 = 〈kaC , |k| aW 〉

Вважатимемо, що усi змiннi є невiд’ємними цiлими числами, тому попередню
операцiю можна записати так

kA = k 〈aC , aW 〉 = 〈kaC , kaW 〉 . (2)

При порiвняннi iнтервальних оцiнок будемо використовувати правило, за-
пропоноване Hu i Wang [6].

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Означення 1. Для будь-яких двох iнтервальних оцiнок A = 〈aC , aW 〉 i
B = 〈bC , bW 〉

A ≺= B, якщо
{
aC < bC for aC 6= bC
aW ≥ bW for aC = bC

. (3)

A = B, якщо
{
aC = bC
aW = bW

. (4)

A ≺ B, якщо A ≺= B i A 6= B.

Вiдношення A ≺= B означає, що A є менш прийнятною нiж B. Очевидно,
що у випадку, коли центри iнтервалiв є рiвними, то особа, що приймає рiшення
надасть перевагу iнтервалу з меншою мiрою невизначеностi (меншою шириною
iнтервалу).

3. Лексикографiчно-лексикографiчна багатокритерiальна задача оп-
тимiзацiї з iнтервальними оцiнками. Розглянемо задачу оптимiзацiї, у якiй
коефiцiєнти є iнтервальними оцiнками:

maxLL S (x) = (s1 (x) , s2 (x) , . . . , sp (x)) , (5)

з обмеженнями
Gi (x) ≺= Bi, i = 1, 2, . . . ,m, (6)

x ≥ 0, (7)

x ∈ D ⊂ Zn. (8)

Де
si (x) = (fi1, fi2, . . . , fiqi) , i = 1, 2, . . . , p,

fij (x) = Fij1x1 + Fij2x2 + . . .+ Fijnxn, j = 1, 2, . . . , qi, i = 1, 2, . . . , p,

Gi (x) = Ai1x1 + Ai2x2 + . . .+ Ainxn, i = 1, 2, . . . ,m,

Fijk = 〈fijkC , fijkW 〉 , Aij = 〈aijC , aijW 〉 , Bi = 〈biC , biW 〉 ,

D ⊂ Zn задає множину можливих значень для цiлочислових змiнних задачi.
Позначимо множину допустимих розв’язкiв, що задається за допомогою обме-
жень (6)-(8) як X.

У данiй задачi оптимiзацiї при попарному порiвняннi альтернатив за частко-
вими критерiями використовуватимемо правило вiддачi переваги, що задається
означенням 1.
Означення 2. Для двох альтернатив x, y ∈ X виконується спiввiдношення

S (x) ≺LL= S (y) ,

якщо iснує таке k, 1 ≤ k ≤ q, що

sk (x) ≺L= sk (y)

i, якщо k > 1, то
si (x) = si (y) , i = 1, 2, . . . , k − 1.
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Дамо означення оптимального розв’язку у задачi (5)-(8).
Означення 3. Допустимий розв’язок x∗ ∈ X є оптимальним (непокращува-
ним) розв’язком, якщо

S (x) ≺LL= S (x∗) для всякого x ∈ X.

Згiдно з [7-11] дана задача може бути зведена до задачi лексикографiчно-
лексикографiчної оптимiзацiї з лексикографiчними обмеженнями

maxLL S̄(x) =
(
f̄11 (x) , f̄12 (x) , . . . , f̄1q1(x), . . . , f̄p1 (x) , f̄p2 (x) , . . . , f̄pqp

)
(9)

з обмеженнями
Gi (x) ≤L Bi, i = 1, 2, . . . ,m, (10)

x ≥ 0, x ∈ D ⊂ Zn. (11)

Де
f̄ij (x) = (FijC (x) ,−FijW (x)) , i = 1, 2, . . . , p, j = 1, 2, . . . , qi,

FijC (x) = fij1Сx1 + fij2Cx2 + . . .+ fijnCxn,

FijW (x) = fij1Wx1 + fij2Wx2 + . . .+ fijnWxn,

Gi (x) =
(
GiC (x) ,−GiW (x)

)
,

GiC (x) = ai1Cx1 + ai2Cx2 + . . .+ ainCxn,

GiW (x) = ai1Wx1 + ai2Wx2 + . . .+ ainWxn,

Bi = (biC ,−biW ) .

Таким чином, при заданому способi задання i порiвняння iнтервальних оцiнок
можемо звести лексикографiчну задачу багатокритерiальної оптимiзацiї з iнтер-
вальними оцiнками до цiлочислової багатокритерiальної задачi лексикографiчно-
лексикографiчної оптимiзацiї з лексикографiчними обмеженнями.

У свою чергу, задача (9)-(11), використовуючи мiркування аналогiчнi до [7],
може бути зведена до задачi лексикографiчної оптимiзацiї

maxL l (x) , (12)

з обмеженнями
gi (x) ≤ bi, i = 1, 2, . . . ,m, (13)

x ≥ 0, x ∈ Zn. (14)

де
l (x) =

(
F11C ,−F11W , F12C ,−F12W , . . . , FpqpC ,−FpqpW

)
,

gi (x) = αi1GiC (x)− αi2GiW ,

bi = αi1biC − αi2biW ,

Коефiцiєнти αi1, αi2 (1 ≤ i ≤ m) можуть бути знайденi згiдно з [11].
Використовуючи мiркування аналогiчнi до [8], задача (12)-(14) може бути

зведена до задачi зi скалярним критерiєм.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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4. Лексикографiчно-лексикографiчна багатокритерiальна задача оп-
тимiзацiї з iнтервальними оцiнками та альтернативними складовими.
Розглянемо модифiкацiю задачi (5)-(8), у якiй оптимальний розв’язок необхiдно
знайти враховуючи тiльки один критерiй якнайвищого рангу з групи критерiїв
якнайвищого рангу, для якого виконується умова

mik≺=fik (x) ,mik = 〈mikC ,mikW 〉 , i ∈ {1, 2, . . . , p} , k ∈ {1, 2, . . . , qi} . (15)

Такий критерiй вважаємо допустимим. А задачу знаходження непокращуваного
розв’язку у такiй задачi – задачею лексикографiчно-лексикографiчної оптимi-
зацiї з iнтервальними оцiнками та альтернативними складовими.

Використовуючи мiркування аналогiчнi до [7], можна знайти вiдповiднi ко-
ефiцiєнти, що обмеження (15) може бути зведено до обмежень

mik ≤ φik (x) , i ∈ {1, 2, . . . , p} , k ∈ {1, 2, . . . , qi} , (16)

де
φik (x) = γik1FikC + γik2 (−FikW ) ,

mik = ζik1mikC − ζik2mikW .

З врахуванням обмежень (16) задача лексикографiчно-лексикографiчної оп-
тимiзацiї з iнтервальними оцiнками та альтернативними складовими може бути
зведена до задачi лексикографiчно-лексикографiчної оптимiзацiї з альтерна-
тивними критерiями (без iнтервальних оцiнок). Аналогiчно до [11] дана задача
може бути зведена до задачi скалярної оптимiзацiї.

maxR (x) = β̄11 (γ111F11C + γ112 (−F11W )) + . . .+ β̄pqp
(
γpqp1Fpqp C + γpqp2

(
−FpqpW

))
,

(17)
з обмеженнями

gi (x) ≤ bi, i = 1, 2, . . . ,m, (18)

mikyik ≤ φik (x) , i ∈ {1, 2, . . . , p} , k ∈ {1, 2, . . . , qi} , (19)

β̄ik = βikyik, i = 1, 2, . . . , p, k = 1, 2, . . . , qi, (20)
p∑
i=1

qi∑
k=1

yik = 1, (21)

yik ∈ {0, 1} , i = 1, 2, . . . , p, k = 1, 2, . . . , qi. (22)

x ≥ 0, x ∈ Zn. (23)

Якщо у задачi лексикографiчної оптимiзацiї з iнтервальними оцiнками та
альтернативними складовими оптимальний розв’язок необхiдно знайти в зале-
жностi вiд вибору d, d ≥ 1 допустимих критерiїв, то обмеження (21) необхiдно
замiнити обмеженням

p∑
i=1

qi∑
k=1

yik = d.

5. Висновки. У роботi розглянуто задачу прийняття рiшень, у якiй крите-
рiї розбито на групи. В межах кожної iз груп критерiї проранжовано у суборди-
нацiї строгого ранжування, групи також проранжовано у субориднацiї строго-
го ранжування. Критерiї та обмеження можуть мiстити iнтервальнi оцiнки та
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на деякi iз критерiїв може бути накладено умови допустимостi. Для сформу-
льованої задачi лексикографiчно-лексикографiчної оптимiзацiї з iнтервальними
оцiнками та альтернативними складовими запропоновано пiдхiд, що дозволяє
звести дану задачу до задачi лексикографiчної оптимiзацiї без iнтервальних
оцiнок та альтернативних складових, яка у свою чергу може бути зведена до
скалярної задачi оптимiзацiї. Перевагою такого пiдходу є можливiсть застосу-
вання вiдомих методiв лексикографiчної оптимiзацiї [11-13].
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Bryla A. Y. On solving a Lexicographic-Lexicographical Optimization Problem
with interval coefficients and alternative criteria.

In this paper, a lexicographic-lexicographical multicriteria optimization problem with
interval coefficients is considered. Decisions are making based on scalar criteria which are
divided into groups. In each group, criteria are ranked in strictly ranked subordination
and may contain interval coefficients. Groups of criteria also are ranked in strictly ranked
subordination. Interval coefficients are defined so that the center of the interval represents
the expected value of the parameter, and the width of the interval reflects its uncertainty.
When comparing two alternatives, an advantage rule is used, according to which better is
an alternative for which either the center of the interval (the expected value) is greater, or
intervals centers are equal and interval width is smaller (is less uncertainty).

In the considered problem, for some of the criteria and groups of criteria may be set
admissibility limits. These restrictions represent the minimum threshold for which this
criterion is still valuable to the decision-maker. Violation of this limit means that the
decision on this criterion is unacceptable, and therefore this criterion should be excluded
from further consideration. The feasible set is defined by a system of linear constraints,
which may also contain interval coefficients.

To solve this problem an approach of reducing the problem to the scalar optimiza-
tion problem was proposed. In the first step, the lexicographic-lexicographical multicri-
teria optimization problem with interval coefficients can be reduced to a lexicographic-
lexicographical optimization problem with lexicographic constraints without interval coef-
ficients. In the second step, this problem can be reduced to a linear problem of lexico-
graphic optimization, which in turn can be reduced to the linear programming problem.
The reduction from the lexicographic-lexicographical optimization problem with interval
coefficients to the lexicographic-lexicographical optimization problem with lexicographic
constraints and in the future to the problem of scalar optimization is possible due to using
a weighted sum of criteria with the corresponding coefficients. Using the weighted sum and
corresponding coefficients it is possible to take into account the limitation of admissibility
of criteria.

Keywords: Lexicographic-Lexicographical Optimization Problem, interval coefficients,
alternative criteria.
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