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МОДИФIКОВАНИЙ ЧИСЕЛЬНИЙ МЕТОД МАЖОРАНТНОГО
ТИПУ ВIДШУКАННЯ ЕКСТРЕМУМУ ДОВIЛЬНИХ

ЛОГАРИФМIЧНО ВГНУТИХ ФУНКЦIЙ ДВОХ ДIЙСНИХ
ЗМIННИХ

При розв’язуваннi прикладних задач визначення оптимальних режимiв складних
систем необхiдно розв’язувати задачi на знаходження екстремумiв негладких i роз-
ривних функцiй. Такi ситуацiї зустрiчаються, наприклад, в теорiї апроксимацiї, при
розв’язуваннi окремих задач дослiдження операцiй, в застосуваннi теорiї керування
рухом динамiчних систем тощо. Тому великий iнтерес становить розробка чисель-
них методiв, за допомогою яких можна було б знаходити абсолютний екстремум як
неперервно-диференцiйовних, так i довiльних функцiй.

Нами ведеться робота над розробленням таких методiв. В їх основу покладено
використання апарату некласичних мажорант i дiаграм Ньютона функцiй, заданих
таблично. В [3] побудовано апарат некласичних мажорант i дiаграм Ньютона функцiй
двох дiйсних змiнних, заданих таблично, який використано для розробки чисельного
методу обчислення подвiйних iнтегралiв, точного на певному класi функцiй; деяких
чисельних методiв вiдшукання екстремуму негладких функцiй двох дiйсних змiнних.

Зокрема, цей апарат використано для побудови чисельного методу нульового по-
рядку вiдшукання екстремуму довiльних логарифмiчно вгнутих функцiй двох дiйсних
змiнних. Збiжнiсть чисельних методiв мажорантного типу вiдшукання абсолютного
екстремуму негладких логарифмiчно вгнутих функцiй однiєї та двох дiйсних змiн-
них не залежить вiд вибору початкового наближення, та випливає iз опуклостi вниз
дiаграми Ньютона.

В роботi пропонується модифiкацiя вищезазначеного методу, направлена на пiдви-
щення його ефективностi. У результатi застосування алгоритму одержимо розв’язок
з точнiстю до величини кроку. Зазначимо, що побудований у роботi чисельний метод
можна успiшно використовувати для вiдшукання локальних екстремумiв довiльних
негладких функцiй вiд двох дiйсних змiнних, а також для вiдшукання абсолютного
екстремуму довiльних функцiй двох дiйсних змiнних, якi в заданiй областi задоволь-
няють умову Лiпшиця з сталою L.

Ключовi слова: методи оптимiзацiї, чисельнi методи, екстремум, функцiя, негладка
функцiя, мажоранта та дiаграма Ньютона.

1. Вступ. В [1] розроблено апарат некласичних мажорант i дiаграм Ньютона
функцiй однiєї дiйсної змiнної, заданих таблично, який пiзнiше одержав широ-
ке застосування для побудови нових чисельних методiв розв’язування окремих
класiв задач алгебри, математичного аналiзу та диференцiальних рiвнянь [2].
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В [3] побудовано апарат некласичних мажорант i дiаграм Ньютона функцiй
двох дiйсних змiнних, заданих таблично, який використано для розробки чи-
сельного методу обчислення подвiйних iнтегралiв, точного на певному класi
функцiй; деяких чисельних методiв вiдшукання екстремуму негладких фун-
кцiй двох дiйсних змiнних [4]. Зауважимо, що у випадку негладких функцiй
задача їх оптимiзацiї в [5] розв’язується з використанням поняття субградiєнта.
Зокрема, цей апарат використано для побудови чисельного методу вiдшукання
екстремуму довiльних логарифмiчно вгнутих функцiй двох дiйсних змiнних [6].

В роботi пропонується модифiкацiя методу [6], направлена на пiдвищення
його ефективностi.

2. Апарат некласичних мажорант i дiаграм Ньютона функцiй двох
дiйсних змiнних, заданих таблично [3].

Нехай в областi D = { a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d } визначена логарифмiчно вгну-
та функцiя f (x, y), яка може бути як гладкою, так i негладкою. Побудуємо в
областi D сiтку:

xi = a+ ih, i = 0, 1, . . . , n, h = (b− a) /n,

yj = c+ js, j = 0, 1, . . . ,m, s = (d− c) /m.

Позначимо f (xi, yj) = aij (i = 0, 1, . . . , n; j = 0, 1, . . . ,m). У просторi xyz
побудуємо множину точок Pij (xi, yj,− ln aij) (точки зображень) з координатами
x = xi, y = yi, z = − ln aij (i = 0, 1, . . . , n; j = 0, 1, . . . ,m) . З кожної точки Pij
проведемо пiвпряму в додатному напрямi осi Oz, перпендикулярно до площини
xy. Множину точок цих пiвпрямих позначимо через S, а її опуклу оболонку –
через C (S) . Для кожної точки (x, y) ∈ D визначимо точку B (x, y, κ (x, y)) , де

κ (x, y) = inf z
(x,y,z)∈C(S)

.

Множина точок B (x, y, κ (x, y)) , (x, y) ∈ D, утворює багатогранну поверхню δf ,
яка обмежує C (S) знизу. Ця поверхня є неперервною, опуклою i її рiвняння
має вигляд

z = κ (x, y) , (x, y) ∈ D.

Позначимо Mf (x, y) = exp (−κ (x, y)) , (x, y) ∈ D.
Позаяк функцiя f (x, y) є логарифмiчно вгнутою, тодi всi точки зображен-

ня Pij знаходяться у вершинах дiаграми Ньютона δf , а всi пари iндексiв (i, j)
будуть вершинними i для кожної точки (xi, yj) (i = 0, 1, . . . , n; j = 0, 1, . . . ,m)
виконується рiвнiсть Mf (xi, yj) = aij. Отже, апроксимуюча функцiя Mf (x, y),
(x, y) ∈ D, є некласичною мажорантою Ньютона для значень aij (i = 0, 1, . . . , n;
j = 0, 1, . . . ,m), а δf – некласичною дiаграмою Ньютона.
Величини

Rij (x) =

(
ai−1,j

aij

) 1
h

(i = 1, 2, . . . , n; j = 0, 1, . . . ,m; R0j = 0)

i

Rij (y) =

(
ai,j−1

aij

) 1
s

(j = 1, 2, . . . ,m; i = 0, 1, . . . , n; Ri0 = 0)

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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називатимемо (i, j)−ми числовими нахилами мажоранти НьютонаMf (x, y) вiд-
повiдно в напрямку осей абсцис i ординат, а величини

Dij (x) =
Ri+1,j (x)

Rij (x)
(i = 1, 2, . . . , n− 1; j = 0, 1, . . . ,m; D0j = Dnj =∞)

i

Dij (y) =
Ri,j+1 (y)

Rij (y)
(j = 1, 2, . . . ,m− 1; i = 0, 1, . . . , n; Di0 = Dim =∞)

називатимемо (i, j)−ми вiдхиленнями мажоранти НьютонаMf (x, y) вiдповiдно
в напрямку осей Ox i Oy.

Iз опуклостi вниз поверхнi δf випливають такi нерiвностi

Rij (x) ≤ Ri+1,j (x) (i = 0, 1, . . . , n− 1; j = 0, 1, . . . ,m) ,

Rij (y) ≤ Ri,j+1 (y) (j = 0, 1, . . . ,m− 1; i = 0, 1, . . . , n) ,

Dij (x) ≥ 1 (i = 1, 2, . . . , n− 1; j = 0, 1, . . . ,m) ,

Dij (y) ≥ 1 (j = 1, 2, . . . ,m− 1; i = 0, 1, . . . , n) .

3. Постановка задачi. Нехай в областi D = { a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d } ви-
значена логарифмiчно вгнута функцiя f (x, y), яка може бути як гладкою, так
i негладкою. Потрiбно знайти максимальне значення вищеназваної функцiї.

Побудуємо в областi D сiтку:

x = xi = a+ ih, i = 0, 1, . . . , n, h = (b− a) /n;

y = yj = c+ js, j = 0, 1, . . . ,m, s = (d− c) /m.
Позначимо f (xi, yj) = aij (i = 0, 1, . . . , n; j = 0, 1, . . . ,m). Побудуємо для зна-
чень f (xi, yj) = aij некласичну мажоранту НьютонаMf (x, y) [1]. Оскiльки фун-
кцiя f (x, y) є логарифмiчно вгнутою в областi D, то

Rij (x) =

(
ai−1,j

aij

) 1
h

(i = 1, 2, . . . , n; j = 0, 1, . . . ,m) ,

Rij (y) =

(
ai,j−1

aij

) 1
s

(i = 0, 1, . . . , n; j = 1, 2, . . . ,m) ,

Rij (x, y) =

(
ai−1,j−1

aij

) 1√
h2+s2

(i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . ,m) .

Легко бачити, що якщо для деякої точки (xk, yl) ∈ D виконуються умови

Rkl (x) ≤ 1, Rk+1,l (x) > 1, (1)

Rkl (y) ≤ 1, Rk,l+1 (y) > 1, (2)

то точка (xk, yl) з точнiстю ε = max (s, h) є точкою екстремуму функцiї f (x, y).
Вибравши за початкове наближення екстремальної точки будь-яку точку
(xk, yl) ∈ D, алгоритм методу є таким.
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1. Обчислюємо Rkl (x), Rkl (y), Rk+1,l (x), Rk,l+1 (y). Якщо умови (1), (2) ви-
конуються, то точку (xk, yl) з точнiстю ε ≤ max (s, h) приймаємо за опти-
мальну i на цьому робота алгоритму завершується. Якщо обидвi умови
не виконуються, то визначаємо R̃kl = max {Rkl (x) , Rkl (y) , Rkl (x, y)} i
переходимо до пункту 2. Якщо умова (1) виконується, а умова (2) не ви-
конується, то визначаємо R̃kl = max {Rkl (y) , Rkl (x, y)} i переходимо до
пункту 3. Якщо умова (2) виконується, а умова (1) не виконується, то
визначаємо R̃kl = max {Rkl (x) , Rkl (x, y)} i переходимо до пункту 4.

2. Якщо Rkl (x) ≤ 1 i Rkl (y) ≤ 1, то при R̃kl = Rkl (x) за точку (xk, yl)
приймаємо точку (xk+1, yl) i переходимо до пункту 1; при R̃kl = Rkl (y) за
точку (xk, yl) приймаємо точку (xk, yl+1) i переходимо до пункту 1; при
R̃kl = Rkl (x, y) за точку (xk, yl) приймаємо точку (xk+1, yl+1) i переходимо
до пункту 1. Якщо Rkl (x) ≥ 1, Rkl (y) ≥ 1, то при R̃kl = Rkl (x) за точку
(xk, yl) приймаємо точку (xk−1, yl) i переходимо до пункту 1; при R̃kl =
Rkl (y), то за точку (xk, yl) приймаємо точку (xk, yl−1) i переходимо до
пункту 1; при R̃kl = Rkl (x, y) за точку (xk, yl) приймаємо точку (xk−1, yl−1)
i переходимо до пункту 1. У випадку якщо Rkl (x) ≤ 1 i Rkl (y) ≥ 1, то при
R̃kl = Rkl (x) за точку (xk, yl) приймаємо точку (xk+1, yl) i переходимо до
пункту 1; при R̃kl = Rkl (y) за точку (xk, yl) приймаємо точку (xk, yl−1) i
переходимо до пункту 1; при R̃kl = Rkl (x, y) за точку (xk, yl) приймаємо
точку (xk+1, yl−1) i переходимо до пункту 1.
У випадку якщо Rkl (x) ≥ 1 i Rkl (y) ≤ 1, то при R̃kl = Rkl (x) за то-
чку (xk, yl) приймаємо точку (xk−1, yl) i переходимо до пункту 1; при
R̃kl = Rkl (y) за точку (xk, yl) приймаємо точку (xk, yl+1) i переходимо до
пункту 1; при R̃kl = Rkl (x, y) за точку (xk, yl) приймаємо точку (xk−1, yl+1)
i переходимо до пункту 1.

3. Якщо Rkl (y) ≤ 1, то при R̃kl = Rkl (y) за точку (xk, yl) приймаємо точку
(xk, yl+1) i переходимо до пункту 1; при R̃kl = Rkl (x, y) за точку (xk, yl)
приймаємо точку (xk+1, yl+1) i переходимо до пункту 1. Якщо Rkl (y) ≥ 1,
то при R̃kl = Rkl (y) за точку (xk, yl) приймаємо точку (xk, yl−1) i перехо-
димо до пункту 1; при R̃kl = Rkl (x, y) за точку (xk, yl) приймаємо точку
(xk−1, yl−1) i переходимо до пункту 1.

4. Якщо Rkl (x) ≤ 1, то при R̃kl = Rkl (x) за точку (xk, yl) приймаємо точку
(xk+1, yl) i переходимо до пункту 1; при R̃kl = Rkl (x, y) за точку (xk, yl)
приймаємо точку (xk+1, yl+1) i переходимо до пункту 1. Якщо Rkl (x) ≥ 1,
то при R̃kl = Rkl (x) за точку (xk, yl) приймаємо точку (xk−1, yl) i перехо-
димо до пункту 1; при R̃kl = Rkl (x, y) за точку (xk, yl) приймаємо точку
(xk−1, yl−1) i переходимо до пункту 1.

4. Приклад. Розглянемо задачу мiнiмiзацiї штрафної функцiї №2 .

f(x, y) = (x− 1)2 + (y − 1)2 + 10−3(x2 + y2 − 0.25)2.

Графiк даної функцiї зображений на рис.1
Дана функцiя є строго опуклою, тодi вищенаведений алгоритм будемо за-

стосовувати до задачi максимiзацiї функцiї

−f(x, y) = −(x− 1)2 − (y − 1)2 − 10−3(x2 + y2 − 0.25)2 → max

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Рис. 1. Графiк штрафної функцiї №2

Будемо розглядати функцiю −f(x1, x2) + 10, оскiльки для неї виконується
умова −f(x1, x2) + 10 > 0 в областi D = {−1 ≤ x ≤ 5, −1 ≤ y ≤ 5}.

Виберемо точку (-0,9;0,1) за початкову i перевiримо виконання умов (1) та
(2). Обидвi умови не виконуються, тож перейдемо до п.2.

Таблиця 1. Значення параметрiв на початковому кроцi

(xk, yl) h = s Rkl(x) Rk+1,l(x) Rkl(y) Rk+1,l(y)
(-0,9;0,1) 0,1 0,4843 0,5261 0,7072 0,7407

У результатi застосування послiдовностi крокiв описаного алгоритму отри-
маємо послiдовнiсть точок: (−0, 9; 0, 2), (−0, 9; 0, 3), (−0, 9; 0, 4), (−0, 9; 0, 5),
(−0, 9; 0, 6), (−0, 9; 0, 7), (−0, 9; 0, 8), (−0, 9; 0, 9), (−0, 9; 1), (−0, 8; 1, 1), (−0, 7; 1),
(−0, 6; 1, 1), (−0, 5; 1), (−0, 4; 1, 1), (−0, 3; 1), (−0, 2; 1, 1), (−0, 1; 1),
(0; 1, 1), (0, 1; 1), (0, 2; 1, 1), (0, 3; 1), (0, 4; 1, 1), (0, 5; 1), (0, 6; 1, 1), (0, 7; 1),
(0, 8; 1, 1), (0, 9; 1), (1; 1, 1), (1; 1).

Отже, з точнiстю 0,1 точку (1;1) приймаємо за точку, в якiй функцiя досягає
максимуму. Уточнимо дану точку в областiD = { 0, 9 ≤ x ≤ 1, 1, 0, 9 ≤ y ≤ 1, 1},
зменшивши крок. За початкову точку виберемо (0, 99; 0, 99) i покладемо
h = s = 0, 002. Виконавши послiдовнiсть крокiв алгоритму, одержимо точку
(0,996;0,996), в якiй функцiя досягає найбiльшого значення. Значення функцiї
в цiй точцi дорiвнює f(x, y) = 0, 003038866977024.

5. Висновки. Запропоновано новий чисельний метод вiдшукання екстрему-
му як гладких, так i негладких логарифмiчно увiгнутих функцiй двох дiйсних
змiнних, в основi якого лежить використання апарату некласичних мажорант
i дiаграм Ньютона функцiй двох дiйсних змiнних, заданих таблично. Перева-
гами методу є збiжнiсть, яка не залежить вiд вибору початкового наближення.
Збiжнiсь методу випливає iз опуклостi вниз дiаграми Ньютона. Згiдно алго-
ритму початкове наближення вибираємо довiльним чином, а напрям руху вiд
точки до точки вибираємо в залежностi вiд виконання нерiвностей для число-
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вих нахилiв. Тобто, з будь-якої точки областi, в якiй шукаємо екстремум, будемо
рухатись до точки екстремуму. В результатi застосування алгоритму одержимо
розв’язок з точнiстю до величини кроку.
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Hlebena M. I., Hlebena V. F. Modified numerical method of majorant type
search of extreme of extraordinary logarifmically concentrated functions of two ac-
tual variables.

When solving application problems for determining the optimal modes of complex sys-
tems, it is necessary to solve problems for finding extremes of nonsmooth and discontinuous
functions. Such situations occur, for example, in the theory of approximation, in solving
particular problems of operations research, in the application of the theory of motion control
of dynamical systems, etc. Therefore, it is of great interest to develop numerical methods
by which absolute extremum of both continuous-differential and arbitrary functions could
be found.

We are working on developing such methods. They are based on the use of the apparatus
of non-classical majorities and Newton diagrams of the functions given in the table. In
[3], the apparatus of nonclassical majorants and Newton diagrams of functions of two real
variables, given in tabular form, was constructed, which was used to develop a numerical
method for calculating double integrals accurate on a certain class of functions; some
numerical methods for finding the extremum of nonsmooth functions of two real variables.
In particular, this apparatus was used to construct a numerical zero-order method for
finding the extremum of arbitrary logarithmically curved functions of two real variables.
The convergence of the numerical methods for finding the absolute extremum of the non-
smooth log-curved functions of one and two real variables does not depend on the choice
of the initial approximation. The convergence of the method follows from the convexity of
the Newton diagram.

The paper proposes modification of the above method, aimed at improving its efficiency.
As a result of applying the algorithm, we obtain a solution up to the magnitude of the
step. Note that the numerical method constructed in this paper can be successfully used
to find local extremum of arbitrary nonsmooth functions from two real variables, as well
as to find the absolute extremum of arbitrary functions of two real variables that satisfy a
Lipschitz condition with a constant L.

Keywords: optimization methods, numerical methods, extremum, function, non-smooth
function, majorant and Newton diagram.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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