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КВАДРАТИЧНI ЛЕКСИКОГРАФIЧНI ЗАДАЧI ОПТИМIЗАЦIЇ I
ВIДОБРАЖЕННЯ ЛАГРАНЖА

В рiзних сферах науки i технiки майже будь-яка складна задача оптимального
вибору, що виникає, є багатокритерiальною, оскiльки для пошуку найкращої аль-
тернативи доводиться враховувати багато рiзних вимог, можливо навiть таких, що
суперечать одна однiй. При цьому на практицi найбiльш часто використовуваними
як критерiальнi є лiнiйнi та квадратичнi функцiї. Вони дозволяють досить адекватно
описати дослiджуванi процеси i застосовувати для розв’язання таких задач вiдомi i
вивченi алгоритми. Одними iз перших методiв, що використовувались для розв’язан-
ня багатокритерiальних задач оптимiзацiї були методи, в основi яких лежить пiдхiд
зведення вхiдної задачi до однокритерiальної. Однак дана процедура в бiльшостi ви-
падкiв призводить до серйозних змiн властивостей, якi має вхiдна задача, а отже,
до невиправданої замiни багатокритерiальної моделi задачi однокритерiальною моде-
ллю. Також не слiд забувати про обчислювальнi труднощi, що виникають при втратi
основних властивостей вхiдної задачi, та про неможливiсть застосувати вiдомi алгори-
тми розв’язання вiдповiдних однокритерiальних задач. Тому актуальною залишається
розробка методiв розв’язання векторних задач оптимiзацiї, в яких не втрачаються по-
чатковi властивостi критерiальних функцiй та функцiй обмежень. В однокритерiаль-
нiй оптимiзацiї ряд алгоритмiв для пошуку екстремуму побудовано на використаннi
апарату двоїстостi. Це питання представляє теоретичний та практичний iнтерес i для
задач багатокритерiальної оптимiзацiї. В статтi дослiджуються опуклi квадратичнi за-
дачi лексикографiчної оптимiзацiї на множинi, заданiй системою лiнiйних нерiвностей,
та питання побудови двоїстих до них задач. Двоїстi задачi до початкової будуються за
допомогою вiдображенням Лагранжа, де множники Лагранжа – це векторнi змiннi,
множиною значень кожної з яких є множина векторiв простору, розмiрнiсть якого рiв-
на кiлькостi часткових критерiїв, iз введеним на ньому лексикографiчним порядком.
Встановленi необхiднi та достатнi умови iснування й оптимальностi лексикографiчних
розв’язкiв вхiдної задачi. Пропонується пiдхiд, що дозволяє звести розв’язання задачi
лексикографiчної оптимiзацiї до послiдовностi систем нерiвностей i рiвнянь в лекси-
кографiчному порядку. В основi лежить аналог схеми скаляризацiї та використання
властивостей побудованого для векторної функцiї i обмежень вiдображення Лагран-
жа. Перспективною також є можливiсть побудови обчислювальних алгоритмiв для
розв’язання лексикографiчної задачi квадратичної оптимiзацiї, в основi яких лежить
двоїстий пiдхiд.

Ключовi слова: лексикографiчнi квадратичнi задачi оптимiзацiї, вiдображення Ла-
гранжа, виконання систем нерiвностей в лексикографiчному порядку.

1. Вступ. Пiд квадратичною екстремальною задачею як в однокритерiальнiй,
так i в багатокритерiальнiй оптимiзацiї розумiємо задачу, цiльова функцiя i
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обмеження якої виражаються за допомогою полiномiальних функцiй не вище
другого степеня.

Цi задачi мають широку область застосувань. Питання їх розв’язування за-
ймають важливе мiсце при вирiшеннi проблем математичної економiки, теорiї
iгор, оптимального керування, статистичних рiшень та iнших наукових дисци-
плiн. Особливiстю квадратичних задач є те, що їх функцiя Лагранжа при до-
вiльних значеннях множникiв Лагранжа є квадратичною функцiєю вiд змiнних
задачi. Тому визначення стацiонарної точки функцiї Лагранжа, якщо вiдомi
множники, зводиться до розв’язання системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь
або нерiвностей.

Таким чином, для квадратичних екстремальних задач як i для задач лiнiй-
ного та опуклого квадратичного програмування є можливiсть побудови обчи-
слювальних алгоритмiв, в основi яких лежить двоїстий пiдхiд.

Питання двоїстостi для векторних задач значно складнiше, нiж для задач з
одним критерiєм. Справа в тому, що поняття двоїстостi в багатокритерiальнiй
оптимiзацiї базується на спiввiдношеннi максимальних i мiнiмальних елементiв
в частково впорядкованих множинах, на вiдмiну вiд поняття двоїстостi у зви-
чайнiй теорiї оптимiзацiї [1], де двоїстiсть пов’язана зi збiгом максимальних i
мiнiмальних елементiв лiнiйно впорядкованих множин на числовiй прямiй. Цей
перехiд вiд лiнiйно впорядкованих множин на прямiй до множин в евклiдовому
просторi при вивченнi двоїстостi є нетривiальним. Тобто, в скалярному випадку
для отримання збiгу розв’язкiв прямої i двоїстої задач достатньо переконатися
у вiдсутностi „розриву” мiж множинами образiв розв’язкiв прямої i двоїстої за-
дач. Якщо такого „розриву” немає, то зазначенi множини образiв „склеюються”
в точцi, яка дає одночасно розв’язок прямої i двоїстої задач. У багатокритерi-
альному випадку „склеювання” прямої i двоїстої множини недостатньо; двоїста
конструкцiя повинна бути такою, щоб пряма i двоїста множини „склеювалися”
в точностi своїми множинами максимальних i мiнiмальних елементiв. Наявнi
публiкацiї, присвяченi двоїстостi в багатокритерiальної оптимiзацiї, умовно мо-
жна розбити на двi групи, де в першiй групi робiт двоїстiсть пов’язана з певного
типу функцiями Лагранжа [1, 2], а у другiй групi двоїстiсть вивчається з вико-
ристанням апарату спряжених функцiй [3].

Дана робота присвячена дослiдженню властивостей двоїстих до квадрати-
чних лексикографiчних задач оптимiзацiї, встановленню необхiдних i достатнiх
умов iснування та оптимальностi лексикографiчних розв’язкiв цих задач, зве-
денню розв’язання початкової задачi до розв’язання лексикографiчно впоряд-
кованих систем нерiвностей i рiвнянь.

2. Багатокритерiальна модель квадратичної задачi лексикографi-
чної оптимiзацiї. Розглянемо квадратичну задачу лексикографiчної оптимi-
зацiї у такiй постановцi:
знайти лексикографiчний максимум вектор-функцiї

F (x) = (f1 (x) , . . . , fl (x)) (1)

з впорядкованими за спаданням важливостi частковими критерiями

fi (x) = xTCix+ di
Tx, i = 1, 2, . . . , l (2)

на множинi X = {x ∈ Rn| Ax ≤ b, x ≥ 0} , де Ck =
∥∥ckij∥∥, i = 1, 2, . . . , n,

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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j = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, . . . , `− симетричнi не додатно визначенi матрицi, d ∈ Rn,
A = ‖aij‖, i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n, b ∈ Rm.

Задачу коротко позначатимемо так:

max LF (x) , x ∈ X (3)

Задача (3) еквiвалентна послiдовностi задач

P1 : max f1 (x) , x ∈ X,

P2 : max f2 (x) , x ∈ Arg(P1),

. . .

P` : max f` (x) , x ∈ Arg(P`−1),

де Arg(Pi) − множина оптимальних розв’язкiв задачi (Pi), i ∈ {1, 2, . . . , `− 1}.
Вiдображення Лагранжа в квадратичному лексикографiчному про-

грамуваннi. Позначимо U − простiр R`, в якому задано лексикографiчний
порядок. Нехай ui ∈ U , i = 1, 2, . . . ,m, − векторнi змiннi, множиною значень
кожної з яких є множина векторiв U . Вiдображення ϕ : Rn × Um → U , яке

будуємо за правилом ϕ (x, u1, . . . , um) = F (x) +
m∑
i=1

(
bi −

n∑
j=1

aijxj

)
ui, де Um =

U × U × . . .× U︸ ︷︷ ︸
m

, називають вiдображенням Лагранжа [4], а ui, i = 1, 2, . . . ,m,

− множниками Лагранжа.
Теорема 1 [4]. Нехай x∗ ∈ Rn i u∗i ∈ U(u∗i ≥L 0), i = 1, 2, . . . ,m − фiксо-

ванi вектори. Якщо для всiх x ∈ Rn i ui ≥L 0, i = 1, 2, . . . ,m, виконуються
лексикографiчнi нерiвностi

ϕ (x, u∗1, . . . , u
∗
m) ≤L ϕ (x∗, u∗1, . . . , u

∗
m) ≤L ϕ (x∗, u1, . . . , um) (4)

то x∗ − оптимальний розв’язок задачi (1).
Означення 1.Двоїстою до задачi (3) називатимемо задачу

min
u∈Um

Lmax L

x∈Rn
ϕ (x, u1, . . . , um) , (5)

де x ∈ Rn, u = (u1, . . . , um), ui ∈ U, i = 1, 2, . . . ,m.
Функцiя ϕ (x, u1, . . . , um) для задачi (3) матиме вигляд

ϕ (x, u1, . . . , um) =


ϕ1 (x, u1, . . . , um)
ϕ2 (x, u1, . . . , um)
. . .

ϕl (x, u1, . . . , um)

 =

=



xTC1x+ d1
Tx+

m∑
i=1

(
bi −

n∑
j=1

aijxj

)
ui1

xTC2x+ d2
Tx+

m∑
i=1

(
bi −

n∑
j=1

aijxj

)
ui2

. . .

xTC`x+ d`
Tx+

m∑
i=1

(
bi −

n∑
j=1

aijxj

)
ui`


.
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Вважатимемо, що послiдовнiсть систем нерiвностей виконується в лексико-
графiчному порядку, якщо розв’язки наступної шукатимемо на множинi

⋂
i

Yi,

де Yi – множина розв’язкiв i-ої системи. Позначимо через Arg(X) – множину
оптимальних розв’язкiв задачi (3).

Теорема 2. Якщо Arg(X) ⊂ intX i x∗ ∈ Arg (X), то ∃U (x∗, ε) =
= {x ∈ Rn |‖x− x∗‖ ≤ ε}, що для всiх x ∈ X

⋂
U (x∗, ε) має мiсце виконання

однiєї з умов

T1 :
∂f1 (x∗)

∂xj
≤ 0, xj

∗∂f1 (x∗)

∂xj
= 0, j = 1, 2, . . . , n;

T2 :
∂f1 (x∗)

∂xj
≤ 0, xj

∗∂f1 (x∗)

∂xj
= 0,

∂f2 (x∗)

∂xj
≤ 0, xj

∗∂f2 (x∗)

∂xj
= 0, j = 1, 2, . . . , n;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
T` : ∂f1(x∗)

∂xj
≤ 0, xj∗ ∂f1(x∗)

∂xj
= 0, ∂f2(x∗)

∂xj
≤ 0, xj∗ ∂f2(x∗)

∂xj
= 0, . . . , ∂fl(x

∗)
∂xj

≤ 0,

xj
∗ ∂f`(x∗)

∂xj
= 0, j = 1, 2, . . . , n,

в лексикографiчному порядку.
Доведення . Задача (3) еквiвалентна послiдовностi задач (Pi),

i ∈ {1, 2, . . . , `− 1}. Якщо x∗ є розв’язком задачi Pi, i ∈ {1, 2, . . . , `− 1}, то
умова Ti є необхiдною умовою оптимальностi для задачi Pi. За визначенням це
є виконання умов Ti, i = 1, 2, . . . , `, в лексикографiчному порядку.

Теорема доведена.
Теорема 3. Для того, щоб в задачi (3) для точки (x∗, u∗) виконувались

умови (4)∀ x ∈ X, ui ≥L 0, i = 1, 2, . . . ,m, необхiдно i достатньо виконання
однiєї iз умов

T1 :


∂ϕ1(x∗,u∗)

∂x
= d1 + 2C1x

∗ + ATu∗1 ≤ 0,

x∗ ∂ϕ1(x∗,u∗)
∂x

= 0,
∂ϕ1(x∗,u∗)

∂u1
= b− Ax∗ ≥ 0,

u∗1
∂ϕ1(x∗,u∗)

∂u1
= 0.

T2 :



∂ϕ1(x∗,u∗)
∂x

= d1 + 2C1x
∗ + ATu∗1 ≤ 0,

x∗ ∂ϕ1(x∗,u∗)
∂x

= 0,
b− Ax∗ ≥ 0,

u∗1
∂ϕ1(x∗,u∗)

∂u1
= 0,

∂ϕ2(x∗,u∗)
∂x

= d2 + 2C2x
∗ + ATu∗2 ≤ 0,

x∗ ∂ϕ2(x∗,u∗)
∂x

= 0,

u∗2
∂ϕ2(x∗,u∗)

∂u2
= 0.

. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .

T` :



∂ϕ1(x∗,u∗)
∂x

= d1 + 2C1x
∗ + ATu∗1 ≤ 0,

x∗ ∂ϕ1(x∗,u∗)
∂x

= 0,
b− Ax∗ ≥ 0,

u∗1
∂ϕ1(x∗,u∗)

∂u1
= 0,

. . .
∂ϕ`(x

∗,u∗)
∂x

= d` + 2C`x
∗ + ATu∗` ≤ 0,

x∗ ∂ϕ`(x
∗,u∗)

∂x
= 0,

u∗`
∂ϕ`(x

∗,u∗)
∂u`

= 0.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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в лексикографiчному порядку.
Доведення.Необхiднiсть. Нехай виконуються умови (4). Тодi згiдно теоре-

ми 1 x∗ є допустимим оптимальним розв’язком задачi (3).
Розглянемо лiву частину ϕ (x, u∗1, . . . , u

∗
m) ≤L ϕ (x∗, u∗1, . . . , u

∗
m) подвiйної ле-

ксикографiчної нерiвностi i зафiксуємо xk = x∗k, k 6= j, k = 1, 2, . . . , n. Отримає-
мо лексикографiчну нерiвнiсть

ϕ
(
x∗1, . . . , x

∗
j−1, xj, x

∗
j+1, . . . , x

∗
n, u

∗
1, . . . , u

∗
m

)
≤L

≤L ϕ
(
x∗1, . . . , x

∗
j−1, x

∗
j , x
∗
j+1, . . . , x

∗
n, u

∗
1, . . . , u

∗
m

)
.

Вектор-функцiя ϕ
(
x∗1, . . . , x

∗
j−1, xj, x

∗
j+1, . . . , x

∗
n, u

∗
1, . . . , u

∗
m

)
є вектор-функцi-

єю, частковi критерiї якої залежать вiд однiєї змiнної, i яка в точцi (x∗, u∗) до-
сягає лексикографiчного максимуму. За теоремою 2 має мiсце сукупнiсть умов
Ti, i = 1, 2, . . . , `, записаними в координатнiй формi умовами (6), (7).

Розглянемо праву частину ϕ (x, u∗1, . . . , u
∗
m) ≤L ϕ (x∗, u1, . . . , um) подвiйної ле-

ксикографiчної нерiвностi i зафiксуємо uk = u∗k, k 6= i, k = 1, 2, . . . ,m.
ϕ (x∗1, . . . , x

∗
n, u

∗
1, . . . , u

∗
m) ≤L ϕ

(
x∗1, . . . , x

∗
n, u

∗
1, . . . , u

∗
i−1, ui, x

∗
i+1, . . . , u

∗
m

)
. Звiдси оде-

ржуємо, що вектор функцiя є лiнiйною вiдносно u i досягає лексикографiчно-
го мiнiмуму в (x∗, u∗). Необхiднi умови оптимальностi: ∂ϕi(x

∗,u∗)
∂ui

= 0,u∗i > 0,
u∗i

∂ϕi(x
∗,u∗)

∂ui
≥ 0,u∗i = 0. А цi умови еквiвалентнi умовам (8), (9).

Достатнiсть. Нехай для точки (x∗, u∗) виконуються умови (6)−(9). Пока-
жемо, що має мiсце (4). Кожен iз часткових критерiїв вектор-функцiї F (x) i
gi (x), i = 1, 2, . . . ,m, задачi (3) є угнутою i диференцiйовною функцiєю, от-
же частковi критерiї ϕ (x, u) також є угнутими i диференцiйовними функцiями.
За критерiєм угнутостi диференцiйованої функцiї для кожної лексикографiчно
впорядкованої ϕi (x, u), i = 1, 2, . . . , `, для будь яких точок, а отже i для точок
(x, u∗) i (x∗, u∗) виконуватиметься нерiвнiсть:

ϕ (x, u∗1, . . . , u
∗
m) ≤L ϕ (x∗, u∗1, . . . , u

∗
m) +

〈
∂ϕ (x∗, u∗)

∂x
, x− x∗

〉
.

Врахувавши, що
〈
∂ϕ(x∗,u∗)

∂x
, x− x∗

〉
≤L 0, отримаємо лiву частину подвiйної

лексикографiчної нерiвностi. Вiдносно u вектор-функцiя ϕ (x, u1, . . . , um) є лi-
нiйною, отже має мiсце ϕ (x, u∗1, . . . , u

∗
m)− ϕ (x∗, u∗1, . . . , u

∗
m) =

〈
∂ϕ(x∗,u∗)

∂u
, u− u∗

〉
.〈

∂ϕ(x∗,u∗)
∂u

, u− u∗
〉
≥L 0⇒ϕ (x, u∗1, . . . , u

∗
m)−ϕ (x∗, u∗1, . . . , u

∗
m) ≥L 0, тобто викону-

ється права частина лексикографiчної подвiйної нерiвностi. Теорема доведена.
Для задачi лексикографiчної максимiзацiї вектор-функцiї

F (x) = {f1 (x) , . . . , f` (x)} з впорядкованими за спаданням важливостi частко-
вими критерiями fi (x) = xTCix + di

Tx, i = 1, 2, . . . , ` на множинi
X = {x ∈ Rn| Ax = b, x ≥ 0}, де Ci ∈ Rn×n, i = 1, 2, . . . , ` − симетричнi вiд’ємно
визначенi матрицi, d ∈ Rn, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm має мiсце наступна теорема.

Теорема 4. Для того, щоб в задачi (3) для точки (x∗, u∗) виконувались
умови (4) для будь-яких x ∈ X, ui ∈ R`, i = 1, 2, . . . ,m, необхiдно i достатньо
виконання однiєї iз умов

T1 :


∂ϕ1(x∗,u∗)

∂x
= d1 + 2C1x

∗ + ATu∗1 ≤ 0,

x∗ ∂ϕ1(x∗,u∗)
∂x

= 0,
∂ϕ1(x∗,u∗)

∂u1
= b− Ax∗ = 0,

u∗1
∂ϕ1(x∗,u∗)

∂u1
= 0.
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T2 :



∂ϕ1(x∗,u∗)
∂x

= d1 + 2C1x
∗ + ATu∗1 ≤ 0,

x∗ ∂ϕ1(x∗,u∗)
∂x

= 0,
∂ϕ1(x∗,u∗)

∂u1
= b− Ax∗ = 0,

u∗1
∂ϕ1(x∗,u∗)

∂u1
= 0,

∂ϕ2(x∗,u∗)
∂x

= d2 + 2C2x
∗ + ATu∗2 ≤ 0,

x∗ ∂ϕ2(x∗,u∗)
∂x

= 0,
∂ϕ2(x∗,u∗)

∂u2
= b− Ax∗ = 0,

u∗2
∂ϕ2(x∗,u∗)

∂u2
= 0.

(10− 13)

. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .

T` :



∂ϕ1(x∗,u∗)
∂x

= d1 + 2C1x
∗ + ATu∗1 ≤ 0,

x∗ ∂ϕ1(x∗,u∗)
∂x

= 0,
∂φ1(x∗,u∗)

∂u1
= b− Ax∗ = 0,

u∗1
∂ϕ1(x∗,u∗)

∂u1
= 0,

. . .
∂ϕ`(x

∗,u∗)
∂x

= d` + 2C`x
∗ + ATu∗` ≤ 0,

x∗ ∂ϕ`(x
∗,u∗)

∂x
= 0,

∂ϕ`(x
∗,u∗)

∂u`
= b− Ax∗ = 0,

u∗`
∂ϕ`(x

∗,u∗)
∂u`

= 0.

в лексикографiчному порядку.
Доведення аналогiчне доведенню теореми 3.
Отже, лексикографiчна задача опуклої квадратичної оптимiзацiї зводиться

до розв’язання лексикографiчно впорядкованих систем нерiвностей i рiвнянь.
3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Встановленi не-

обхiднi та достатнi умови iснування й оптимальностi лексикографiчних розв’яз-
кiв опуклої задачi квадратичної оптимiзацiї. Обґрунтовано зведення розв’язан-
ня початкової задачi до розв’язання послiдовностi лексикографiчно впорядко-
ваних систем нерiвностей та рiвнянь. Для розв’язання лексикографiчної задачi
квадратичної оптимiзацiї iснує можливiсть побудови обчислювальних алгори-
тмiв, в основi яких лежить двоїстий пiдхiд.
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Lomaha M. M., Semenova N. V. Quadratic lexicographic problems of optimiza-
tion and Lagrange’s reflection.

In different spheres of science and technology almost any appearing complicated problem
of the optimal selection is multicriterion, since in course of searching for the best alternative

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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we have to take into consideration a number of different requirements and some of them
may even contradict each other. Meanwhile in practice linear and quadratic functions are
the most frequently applied as criterion ones. They enable us to describe processes under
investigation rather adequately and to apply known and studied algorithms for solving the
problems. The first methods used for solving multicriterion problems of optimization were
the methods based on the approach of reducing an input problem to a one-criterion one.
However, the given procedure in most cases leads to dramatic changes of properties of an
input problem and thus to unjustified replacing of a multicriterion model of the problem
by a one-criterion model. We also should remember about calculation difficulties caused by
the loss of properties of an input problem and about the impossibility of applying known
algorithms in order to solve corresponding one-criterion problems. So developing methods
for solving vector problems of optimization, in which original properties of criterion and
limitation functions are not lost, remains relevant. In terms of one-criterion optimization
a number of algorithms for extremum searching are elaborated using the dual approach.
This issue is also of great importance to multicriterion optimization problems. The article
deals with convex quadratic problems of lexicographic optimization within the set pre-
scribed by a linear inequality system and with the issue of drawing up dual problems to
them. Dual problems to an original one are constructed by means of Lagrange’s reflection
where Lagrange multipliers are vector variables and the value set of each of them is a set
of vectors of the space, the dimensionality of which is equal to a quantity of partial criteria
and which is prescribed by some lexicographic order. Necessary and sufficient conditions
of the existence and optimality of lexicographic solutions of the derived problem are estab-
lished. We suggest an approach that enables the reducing of the solving of a lexicographic
optimization problem to the sequence of inequality and equation systems in lexicographic
order. The scalarization scheme analogue and applying of properties of Lagrange’s re-
flection constructed for a vector function and limitations underlie the approach. There is
also promising possibility of constructing calculation algorithms for solving a lexicographic
problem of quadratic optimization which are based on the dual approach.

Keywords: lexicographic quadratic problems of optimization, Lagrange’s reflection, in-
equality system solving in lexicographic order.
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