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1. Основні поняття та означення 

 Часто в процесі своєї діяльності людині доводиться вирішувати задачу 

вибору із множини можливих варіантів деякого одного варіанта поведінки. 

Якщо такий вибір передбачає проведення кількісного аналізу шляхом 

порівняння різних варіантів, то кажуть про необхідність розв’язання задачі 

оптимізації. Зрозуміло, що задача вибору має зміст лише тоді, коли є 

декілька можливих варіантів. Такі варіанти називають альтернативами а 

множину всіх альтернатив називають допустимою множиною. Позначимо її 

X . У скінченновимірних задачах оптимізації nRX ⊆ . 

Звичайно, людина прагне завжди вибрати найкращу або 

непокращувану альтернативу Xx ∈* , яку ще називають оптимальною. Часто 

вибір здійснюється шляхом попарного порівняння альтернатив за допомогою 

певним чином встановлених оцінок цих альтернатив. Позначимо множину 

оцінок C . Функція, яка кожній альтернативі ставить у відповідність її оцінку, 

називається цільовою функцією  

CXf →: . 

Задачу знаходження альтернативи Xx ∈*
max , такої, що ( ) ( ) Xxxfxf ∈∀≥ ,*

max  

називають задачею максимізації і записують так: 

( ) Xxxf ∈,max , 

або ж 

( ) Xxxf ∈→max, . 

Альтернативу *
maxx  називають оптимальним розв’язком, а допустиму 

альтернативу Xx∈  – допустимим розв’язком. Значення функції 

( )*
max

*
max xff =  називають максимумом функції f  на X , а *

maxx – точкою 

глобального максимуму. Іноді для точки глобального максимуму 

використовують позначення ( )xfx
Xx∈

= maxarg*
max .  
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Означення. Точка Xx ∈*
max  називається точкою глобального максимуму 

функції ( )xf  на множині X , якщо вона досягає в цій точці найбільшого 

значення, тобто 

( ) ( ) Xxxfxf ∈∀≥ ,*
max . 

Множину всіх точок глобального максимуму позначать ( )xfabs
Xx∈

max . 

Означення. Точка Xx ∈*
max  називається точкою локального максимуму 

функції ( )xf  на множині X , якщо існує такий ε -окіл  

( ) { }εε <−∈= *
max

*
max xxRxxU n , 

що  

( )*
maxxUXx ε∩∈∀ , ( ) ( )xfxf ≥*

max . 

Множину точок локального максимуму позначають ( )xfloc
Xx∈

max . 

Задачу знаходження альтернативи Xx ∈*
min , такої, що 

( ) ( ) Xxxfxf ∈∀≤ ,*
min  називають задачею мінімізації і записують так: 

( ) Xxxf ∈,min , 

або ж 

( ) Xxxf ∈→min, . 

( )*
min

*
min xff =  , відповідно, називають мінімальним значенням функції f  на 

множині X , а *
minx  – точкою глобального мінімуму. Для точки глобального 

мінімуму також використовують позначення ( )xfx
Xx∈

= minarg*
min .  

Означення. Точка Xx ∈*
min  називається точкою глобального мінімуму 

функції ( )xf  на множині X , якщо функція досягає в цій точці найменшого 

значення, тобто 

( ) ( ) Xxxfxf ∈∀≤ ,*
min . 

Множину точок глобального мінімуму позначають ( )xfabs
Xx∈

min . 
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Означення. Точка Xx ∈*
min  називається точкою локального мінімуму функції 

( )xf  на множині X , якщо існує такий ε -окіл 

( ) { }εε <−∈= *
min

*
min xxRxxU n , 

що  

( )*
minxUXx ε∩∈∀ , ( ) ( )xfxf ≤*

min . 

Множину точок локального мінімуму позначають ( )xfloc
Xx∈

min . 

Відмітимо, що будь-яку задачу мінімізації  

( ) Xxxf ∈,min , 

можна замінити еквівалентною їй задачею максимізації  

( )( ) Xxxf ∈− ,max , 

і навпаки.  

Якщо допустима множина X  співпадає з простором nR , то задачу  

( ) nRxextrxf ∈→ , , 

називають скінченновимірною задачею безумовної оптимізації. 

Якщо допустима множина X  є власною підмножиною простору nR , то 

задачу  

( ) nRXxextrxf ⊂∈→ , , 

називають скінченновимірною задачею умовної оптимізації. 

У роботі розглядаються скінченновимірні задачі безумовної оптимізації та 

загальні правила їх розв’язування. У своїй більшості такі правила дозволяють 

виділити деяку підмножину допустимих точок, серед яких містяться 

розв’язки задачі, якщо вони існують. Ці підозрілі на екстремум цільової 

функції точки називають критичними. Виділити такі точки дозволяють, 

зокрема, необхідні умови оптимальності – умови, яким повинна 

задовольняти допустима точка, яка є точкою локального екстремуму цільової 

функції, 
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Дослідження характеру критичних точок, тобто виділення серед них таких 

точок, в яких дійсно досягається глобальний або локальний, строгий або 

нестрогий мінімум чи максимум цільової функції, здійснюється або на основі 

означень, або на основі достатніх умов оптимальності. Достатні умови 

екстремуму – це умови, з яких випливає, що критична точка, яка їм 

задовольняє, дійсно є точкою локального мінімуму або локального 

максимуму цільової функції.  

Множина критичних точок може бути дещо ширшою за множину 

абсолютних і навіть локальних екстремумів. Однак, як правило, вона містить 

не дуже велику кількість точок. Тому, довівши, що розв’язки задачі існують, 

їх можна знайти тим чи іншим способом. Наприклад, їх можна знайти в 

результаті аналізу властивостей задачі або шляхом обчислення та порівняння 

значень цільової функції в усіх критичних точках і відбору з них точок з 

найменшим або з найбільшим значенням цільової функції, або на основі 

геометричного чи фізичного змісту задачі. 

Очевидно, якщо існування розв’язку екстремальної задачі зрозуміло з її 

геометричного або фізичного змісту, або випливає з властивостей задачі, і 

при цьому існує тільки одна допустима критична точка, то вона і буде  

оптимальним розв’язком. 

Широкий клас скінченновимірних екстремальних задач, для яких 

гарантується існування розв’язку, виділяє теорема Вейерштрасса про 

найбільше і найменше значення функції. 

Теорема (Вейерштрасса). Неперервна функція на непорожній обмеженій 

замкненій підмножині скінченновимірного простору nR   досягає своїх 

абсолютних мінімальних і максимальних значень . 

Часто при розв’зуванні задач використовується такий наслідок з теореми 

Вейерштрасса. 
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Наслідок. Якщо функція )(xf  неперервна на nR  і ∞+=
+∞→

)(lim xf
x

 

( ∞−=
+∞→

)(lim xf
x

), то вона досягає свого абсолютного мінімуму (максимуму) 

на довільній замкненій підмножині простору nR . 

Розглянуті теоретичні відомості дозволяють сформулювати таке правило 

дослідження та розв’язування скінченновимірних задач безумовної 

оптимізації: 

 1)  встановити тип задачі; 

 2)  знайти всі критичні точки; 

 3) провести дослідження критичних точок і відібрати серед них ті, які є 

точками локального екстремуму; 

 4)  знайти точки глобального екстремуму, або довести, що вони не 

існують. 

Зауважимо, що це правило також можна застосовувати при наявності деяких 

найпростіших обмежень, наприклад, коли на змінну Rx∈  ставиться 

обмеження [ ]bax ;∈ . 
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 2. Одновимірна задача безумовної оптимізації 

 

Одновимірною задачею оптимізації називається задача 

( ) RXxextrxf ⊆∈→ , ,      (2) 

де )(xf  – функція однієї дійсної змінної x , визначена на X . 

Одновимірною задачею безумовної оптимізації називається задача: 

( ) Rxextrxf ∈→ ,  ,       (3) 

Класичний метод розв’язування задачі (3) ґрунтується на 

диференціальному численні, зокрема на використанні необхідних і достатніх 

умов оптимальності. Ці умови формулюються для задачі, в якій функція )(xf   

є гладкою (неперервно диференційованою). Задачу (3), у якій цільова 

функція є гладкою, називають гладкою одновимірною задачею безумовної 

оптимізації. 

Необхідні і достатні умови локального екстремуму функції )(xf  у гладкій 

задачі (3) задають такі теореми. 

Теорема (Ферма. Необхідна умова локального екстремуму першого порядку). 

Якщо Rx ∈∗ –  точка локального екстремуму диференційованої в ∗x  функції 

)(xf , то 

0)( =′ ∗xf .         (4) 

Точки, які задовольняють умові (4),  називаються стаціонарними точками 

задачі (3). 

Теорема (необхідна умова локального екстремуму другого порядку). Якщо 

Rx ∈∗ – точка  локального мінімуму (максимуму) два рази диференційованої 

в  ∗x  функції )(xf , то 

0)( ≥′′ ∗xf    ( 0)( ≤′′ ∗xf ) . 

Теорема (достатні умови локального екстремуму другого порядку). Якщо 

функція )(xf  два рази диференційована в точці Rx ∈∗  і виконуються умови 

0)(,0)( >′′=′ ∗∗ xfxf    ( 0)( <′′ ∗xf  ) , 
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тоді  ∗x  – точка строгого локального мінімуму (максимуму) функції )(xf . 

Теорема  (достатні умови локального екстремуму вищого порядку). Нехай 

функція )(xf  має в точці Rx ∈∗  похідні до k -го порядку включно, причому, 

0)(,0)(...)()( )()1( ≠===′′=′ ∗∗−∗∗ xfxfxfxf kk  . 

 Тоді, якщо k  – парне число і 0)()( >∗xf k   ( 0)()( <∗xf k ), то ∗x  – точка 

строгого локального мінімуму (максимуму) функції )(xf . Якщо ж  k  – 

непарне число, то ∗x  не є ні точкою локального мінімуму, ні точкою 

локального максимуму функції )(xf .  

Очевидно, наведені для гладкої задачі (3) необхідні і достатні умови 

локальної оптимальності зберігають свою силу і для гладкої задачі (2), в якій 

допустима множина X  не співпадає з простором R , але екстремуми функції 

)(xf  досягаються у внутрішніх точках множини  RX ⊂ .  

Нехай у задачі (2) ],[ baX = , де a і b  – задані дійсні числа, а функція )(xf  

є кусково неперервною і кусково гладкою на відрізку  ],[ ba . Це означає, що 

на ],[ ba  може існувати тільки скінчене число точок, в яких )(xf  або терпить 

розрив першого роду, або неперервна, але не має похідної )(xf ′ . Тоді, як 

відомо, точками локального екстремуму функції )(xf  на ],[ ba  можуть бути 

тільки ті точки ],[ bax ∈ , в яких виконується одна з умов: 

  а)  )(xf  терпить в x  розрив першого роду; 

  б)  )(xf  неперервна, але похідна )(xf ′  не існує; 

  в)  похідна )(xf ′  існує і рівна нулю ( x  – стаціонарна точка); 

  г)  ax =  або bx = . 

Умови а) – г) дозволяють визначити підозрілі на екстремум (критичні) 

точки ],[ bax ∈ . Звідси одержуємо таке правило дослідження та 

розв’язування одновимірних екстремальних задач : 

  1) встановити тип задачі; 

  2) знайти всі критичні точки  на  основі умов а) – г); 
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  3) провести додаткові дослідження кожної критичної точки і на основі 

достатніх умов локальної оптимальності другого або вищого порядків, 

або на основі дослідження знаку )(xf ′  в околі або напівоколі критичної 

точки, або на основі означення відібрати з них ті, які дійсно є точками 

строгого або нестрогого локального мінімуму або максимуму; 

  4) відшукати глобальні екстремуми, або довести, що вони не існують . 

У тих випадках, коли в критичній точці вдається обчислити похідні 

другого і більш високого порядків і ця точка є внутрішньою точкою відрізку 

],[ ba , то для дослідження її характеру можна використати відповідні 

достатні умови локальної оптимальності другого і вищого порядків. 

Якщо точка x  є граничною точкою відрізку ],[ ba , тобто, якщо ax =  

( bx = ), то у випадку 0)()( >xf k , 1≥k , в  x  досягається локальний мінімум  

функції )(xf , а у випадку 0)()( <xf k  – її  локальний максимум. 

Зауважимо, що характер критичної точки x  можна встановити також на 

основі дослідження знаку похідної )(xf ′  в околі точки x  або у відповідному 

напівоколі граничних точок ax =  або bx = . 

Щоб знайти розв’язки задачі, тобто точки глобального мінімуму 

(максимуму) функції )(xf  на проміжку ],[ ba , треба перебрати всі її точки 

локального мінімуму (максимуму) або тільки всі критичні точки, якщо 

встановлення їх характеру не вимагається, і відібрати з них точки з 

найменшим (найбільшим) значенням функції )(xf , якщо таке значення існує. 

Якщо в задачі (2) ],( bX ∞−= , або ),[ ∞+= aX , або 1RX = , то поряд з 

вказаним вище дослідженням необхідно також вивчити поведінку функції 

)(xf  при ∞−→x , або при ∞+→x , або при ∞+→x  відповідно. Зокрема, 

якщо функція )(xf  на таких множинах необмежена знизу, то вона досягає 

свого абсолютного максимуму і не досягає свого абсолютного мінімуму. 

Якщо )(xf  на таких множинах необмежена зверху, то вона досягає свого 

абсолютного мінімуму і не досягає свого абсолютного максимуму.  
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Приклад 2.1. Знайти локальні і глобальні екстремуми функції )(xf  у задачі: 

Rxextrxxxf ∈→++−= ,13)( 3 . 
Розв’язання 

 Застосуємо правило розв’язування одновимірних задач оптимізації. 

1. Встановлення типу задачі. Дана задача є гладкою одновимірною 

задачею безумовної оптимізації.  

2. Знаходження критичних точок. У даному випадку критичними 

точками є стаціонарні точки, які знаходимо на основі необхідної 

умови оптимальності першого порядку (теореми Ферма) 

033)( 2 =+−≡′ xxf . 

 Стаціонарними точками є точки:  11 =x , 12 −=x . 

3. Встановлення характеру критичних точок. Для встановлення 

характеру критичних точок 1x  та 2x  використаємо достатні умови 

другого порядку:  

( ) xxf 6−=′′ , 

( ) 06161 <−=⋅−=′′ xf ⇒ 1x – точка локального максимуму функції ( )xf ; 

( ) ( ) 06162 >=−⋅−=′′ xf ⇒ 2x – точка локального мінімуму функції ( )xf . 

4. Дослідження існування глобальних екстремумів. Оскільки 

( ) −∞=
+∞→

xf
x
lim  і ( ) +∞=

−∞→
xf

x
lim , тобто функція ( )xf  є необмеженою  

знизу і зверху, то вона не має точок глобального екстремуму. 

Відповідь: ( )xflocx
Rx∈

∈ max1 , ( ) 31 =xf ; ( )xflocx
Rx∈

∈ min2 , ( ) 12 −=xf ; 

точок глобального екстремуму функції ( )xf  не існує. 

 
Рис. 2.1. Графік функції 13)( 3 ++−= xxxf . 
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Приклад 2.2. Розглянемо попередній приклад у випадку, коли ]0;2[−=X  . 

1. Дана задача є гладкою одновимірною задачею умовної оптимізації. 

2. Із знайдених у прикладі 2.1 стаціонарних точок множині X  належить 

тільки точка 11 −=x . Крім стаціонарної точки, критичними є кінці 

відрізка 22 −=x  і 03 =x . 

3. У попередньому прикладі встановлено, що точка 11 −=x  є точкою 

локального мінімуму. Для дослідження характеру точок 2x  та 3x  

дослідимо знак першої похідної в ε -околі цих точок, де ( )1,0∈ε : 

33)( 2 +−=′ xxf ; 

( ) [ ]ε+−−∈<′ 2;2,0 xxf ⇒  2x  є точкою локального максимуму; 

( ) [ ]0;,0 ε−∈>′ xxf ⇒  3x  є точкою локального максимуму. 

4. Порівнюючи значення функції у критичних точках, виділяємо точки 

глобального екстремуму 

( )
( )
( ) 








=
=

−=

1

3

1

3

2

1

xf

xf

xf

⇒ ( )xfabsx
Xx∈

∈ min1 ,    ( )xfabsx
Xx∈

∈ max2 . 

Відповідь:  

( )xfabsx
Xx∈

∈ min1 , ( ) 11 −=xf ;  

( )xfabsx
Xx∈

∈ max2 , ( ) 32 =xf ; 

( )xflocx
Xx∈

∈ max3 , ( ) 03 =xf . 

Приклад 2.3. Знайти локальні і глобальні екстремуми функції )(xf  у задачі: 

( ) Rxextrxxf ∈→−= ,1)( 3 . 

Розв’язання 

1. Встановлення типу задачі. Дана задача є гладкою одновимірною 

задачею безумовної оптимізації.  
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2. Знаходження критичних точок. Критичними точками є стаціонарні 

точки, які знаходимо на основі необхідної умови оптимальності 

першого порядку (теореми Ферма) 

( ) 013)( 2 =−−≡′ xxf . 

 Стаціонарною точкою є точка  11 =x . 

3. Встановлення характеру критичних точок. Для встановлення 

характеру критичної точки 1x  скористаємось достатніми умовами 

другого порядку: 

( ) ( )xxf −=′′ 16 , 
( ) 01 =′′ xf . 

Достатні умови другого порядку не виконуються, тому застосуємо достатні 

умови вищого порядку (знаходимо похідні вищих порядків до тих пір, поки 

не знайдемо похідну, значення якої у точці 1x  буде відмінним від нуля) 

6)()( 1 −=′′′=′′′ xfxf . 

Порядок похідної відмінної від нуля є натуральним непарним числом, а 

отже, згідно достатньої умови вищого порядку, точка  1x  не є точкою 

екстремуму. Ця точка є точкою перегину. 

4. Дослідження існування глобальних екстремумів. Оскільки 
( ) −∞=

+∞→
xf

x
lim  і ( ) +∞=

−∞→
xf

x
lim , то функція ( )xf  не має точок 

глобального екстремуму. 

Відповідь: функція ( ) ( )31 xxf −=  не має точок екстремуму. 

 

Рис. 2.2. Графік функції ( ) ( )31 xxf −=  
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Приклад 2.4. Знайти локальні і глобальні екстремуми функції )(xf  у задачі: 

( ) Rxextrxxf ∈→−= ,1)( 4 . 

Розв’язання 

1. Встановлення типу задачі. Дана задача є гладкою одновимірною 

задачею безумовної оптимізації.  

2. Знаходження критичних точок. Критичними точками є стаціонарні 

точки, які знаходимо на основі необхідної умови оптимальності 

першого порядку (теореми Ферма) 

( ) 014)( 3 =−−≡′ xxf . 

 Стаціонарною точкою є точка  11 =x . 

3. Встановлення характеру критичних точок. Для встановлення 

характеру критичної точки 1x  скористаємось достатніми умовами 

другого порядку: 

( ) ( )2112 xxf −=′′ ; 

( ) 01 =′′ xf . 

Достатні умови другого порядку не виконуються, тому застосуємо 

достатні умови вищого порядку (знаходимо похідні вищих порядків до тих 

пір, поки не знайдемо похідну, значення якої у точці 1x  буде відмінним від 

нуля): 

( )xxf −−=′′′ 124)( ; 

0)( 1 =′′′ xf ; 

024)()( 1
)4()4( ≠== xfxf . 

Порядок похідної відмінної від нуля є парним числом і ( ) 01
)4( >xf , а 

отже, згідно достатньої умови вищого порядку, точка  1x  є точкою 

локального мінімуму. 
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4. Дослідження існування глобальних екстремумів. Оскільки 

( ) +∞=
+∞→

xf
x
lim  і ( ) +∞=

−∞→
xf

x
lim , то точка 1x  є точкою глобального 

мінімуму. 

Відповідь:  ( )xfabsx
Rx∈

∈ min1 , ( ) 01 =xf . 

 

Рис. 2.3. Графік функції ( ) ( )41 xxf −=  

 Наведемо ряд прикладів одновимірних задач безумовної оптимізації з 

різними множинами точок екстремуму. 

1. Множини точок глобального максимуму і глобального мінімуму 

нескінченні: 

( ) Rxextrxxf ∈→= ,sin . 

 

Рис. 2.4. Графік функції ( ) xxf sin=  

2. Функція обмежена, існує точка глобального максимуму, але не існує 

точки глобального мінімуму: 

( ) Rxextr
x

xf ∈→
+

= ,
1

1
2

. 
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Рис. 2.5. Графік функції ( )
21

1

x
xf

+
=  

 

3. Функція обмежена, але точки глобального максимуму і мінімуму не 

існують: 

( ) Rxextrxarctgxf ∈→= , . 

 

Рис. 2.6. Графік функції ( ) xarctgxf =  

4. Функція обмежена, множини точок локального максимуму і 

локального мінімуму нескінченні, але не існують точки глобального 

екстремуму: 

( ) Rxextrxxarctgxf ∈→⋅= ,sin . 

 

Рис. 2.7. Графік функції ( ) xxarctgxf sin⋅=  
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Запитання для самоперевірки 

1. Запишіть загальну постановку скінченновимірної задачі безумовної 

оптимізації. 

2. Запишіть загальну постановку одновимірної задачі безумовної 

оптимізації. 

3. Дайте означення точок глобального екстремуму. 

4. Дайте означення точок локального екстремуму. 

5. Які точки називають стаціонарними? 

6. Які точки називають критичними? 

7. Сформулюйте необхідну умову оптимальності першого порядку і для 

гладкої одновимірної задачі безумовної оптимізації. 

8. Сформулюйте необхідну умову оптимальності другого порядку для 

гладкої одновимірної задачі безумовної оптимізації. 

9. Сформулюйте достатню умову оптимальності другого порядку для 

гладкої одновимірної задачі безумовної оптимізації. 

10. Сформулюйте достатню умову оптимальності вищого порядку для 

гладкої одновимірної задачі безумовної оптимізації. 

11. Сформулюйте загальне правило розв’язання гладкої одновимірної 

задачі безумовної оптимізації. 

Завдання для самостійної роботи 

1. На проміжку [ ]2,2−  знайти точки екстремумів функції 

( ) 13 ++= bxaxxf . Параметри a  і b задані у варіанті завдання 

№ a  b № a  b № a  b № a  b № a  b 

1. 1 -2 7. 1/4 -1/2 13. 4 -8 19. 1/5 -2/5 25. 2/5 -4/5 

2. -1 2 8. 1/4 1/2 14. -4 8 20. -1/5 2/5 26. -2/5 4/5 

3. 1/2 -1 9. 3 -6 15. 2/3 -4/3 21. 3/4 -3/2 27. 7 -14 

4. -1/2 1 10. -3 6 16. -2/3 4/3 22. -3/4 3/2 28. -7 14 

5. 2 -4 11. 1/3 -2/3 17. 5 -10 23. 6 -12 29. 3/5 -2/5 

6. -2 4 12. -1/3 2/3 18. -5 10 24. -6 12 30. -3/5 2/5 
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2. Знайти екстремуми функції 

1) ( ) ( ) 3/123/2 1−−= xxxf ; 

2) ( )
1

65
2

2

+
+−=

x

xx
xf ; 

3) ( ) 31 xxf −= ; 

4) ( ) 41 xxf −= ; 

5) ( ) 144 234 −+−= xxxxf ; 

6) ( ) xxxf 33 sincos += ; 

7) ( ) ( ) 221 xexxf −+= . 

3. Знайти екстремуми функції ( ) 1, RXxxf ⊂∈  

1)  ( ) ( ) ( )1/232 ++−= xxxxf  , [ ]2,2−∈x ; 

2) ( ) xxxf sin2−= ,  ),0[ +∞∈x ; 

3) ( ) xexxf −= 3/2 ,   ),1[ +∞−∈x ; 

4) ( ) xexxf −= ,  [ ]2,2−∈x ; 

5) ( ) 3 1−= xxxf ,  [ ]2,7−∈x ; 

6) ( ) 3 2 1−= xxxf ,  [ ]2,7−∈x ; 

7) ( ) 3 1−= xxxf ,  ),0[ +∞∈x ; 

8) ( ) ( ) 3/22−= xxxf ,  ),0[ +∞∈x . 

4. При яких значеннях параметра a  функція ( ) ( ) xxaxaxf sin2ln1 −++=  

досягає глобального мінімуму на множині додатних чисел. 

5. Довести, що 23 3 ≤− xx , коли 2≤x . 
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3.  n-вимірна гладка задача безумовної оптимізації 

 

n -вимірною гладкою задачею безумовної оптимізації називається 

задача: 

( ) nRxextrxf ∈→ ,  ,                                         (5) 

де )(xf  – функція n  дійсних змінних nxxx ,...,, 21 , яка володіє певною 

гладкістю. 

  Вектор ( )xf ′ , складений із частинних похідних, називається вектором 

градієнтом 

( ) ( ) ( )









∂
∂

∂
∂

∂
∂=′

nx

xf

x

xf

x

xf
xf ,...,,)(

21

,  

а матриця ( )xf ′′ , складена із других частинних похідних, називається 

матрицею Гессе 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )


























∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

=′′

2

2

2

2

1

2

2

2

2
2

2

12

2
1

2

21

2

2
1

2

nnn

n

n

x

xf

xx

xf

xx

xf

xx

xf

x

xf

xx

xf
xx

xf

xx

xf

x

xf

xf

L

MOMM

L

L

 

Необхідні і достатні умови локального екстремуму функції )(xf  у задачі 

(5) задають наступні теореми. 

Теорема 4 (необхідна умова локального екстремуму першого порядку). Нехай 

функція )(xf  диференційована  в точці nRx ∈∗ . Якщо ∗x  є точкою 

локального екстремуму )(xf  у задачі (5), то   

( ) ( ) ( )
0,...,,)(

21

=









∂
∂

∂
∂

∂
∂=′

∗∗∗
∗

nx

xf

x

xf

x

xf
xf .     (6) 

Умова (6) еквівалентна умовам 

( )
ni

x

xf

i

,...,2,1,0 ==
∂

∂ ∗
.     (7) 
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Умови (7) є системою n  рівнянь з n  невідомими. Точки ∗x , які є 

розв’язками системи рівнянь (7), називають стаціонарними точками задачі 

(5).   

Якщо функція )(xf  два рази диференційована в точці nRx ∈∗ , то 

характер стаціонарної точки ∗x  пов’язаний із знаковизначеністю 

квадратичної форми 

n
n

i

n

j
ji

ji

Rhhh
xx

xf
hxfh ∈

∂∂
∂=′′ ∑∑

= =

∗
∗ ,

)(
)(,

1 1

2

.  

 Нагадаємо, що квадратичною формою називають функцію 

( ) ∑∑
= =

=
n

i

n

j
jiij xxaxQ

1 1
. Вона однозначно визначається симетричною квадратною 

матрицею ( ) njiijaA ,1, == , яку називають матрицею квадратичної форми. 

Квадратичну форму коротко записують у вигляді скалярного добутку xAx,   

векторів nRAxx ∈, .  

 Головним мінором 
kiiiA ...21
 матриці A називають визначник, складений 

із рядків і стовпців з номерами kiii ...21  

niii

aaa

aaa

aaa

A k

iiiiii

iiiiii

iiiiii

iii

kkkk

k

k

k
≤≤≤= ,...,1, 21...

21

22212

12111

21

L

MOMM

L

L

. 

 Головним кутовим (послідовним) мінором матриці A називають 

визначник 

{ }nk

aaa

aaa

aaa

A

kkkk

k

k

kk ,...,2,1,

21

22221

11211

,...,2,1 ∈=∆=

L

MOMM

L

L

. 
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 Знаковизначеність квадратичної форми пов’язують із знаковизначеністю 

матриці, що її задає. Знаковизначеність матриці може бути встановлена на 

основі  критерію Сільвестра. Згідно цього критерію симетрична матриця 

( )
njiijaA

,1, =
=   додатньо визначена тоді і тільки тоді, коли всі її головні кутові 

мінори додатні 

nkk ,...,2,1,0 =>∆ . 

Матриця A від’ємно визначена тоді і тільки тоді, коли  

( ) nkk
k ,...,2,1,01 =>∆− , 

тобто знаки головних кутових мінорів чергуються, починаючи з 01 <∆ . 

 Матриця A невід’ємно визначена тоді і тільки тоді, коли всі її головні 

мінори невід’ємні 

nkniiiA kiii k
,...,2,1,,...,1,0 21...21

=≤≤≤≥ . 

 Матриця A недодатньо визначена тоді і тільки тоді, коли  

( ) nkniiiA kiii
k

k
,...,2,1,,...,1,01 21...21

=≤≤≤≥− . 

 Для виявлення стаціонарних точок задачі (5), які не можуть бути 

точками локального екстремуму, використовується необхідна умова 

локальної оптимальності другого порядку. 

Теорема 5 (необхідна умова локального екстремуму другого порядку). Нехай 

функція )(xf  два рази диференційована в точці nRx ∈∗ . Якщо ∗x – точка 

локального мінімуму (максимуму) функції )(xf  в задачі (5), то 

   ∑∑
= =

∗
≥

∂∂
∂n

i

n

j
ji

ji

hh
xx

xf

1 1

2

0
)(

     













≤

∂∂
∂

∑∑
= =

∗
0

)(

1 1

2

ji

n

i

n

j ji

hh
xx

xf
  для всіх nRh ∈ .     (8) 

Умова (8) означає, що квадратична форма hxfh )(, ∗′′  і відповідна їй 

матриця )( ∗′′ xf  невід’ємно (недодатньо) визначені. 
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Після знаходження стаціонарних точок ∗x , які задовольняють умовам 

(6),(8), необхідно провести додаткові дослідження і відібрати з них ті, які 

дійсно є точками локального мінімуму або максимуму функції )(xf  в задачі 

(5). Для цього використовується достатня умова локальної оптимальності 

другого порядку. 

Теорема 6 (достатня умова локального екстремуму другого порядку). Нехай 

функція )(xf   два рази диференційована в точці Xx ∈∗  і 0)( =′ ∗xf . Якщо  

виконується умова 

 ∑∑
= =

∗
>

∂∂
∂n

i

n

j
ji

ji

hh
xx

xf

1 1

2

0
)(

   













<

∂∂
∂

∑∑
= =

∗
0

)(

1 1

2

ji

n

i

n

j ji

hh
xx

xf
  для всіх nRh∈ , 0≠h ,    

(9) 

тоді ∗x  є точкою строгого локального мінімуму (максимуму) функції )(xf  в 

задачі  (5) . 

Умова (9) означає, що квадратична форма hxfh )(, ∗′′  і відповідна їй 

матриця )( ∗′′ xf  додатньо  (від’ємно) визначені. 

Зауваження.  У деяких випадках характер стаціонарної точки можна 

дослідити на основі означення точки  локального  екстремуму  функції  )(xf  

шляхом порівняння  значення )( ∗xf  із значеннями )(xf  в ε -околі )( ∗xOε  

точки ∗x  при деякому достатньо малому 0>ε . 

Якщо вдається виявити всі точки локального мінімуму (максимуму) 

функції )(xf  у задачі (5), то для відшукання глобальних розв’язків цієї задачі 

потрібно відібрати з них точки з найменшим (найбільшим) значенням )(xf , 

якщо таке існує.      

Зауважимо, що теореми 64 −  зберігають свою силу і для задачі умовної 

оптимізації 

( ) nRXxextrxf ⊂∈→ ,  ,                                      (10) 
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в якій )(xf  задовольняє вказаним в цих теоремах умовам, а X  є відкритою 

множиною в nR , або, коли екстремуми функції )(xf  досягаються у 

внутрішніх точках множини X . 

У тих випадках, коли функція )(xf  достатньо проста, теореми 64 −  

дозволяють розв’язати задачу (5) у явному вигляді на основі такого правила 

розв’язування скінченновимірних гладких задач безумовної оптимізації : 

1) встановити тип задачі; 

2) знайти всі стаціонарні точки; 

3) дослідити характер стаціонарних точок на основі необхідних і 

достатніх умов оптимальності, або на основі означення точки 

локального екстремуму; 

4) відшукати глобальні екстремуми або довести, що вони не існують .  

 

Приклад 3.1. Знайти локальні і глобальні екстремуми функції )(xf  у задачі  

22
21

4
2

4
121 ,)()(),( Rxextrxxxxxxf ∈→+−+= . 

Розв’язання 

 Дослідження проводимо, використовуючи правило розв’язування 

скінченновимірних гладких задач безумовної оптимізації. 

1. Дана задача є гладкою задачею безумовної оптимізації функції двох 

змінних. 

2. Знаходимо стаціонарні точки на основі необхідної умови локального 

екстремуму першого порядку (теорема 4):   

    0)( =′ xf   ⇔   










=+−≡
∂

∂

=+−≡
∂

∂

0)(24
)(

0)(24
)(

21
3
2

2

21
3
1

1

xxx
x

xf

xxx
x

xf

   ⇒     




=−
=

.0)1(4 2
11

21

xx

xx
     

Стаціонарні точки:  )1,1(1 −−=x ,  )1,1(2 =x , )0,0(3 =x . 

3.  Дослідження характеру стаціонарних точок. 

 Знайдемо матрицю Гессе, яку будемо використовувати при дослідженні 

характеру точок . 
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∂
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xf
,    212

)( 2
22
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∂
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x

xf
,    2

)()(

12

2

21

2

−=
∂∂

∂=
∂∂

∂
xx

xf

xx

xf
,  












−−
−−=′′

2122

2212
)(

2
2

2
1

x

x
xf . 

Досліджуємо характер точки ( )1,11 −−=x . 

( ) 








−
−

=′′
102

2101xf ,   

( )1

2

1

096

010
xf ′′⇒





>=∆
>=∆

 – додатньо визначена. 

Тому на основі достатньої умови локального екстремуму можемо сказати, що 

стаціонарна точка 1x  є точкою локального мінімуму 

)(min
2

1 xflocx
Rx∈

∈ . 

Досліджуємо характер точки ( )1,12 =x . 

 ( ) 








−
−

=′′
102

2102xf ,   

( )2

2

1

096

010
xf ′′⇒





>=∆
>=∆

 – додатньо визначена. 

Отже, на основі достатньої умови локального екстремуму одержуємо, що 

стаціонарна точка 2x  також є точкою локального мінімуму 

)(min
2

2 xflocx
Rx∈

∈ . 

Досліджуємо характер точки ( )0,03 =x . 

( ) 








−−
−−

=′′
22

223xf , 

( )3

2

1

0

02
xf ′′⇒





=∆
<−=∆

  – недодатньо визначена. 

Достатня умова не виконується. Досліджуємо 3x  на основі означення точки 

локального екстремуму, порівнюючи значення функції у точці 3x  із 
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значеннями функції )(xf  в ε -околі ( ))3(xOε  точки 3x  при деякому до-

статньо малому 0>ε : 

( )
⇒










<−=

>=−

=

08)2,2(

08)2,2(

0

24

4

3

εεεε

εεε

f

f

xf

 3x  не є точкою екстремуму.  

4. Досліджуємо питання існування точок глобального екстремуму. 

∞+=
∞+→

)(lim xf
x

, 

тому, за наслідком теореми Веєрштрасса, функція )(xf  на 2R  досягає свого 

абсолютного мінімуму і не досягає свого абсолютного максимуму. 

 Точку глобального мінімуму функції )(xf  знаходимо, порівнюючи 

значення )(xf  в точках локального мінімуму. 

( ) ( ) 221 −== xfxf . 

Отже, обидві точки 1x  і 2x  є точками глобального мінімуму 

)(min,
2

21 xfabsxx
Rx∈

∈ , 

2)(min
2min −==

∈

∗ xff
Rx

. 

 Зауважимо, якщо встановлено існування глобального мінімуму 

функції )(xf , то для відшукання розв’язків задачі достатньо обчислити та 

порівняти значення )(xf  в стаціонарних точках, не досліджуючи їх 

характеру.   

Відповідь:  )(min,
2

21 xfabsxx
Rx∈

∈ ,  2)(min
2min −==

∈

∗ xff
Rx

 . 
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Рис. 3.1. Графік функції  2
21

4
2

4
121 )()(),( xxxxxxf +−+=  

Приклад 3.2. Знайти локальні і глобальні екстремуми функції )(xf  у задачі  

22
2

2
121 ,2),(

2
1 Rxextrexxxxf x ∈→+−= − . 

Розв’язання 

1. Дана задача є гладкою задачею безумовної оптимізації функції двох 

змінних. 

2. Знаходимо стаціонарні точки на основі необхідної умови локального 

екстремуму першого порядку (теорема 4):   

    0)( =′ xf   ⇔   










=−≡
∂

∂

=−≡
∂

∂ −

.02
)(

;042
)(

2
2

11
1

2
1

x
x

xf

exx
x

xf x

    

Розв’язавши цю систему, одержуємо три стаціонарні точки:  )0,0(1 =x ,  

)0,2ln(2 =x , )0,2ln(3 −=x . 

3.  Дослідження характеру стаціонарних точок. 
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0842)(
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( ) 








−
−

=′′
20

021xf ,   

( )1

2

1

04

02
xf ′′⇒





>=∆
<−=∆

 –від’ємно визначена. 

На основі достатньої умови локального екстремуму одержуємо, що 

стаціонарна точка 1x  є точкою локального максимуму 

)(max
2

1 xflocx
Rx∈

∈ . 

 ( ) ( ) 








−
=′′=′′

20

02ln432 xfxf ,   

⇒








<−=
<−=

>=

02ln8

02

02ln4

12

2

1

A

A

A

 ( )2xf ′′  і ( )3xf ′′   є знаконевизначеними.  

Тому точки 2x  і 3x  не є точками екстремуму. 

4. Оскільки 

∞+=+= −

∞+→

2
1

1

2)0,(lim 2
11

x

x
exxf , 

то за наслідком теореми Веєрштрасса функція f  не має точок глобального 

максимуму . 

Відповідь:  ( ) ( ) 2),(max0,0 11

2

=∈=
∈

xfxflocx
Rx

 .  
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Рис. 3.2. Графік функції  
2
12),( 2

2
2
121

xexxxxf −+−=  

 

Запитання для самоперевірки 

1. Запишіть загальну постановку n -вимірної задачі безумовної 

оптимізації. 

2. Дайте означення градієнта функції багатьох змінних? 

3. Сформулюйте необхідну умову оптимальності першого порядку для 

n-вимірноїгладкої задачі безумовної оптимізації. 

4. Дайте означення другої похідної функції багатьох змінних. 

5. Сформулюйте критерій Сильвестра для встановлення 

знаковизначеності матриці квадратичної форми. 
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6. Сформулюйте необхідну умову оптимальності другого порядку для 

n -вимірної гладкої задачі безумовної оптимізації. 

7. Сформулюйте достатні умови оптимальності для n-вимірної гладкої 

задачі безумовної оптимізації. 

8. Сформулюйте загальне правило розв’язання n-вимірної гладкої задачі 

безумовної оптимізації. 

 

Завдання для самостійної роботи 

1. Знайти точки екстремумів функції 

( ) ( )( )3222

, byaxeyxf yx += +−  

на площині 2R . Параметри a  і b подано в таблиці у відповідності до 

варіанту. 

 

№ a  b № a  b № a  b № a  b 

1. 1 2 2. 8 3 3. 9 1 4. 4 1 

5. 7 3 6. 2 4 7. 3 5 8. 6 7 

9. 1 4 10. 2 5 11. 3 1 12. 4 3 

13. 8 5 14. 7 6 15. 7 2 16. 1 5 

17. 1 6 18. 2 7 19. 3 6 20. 5 6 

 

2. Знайти точки екстремумів функції 

( ) cyybxyaxaxyxf ++++= 323

3

1
,  

на площині 2R . Параметри cba ,,  подано у таблиці у відповідності до 

варіанту. 

№ a  b c  № a  b c  

1. -5/4 -5/2 -11/2 2. -2 -2 -17/2 

3. -5/4 5/2 1/2 4. -2 2 7/8 

5. -5/4 -10 22 6. -2 -8 -17/2 
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7. -5/4 10 2 8. -2 8 /2 

9. -5/4 -5 -11 10. -2 -4 -17/4 

11. -5/4 5 1 12. -2 4 7/4 

13. -5/4 -5/2 -19/3 14. -2 -2 -7/3 

15. -5/4 5/2 -1/3 16. -2 2 2/3 

17. -5/4 -15/2 -19 18. -2 -6 -7 

19. -5/4 15/2 -1 20. -2 6 2 

3. Знайти точки екстремумів функції  

( ) ( ) ( )221
4
2

4
1 xxbxxaxf +++=  

на площині 2R . Параметри a  і b подано в таблиці у відповідності до 

варіанту. 

№ a  b № a  b № a  b № a  b № a  b 

1. 1 1 2. -2 -2 3. -1/2 -2 4. 1/3 3 5. -1/4 -4 

6. -1 -1 7. -4 -1 8. -2 -1/2 9. 3 1/3 10. -4 -1/4 

11. 1 4 12. 3 3 13. 1/4 1 14. -1/3 -3 15. 4 4 

16. -1 -4 17. -3 3 18. 1 1/4 19. -3 -1/3 20. -4 -4 

21. 4 1 22. 1/2 2 23. -1/4 -1 24. 1/4 4 25. 16 1 

26. 2 2 27. 2 1/2 28. -1 -1/4 29. 4 1/4 30. 1 16 

4. Знайти точки екстремуму функції  

1) ( )
21

2121
2050

,
xx

xxxxf ++= ; 

2) ( ) 21
2
2

2
121 64, xxxxxxf +−−= ; 

3) ( ) 21
3
2

3
121 3, xxxxxxf −−= ; 

4) ( ) 33121
2
3

2
2

2
1 24252 xxxxxxxxxf −−−++= ; 

5) ( ) 21
2
2

4
1 4 xxxxxf −+= ; 

6) ( ) ( ) 21 sin1 11 xeexxf xx +− ; 

7) ( ) 22 8564, yxyxxyxf +−−= ; 

8) ( ) ( )22ln, yxxyyxf += ; 



 31 

9) ( ) xyxyxyxf /6222, 32 −+−= ; 

10) ( ) ( )xyzyxzyxf 222 2,, ++= ; 

11) ( ) zyxyzzyxyxzyxf −++−+++= 322,, 222 ; 

12) ( ) xyzyxzyxf −++= 222 2,, ; 

13) ( ) zyxyzzyxyxzyxf −++−+++= 322,, 222 . 

5. Довести, що функція ( )xf  має нескінчену множину локальних 

максимумів і жодного локального мінімуму 

( ) ( )( )2sin1 1
2
2 ++−= xxxf . 

6. Довести, що функція ( )xf  має нескінчену множину локальних 

максимумів і жодного локального мінімуму 

( ) 2
21sin xxxf −= . 
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