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Ïåðåäìîâà

Â äiþ÷ié ïðîãðàìi êóðñó ¾Àëãåáðà i òåîðiÿ ÷èñåë¿ äëÿ ñòóäåíòiâ-ìàòåìà-
òèêiâ âåëèêà óâàãà ïðèäiëÿ¹òüñÿ âèâ÷åííþ àëãåáðà¨÷íèõ ñòðóêòóð (ãðó-
ïà, êiëüöå, ïîëå) i ¨õ çàñòîñóâàííþ â òåîði¨ ÷èñåë. Öåé ðîçäië ïðîòÿãîì
ðÿäó ðîêiâ ñòóäåíòàì ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó Óæãîðîäñüêîãî íàöiî-
íàëüíîãî óíiâåðñèòåòó àâòîðè âèêëàäàëè â òàêié ïîñëiäîâíîñòi: îñíîâ-
íi ïîíÿòòÿ òåîði¨ ãðóï (ãðóïà, ïiäãðóïà, ôàêòîð-ãðóïà), ãîìîìîðôiçìè
ãðóï, öèêëi÷íi ãðóïè, ïðÿìèé äîáóòîê ãðóï, ñêií÷åííi àáåëåâi ãðóïè,
îñíîâíi ïîíÿòòÿ òåîði¨ êiëåöü (êiëüöå, iäåàë, ïîëå, ôàêòîð-êiëüöå), ãî-
ìîìîðôiçìè êiëåöü, ïîëå âiäíîøåíü, êiëüöÿ ãîëîâíèõ iäåàëiâ, åâêëiäîâi
i ôàêòîðiàëüíi êiëüöÿ, êiëüöå êëàñiâ ëèøêiâ, êîíãðóåíöi¨, àëãåáðà¨÷íi òà
ñêií÷åííi ðîçøèðåííÿ ïîëiâ, ïðîñòi ðîçøèðåííÿ ïîëiâ, ñêií÷åííi ïîëÿ,
ìîäóëi, öiëi àëãåáðà¨÷íi ÷èñëà, àëãåáðè íàä ïîëåì, ïðî çîáðàæåííÿ ñêií-
÷åííèõ ãðóï íàä ïîëÿìè.

Òàêà ïîñëiäîâíiñòü âèêëàäó ìàòåðiàëó äà¹ ìîæëèâiñòü çàñòîñóâàòè òå-
îðiþ ãðóï i êiëåöü äî òåîði¨ ÷èñåë.

Ìåòà äàíîãî ïîñiáíèêà � äîïîìîãòè ñòóäåíòàì â çàñâî¹ííi äîñèòü
âàæêîãî ðîçäiëó êóðñó àëãåáðè ¾Åëåìåíòè òåîði¨ ãðóï òà êiëåöü¿. Äî
êîæíî¨ òåìè ïîäàþòüñÿ òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë (áåç äîâåäåííÿ), çðàçêè
ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïðèêëàäiâ i âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè. Â êiíöi ðîç-
ðîáêè íàâîäèòüñÿ ñïèñîê ðåêîìåíäîâàíî¨ ëiòåðàòóðè. Íàéáiëüø ïîâíî
íåîáõiäíèé òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë âèêëàäåíèé â ïiäðó÷íèêó: À. È. Êî-
ñòðèêèí ¾Ââåäåíèå â àëãåáðó¿, Ìîñêâà, 1977.
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�1. Ãðóïè. Ïiäãðóïè
Íåõàé M i N � íåïîðîæíi ìíîæèíè. Ìíîæèíà âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ ïàð
(x, y) (x ∈ M , y ∈ N) íàçèâà¹òüñÿ äåêàðòîâèì äîáóòêîì ìíîæèí M i
N . Ïîçíà÷à¹òüñÿ öåé äîáóòîê ñèìâîëîì M ×N .

Áiíàðíîþ àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ íà ìíîæèíi M íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðà-
æåííÿ f ìíîæèíè M × M â ìíîæèíó M . Îòæå, áiíàðíà àëãåáðà¨÷íà
îïåðàöiÿ f íà ìíîæèíi M � öå äåÿêå ïðàâèëî, çà ÿêèì êîæíié âïîðÿä-
êîâàíié ïàði (a, b) (a, b ∈ M) ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ïåâíèé åëåìåíò
f(a, b) ç ìíîæèíè M . Áóäåìî f(a, b) ïîçíà÷àòè òàê:

f(a, b) = a · b = ab.

Ó òàêîìó ïîçíà÷åííi f íàçèâà¹òüñÿ ìíîæåííÿì, à ab � äîáóòêîì åëå-
ìåíòiâ a i b. Iíêîëè ïîçíà÷àþòü f(a, b) = a + b. Ó öüîìó âèïàäêó f

íàçèâà¹òüñÿ äîäàâàííÿì, à a + b � ñóìîþ åëåìåíòiâ a i b.
Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G, íà ÿêié çàäàíà áiíàðíà àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ

ìíîæåííÿ, íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ àñîöiàòèâíà, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a,
b, c ∈ G ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü (ab)c = a(bc);

2) iñíó¹ îäèíè÷íèé åëåìåíò, òîáòî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò e ìíîæèíè G,
ùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ G ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi: ae = ea = a;

3) äëÿ âñÿêîãî åëåìåíòà a ∈ G iñíó¹ îáåðíåíèé åëåìåíò a−1 iç ìíîæèíè
G, òîáòî òàêèé åëåìåíò, ùî aa−1 = a−1a = e.

ßêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ãðóïè G âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ab =
= ba, òî ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ àáåëåâîþ.

ßêùî ìíîæèíà G ñêií÷åííà, òî ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííîþ, à
÷èñëî åëåìåíòiâ ìíîæèíè G íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì ãðóïè G i ïîçíà÷à¹-
òüñÿ |G|.

Íåõàé G � ãðóïà, a � äåÿêèé åëåìåíò ãðóïè G. Ïîçíà÷èìî

an = a · a . . . a︸ ︷︷ ︸
n ðàç

(n ∈ N).

Çà îçíà÷åííÿì a0 = e, a−n = (an)−1 (n ∈ N). ßêùî äëÿ äîâiëüíîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n an 6= e, òî a íàçèâà¹òüñÿ åëåìåíòîì íåñêií÷åííîãî
ïîðÿäêó. Íåõàé n � íàéìåíøå ç íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m òàêèõ, ùî am = e.
Òîäi ÷èñëî n íàçèâàþòü ïîðÿäêîì åëåìåíòà a.

Ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäè÷íîþ, ÿêùî êîæåí ¨¨ åëåìåíò ¹ åëåìåí-
òîì ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Ãðóïà, âñi åëåìåíòè ÿêî¨, îêðiì îäèíè÷íîãî, ¹
íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó, íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ áåç êðó÷åííÿ.
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Íåõàé G � ãðóïà. Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà H ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ
ïiäãðóïîþ ãðóïè G, ÿêùî âiäíîñíî àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨, çàäàíî¨ íà G,
H ¹ ãðóïîþ.

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà H ãðóïè G ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a i b iç H âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

1) ab ∈ H; 2) a−1 ∈ H. (1)
Íåõàé H � ïiäãðóïà ãðóïè G, a � ôiêñîâàíèé åëåìåíò ãðóïè G.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç aH ìíîæèíó {ah|h ∈ H}. Ïiäìíîæèíà aH ⊂ G íà-
çèâà¹òüñÿ ëiâèì ñóìiæíèì êëàñîì ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H, à åëå-
ìåíò a � ïðåäñòàâíèêîì öüîãî ñóìiæíîãî êëàñó. Àíàëîãi÷íî ìíîæèíà
Ha = {ha|h ∈ H} íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì ñóìiæíèì êëàñîì ãðóïè G çà ïiä-
ãðóïîþ H. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî äâà îäíîéìíåííi (ëiâi àáî ïðàâi) ñóìiæíi
êëàñè ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H àáî ñóìiùàþòüñÿ, àáî íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

Ïiäãðóïà H ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ (ïîçíà÷àþòü
H / G), ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ G âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü aH =
= Ha. Öÿ óìîâà åêâiâàëåíòíà óìîâi: a−1Ha = H äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà
a ãðóïè G, äå a−1Ha = {a−1ha|h ∈ H}.

Ïiäãðóïà H ãðóïè G ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ãðóïè G

a−1Ha ⊂ H. (2)
Òåîðåìà Ëàãðàíæà. Íåõàé G � ñêií÷åííà ãðóïà, H � ïiäãðóïà

ãðóïè G. Òîäi ïîðÿäîê ïiäãðóïè H äiëèòü ïîðÿäîê ãðóïè G.
Ï ð è ê ë à ä è
1. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà öiëèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë Z ç îïåðàöi-

¹þ äîäàâàííÿ ¹ ãðóïîþ i çíàéòè õî÷à á îäíó íåñêií÷åííó ïiäãðóïó öi¹¨
ãðóïè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Î÷åâèäíî, îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ öiëèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷è-
ñåë ¹ áiíàðíîþ àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ íà ìíîæèíi Z. Äîáðå âiäîìî,
ùî öÿ îïåðàöiÿ àñîöiàòèâíà: (a + b) + c = a + (b + c) äëÿ äîâiëüíèõ
a, b, c ∈ Z. Ðîëü îäèíè÷íîãî åëåìåíòà áóäå âiäiãðàâàòè ÷èñëî 0, îñêiëüêè
0 + a = a + 0 = a äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ Z. Îáåðíåíèì åëåìåíòîì äî åëå-
ìåíòà a ∈ Z áóäå −a ∈ Z, áî a + (−a) = (−a) + a = 0 äëÿ äîâiëüíîãî
a ∈ Z. Ãîâîðÿòü òàêîæ, ùî −a ¹ ïðîòèëåæíèì åëåìåíòîì äî åëåìåíòà
a. Îòæå, ìíîæèíà Z ç îïåðàöi¹þ äîäàâàííÿ ¹ ãðóïîþ. Öþ ãðóïó áóäåìî
ïîçíà÷àòè Z+ i íàçèâàòè àäèòèâíîþ ãðóïîþ öiëèõ ÷èñåë.

Çàóâàæèìî, ùî ãðóïà Z+ ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ, îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ
a, b ∈ Z+ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü a + b = b + a. Ãðóïà Z+ � íåñêií÷åííà
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ãðóïà áåç êðó÷åííÿ, áî ÿêùî a ∈ Z+ (a 6= 0) i n ∈ N, òî na 6= 0, òîáòî a

� åëåìåíò íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó.
Ðîçãëÿíåìî ïiäìíîæèíó (mZ)+ ìíîæèíè öiëèõ ÷èñåë, ùî ñêëàäà¹òüñÿ

ç ÷èñåë êðàòíèõ äåÿêîìó öiëîìó ÷èñëó m. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî âèêîíó-
þòüñÿ óìîâè (1), à ñàìå: äëÿ äîâiëüíèõ ma, mb ∈ (mZ)+

ma + mb = m(a + b) ∈ (mZ)+, −ma = m(−a) ∈ (mZ)+.

Îòæå, (mZ)+ � íåñêií÷åííà ïiäãðóïà ãðóïè Z+.
2. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà âñiõ ïiäñòàíîâîê ñòåïåíÿ n ç îïåðàöi¹þ

ìíîæåííÿ ¹ ãðóïîþ, à ìíîæèíà âñiõ ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê ñòåïåíÿ n ¹
íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ öi¹¨ ãðóïè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Sn ñóêóïíiñòü âñiõ ïiäñòàíîâîê ñòåïå-
íÿ n, òîáòî ñóêóïíiñòü âñiõ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü ìíîæèíè
M = {1, 2, . . . , n} íà ñåáå:

Sn =

{(
1 2 . . . n
α1 α2 . . . αn

)
|αi ∈ M, i = 1, 2, . . . , n

}
.

Äîáóòêîì äâîõ ïiäñòàíîâîê ϕ i ψ iç ìíîæèíè Sn íàçèâà¹òüñÿ òàêà ïiä-
ñòàíîâêà δ ∈ Sn, ùî δ(u) = ϕ(ψ(u)) (u ∈ M). Íàïðèêëàä

(
1 2 3
2 3 1

)
·
(

1 2 3
3 2 1

)
=

(
1 2 3
1 3 2

)
.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî öÿ îïåðàöiÿ àñîöiàòèâíà, à îäèíè÷íèì åëåìåíòîì ¹
îäèíè÷íà ïiäñòàíîâêà (òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ). Îáåðíåíîþ ïiäñòàíîâêîþ
äëÿ ïiäñòàíîâêè (

1 2 . . . n

α1 α2 . . . αn

)

¹ ïiäñòàíîâêà (
α1 α2 . . . αn

1 2 . . . n

)
.

Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà Sn âñiõ ïiäñòàíîâîê ñòåïåíÿ n ç îïåðàöi¹þ ìíî-
æåííÿ ¹ ãðóïîþ. Öþ ãðóïó íàçèâàþòü ñèìåòðè÷íîþ ãðóïîþ n-ãî ñòåïåíÿ.
Sn � ñêií÷åííà ãðóïà ïîðÿäêó |Sn| = n!.

Ìíîæèíà âñiõ ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê ñòåïåíÿ n ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè Sn.
Öÿ ïiäãðóïà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç An i íàçèâà¹òüñÿ çíàêîçìiííîþ ãðóïîþ
ñòåïåíÿ n. Î÷åâèäíî, ïîðÿäîê ïiäãðóïè An ïðè n > 1 äîðiâíþ¹ n!

2 . Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî ¹ òî÷íî äâà ëiâi (ïðàâi) ñóìiæíi êëàñè An i Bn ãðóïè Sn çà
ïiäãðóïîþ An. Î÷åâèäíî, Bn ñêëàäà¹òüñÿ iç âñiõ íåïàðíèõ ïiäñòàíîâîê
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ñòåïåíÿ n. Çíà÷èòü, An ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè Sn. Ïðè n = 1
An = Sn i òàêîæ An C Sn.

3.Íåõàé C � ìíîæèíà âñiõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Ïîêàçàòè, ùî ìíî-
æèíà GL(n,C) âñiõ íåâèðîäæåíèõ n×n-ìàòðèöü ç êîìïëåêñíèìè åëå-
ìåíòàìè âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü ¹ ãðóïîþ. Äîâåñòè, ùî
ìíîæèíà SL(n,C) = {A ∈ GL(n,C) | det A = 1} ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðó-
ïîþ ãðóïè GL(n,C).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âiäîìî, ùî äîáóòîê äâîõ íåâèðîäæåíèõ êîìïëåêñíèõ
n × n-ìàòðèöü ¹ çíîâó íåâèðîäæåíà êîìïëåêñíà n × n-ìàòðèöÿ. Îïåðà-
öiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü àñîöiàòèâíà, ðîëü îäèíè÷íîãî åëåìåíòà âiäiãðà¹
îäèíè÷íà ìàòðèöÿ E i ÿêùî A ∈ GL(n,C), òî A−1 ∈ GL(n,C). Îòæå,
ìíîæèíà GL(n,C) ç îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ ìàòðèöü ¹ ãðóïîþ. Öÿ ãðóïà
íàçèâà¹òüñÿ ïîâíîþ ëiíiéíîþ ãðóïîþ ñòåïåíÿ n íàä C. Îñêiëüêè îïåðà-
öiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü íå ¹ êîìóòàòèâíîþ, òî, î÷åâèäíî, ãðóïà GL(n,C)
(n > 1) � íåàáåëåâà. Çðîçóìiëî, ùî ãðóïà GL(n,C) � íåñêií÷åííà.

Ìíîæèíà SL(n,C) ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n,C), ùî íåâàæêî ïîêà-
çàòè, ïåðåâiðèâøè óìîâè (1). Ãðóïà SL(n,C) íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ
ëiíiéíîþ ãðóïîþ ñòåïåíÿ n íàä C. Ïîêàæåìî, ùî SL(n,C) ¹ íîðìàëü-
íîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n,C). Äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöü A ∈ GL(n,C),
B ∈ SL(n,C) ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ A−1BA ∈ SL(n,C), áî

det(A−1BA) = det(A−1) ·detB ·detA = (detA)−1 ·detB ·detA =detB =1.

Òîäi íà îñíîâi (2), SL(n,C) / GL(n,C).
Àíàëîãi÷íî âèçíà÷àþòüñÿ ãðóïè GL(n,Q) i GL(n,R), äå Q � ìíî-

æèíà âñiõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, R � ìíîæèíà âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë. Ãðóïè
C∗ = GL(1,C), R∗ = GL(1,R) i Q∗ = GL(1,Q) íàçèâàþòüñÿ ìóëüòèïëi-
êàòèâíèìè ãðóïàìè âiäïîâiäíî êîìïëåêñíèõ, äiéñíèõ i ðàöiîíàëüíèõ ÷è-
ñåë.

Â ï ð à â è
1. Âèÿñíèòè, ÿêi ç âêàçàíèõ ÷èñëîâèõ ìíîæèí ç çàäàíèìè îïåðàöiÿìè

áóäóòü ãðóïàìè:
à) ìíîæèíà âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë ç îïåðàöi¹þ äîäàâàííÿ;
á) ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ç çàäàíèì àðãóìåíòîì ϕ âiäíîñíî îïå-

ðàöi¨ ìíîæåííÿ;
â) ìíîæèíà âñiõ äîäàòíèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ç îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ;
ã) ìíîæèíà ñòåïåíiâ äàíîãî äiéñíîãî ÷èñëà a 6= 0 ç öiëèìè ïîêàçíèêà-

ìè âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ;
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ä) ìíîæèíà Un âñiõ êîìïëåêñíèõ êîðåíiâ ç îäèíèöi ôiêñîâàíîãî ñòåïåíÿ
n âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ;

å) ìíîæèíà íåíóëüîâèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ç ìîäóëÿìè, ÿêi íå ïåðåâè-
ùóþòü ôiêñîâàíå ÷èñëî r, âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ.

2. Ïåðåâiðèòè, ÿêi iç âêàçàíèõ íèæ÷å ñóêóïíîñòåé âiäîáðàæåíü ìíîæè-
íè M = {1, 2, . . . , n} â ñåáå óòâîðþþòü ãðóïó âiäíîñíî ìíîæåííÿ:

à) ìíîæèíà âñiõ âiäîáðàæåíü;
á) ìíîæèíà âñiõ âiäîáðàæåíü M íà M ;
â) ìíîæèíà âñiõ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü;
ã) ìíîæèíà âñiõ ïàðíèõ ïåðåñòàíîâîê;
ä) ìíîæèíà âñiõ íåïàðíèõ ïåðåñòàíîâîê;
å) ìíîæèíà âñiõ òðàíñïîçèöié;
¹) ìíîæèíà {e, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}.

3. Âèÿñíèòè, ÿêi iç âêàçàíèõ ìíîæèí n × n-ìàòðèöü ç åëåìåíòàìè iç
ìíîæèíè R äiéñíèõ ÷èñåë óòâîðþþòü ãðóïó:

à) ìíîæèíà ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ;
á) ìíîæèíà ìàòðèöü ç ôiêñîâàíèì äåòåðìiíàíòîì d âiäíîñíî îïåðàöi¨

ìíîæåííÿ;
â) ìíîæèíà íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ;
ã) ìíîæèíà íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ;
ä) ìíîæèíà äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ;
å) ìíîæèíà äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ;
¹) ìíîæèíà îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ;
æ) ìíîæèíà íåíóëüîâèõ ìàòðèöü âèãëÿäó

(
x y

−y x

)
(x, y ∈ R)

âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ;
ç) ìíîæèíà ìàòðèöü

{
±

(
1 0
0 1

)
,±

(
i 0
0 i

)
,±

(
0 1

−1 0

)
,±

(
0 i

−i 0

)}

(i2 = −1) âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ.

4. Çíàéòè ïîðÿäîê åëåìåíòà ãðóïè:
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à)
(

1 2 3 4 5
2 3 1 5 4

)
∈ S5, á) −

√
3

2 + 1
2i ∈ C∗,

â)
(

0 i

1 0

)
∈ GL(2,C), ã) 1√

2
− 1√

2
i ∈ C∗,

ä)
( −1 a

0 1

)
∈ GL(2,R), å)

(
2 1
1 1

)
∈ GL(2,Q),

¹)
(

1 1
0 1

)
∈ GL(2,Z), æ) i ∈ C∗.

5. Çíàéòè âñi ïiäãðóïè ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè S3. Âèÿñíèòè, ÿêi ç íèõ áó-
äóòü íîðìàëüíèìè.

6. Öåíòðîì ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà Z(G) = {a ∈ G|ag = ga
(g ∈ G)}. Äîâåñòè, ùî öåíòð ãðóïè G � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè
G.

7. Ïîêàçàòè, ùî åëåìåíòè ab òà ba â äîâiëüíié ãðóïi G (a, b ∈ G) ìàþòü
îäíàêîâi ïîðÿäêè.

8. Äîâåñòè, ùî ïåðåðiç äâîõ íîðìàëüíèõ ïiäãðóï ãðóïè G ¹ íîðìàëüíîþ
ïiäãðóïîþ ãðóïè G.

9. Íåõàé A i B � íîðìàëüíi ïiäãðóïè ãðóïè G òàêi, ùî A ∩ B = {e}.
Äîâåñòè, ùî xy = yx äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ x ∈ A òà y ∈ B.

10. Íåõàé âñi åëåìåíòè ãðóïè, êðiì îäèíèöi, ìàþòü ïîðÿäîê 2. Äîâåñòè,
ùî ãðóïà àáåëåâà.

11. Íåõàé G � ñêií÷åííà ãðóïà ïîðÿäêó 2n i H � ïiäãðóïà ãðóïè G

ïîðÿäêó n. Ïîêàçàòè, ùî H � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G.

�2. Ôàêòîð-ãðóïè
Íåõàé G � äîâiëüíà ãðóïà. Äîáóòêîì ïiäìíîæèí A i B ãðóïè G íàçè-
âà¹òüñÿ ïiäìíîæèíà A · B = {xy |x ∈ A, y ∈ B}. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó
âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè G çà íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ H (íåìà¹ ïîòðå-
áè ãîâîðèòè ïðî ëiâi ÷è ïðàâi êëàñè, îñêiëüêè H � íîðìàëüíà ïiäãðóïà
i òîìó öi êëàñè ñóìiùàþòüñÿ): {aH | a ∈ G}. Î÷åâèäíî, aH = {a} · H
äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ G. Òîäi aH · bH = a(Hb)H = a(bH)H =
(ab)(H ·H) = abH.

Îòæå, äîáóòêîì äâîõ ñóìiæíèõ êëàñiâ aH i bH ¹ ñóìiæíèé êëàñ (ab)H:

aH · bH = (ab)H. (1)

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ìíîæèíà {aH | a ∈ G} ç ââåäåíîþ îïåðàöi¹þ ìíî-
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æåííÿ (1) ¹ ãðóïîþ. Îäèíè÷íèì åëåìåíòîì öi¹¨ ãðóïè ¹ ñóìiæíèé êëàñ
eH = H (e � îäèíè÷íèé åëåìåíò ãðóïè G). Îáåðíåíèì åëåìåíòîì äî
ñóìiæíîãî êëàñó aH ¹ ñóìiæíèé êëàñ a−1H. Òàê âèçíà÷åíà ãðóïà íàçè-
âà¹òüñÿ ôàêòîð-ãðóïîþ ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H i ïîçíà÷à¹òüñÿ G/H.

ßêùî G � ñêií÷åííà ãðóïà, òî ïîðÿäîê ôàêòîð-ãðóïè G/H âèçíà÷à-
¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ |G/H| = |G|

|H| .

Ï ð è ê ë à ä è
1. Çíàéòè ôàêòîð-ãðóïó ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè êîìïëåêñíèõ ÷è-

ñåë C∗ çà ïiäãðóïîþ H = {z ∈ C∗ | |z| = 1}.
Ðîçâ'ÿçàííÿ.ÎñêiëüêèC∗ � àáåëåâà ãðóïà, à âñÿêà ïiäãðóïà àáåëåâî¨

ãðóïè ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ öi¹¨ ãðóïè, òî H � íîðìàëüíà ïiäãðóïà
ãðóïè C∗. Ðîçãëÿíåìî äåÿêèé ñóìiæíèé êëàñ aH iç ïðåäñòàâíèêîì a ∈
∈ C∗. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà g = ah ∈ aH, äå h ∈ H, |g| = |ah| =
= |a||h| = |a|. Ç iíøîãî áîêó äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà g ãðóïè C∗ òàêîãî,
ùî |g| = |a|, ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ g ∈ aH. Îñòàíí¹ âèïëèâà¹ ç òîãî,
ùî |ga−1| = |g||a|−1 = 1. À, îòæå, ga−1 ∈ H. Òàêèì ÷èíîì, ñóìiæíèé
êëàñ aH ãðóïè C∗ çà ïiäãðóïîþ H iç ïðåäñòàâíèêîì a ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ìîäóëü ÿêèõ äîðiâíþ¹ ìîäóëþ ÷èñëà a, òîáòî ç óñiõ
òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ðîçòàøîâàíèõ íà êîëi K(0, |a|) ç öåíòðîì â
òî÷öi 0 i ðàäióñîì |a|. Äîáóòêîì ñóìiæíèõ êëàñiâ aH = K(0, |a|) i bH =
= K(0, |b|) áóäå ñóìiæíèé êëàñ abH = K(0, |ab|) (a, b ∈ C∗). Iç ïîïåðåäíiõ
ìiðêóâàíü âiäðàçó âèïëèâà¹, ùî aH 6= bH òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè |a| 6=
6= |b|. Òîìó ãðóïà C∗/H, î÷åâèäíî, íåñêií÷åííà.

2. Çíàéòè ôàêòîð-ãðóïó àäèòèâíî¨ ãðóïè öiëèõ ÷èñåë Z+ çà ïiäãðó-
ïîþ (mZ)+, äå m > 1.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìíîæèíà Z+/(mZ)+ ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ:
Z+/(mZ)+ = {(mZ)+, 1+(mZ)+, . . . , (m−1)+(mZ)+}. Äiéñíî, äîâiëüíå
öiëå ÷èñëî n ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi n = mq + r, äå 0 ≤ r < m (çà
àëãîðèòìîì äiëåííÿ). Òîäi

n + (mZ)+ = (r + mq) + (mZ)+ = r + (mZ)+.

Äàëi, ÿêùî 0 ≤ i < j ≤ m − 1, òî j − i /∈ (mZ)+, à, îòæå, i + (mZ)+ 6=
6= j + (mZ)+. Äîäàþòüñÿ ñóìiæíi êëàñè çà òàêèì ïðàâèëîì

(a + (mZ)+) + (b + (mZ)+) = (a + b) + (mZ)+.

Òàêèì ÷èíîì, Z+/(mZ)+ � ãðóïà ïîðÿäêó m. Íàïðèêëàä, ïðè m = 3
ìà¹ìî ãðóïó

Z+/(3Z)+ = {(3Z)+, 1 + (3Z)+, 2 + (3Z)+}
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i òàáëèöÿ äîäàâàííÿ åëåìåíòiâ öi¹¨ ãðóïè âèãëÿäà¹ òàê:
+ (3Z)+ 1 + (3Z)+ 2 + (3Z)+

(3Z)+ (3Z)+ 1 + (3Z)+ 2 + (3Z)+

1 + (3Z)+ 1 + (3Z)+ 2 + (3Z)+ (3Z)+

2 + (3Z)+ 2 + (3Z)+ (3Z)+ 1 + (3Z)+

Ôàêòîð-ãðóïó Z+/(mZ)+ ïîçíà÷àþòü ÷åðåç Z+
m i íàçèâàþòü ãðóïîþ êëà-

ñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì m.

Â ï ð à â è
1. Íåõàé H � ïiäãðóïà ãðóïè G. Äîâåñòè, ùî:

à) äâà åëåìåíòè a, b ãðóïè G òîäi i òiëüêè òîäi íàëåæàòü îäíîìó ëiâîìó
ñóìiæíîìó êëàñó ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H, êîëè a−1b ∈ H;

á) ìiæ åëåìåíòàìè äâîõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H iñíó¹
âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü.

2. Çíàéòè ôàêòîð-ãðóïó G/H ó òàêèõ âèïàäêàõ:

à) G � ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà êîìïëåêñíèõ êîðåíiâ ÷åòâåðòîãî ñòå-
ïåíÿ ç îäèíèöi, H � ïiäãðóïà êîðåíiâ äðóãîãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi;

á) G = GL(n,C) � ïîâíà ëiíiéíà ãðóïà íàä C,
H = SL(n,C) � ñïåöiàëüíà ëiíiéíà ãðóïà íàä C;

â) G = Sn � ñèìåòðè÷íà ãðóïà, H = An � çíàêîçìiííà ãðóïà;
ã) G = C+ � àäèòèâíà ãðóïà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, H = R+ � àäèòèâíà

ãðóïà äiéñíèõ ÷èñåë;
ä) G = C∗ � ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë,

H = R∗ � ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà äiéñíèõ ÷èñåë;
å) G = R∗, H = R∗+, äåR∗+ � ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà äîäàòíèõ äiéñíèõ

÷èñåë;
¹) G = (4Z)+, H = (12Z)+.

3. Äîâåñòè, ùî ôàêòîð-ãðóïà àáåëåâî¨ ãðóïè çà äîâiëüíîþ ïiäãðóïîþ
� àáåëåâà ãðóïà.

4. Äîâåñòè, ùî ó ôàêòîð-ãðóïi Q+/Z+ êîæåí åëåìåíò ìà¹ ñêií÷åííèé
ïîðÿäîê.

5. Íåõàé S � ïiäãðóïà ôàêòîð-ãðóïè G/H. Äîâåñòè, ùî ïiäìíîæèíà
S ãðóïè G, ùî ¹ îá'¹äíàííÿì âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ, ÿêi âõîäÿòü â
S, ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G, ùî ìiñòèòü H. Ïðè÷îìó, ÿêùî S / G/H, òî
S / G.
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�3. Ãîìîìîðôiçìè ãðóï
Âiäîáðàæåííÿ f ãðóïè G1 â ãðóïó G2 íàçèâà¹òüñÿ ãîìîìîðôíèì, ÿêùî
äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a i b ãðóïè G1 ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü f(ab) =
= f(a)f(b). Âiäîáðàæåííÿ f íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì ãðóïè G1 íà
ãðóïó G2, ÿêùî äîâiëüíèé åëåìåíò b ãðóïè G2 ¹ îáðàçîì äåÿêîãî åëåìåíòà
a ãðóïè G1, òîáòî iñíó¹ åëåìåíò a ∈ G1 òàêèé, ùî f(a) = b. Ãîìîìîðôíå
âiäîáðàæåííÿ ãðóïè G1 íà ãðóïó G2 íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôíèì, ÿêùî âîíî
âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå. Ãðóïè G1 òà G2 íàçèâàþòüñÿ içîìîðôíèìè, ÿêùî
iñíó¹ içîìîðôíå âiäîáðàæåííÿ ãðóïè G1 íà ãðóïó G2. Öå çàïèñóþòü òàê:
G1

∼= G2.
Ïðè ãîìîìîðôíîìó âiäîáðàæåííi f : G1 → G2 îáðàçîì îäèíè÷íîãî

åëåìåíòà ãðóïè G1 ¹ îäèíè÷íèé åëåìåíò ãðóïè G2, à îáðàçîì îáåðíåíîãî
åëåìåíòà äî åëåìåíòà a ∈ G1 � îáåðíåíèé äî îáðàçó f(a) öüîãî åëåìåíòà,
òîáòî f(a−1) = f(a)−1 (a ∈ G1). Äëÿ âñÿêî¨ ïiäãðóïè H1 ãðóïè G1 îáðàç
f(H1) = {f(a) | a ∈ H1} ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G2. Ìíîæèíà Im f = f(G1)
íàçèâà¹òüñÿ îáðàçîì ãîìîìîðôíîãî âiäîáðàæåííÿ f .

ßäðîì ãîìîìîðôíîãî âiäîáðàæåííÿ f : G1 → G2 íàçèâà¹òüñÿ ìíî-
æèíà {a ∈ G1 | f(a) = e2}, äå e2 � îäèíè÷íèé åëåìåíò ãðóïè G2. ßäðî
ãîìîìîðôiçìó f ïîçíà÷àþòü ÷åðåç Ker f .

Îñíîâíà òåîðåìà ïðî ãîìîìîðôiçìè ãðóï. Íåõàé f � ãîìîìîð-
ôíå âiäîáðàæåííÿ ãðóïè G1 íà ãðóïó G2 i H = Ker f � ÿäðî ãîìî-
ìîðôíîãî âiäîáðàæåííÿ f . Òîäi H � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G1 i
ôàêòîð-ãðóïà G/H içîìîðôíà ãðóïi G2.

Òåîðåìà Êåëi. Íåõàé G � ñêií÷åííà ãðóïà ïîðÿäêó n. Òîäi ãðóïà G
içîìîðôíà äåÿêié ïiäãðóïi ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè Sn.

Içîìîðôíå âiäîáðàæåííÿ ãðóïè G íà ãðóïó G íàçèâà¹òüñÿ àâòîìîð-
ôiçìîì. Íàïðèêëàä, âiäîáðàæåííÿ f : g → g−1 (g ∈ G) ¹ àâòîìîðôiçìîì
àáåëåâî¨ ãðóïè G.

Ï ð è ê ë à ä è
1. Ïîêàçàòè, ùî ôàêòîð-ãðóïà GL(n,C)/SL(n,C) içîìîðôíà ãðóïi

C∗.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîáóäó¹ìî âiäîáðàæåííÿ f : GL(n,C) → C∗ çà òàêèì

ïðàâèëîì: ìàòðèöi A ∈ GL(n,C) ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ¨¨ äåòåðìi-
íàíò detA. Òîäi

f(AB) = det(AB) = detA · detB = f(A) · f(B) (A,B ∈ GL(n,C)).

Îòæå, f � ãîìîìîðôíå âiäîáðàæåííÿ ãðóïè GL(n,C) â ãðóïó C∗. Êðiì
òîãî, f ¹ âiäîáðàæåííÿì íà ãðóïó C∗, îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà
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α ∈ C∗ iñíó¹ ìàòðèöÿ, íàïðèêëàä

A =




α 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . 1




,

òàêà, ùî f(A) = α i A ∈ GL(n,C). Çðîçóìiëî, ùî Ker f = SL(n,C).
Òîìó iç îñíîâíî¨ òåîðåìè ïðî ãîìîìîðôiçìè ãðóï âèïëèâà¹, ùî

GL(n,C)/SL(n,C) ∼= C∗.
2. Äîâåñòè içîìîðôiçì ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè äîäàòíèõ äiéñíèõ

÷èñåë R∗+ òà àäèòèâíî¨ ãðóïè äiéñíèõ ÷èñåë R+.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîáóäó¹ìî âiäîáðàæåííÿ f : R∗+ → R+ çà òàêèì ïðà-

âèëîì: f(a) = lg a (a ∈ R∗+). Îñêiëüêè
lg(ab) = lg a + lg b (a, b ∈ R∗+),

òî âiäîáðàæåííÿ f ¹ ãîìîìîðôíèì. Äîáðå âiäîìî, ùî ëîãàðèôì çàäà¹
âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè R∗+ íà ìíîæèíó R+. Äàëi, îñêiëüêè ðiâíÿííÿ
lg x = 0 ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x = 1, òî Ker f = {1}. Òîìó iç îñíîâ-
íî¨ òåîðåìè ïðî ãîìîìîðôiçìè ãðóï îäåðæó¹ìî, ùî R∗+/{1} ∼= R+. À
çâiäñè îäðàçó âèïëèâà¹, ùî R∗+ ∼= R+.

Â ï ð à â è
1. Íåõàé Cn � ãðóïà êîìïëåêñíèõ êîðåíiâ ñòåïåíÿ n ç îäèíèöi. Âèçíà-

÷èòè, ñêiëüêè iñíó¹ ãîìîìîðôiçìiâ ãðóï: à) C2 â C4; á) C6 â C3; â) C5

â C5; ã) C3 â C5.
2. ×è ¹ âiäîáðàæåííÿ f : C∗ → R∗ ãîìîìîðôíèì, ÿêùî: à) f(z) = |z|;

á) f(z) = 2|z|; â) f(z) = |z|−1; ã) f(z) = |z|2; ä) f(z) = 1 + |z|;
å) f(z) = 1 (z � äîâiëüíèé åëåìåíò ãðóïè C∗).

3. Äëÿ ÿêèõ ãðóï G âiäîáðàæåííÿ f : G → G, ùî çàäàíå ïðàâèëîì
a) f(x) = x2; á) f(x) = x−1 ¹ ãîìîìîðôíèì? Ïðè ÿêié óìîâi öi
âiäîáðàæåííÿ ¹ àâòîìîðôiçìàìè ãðóïè G?

4. Äîâåñòè, ùî â êîæíîìó ç íàâåäåíèõ âèïàäêiâ âiäîáðàæåííÿ ¹ ãîìî-
ìîðôíèì. Çíàéòè ÿäðî òà îáðàç öüîãî ãîìîìîðôiçìà:

à) àäèòèâíà ãðóïà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C+ âiäîáðàæåíà â àäèòèâíó ãðó-
ïó äiéñíèõ ÷èñåë R+ òàê, ùî êîæíîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó çàïèñà-
íîìó â àëãåáðà¨÷íié ôîðìi ïîñòàâëåíèé ó âiäïîâiäíiñòü êîåôiöi¹íò
ïðè i: a + bi → b;
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á) ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C∗ âiäîáðàæåíà â ãðóïó
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ç ìîäóëåì, ðiâíèì 1, òàê, ùî êîæíîìó êîìïëå-
êñíîìó ÷èñëó ïîñòàâëåíî ó âiäïîâiäíiñòü êîìïëåêñíå ÷èñëî ç òèì æå
àðãóìåíòîì, àëå ç ìîäóëåì ðiâíèì 1:

r(cos ϕ + i sin ϕ) → cos ϕ + i sin ϕ;
â) ãðóïà C∗ âiäîáðàæåíà â ìóëüòèïëiêàòèâíó ãðóïó äîäàòíèõ äiéñíèõ

÷èñåë òàê, ùî êîæíîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó ïîñòàâëåíèé ó âiäïî-
âiäíiñòü éîãî ìîäóëü: a + bi → √

a2 + b2.

5. Äîâåñòè, ùî ãðóïè (5Z)+ (àäèòèâíà ãðóïà öiëèõ ÷èñåë, êðàòíèõ 5) i
(2Z)+ (àäèòèâíà ãðóïà öiëèõ ÷èñåë, êðàòíèõ ÷èñëó 2) içîìîðôíi.

6. Îïèñàòè âñi ìîæëèâi ãîìîìîðôiçìè ãðóïè Z+ â ãðóïó Z+.
7. Ïåðåâiðèòè, ÷è áóäóòü içîìîðôíèìè äâi ãðóïè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó:

C4 = {e, a, a2, a3|a4 = e}, V = {e, b, c, bc|b2 = e, c2 = e, bc = cb}.
8. Äîâåñòè, ùî ãîìîìîðôíèé îáðàç àáåëåâî¨ ãðóïè ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ.
9. Íåõàé f � ãîìîìîðôiçì ãðóïè G1 â ãðóïó G2 çàäàíèé çà ïðàâèëîì

f(a) = e2 äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà a ∈ G1, äå e2 � îäèíèöÿ ãðóïè
G2. Òàê âèçíà÷åíèé ãîìîìîðôiçì íàçèâà¹òüñÿ òðèâiàëüíèì. Ïîáó-
äóâàòè íåòðèâiàëüíèé ãîìîìîðôiçì ãðóïè C∗ â ãðóïó R∗.

10. Íåõàé G � ãðóïà i H � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G. Ïîêàçàòè, ùî
iñíó¹ ãðóïà G i ãîìîìîðôiçì f : G → G òàêèé, ùî Ker f = H.

11. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ãðóïè G:

à) ìíîæèíà âñiõ àâòîìîðôiçìiâ ãðóïè G ¹ ãðóïîþ;
á) âiäîáðàæåííÿ σ : x → a−1xa, äå a � ôiêñîâàíèé åëåìåíò ãðóïè G ¹

àâòîìîðôiçìîì ãðóïè G (âíóòðiøíiì àâòîìîðôiçìîì);
â) ìíîæèíà âñiõ âíóòðiøíiõ àâòîìîðôiçìiâ ãðóïè G ¹ ãðóïîþ.

�4. Öèêëi÷íi ãðóïè
Ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ, ÿêùî âîíà ñêëàäà¹òüñÿ ç ñòåïå-
íiâ îäíîãî ç ñâî¨õ åëåìåíòiâ a, òîáòî G = {an | n ∈ Z} (a � ôiêñîâàíèé
åëåìåíò ãðóïè G). Åëåìåíò a íàçèâà¹òüñÿ â öüîìó âèïàäêó òâiðíèì åëå-
ìåíòîì ãðóïè G, à ãðóïà G ïîçíà÷à¹òüñÿ òàê G = 〈a〉.

ßêùî äëÿ äîâiëüíèõ öiëèõ ÷èñåë n òà m an 6= am ïðè n 6= m, òî ãðó-
ïà G = 〈a〉 ¹ íåñêií÷åííîþ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ. Ïðèêëàäîì íåñêií÷åííî¨
öèêëi÷íî¨ ãðóïè ¹ àäèòèâíà ãðóïà öiëèõ ÷èñåë.

ßêùî æ çíàéäóòüñÿ ðiçíi öiëi ÷èñëà n òà m òàêi, ùî an = am, òî ãðóïà
G = 〈a〉 áóäå ñêií÷åííîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó t, äå t � ïîðÿäîê åëåìåíòà a â
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ãðóïi G, òîáòî G = {e, a, a2, . . . , at−1}. Ïðèêëàäîì ñêií÷åííî¨ öèêëi÷íî¨
ãðóïè ïîðÿäêó n ñëóæèòü ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà êîìïëåêñíèõ êîðåíiâ
n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi � âñi öi êîðåíi ¹ ñòåïåíÿìè îäíîãî ç íèõ, à ñàìå
ïåðâiñíîãî êîðåíÿ.

Öèêëi÷íà ãðóïà ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

1. Âñÿêà íåñêií÷åííà öèêëi÷íà ãðóïà G içîìîðôíà àäèòèâíié ãðóïi öi-
ëèõ ÷èñåë Z+.

2. Âñÿêà öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó n içîìîðôíà ãðóïi Z+
n .

3. Âñÿêà ïiäãðóïà öèêëi÷íî¨ ãðóïè � öèêëi÷íà.
4. Âñÿêà ïiäãðóïà H ñêií÷åííî¨ öèêëi÷íî¨ ãðóïè G = 〈a〉 ïîðÿäêó n

ïîðîäæó¹òüñÿ åëåìåíòîì as, äå s � äiëüíèê ÷èñëà n, i ¹ öèêëi÷íîþ
ãðóïîþ ïîðÿäêó t, ïðè÷îìó n = st.

5. Ó öèêëi÷íî¨ ãðóïè ïîðÿäêó n ¹ còiëüêè ïiäãðóï, ñêiëüêè ¹ äiëüíèêiâ
ó ÷èñëà n.

Ï ð è ê ë à ä è
1. Ïîêàçàòè, ùî ãðóïà ïðîñòîãî ïîðÿäêó çàâæäè öèêëi÷íà.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé G � ãðóïà ïðîñòîãî ïîðÿäêó p, e � îäèíè÷íèé

åëåìåíò ãðóïè G. Íåõàé a � åëåìåíò ãðóïè G, âiäìiííèé âiä e. Ðîçãëÿíå-
ìî öèêëi÷íó ïiäãðóïó ãðóïè G, ïîðîäæåíó åëåìåíòîì a, òîáòî H = 〈a〉.
Çà òåîðåìîþ Ëàãðàíæà |H| äiëèòü p. Âðàõîâóþ÷è, ùî p � ïðîñòå ÷èñëî i
òå, ùî H 6= 〈e〉, ìà¹ìî |H| = p. Òîäi H = G i, îòæå, G � öèêëi÷íà ãðóïà.

2. Âèïèñàòè âñi ïiäãðóïè ãðóïè Z+
18.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ãðóïà Z+
18 = {(18Z)+, 1 + (18Z)+, . . . , 17 + (18Z)+} ¹

öèêëi÷íîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó 18. Òâiðíèì åëåìåíòîì öi¹¨ ãðóïè ¹, íàïðè-
êëàä, 1+ (18Z)+, îñêiëüêè n+(18Z)+ = n(1+ (18Z)+) (n = 0, 1, . . . , 17).
Òîäi íà îñíîâi âëàñòèâîñòi 3 öèêëi÷íèõ ãðóï ìà¹ìî, ùî âñÿêà ïiäãðóïà
ãðóïè Z+

18 ¹ öèêëi÷íîþ i ¨õ ñòiëüêè, ñêiëüêè äiëüíèêiâ ó ÷èñëà 18. À ñàìå
¹ ïiäãðóïè ïîðÿäêiâ: 1, 2, 3, 6, 9, 18. Âèïèøåìî ¨õ:

G1 = 〈(18Z)+〉, G2 = 〈9 + (18Z)+〉, G3 = 〈6 + (18Z)+〉,
G6 = 〈3 + (18Z)+〉, G9 = 〈2 + (18Z)+〉, G18 = Z+

18 = 〈1 + (18Z)+〉.

Òóò |Gi| = i (i = 1, 2, 3, 6, 9, 18).

Â ï ð à â è
1. Äîâåñòè, ùî çàäàíi ãðóïè ¹ öèêëi÷íèìè i çíàéòè ¨õ òâiðíi åëåìåíòè:
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à) ãðóïà (nZ)+ öiëèõ ÷èñåë, êðàòíèõ äàíîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n,
âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ;

á) ãðóïà êîìïëåêñíèõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi âiäíîñíî îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ;

â) ãðóïà îáåðòàííÿ ïðàâèëüíîãî n-êóòíèêà.

2. Çíàéòè ïîðÿäîê öèêëi÷íî¨ ïiäãðóïè ãðóïè GL(2,R), ïîðîäæåíî¨ ìàò-
ðèöåþ:

à)
(

1 −1
0 1

)
; á)

(
1 2
0 1

)
; â)

( 1
2 0
1 1

2

)
; ã)

(
0 −1
1 0

)
.

3. Äîâåñòè, ùî öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó pn ìiñòèòü ïiäãðóïó ïîðÿäêó
pm äëÿ äîâiëüíîãî m ∈ {0, 1 , 2, . . . , n} (p � ïðîñòå ÷èñëî).

4. Çíàéòè âñi ïiäãðóïè öèêëi÷íî¨ ãðóïè ïîðÿäêó:
à) 12; á) 15; â) 24; ã) p; ä) p2; å) pn.
5. Íåõàé Cn = 〈a|an = e〉 � öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó n i b = ak (k ∈ N).

Äîâåñòè, ùî:

à) åëåìåíò b òîäi i òiëüêè òîäi áóäå òâiðíèì åëåìåíòîì ãðóïè Cn, êîëè
n i k � âçà¹ìíî ïðîñòi ÷èñëà;

á) ïîðÿäîê åëåìåíòà b äîðiâíþ¹ n
d , äå d � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê

÷èñåë k i n.

6. Â öèêëi÷íié ãðóïi 〈a〉 ïîðÿäêó n çíàéòè âñi åëåìåíòè g, ùî çàäîâîëü-
íÿþòü óìîâi gk = e i âñi åëåìåíòè ïîðÿäêó k, ÿêùî:

à) n = 24, k = 6; á) n = 100, k = 20; â) n = 360, k = 7.
7. Íåõàé G � ñêií÷åííà ãðóïà i a � åëåìåíò ãðóïè G. Äîâåñòè, ùî

G = 〈a〉 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè |G| äîðiâíþ¹ ïîðÿäêó åëåìåíòà a.
8. Çíàéòè ôàêòîð-ãðóïó öèêëi÷íî¨ ãðóïè G ïîðÿäêó n çà ïiäãðóïîþ

ïîðÿäêó t, ÿêùî:
à) n = 8, t = 2; á) n = 15, t = 3; â) n = p2, t = p (p � ïðîñòå ÷èñëî).
9. Äîâåñòè, ùî ãðóïà H òîäi i òiëüêè òîäi ¹ ãîìîìîðôíèì îáðàçîì ñêií-

÷åííî¨ öèêëi÷íî¨ ãðóïè G, êîëè H òàêîæ öèêëi÷íà i ¨¨ ïîðÿäîê äiëèòü
ïîðÿäîê ãðóïè G.

10. Íåõàé G = 〈a〉 � íåñêií÷åííà öèêëi÷íà ãðóïà, H � äîâiëüíà ãðóïà.
Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà b ∈ H iñíó¹ îäíå i òiëüêè îäíå
ãîìîìîðôíå âiäîáðàæåííÿ f : G → H òàêå, ùî f(a) = b.

11. Çíàéòè âñi ãîìîìîðôíi âiäîáðàæåííÿ:

à) ãðóïè C18 = 〈a|a18 = e〉 â ñåáå;
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á) ãðóïè C12 = 〈a|a12 = e〉 â ãðóïó C16 = 〈b|b16 = e〉;
â) ãðóïè C18 = 〈a|a18 = e〉 íà ñåáå;
ã) ãðóïè C20 = 〈a|a20 = e〉 â ãðóïó C12 = 〈b|b12 = e〉.

12. Çíàéòè â ãðóïi C∗ öèêëi÷íi ïiäãðóïè ïîðÿäêó:
à) 2; á) 3; â) 4; ã) n.

13. Çíàéòè âñi àâòîìîðôiçìè öèêëi÷íî¨ ãðóïè ïîðÿäêó:
à) 3; á) 4; â) 12; ã) 15; ä) 20.

�5. Ïðÿìèé äîáóòîê ãðóï
Íåõàé çàäàíî ãðóïè G1, G2, . . . , Gn. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç G ìíîæèíó âñiõ
âïîðÿäêîâàíèõ n-îê âèãëÿäó (g1, g2, . . . , gn), äå gi ∈ Gi (i = 1, 2, . . . , n).
Äâà åëåìåíòè x = (g1, g2, . . . , gn) i y = (h1, h2, . . . , hn) ãðóïè G áóäåìî
ââàæàòè ðiâíèìè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè gi = hi (i = 1, 2, . . . , n). Çàäàìî
îïåðàöiþ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ìíîæèíè G â òàêèé ñïîñiá:

x · y = (g1h1, g2h2, . . . , gnhn).

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî òîäi G � ãðóïà, ïðè÷îìó îäèíè÷íèì åëåìåíòîì
ãðóïè G áóäå åëåìåíò e = (e1, e2, . . . , en), äå ei � îäèíè÷íèé åëåìåíò ãðó-
ïè Gi (i = 1, 2, . . . , n). Îáåðíåíèì äî åëåìåíòà x áóäå åëåìåíò x−1 = (g−1

1 ,
g−1

2 , . . . , g−1
n ). Òàê âèçíà÷åíà ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ çîâíiøíiì ïðÿìèì äî-

áóòêîì ãðóï G1, G2, . . . , Gn. Ïîçíà÷àòèìåìî çîâíiøíié äîáóòîê ãðóï G1,
G2, . . . , Gn òàê: G = G1 ×̇G2 ×̇ · · · ×̇Gn.

ßêùî ãðóïè G1, G2, . . . , Gn çàäàíi àäèòèâíî, òî â öüîìó âèïàäêó
ãðóïó G íàçèâàþòü çîâíiøíüîþ ïðÿìîþ ñóìîþ ãðóï G1, G2, . . . , Gn i
ïîçíà÷àþòü òàê: G = G1 +̇ G2 +̇ · · · +̇ Gn.

Íåõàé G � ãðóïà i G1, G2, . . . , Gn � ïiäãðóïè ãðóïè G (n ≥ 2). Áóäåìî
ãîâîðèòè, ùî G ¹ âíóòðiøíiì ïðÿìèì äîáóòêîì n ïiäãðóï G1, G2, . . . ,
Gn, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:
1) Gi / G (i = 1, 2, . . . , n);
2) G = G1 ·G2 . . . Gn;
3) (G1 ·G2 . . . Gi) ∩Gi+1 = {e} (i = 1, 2, . . . , n− 1).

Ïîçíà÷àþòü âíóòðiøíié ïðÿìèé äîáóòîê ãðóï G1, G2, . . . , Gn òàê: G =
= G1 ×G2 × · · · ×Gn.

ßêùî ãðóïà G çàäàíî àäèòèâíî, òî êàæóòü, ùî ãðóïà G ¹ âíóòðiøíüîþ
ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäãðóï G1, G2, . . . , Gn i ïîçíà÷àþòü G = G1 ⊕ G2 ⊕
⊕ · · · ⊕Gn.

Òåîðåìà. Ãðóïà G ¹ âíóòðiøíiì ïðÿìèì äîáóòêîì ïiäãðóï G1, G2,
. . . , Gn òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè: 1) aiaj = ajai
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(ai ∈ Gi, aj ∈ Gj, i 6= j; i, j = 1, . . . , n); 2) êîæíèé åëåìåíò a ãðóïè G

îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi a = a1a2 . . . an (ai ∈ Gi; i = 1, 2,
. . . , n).

Íåõàé G = G1×̇G2 � çîâíiøíié ïðÿìèé äîáóòîê ãðóï G1 òà G2. Ðîç-
ãëÿíåìî òàêi ïiäãðóïè ãðóïè G:

G1 = {(g1, e2)|g1 ∈ G1}, G2 = {(e1, g2)|g2 ∈ G2},
äå ei � îäèíè÷íèé åëåìåíò ãðóïè Gi (i = 1, 2). Íåâàæêî ïîêàçàòè òîäi
çà îçíà÷åííÿì âíóòðiøíüîãî ïðÿìîãî äîáóòêó ïiäãðóï, ùî G = G1 ×G2,
òîáòî G ¹ âíóòðiøíiì ïðÿìèì äîáóòêîì ïiäãðóï G1 òà G2. Ïðè öüîìó
ãðóïà G1 içîìîðôíà ãðóïi G1, à ãðóïà G2 � ãðóïi G2.

Ï ð è ê ë à ä è
1. Íåõàé G � ãðóïà âåêòîðiâ íà ïëîùèíi âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ,

G1 � ïiäãðóïà âåêòîðiâ, ùî ëåæàòü íà îñi Ox; G2 � ïiäãðóïà âåêòîðiâ,
ùî ëåæàòü íà îñi Oy. Ïîêàçàòè, ùî G = G1 ⊕G2.

-

6

©©©©©©©©©©*

-

6

O x

y

a2

a1

a

Ìàë. 1

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äîáðå âiäîìî, ùî äëÿ
äîâiëüíèõ âåêòîðiâ a1 ∈ G1 i a2 ∈ G2 ñïðà-
âåäëèâà ðiâíiñòü a1 + a2 = a2 + a1. Êðiì òî-
ãî, âñÿêèé âåêòîð a îäíîçíà÷íî ðîçêëàäà-
¹òüñÿ â ñóìó âåêòîðiâ ç ïiäãðóï G1 òà G2:
a = a1 + a2, äå a1 � ïðîåêöiÿ âåêòîðà a

íà âiñü Ox, à a2 � ïðîåêöiÿ âåêòîðà a íà
âiñü Oy. Îòæå, ç òåîðåìè 1 âèïëèâà¹, ùî
G = G1 ⊕G2.

2. Äîâåñòè, ùî ãðóïà G = Z+
p +̇ Z+

p íå ¹ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ (p �
ïðîñòå ÷èñëî).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çà îçíà÷åííÿì çîâíiøíüî¨ ïðÿìî¨ ñóìè ãðóï âñÿêèé
åëåìåíò ãðóïè G ¹ ïàðîþ (a, b), äå a, b ∈ Z+

p . Äîâåäåìî, ùî G íå ¹ öèêëi-
÷íîþ ãðóïîþ ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî. Òîáòî, ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå,
ùî G � öèêëi÷íà ãðóïà i (a0, b0) � òâiðíèé åëåìåíò öi¹¨ ãðóïè. Òîäi ïî-
ðÿäîê öüîãî åëåìåíòà äîðiâíþ¹ ïîðÿäêó ãðóïè i, îòæå, äîðiâíþ¹ p2. Ç
iíøîãî áîêó p(a0, b0) = (pa0, pb0) = (0, 0). Îäåðæàíå ïðîòèði÷÷ÿ äîâî-
äèòü ðîçãëÿäóâàíå òâåðäæåííÿ.

3. Íåõàé G = G1 × G2 � ïðÿìèé ðîçêëàä ãðóïè G. Äîâåñòè, ùî
ôàêòîð-ãðóïà G/G1 içîìîðôíà ãðóïi G2.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íà îñíîâi òåîðåìè 1 äîâiëüíèé åëåìåíò a ãðóïè G îäíî-
çíà÷íî ðîçêëàäà¹òüñÿ ó äîáóòîê a = a1a2 (a1 ∈ G1, a2 ∈ G2). Ïîáóäó¹ìî
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âiäîáðàæåííÿ f : G → G2 çà òàêèì ïðàâèëîì: f(a) = a2. Öå âiäîáðàæå-
ííÿ ¹ ãîìîìîðôíèì, áî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ G

f(ab) = f([a1a2][b1b2]) = f([a1b1][a2b2]) = a2b2 = f(a)f(b),

äå b = b1b2 (b1 ∈ G1, b2 ∈ G2). Âiäîáðàæåííÿ f ¹ âiäîáðàæåííÿì ¾íà¿,
îñêiëüêè äîâiëüíèé åëåìåíò a ãðóïè G2 ¹ îáðàçîì åëåìåíòà a ãðóïè G.
Äàëi, íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî Ker f = G1. Çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ ïðî
ãîìîìîðôiçìè ãðóï îäåðæó¹ìî, ùî G/G1

∼= G2.
Â ï ð à â è

1. Çíàéòè ïîðÿäîê ãðóïè Z+
m +̇ Z+

n .
2. Íåõàé Gi � ñêií÷åííà ãðóïà ïîðÿäêó ni (i = 1, 2). Çíàéòè ïîðÿäîê

ãðóïè G = G1 ×̇G2.
3. Äîâåñòè, ùî çîâíiøíié ïðÿìèé äîáóòîê äâîõ àáåëåâèõ ãðóï ¹ àáåëåâà

ãðóïà.
4. ×è áóäóòü ãðóïè à) Z+

2 +̇ Z+
3 ; á) Z+

2 +̇ Z+
4 ; â) Z+

9 +̇ Z+
6 ; ã) Z+

m +̇ Z+
n

öèêëi÷íèìè?
5. Äîâåñòè, ùî ãðóïà âåêòîðiâ n-âèìiðíîãî äiéñíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòî-

ðó âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ n ïiäãðóï âåêòîðiâ
îäíîâèìiðíèõ ïiäïðîñòîðiâ.

6. Äîâåñòè, ùî àäèòèâíà ãðóïà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C+ ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ
ïiäãðóï äiéñíèõ i óÿâíèõ ÷èñåë.

7. Äîâåñòè, ùî ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà äiéñíèõ ÷èñåë ¹ ïðÿìèì äîáó-
òêîì ïiäãðóï äîäàòíèõ ÷èñåë i ÷èñåë, çà ìîäóëåì ðiâíèõ îäèíèöi.

8. Íåõàé G � ãðóïà. Ïiäãðóïè {e} òà G, äå e � îäèíèöÿ ãðóïè G,
íàçèâàþòüñÿ òðèâiàëüíèì ïiäãðóïàìè ãðóïè G. Äîâåñòè, ùî ãðóïè
Z+ òà Q+ íå ðîçêëàäàþòüñÿ â ïðÿìó ñóìó íåòðèâiàëüíèõ ïiäãðóï.

9. Íåõàé A � ïðÿìèé ìíîæíèê ãðóïè G, òîáòî iñíó¹ òàêà ïiäãðóïà B
ãðóïè G, ùî G = A × B. Äîâåñòè, ùî âñÿêà íîðìàëüíà ïiäãðóïà C

ïiäãðóïè A áóäå íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ i â ãðóïi G.

�6. Àáåëåâi ãðóïè
Ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ àáåëåâîþ (êîìóòàòèâíîþ), ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ
åëåìåíòiâ a i b ãðóïè G ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü ab = ba. Íåõàé P � ìíî-
æèíà âñiõ åëåìåíòiâ ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó àáåëåâî¨ ãðóïè G. Ìíîæèíà
P ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G i öÿ ãðóïà íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäè÷íîþ ÷àñòèíîþ
ãðóïè G.
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Ãðóïà H íàçèâà¹òüñÿ p-ãðóïîþ (p � ïðîñòå ÷èñëî), ÿêùî ïîðÿäîê
êîæíîãî åëåìåíòà ãðóïè H ¹ ñòåïåíåì ÷èñëà p. ßêùî H � ñêií÷åííà
p-ãðóïà, òî ¨¨ ïîðÿäîê äîðiâíþ¹ pn äëÿ äåÿêîãî n ∈ N ∪ {0}.

Ëåìà 1. Ñêií÷åííà öèêëi÷íà p-ãðóïà íå ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïðÿìèé äî-
áóòîê íåòðèâiàëüíèõ öèêëi÷íèõ ïiäãðóï.

Òåîðåìà 1. Íåõàé G � ñêií÷åííà àáåëåâà p-ãðóïà ïîðÿäêó |G| > 1.
Òîäi ãðóïà G îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó ðîçêëàäà¹òüñÿ â
ïðÿìèé äîáóòîê öèêëi÷íèõ p-ïiäãðóï.

Îäíîçíà÷íèé ðîçêëàä ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó îçíà÷à¹ íàñòóïíå:
íåõàé

G = G1 ×G2 × · · · ×Gq (|Gi| > 1, i = 1, . . . , q), (1)
G = G1 ×G2 × · · · ×Gr (|Gj| > 1, j = 1, . . . , r) (2)

� äâà ðîçêëàäè àáåëåâî¨ p-ãðóïè â ïðÿìèé äîáóòîê öèêëi÷íèõ p-ïiäãðóï;
òîäi q = r i Gi

∼= Gσ(i) (i = 1, . . . , q) äëÿ äåÿêî¨ ïiäñòàíîâêè σ ∈ Sq.
Íåõàé äàëi ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä (1), äå Gi � öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó

|Gi| = pni (i = 1, 2, . . . , q). Òîäi

|G| = |G1| · |G2| . . . |Gq| = pn1 · pn2 . . . pnq = pn1+n2+···+nq .

×èñëà pn1, pn2, . . . , pnq íàçèâàþòüñÿ iíâàðiàíòàìè ãðóïè G. Ó âèïàäêó,
êîëè ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä (1), ãîâîðÿòü, ùî G ¹ àáåëåâîþ p-ãðóïîþ òèïó
(pn1, pn2, . . . , pnq).

Ñêií÷åííà àáåëåâà p-ãðóïà îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó âè-
çíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè iíâàðiàíòàìè. ×èñëî âñiõ íåiçîìîðôíèõ àáåëåâèõ p-ãðóï
ïîðÿäêó pm (m ∈ N) äîðiâíþ¹ ÷èñëó ðiçíèõ ðîçêëàäiâ ÷èñëà m â ñóìó
òàêîãî âèãëÿäó:

m = n1 + n2 + · · ·+ nq (n1 ≥ n2 ≥ . . . ≥ nq ≥ 1; q ∈ N). (3)

Ðîçêëàäó (3) âiäïîâiäà¹ àáåëåâà p-ãðóïà òèïó (pn1, pn2, . . . , pnq). Ðiçíèì
ðîçêëàäàì âèãëÿäó (3) âiäïîâiäàþòü íåiçîìîðôíi àáåëåâi p-ãðóïè ïîðÿä-
êó pm.

Òåîðåìà 2. Íåõàé G � ñêií÷åííà àáåëåâà ãðóïà ïîðÿäêó n =
= ps1

1 ps2

2 · · · psr
r (p1, p2, . . . , pr � ïîïàðíî ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà, si ∈ N;

i = 1, 2, . . . , r). Òîäi ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä G = G1×G2× · · ·×Gr, äå Gi �
àáåëåâà pi-ïiäãðóïà ïîðÿäêó psi

i (i = 1, . . . , r).
Òåîðåìà 3 (Îñíîâíà òåîðåìà ïðî ñêií÷åííi àáåëåâi ãðóïè). Íåõàé G

� ñêií÷åííà àáåëåâà ãðóïà ïîðÿäêó n = ps1
1 ps2

2 . . . psr
r (p1, p2, . . . , pr �

ïîïàðíî ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà, si ∈ N; i = 1, . . . , r). Òîäi G îäíîçíà÷íî ç
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òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïðÿìèé äîáóòîê öèêëi÷íèõ
pi-ïiäãðóï (i ∈ {1, . . . , r}).

Íåõàé mi � ÷èñëî íåiçîìîðôíèõ àáåëåâèõ ãðóï ïîðÿäêó psi

i (i = 1,
. . . , r), òîäi ÷èñëî âñiõ íåiçîìîôíèõ ãðóï ïîðÿäêó n = ps1

1 . . . psr
r äîðiâíþ¹

m1 . . . mr.

Ï ð è ê ë à ä è
1. Âèïèñàòè ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó âñi àáåëåâi 2-ãðóïè ïîðÿä-

êó 8.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè 8 = 23, òî äëÿ çíàõîäæåííÿ âñiõ íåiçîìîð-

ôíèõ àáåëåâèõ 2-ãðóï ïîðÿäêó 23 ïîòðiáíî çíàéòè âñi ðiçíi ðîçêëàäè ÷è-
ñëà 3 ó ñóìó âèãëÿäó (3). Î÷åâèäíî,

3 = 3, 3 = 2 + 1, 3 = 1 + 1 + 1

� âñi íåîáõiäíi íàì ðîçêëàäè. Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ òðè íåiçîìîðôíi àáå-
ëåâi 2-ãðóïè ïîðÿäêó 8, à ñàìå

3 = 3 → G1 = 〈a1〉 (a23

1 = e);

3 = 2 + 1 → G2 = 〈a2〉 × 〈b2〉 (a22

2 = e, b2
2 = e);

3 = 1 + 1 + 1 → G3 = 〈a3〉 × 〈b3〉 × 〈c3〉 (a2
3 = e, b2

3 = e, c2
3 = e).

2. Âèïèñàòè âñi ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó àáåëåâi ãðóïè ïîðÿäêó
12.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé G � àáåëåâà ãðóïà ïîðÿäêó 12. Îñêiëüêè 12 =
= 22 · 3, òî G = H1 × H2, äå H1 � àáåëåâà ãðóïà ïîðÿäêó 22 = 4, à
H2 � àáåëåâà ãðóïà ïîðÿäêó 3. Îñêiëüêè íåiçîìîðôíèõ àáåëåâèõ ãðóï
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó ¹ äâi:

H
(1)
1 = 〈a〉 (a4 = e); H

(2)
1 = 〈b〉 × 〈c〉 (a2 = e, c2 = e),

à íåiçîìîðôíèõ àáåëåâèõ ãðóï òðåòüîãî ïîðÿäêó ¹ îäíà H2 = 〈d〉 (d3 = e),
òî ¹ äâi íåiçîìîðôíi àáåëåâi ãðóïè ïîðÿäêó äâàíàäöÿòü, à ñàìå

G1 = 〈a〉 × 〈d〉 (a4 = e, d3 = e);

G2 = 〈b〉 × 〈c〉 × 〈d〉 (b2 = e, c2 = e, d3 = e).

3. Âèÿñíèòè, ÷è içîìîðôíi ãðóïè G1 = Z+
12 +̇Z+

72 òà G2 = Z+
18 +̇Z+

48?
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé m = pk1

1 · pk2
2 , äå p1, p2 � ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà. Òîäi

çà òåîðåìîþ 3 ãðóïà Z+
m içîìîðôíà ãðóïi Z+

m1
+̇Z+

m2
, äå mi = pki

i (i = 1, 2).
Îñêiëüêè Z+

m � öèêëi÷íà ãðóïà, òî Z+
mi

� öèêëi÷íà pi-ïiäãðóïà ãðóïè Z+
m
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(i = 1, 2). Òîìó êîæíà ç ãðóï Z+
mi

(i = 1, 2) äàëi íå ðîçêëàäà¹òüñÿ â
ïðÿìó ñóìó. Òîäi

Z+
12
∼= Z+

3 +̇ Z+
4 , Z+

72
∼= Z+

8 +̇ Z+
9 , Z+

18
∼= Z+

2 +̇ Z+
9 , Z+

48
∼= Z+

3 +̇ Z+
16.

Îñòàòî÷íèé ðîçêëàä ãðóï G1 òà G2 òàêèé:

G1
∼= Z+

3 +̇ Z+
4 +̇ Z+

8 +̇ Z+
9 , G2

∼= Z+
2 +̇ Z+

9 +̇ Z+
3 +̇ Z+

16.

Îòæå, â ñèëó òåîðåìè 3 öi ãðóïè íå içîìîðôíi.

Â ï ð à â è
1. Çíàéòè ïåðiîäè÷íó ÷àñòèíó ãðóïè R∗.
2. Çíàéòè ôàêòîð-ãðóïó ãðóïè Q∗ çà ¨¨ ïåðiîäè÷íîþ ÷àñòèíîþ.
3. Ðîçêëàñòè öèêëi÷íó ãðóïó ïîðÿäêó m ó ïðÿìèé äîáóòîê ñâî¨õ ïiä-

ãðóï, ÿêùî: à) m = 30; á) m = 27; â) m = 72; ã) m = 125.
4. Ñêiëüêè ¹ íåiçîìîðôíèõ àáåëåâèõ ãðóï ïðÿäêó: à) 16; á) 108?
5. Îïèñàòè ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó âñi àáåëåâi ãðóïè ïîðÿäêiâ: à) 4;

á) 15; â) 36; ã) 100; ä) 72.
6. ×è içîìîðôíi ãðóïè:
à) G1 = Z+

12 +̇ Z+
20, G2 = Z+

16 +̇ Z+
15, G3 = Z+

4 +̇ Z+
60;

á) H1 = C10×̇C15×̇C14, H2 = C25×̇C4×̇C21, H3 = C6×̇C35×̇C10?
×è ¹ ñåðåä íèõ öèêëi÷íi ãðóïè?
7. Äîâåñòè, ùî ñêií÷åííà àáåëåâà ãðóïà ïîðÿäêó n, äå n íå äiëèòüñÿ íà

êâàäðàò öiëîãî ÷èñëà áiëüøîãî çà îäèíèöþ, ¹ öèêëi÷íîþ.
8. Íåõàé A, B, C � ñêií÷åííi àáåëåâi ãðóïè i A +̇ C ∼= B +̇ C. Äîâåñòè,

ùî A ∼= B.
9. Äîâåñòè, ùî ãðóïà ïîðÿäêó p2 (p � ïðîñòå ÷èñëî) ¹ àáåëåâîþ.

10. Ñêiëüêè ïiäãðóï
à) ïîðÿäêiâ 2 i 6 â íåöèêëi÷íié àáåëåâié ãðóïi ïîðÿäêó 12;
á) ïîðÿäêiâ 3 i 6 â íåöèêëi÷íié àáåëåâié ãðóïi ïîðÿäêó 18?

�7. Êiëüöÿ. Iäåàëè
Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà K, íà ÿêié çàäàíi äâi áiíàðíi àëãåáðà¨÷íi îïåðà-
öi¨ (áóäåìî ¨õ íàçèâàòè äîäàâàííÿì i ìíîæåííÿì), íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì
(àñîöiàòèâíèì), ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

23



1) ìíîæèíà K âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ;
2) äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b, c ∈ K ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

(ab)c = a(bc);
3) äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b, c ∈ K ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

a(b + c) = ab + ac, (a + b)c = ac + bc.
Ìíîæèíè Z, Q, R, C âiäíîñíî çâè÷àéíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ
¹ êiëüöÿìè.

Êiëüöå K íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàòèâíèì, ÿêùî ab = ba äëÿ äîâiëüíèõ
åëåìåíòiâ a, b ∈ K. Î÷åâèäíî, êiëüöÿ Z, Q, R, C � êîìóòàòèâíi. Ïðè-
êëàäîì íåêîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ ¹ êiëüöå êâàäðàòíèõ n × n-ìàòðèöü ç
åëåìåíòàìè ç êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ P (n > 1, P 6= {0}). Áóäåìî ïîçíà-
÷àòè öå êiëüöå ÷åðåç Pn×n.

Íåõàé K 6= {0}. ßêùî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò e ∈ K, ùî ae = ea = a
äëÿ âñÿêîãî a ∈ K, òî åëåìåíò e íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íèì åëåìåíòîì
àáî îäèíèöåþ êiëüöÿ K. Ó öüîìó âèïàäêó ãîâîðÿòü, ùî K � êiëüöå ç
îäèíèöåþ. Êiëüöÿ Z, Q, R, C � öå êiëüöÿ ç îäèíèöåþ. Ïðèêëàäîì êiëüöÿ
áåç îäèíèöi ¹ êiëüöå 2Z öiëèõ ïàðíèõ ÷èñåë.

Íåõàé K � êiëüöå ç îäèíèöåþ e. Åëåìåíò a ∈ K íàçèâà¹òüñÿ îáîðîò-
íèì, ÿêùî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò b ∈ K, ùî ab = ba = e. Òîäi åëåìåíò b

ïîçíà÷àþòü ÷åðåç a−1 i íàçèâàþòü îáåðíåíèì äî åëåìåíòà a. Ìíîæèíà
âñiõ îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ K âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ óòâîðþ¹
ãðóïó, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ ãðóïîþ êiëüöÿ K. Áóäåìî
ïîçíà÷àòè ¨¨ ÷åðåç K∗.

Êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ íàçèâàþòü ïîëåì, ÿêùî K∗ = K\{0}.
Ïðèêëàäîì ïîëiâ ¹ êiëüöÿ Q, R, C. Êiëüöå Z íå ¹ ïîëåì, îñêiëüêè Z∗ =
= {−1, 1} 6= Z \ {0}.

Åëåìåíòè a, b ∈ K íàçèâàþòüñÿ äiëüíèêàìè íóëÿ ó êiëüöi K, ÿêùî
a 6= 0, b 6= 0, à ab = 0. ßêùî ó êîìóòàòèâíîìó êiëüöi K íåìà¹ äiëü-
íèêiâ íóëÿ, òî òàêå êiëüöå íàçèâà¹òüñÿ îáëàñòþ öiëiñíîñòi. Ïðèêëàäîì
îáëàñòi öiëiñíîñòi ¹ êiëüöå Z, à òàêîæ äîâiëüíå ïîëå. Íàâåäåìî ïðèêëàäè
äiëüíèêiâ íóëÿ ó êiëüöi P2×2, äå P � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ.
Íåõàé

a =

(
1 0
0 0

)
, b =

(
0 0
0 1

)
.

Î÷åâèäíî, a 6= 0 i b 6= 0, à ¨õ äîáóòîê ab = 0.
Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà S ⊂ K íàçèâà¹òüñÿ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K,

ÿêùî âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ, çàäàíèõ â K, ìíîæèíà
S ¹ êiëüöåì. Òàê, Z � ïiäêiëüöå êiëåöü Q, R, C; Q � ïiäêiëüöå êiëåöü R,
C; R � ïiäêiëüöå êiëüöÿ C.
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Ïiäêiëüöå V êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ K íàçèâà¹òüñÿ iäåàëîì êiëüöÿ K,
ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a ∈ K òà u ∈ V äîáóòîê au ¹ åëåìåíòîì
ïiäêiëüöÿ V , òîáòî au ∈ V .

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà S êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ K ¹ iäåàëîì êiëüöÿ
K òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ S ðiçíèöÿ a− b ¹ åëåìåíòîì ïiäìíî-
æèíè S, òîáòî a− b ∈ S;

2) äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a ∈ K, b ∈ S äîáóòîê ab ¹ åëåìåíòîì ïiä-
ìíîæèíè S, òîáòî ab ∈ S.

Ï ð è ê ë à ä è
1. Íåõàé p � äåÿêå ïðîñòå ÷èñëî. Ðàöiîíàëüíå ÷èñëî m

n íàçèâà¹òüñÿ
p-öiëèì, ÿêùî éîãî çíàìåííèê n âçà¹ìíî ïðîñòèé ç p. Äîâåñòè, ùî
ìíîæèíà Ip âñiõ p-öiëèõ ÷èñåë óòâîðþ¹ êiëüöå âiäíîñíî îïåðàöié äî-
äàâàííÿ i ìíîæåííÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. Çíàéòè ìóëüòèïëiêàòèâíó
ãðóïó öüîãî êiëüöÿ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñóìà i äîáóòîê äâîõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë m1

n1
òà m2

n2
, ùî

íàëåæàòü ìíîæèíi Ip, ¹ çíîâó ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì, ùî ìiñòèòüñÿ â Ip,
áî äîáóòîê n1n2 íå äiëèòüñÿ íà p. Î÷åâèäíî, 0 ∈ Ip òà äëÿ äîâiëüíîãî
÷èñëà m

n ∈ Ip ïðîòèëåæíå äî íüîãî ÷èñëî −m
n òàêîæ ìiñòèòüñÿ â Ip. Óìî-

âè àñîöiàòèâíîñòi äëÿ îïåðàöié äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ, óìîâè êîìóòà-
òèâíîñòi äëÿ îïåðàöié äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ i óìîâè äèñòðèáóòèâíîñòi
âèêîíóþòüñÿ äëÿ åëåìåíòiâ iç Ip, áî Ip � ïiäìíîæèíà ïîëÿ Q. Îòæå, Ip

� êîìóòàòèâíå êiëüöå. Î÷åâèäíî, Ip � êiëüöå ç îäèíèöåþ. Ïðîòå Ip íå ¹
ïîëåì, áî, íàïðèêëàä, ÷èñëî p íå ¹ îáîðîòíèì â êiëüöi Ip.

Ìóëüòèïëiêàòèâíîþ ãðóïîþ êiëüöÿ Ip ¹ ïiäìíîæèíà A = {m
n ∈ Ip |m 6=

6= 0, (m, p) = 1}. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà m
n ∈ A ÷èñëî n

m ìiñòèòüñÿ
â Ip i ¹ îáåðíåíèì äî íüîãî. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî m

n ∈ I∗p , òî
(

m
n

)−1
= n

m ∈
∈ Ip, i òîìó (m, p) = 1.

2. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà mZ âñiõ öiëèõ ÷èñåë, êðàòíèõ ôiêñîâàíî-
ìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó m, ¹ iäåàëîì êiëüöÿ Z.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè mZ ⊂ Z, òî äîñèòü ïîêàçàòè, ùî ðiçíèöÿ
äâîõ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ iç mZ ¹ òàêîæ åëåìåíòîì iç mZ i, ùî äîáóòîê
äîâiëüíîãî åëåìåíòà êiëüöÿ Z íà åëåìåíò iç mZ ¹ åëåìåíòîì iç mZ. Öi
óìîâè âèêîíóþòüñÿ, îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ mzi ∈ mZ (i =
= 1, 2) i z ∈ Z

mz1 −mz2 = m(z1 − z2) ∈ mZ, z(mz1) = m(zz1) ∈ mZ.

25



Îòæå, mZ � iäåàë êiëüöÿ Z.
3. Íåõàé C[x] � ìíîæèíà âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä îäíi¹¨ íåâiäîìî¨ x

ç êîìïëåêñíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ïîêàçàòè, ùî C[x] ¹ êiëüöåì âiäíîñ-
íî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà
âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ, âiëüíèé ÷ëåí ÿêèõ äîðiâíþ¹ íóëåâi, ¹ iäåàëîì êiëüöÿ
C[x].

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé

f(x) = anx
n + · · ·+ a1x + a0 (ai ∈ C; i = 0, 1, . . . , n; n ∈ N ∪ {0}),

g(x) = bmxm + · · ·+ b1x + b0 (bj ∈ C; j = 0, 1, . . . , m; m ∈ N ∪ {0})
� äîâiëüíi ìíîãî÷ëåíè iç C[x] âiäïîâiäíî ñòåïåíiâ n i m. Ïðèïóñòèìî, íå
çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ùî n ≥ m. Òîäi çà îçíà÷åííÿìè ñóìè òà äîáóòêó
ìíîãî÷ëåíiâ

f(x) + g(x) = cnx
n + · · ·+ c1x + c0 ∈ C[x],

f(x)g(x) = dn+mxn+m + · · ·+ d1x + d0 ∈ C[x],

äå ci = ai + bi (i = 0, . . . , n; bj = 0, j = m + 1, . . . , n), à dk =
∑

i+j=k aibj

(k = 0, . . . , n + m). Îòæå, äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ ¹ áiíàð-
íèìè àëãåáðà¨÷íèìè îïåðàöiÿìè.

Âèêîðèñòîâóþ÷è äîáðå âiäîìi âëàñòèâîñòi äié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ
ìíîãî÷ëåíiâ, íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî âiäíîñíî öèõ îïåðàöié C[x] ¹ êîìóòà-
òèâíèì êiëüöåì ç îäèíèöåþ. Ðîëü îäèíèöi âiäiãðà¹ ìíîãî÷ëåí f(x) = 1.

Ìíîæèíà âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ iç C[x], âiëüíèé ÷ëåí ÿêèõ äîðiâíþ¹ íóëå-
âi, ñóìiùàþòüñÿ ç ìíîæèíîþ xC[x] òèõ ìíîãî÷ëåíiâ, ÿêi äiëÿòüñÿ íà x.
ßêùî ìíîãî÷ëåíè f1(x) òà f2(x) äiëÿòüñÿ íà x, òî i ¨õ ðiçíèöÿ f1(x)−f2(x)
äiëèòüñÿ íà x; ÿêùî ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ C[x] äiëèòüñÿ íà x, à g(x) � äî-
âiëüíèé ìíîãî÷ëåí iç C[x], òî äîáóòîê f(x)g(x) òàêîæ äiëèòüñÿ íà x.
Îòæå, xC[x] � iäåàë êiëüöÿ C[x].

Â ï ð à â è
1. Âèÿñíèòè, ÿêi ç âêàçàíèõ ìíîæèí áóäóòü êiëüöÿìè (ïîëÿìè):

à) ìíîæèíà Z[i] = {a+ bi ∈ C |a, b ∈ Z} öiëèõ ãàóñîâèõ ÷èñåë âiäíîñíî
çâè÷àéíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë;

á) ìíîæèíà ìíîãî÷ëåíiâ ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè âiäíîñíî çâè÷àéíèõ
îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ;

â) ìíîæèíà Z[
√

p] = {a + b
√

p ∈ R | a, b ∈ Z} âiäíîñíî çâè÷àéíèõ
îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë;
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ã) ìíîæèíà C[−1;1] âñiõ íåïåðåðâíèõ íà âiäðiçêó [−1; 1] ôóíêöié f :
[−1, 1] → R âiäíîñíî çâè÷àéíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ
ôóíêöié;

ä) ìíîæèíà äiéñíèõ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n âiäíîñíî îïå-
ðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ìàòðèöü;

å) ìíîæèíà äiéñíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ≥ 2, ó ÿêèõ äâà îñòàííi ðÿäêè
� íóëüîâi, âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ìàòðèöü;

¹) ìíîæèíà äiéñíèõ ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n âiäíîñíî îïåðà-
öié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

2. Íåõàé n � äàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ðàöiîíàëüíå ÷èñëî íàçèâà¹òüñÿ
n-öiëèì, ÿêùî éîãî çíàìåííèê âçà¹ìíî ïðîñòèé ç n. Äîâåñòè, ùî
ìíîæèíà n-öiëèõ ÷èñåë ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ Q.

3. Ïîêàçàòè, ùî â êiëüöi ç îäèíèöåþ iñíó¹ òiëüêè îäíà îäèíèöÿ.
4. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî êiëüöå ìiñòèòü íå áiëüøå òðüîõ åëåìåíòiâ, òî

âîíî êîìóòàòèâíå.
5. Äîâåñòè, ùî ñêií÷åííà îáëàñòü öiëiñíîñòi ç îäèíèöåþ ¹ ïîëåì.
6. Äîâåñòè êîìóòàòèâíiñòü äîâiëüíîãî êiëüöÿ, â ÿêîìó êîæíèé åëåìåíò

x çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ x2 = x.
7. Íåõàé a � äiëüíèê íóëÿ â êiëüöi K ç îäèíèöåþ. Äîâåñòè, ùî a /∈ K∗.
8. Äîâåñòè, ùî â êiëüöi C[x] íåìà¹ äiëüíèêiâ íóëÿ.
9. Íàâåñòè ïðèêëàäè äiëüíèêiâ íóëÿ â êiëüöi ìàòðèöü òðåòüîãî ïîðÿäêó

íàä ïîëåì ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.
10. Ïåðåâiðèòè, ÷è áóäå ìíîæèíà V iäåàëîì â êiëüöi K, ÿêùî:

a) K = R[x], V = R[x3];
á) K = R[x], V = x3R[x] = {x3f(x) | f(x) ∈ R[x]};
â) K = Z[x], V � ìíîæèíà ìíîãî÷ëåíiâ, ó ÿêèõ ñòàðøèé êîåôiöi¹íò

äiëèòüñÿ íà 2;
ã) K = Z[i], V = 2K.

11. Âèÿñíèòè, ÷è áóäóòü íàâåäåíi ìíîæèíè ïiäêiëüöÿìè àáî iäåàëàìè ó
âêàçàíèõ êiëüöÿõ:

a) ìíîæèíà Z ó êiëüöi Z[x] öiëî÷èñëîâèõ ìíîãî÷ëåíiâ;
á) ìíîæèíà N ó êiëüöi Z;
â) ìíîæèíà Z ó êiëüöi Z[i];
ã) ìíîæèíà T = {x(1 + i) | x ∈ Z[i]} ó êiëüöi Z[i];
ä) ìíîæèíà Z[x] ó êiëüöi Q[x].
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12. Äîâåñòè, ùî ïåðåòèí äâîõ iäåàëiâ êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ ¹ iäåàëîì
öüîãî êiëüöÿ.

13. Ïîêàçàòè, ùî â ïîëi ¹ òiëüêè òðèâiàëüíi iäåàëè (òîáòî íóëüîâèé i
ñàìå ïîëå).

14. Íåõàé K � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ 1 i V � iäåàë â K. Äî-
âåñòè, ùî V = K òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè 1 ∈ V .

�8. Ôàêòîð-êiëüöÿ
Íåõàé K � êîìóòàòèâíå êiëüöå, V � iäåàë êiëüöÿ K. Íåõàé a äåÿêèé åëå-
ìåíò êiëüöÿ K. Ìíîæèíà a+V = {a+v |v ∈ V } íàçèâà¹òüñÿ ñóìiæíèì
êëàñîì êiëüöÿ K çà iäåàëîì V àáî êëàñîì ëèøêiâ çà ìîäóëåì V , à åëå-
ìåíò a � ïðåäñòàâíèêîì öüîãî ñóìiæíîãî êëàñó. Ïåðåòâîðèìî ìíîæèíó
K/V = {a + V | a ∈ K} âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ êiëüöÿ K çà iäåàëîì V ó
êiëüöå, ïîêëàäàþ÷è

(a + V ) + (b + V ) = (a + b) + V (a + V, b + B ∈ K/V ),

(a + V )(b + V ) = ab + V (a + V, b + B ∈ K/V ).

Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ñóìà i äîáóòîê ñóìiæíèõ êëàñiâ íå çàëåæèòü âiä âèáî-
ðó ïðåäñòàâíèêiâ ñóìiæíèõ êëàñiâ. Ìíîæèíà K/V âiäíîñíî âèçíà÷åíèõ
îïåðàöié äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ñóìiæíèõ êëàñiâ ¹ êiëüöåì. Öå êiëüöå
íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîð-êiëüöåì êiëüöÿ K çà iäåàëîì V . Íóëåì êiëüöÿ K/V

¹ ñóìiæíèé êëàñ V = 0 + V . Êiëüöå Zm = Z/mZ (m ∈ N) íàçèâà¹òüñÿ
êiëüöåì êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì m.

Ï ð è ê ë à ä è
1. Íåõàé m � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Çíàéòè åëåìåíòè êiëüöÿ

Zm êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì m. Ïîêàçàòè, ùî êîëè m íå ¹ ïðîñòèì
÷èñëîì, òî Zm íå ¹ ïîëåì.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî ôàêòîð-ãðóïà Z+/(mZ)+ ñêëàäà¹òüñÿ ç
òàêèõ åëåìåíòiâ: (mZ)+, 1+(mZ)+, . . . , (m−1)+(mZ)+. Îòæå, ôàêòîð-
êiëüöå Zm = Z/mZ ñêëàäà¹òüñÿ iç òàêèõ m åëåìåíòiâ:

Zm = {mZ, 1 + mZ, 2 + mZ, . . . , (m− 1) + mZ}.
Î÷åâèäíî,

(a + mZ) + (b + mZ) = c + mZ,

(a + mZ)(b + mZ) = d + mZ,

äå c, d � âiäïîâiäíî îñòà÷à âiä äiëåííÿ a + b òà ab íà m (a, b ∈ {0, 1, 2,
. . . , m− 1}). Îäèíèöåþ êiëüöÿ Zm ¹ ñóìiæíèé êëàñ 1 + mZ.
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ßêùî m � íåïðîñòå ÷èñëî, òîäi êiëüöå Zm íå ¹ ïîëåì, îñêiëüêè ìiñòèòü
äiëüíèêè íóëÿ, ÿêi, ÿê âiäîìî, íå ¹ îáîðîòíèìè åëåìåíòàìè. Äiéñíî, íåõàé
m = m1 ·m2 (mi ∈ N, mi > 1; i = 1, 2). Òîäi mi + mZ 6= mZ (i = 1, 2) i

(m1 + mZ)(m2 + mZ) = m1 ·m2 + mZ = mZ.

2. Ïîêàçàòè, ùî ôàêòîð-êiëüöå C[x]/xC[x] ¹ ïîëåì.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ C[x] îäíîçíà÷íî

ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi f(x) = xg(x) + a (g(x) ∈ C[x], a ∈ C), òî
f(x) + xC[x] = a + xC[x]. Òîìó

C[x]/xC[x] = {a + xC[x] | a ∈ C},
ïðè÷îìó, î÷åâèäíî,

(a + xC[x]) + (b + xC[x]) = (a + b) + xC[x],

(a + xC[x])(b + xC[x]) = ab + xC[x]

äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ C. Îäèíèöåþ êiëüöÿ C[x]/xC[x] ¹ ñóìi-
æíèé êëàñ 1 + xC[x]. À åëåìåíò a−1 + xC[x] ¹ îáåðíåíèì äî íåíóëüîâîãî
åëåìåíòà a + xC[x]. Òàêèì ÷èíîì, ôàêòîð-êiëüöå C[x]/xC[x] ¹ ïîëåì.

Â ï ð à â è
1. Íåõàé K � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ 1 i V � iäåàë öüîãî

êiëüöÿ. Ïîêàçàòè, ùî ôàêòîð-êiëüöå K/V òàêîæ ìà¹ îäèíèöþ.
2. Çíàéòè âñi åëåìåíòè ôàêòîð-êiëåöü: à) Z5; á) Z6; â) R[x]/xR[x];

ã)R[x]/(x + 1)R[x]; ä) Z[i]/2Z[i].
3. Çíàéòè ñóìiæíi êëàñè êiëüöÿ R[x] çà iäåàëîì V = (x2 − 1)R[x]. ×è

áóäå ôàêòîð-êiëüöå R[x]/V ìiñòèòè äiëüíèêè íóëÿ?
4. Íåíóëüîâèé åëåìåíò u êiëüöÿ K íàçèâà¹òüñÿ íiëüïîòåíòíèì, ÿêùî

un = 0 äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Ïîêàçàòè, ùî êiëüöå Zm

êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì m ∈ N ìiñòèòü íiëüïîòåíòíi åëåìåíòè òiëü-
êè òîäi, êîëè m äiëèòüñÿ íà êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà áiëüøîãî
çà îäèíèöþ.

5. Äîâåñòè, ùî ôàêòîð-êiëüöå Z[i]/3Z[i] ¹ ïîëåì ç äåâ'ÿòè åëåìåíòiâ.
6. Äîâåñòè, ùî ôàêòîð-êiëüöå Z[i]/2Z[i] íå ¹ ïîëåì.

�9. Ãîìîìîðôiçìè êiëåöü
Íåõàé çàäàíî êiëüöÿ K i K ′. Âiäîáðàæåííÿ f : K → K ′ íàçèâà¹òüñÿ
ãîìîìîðôíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a i b êiëüöÿ K âèêîíóþòüñÿ
òàêi äâi óìîâè:
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1) f(a + b) = f(a) + f(b);
2) f(ab) = f(a)f(b).

Âiäîáðàæåííÿ êiëüöÿ K íà êiëüöå K ′ íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôíèì, ÿêùî
âîíî ãîìîìîðôíå i âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå. Êiëüöÿ K òà K ′ íàçèâàþòüñÿ
içîìîðôíèìè, ÿêùî iñíó¹ içîìîðôíå âiäîáðàæåííÿ êiëüöÿ K íà êiëüöå
K ′. Öå çàïèñóþòü òàê: K ∼= K ′. Içîìîðôíå âiäîáðàæåííÿ êiëüöÿ K íà
êiëüöå K íàçèâà¹òüñÿ àâòîìîðôiçìîì.

ßäðîì ãîìîìîðôíîãî âiäîáðàæåííÿ f êiëüöÿ K â êiëüöå K ′ íàçèâà¹-
òüñÿ ìíîæèíà {a ∈ K | f(a) = 0′}, äå 0′ � íóëü êiëüöÿ K ′. ßäðî ãîìî-
ìîðôiçìó f ïîçíà÷àþòü ÷åðåç Ker f .

Îñíîâíà òåîðåìà ïðî ãîìîìîðôiçìè êiëåöü. Íåõàé K òà K ′ �
êîìóòàòèâíi êiëüöÿ i f � ãîìîìîðôíå âiäîáðàæåííÿ êiëüöÿ K íà êiëü-
öå K ′. Òîäi ÿäðî Ker f ãîìîìîðôíîãî âiäîáðàæåííÿ f ¹ iäåàëîì êiëüöÿ
K i ôàêòîð-êiëüöå K/ Ker f içîìîðôíå êiëüöþ K ′.

Ï ð è ê ë à ä è
1. Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f : Z → Zm, âèçíà÷åíå çà ïðàâèëîì

f(a) = a + mZ (a ∈ Z), ¹ ãîìîìîðôíèì âiäîáðàæåííÿì êiëüöÿ Z íà
êiëüöå Zm.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Î÷åâèäíî, äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ Z
f(a + b) = (a + b) + mZ = (a + mZ) + (b + mZ) = f(a) + f(b),

f(ab) = ab + mZ = (a + mZ)(b + mZ) = f(a)f(b).

Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ f ¹ ãîìîìîðôíèì.
Âiäîáðàæåííÿ f ¹ âiäîáðàæåííÿì ¾íà¿, îñêiëüêè äîâiëüíèé ñóìiæíèé

êëàñ a + mZ ∈ Zm ¹ îáðàçîì åëåìåíòà a ∈ Z.
2. Îïèñàòè âñi àâòîìîðôiçìè êiëüöÿ Z[i] = {a + bi | a, b ∈ Z} öiëèõ

ãàóñîâèõ ÷èñåë.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé f � äîâiëüíèé àâòîìîðôiçì êiëüöÿ Z[i]. Òîäi f

¹ ãîìîìîðôíå âiäîáðàæåííÿ êiëüöÿ Z[i] íà êiëüöå Z[i] i çà âëàñòèâîñòÿìè
ãîìîìîðôiçìó êiëåöü f(0) = 0 i f(1) = 1, f(−l) = −f(l), äå 0 òà 1 �
âiäïîâiäíî íóëü òà îäèíèöÿ êiëüöÿ Z[i], l � äîâiëüíèé åëåìåíò êiëüöÿ Z[i].
Áiëüøå òîãî, äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m f(m) = m. Äiéñíî,

f(m) = f(m · 1) = f( 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
m ðàç

) =

= f(1) + f(1) + · · ·+ f(1)︸ ︷︷ ︸
m ðàç

= m · f(1) = m · 1 = m.
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Òîìó i äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî ÷èñëà n f(n) = n.
Òîäi îáðàçîì äîâiëüíîãî åëåìåíòà a+bi (a, b ∈ Z) êiëüöÿ Z[i] ¹ åëåìåíò

f(a + bi) = f(a) + f(bi) = f(a) + f(b)f(i) = a + bf(i).

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ çíàõîäæåííÿ îáðàçó äîâiëüíîãî åëåìåíòà êiëüöÿ Z[i]
äîñèòü çíàòè îáðàç åëåìåíòà i öüîãî êiëüöÿ. Îñêiëüêè i2 = −1, òî

−1 = f(−1) = f(i2) = f(i)2.

Çâiäñè f(i) = ±i. Îòæå, âñÿêèé àâòîìîðôiçì f êiëüöÿ Z[i] ïîâèíåí çàäî-
âîëüíÿòè àáî óìîâi f(a+bi) = a+bi (a, b ∈ Z), àáî óìîâi f(a+bi) = a−bi

(a, b ∈ Z). Ç iíøîãî áîêó âiäîáðàæåííÿ f1 : Z[i] → Z[i], ùî çàäà¹òüñÿ
çà ïðàâèëîì f1(a + bi) = a + bi (a, b ∈ Z), ¹ òîòîæíiì âiäîáðàæåííÿì
i, î÷åâèäíî, ¹ àâòîìîðôiçìîì êiëüöÿ Z[i]. Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî i âiä-
îáðàæåííÿ f2 : Z[i] → Z[i], ùî çàäà¹òüñÿ çà ïðàâèëîì f2(a + bi) = a− bi

(a, b ∈ Z) òàêîæ ¹ àâòîìîðôiçìîì êiëüöÿ Z[i].
Òàêèì ÷èíîì, âñi àâòîìîðôiçìè êiëüöÿ Z[i] âè÷åðïóþòüñÿ äâîìà âiä-

îáðàæåííÿìè: òîòîæíiì âiäîáðàæåííÿì f1, à òàêîæ âiäîáðàæåííÿì f2 :
a + bi → a− bi (a, b ∈ Z).

Â ï ð à â è
1. ×è áóäå âiäîáðàæåííÿ f : x → 2x ãîìîìîðôíèì âiäîáðàæåííÿì

êiëüöÿ Z â êiëüöå Z?
2. ×è áóäå âiäîáðàæåííÿ ϕ : R[x] → R, ùî çàäà¹òüñÿ çà ïðàâèëîì

ϕ(g(x)) = g(0) (g(x) ∈ R[x]), ãîìîìîðôíèì âiäîáðàæåííÿì êiëüöÿ
K = R[x] â ïîëå R? ßêùî áóäå, òî çíàéòè ÿäðî Ker ϕ òà îáðàç Im ϕ =
= ϕ(K) = {ϕ(a) | a ∈ K} öüîãî ãîìîìîðôíîãî âiäîáðàæåííÿ.

3. Íåõàé K1 òà K2 � êiëüöÿ ç îäèíèöåþ. Äîâåñòè, ùî ïðè ãîìîìîðôíî-
ìó âiäîáðàæåííi êiëüöÿ K1 íà êiëüöå K2 îäèíè÷íèé åëåìåíò êiëüöÿ
K1 âiäîáðàæà¹òüñÿ â îäèíè÷íèé åëåìåíò êiëüöÿ K2, à ìóëüòèïëiêà-
òèâíà ãðóïà K∗

1 âiäîáðàæà¹òüñÿ â ìóëüòèïëiêàòèâíó ãðóïó K∗
2 .

4. Íåõàé K � äîâiëüíå êiëüöå ç îäèíèöåþ e. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ
ϕ : Z → K, äëÿ ÿêîãî ϕ(n) = ne (n ∈ Z), ¹ ãîìîìîðôíèì âiäîáðà-
æåííÿì êiëüöÿ Z â êiëüöå K. Çíàéòè îáðàç öüîãî ãîìîìîðôíîãî
âiäîáðàæåííÿ.

5. Íåõàé

A =

{(
a b

2b a

)
| a, b ∈ Q

}
, Q(

√
2) = {a + b

√
2 | a, b ∈ Q}.
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Ïîêàçàòè, ùî A òà Q(
√

2) ¹ ïiäêiëüöÿìè âiäïîâiäíî êiëåöü Q2×2 òà
R. Äîâåñòè, ùî êiëüöÿ A òà Q(

√
2) � içîìîðôíi. Ïåðåâiðèòè, ÷è ¹

ïîëåì êiëüöå Q(
√

2).
6. ×è áóäóòü içîìîðôíèìè êiëüöÿ Z[

√
2] = {a + b

√
2 | a, b ∈ Z} òà

Z[
√

3] = {m + n
√

3 |m,n ∈ Z}?
7. Çíàéòè âñi àâòîìîðôiçìè ïîëÿ C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ùî çàëèøàþòü

íåçìiííèìè äiéñíi ÷èñëà, òîáòî òàêi àâòîìîðôiçìè ϕ ïîëÿ C, ùî äëÿ
âñiõ a ∈ R ϕ(a) = a.

8. ×è ìîæíà ïîëå Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ãîìîìîðôíî âiäîáðàçèòè à) íà
êiëüöå Z öiëèõ ÷èñåë; á) â êiëüöå Z öiëèõ ÷èñåë?

9. Îïèñàòè âñi åíäîìîðôiçìè (ãîìîìîðôiçìè â ñåáå) à) êiëüöÿ Z öiëèõ
÷èñåë; á) ïîëÿ Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.

10. Äîâåñòè, ùî ïðè ãîìîìîðôíîìó âiäîáðàæåííi f êiëüöÿ K1 íà êiëüöå
K2 îáðàçîì iäåàëà V1 êiëüöÿ K1 ¹ äåÿêèé iäåàë V2 êiëüöÿ K2.

�10. Ïîëÿ. Ïîëå âiäíîøåíü
Íåõàé P � ïîëå, e � îäèíèöÿ ïîëÿ P . ßêùî ne 6= 0 äëÿ äîâiëüíîãî íà-
òóðàëüíîãî ÷èñëà n, òîäi êàæóòü, ùî ïîëå P ìà¹ õàðàêòåðèñòèêó íóëü.
Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî m òàêå, ùî me = 0. Òîäi íàéìåí-
øå íàòóðàëüíå ÷èñëî p òàêå, ùî pe = 0, íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòèêîþ
ïîëÿ P . Õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ àáî äîðiâíþ¹ íóëþ, àáî ¹ ïðîñòèì ÷èñëîì.

Íåõàé K � îáëàñòü öiëiñíîñòi ç îäèíèöåþ 1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç K ′ ìíî-
æèíó âñiõ òàêèõ âïîðÿäêîâàíèõ ïàð (a, b) (a, b ∈ K), ùî b 6= 0:

K ′ = {(a, b) | a, b ∈ K; b 6= 0}.

Ïàðè (a, b) òà (c, d) áóäåìî ââàæàòè åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî ad = bc. Ìíî-
æèíà K ′ ðîçáèâà¹òüñÿ íà êëàñè åêâiâàëåíòíèõ ïàð, ÿêi ìiæ ñîáîþ íå
ïåðåòèíàþòüñÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç a

b êëàñ åêâiâàëåíòíèõ ïàð iç ïðåäñòàâ-
íèêîì (a, b). Ìíîæèíó âñiõ òàêèõ êëàñiâ ïîçíà÷èìî ÷åðåç K̃. Î÷åâèäíî,
a
b = c

d òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ad = bc. Çàäàìî íà ìíîæèíi K̃ îïåðàöi¨
äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ:

a

b
+

c

d
=

ad + bc

bd
,

a

b
· c

d
=

ac

bd

(a

b
,

c

d
∈ K̃

)
.

Âiäíîñíî çàäàíèõ îïåðàöié ìíîæèíà K̃ ¹ ïîëåì. Íóëüîì ïîëÿ K̃ ¹ åëå-
ìåíò 0

1 , à îäèíèöåþ � åëåìåíò 1
1 . Îáåðíåíèì äî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà a

b

¹ åëåìåíò b
a . Òàê âèçíà÷åíå ïîëå K̃ íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì âiäíîøåíü (ïîëåì
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÷àñòîê) êiëüöÿ K. Ìíîæèíà {a
1 |a ∈ K} ¹ ïiäêiëüöåì ïîëÿ K̃, ÿêå içîìîð-

ôíå êiëüöþ K. Î÷åâèäíî, ïîëå Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ¹ ïîëåì âiäíîøåíü
êiëüöÿ Z öiëèõ ÷èñåë.

Ï ð è ê ë à ä è
1. Ïîêàçàòè, ùî êiëüöå Zp êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì p, äå p � ïðîñòå

÷èñëî, ¹ ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî Zp ¹ ïîëåì. Îñêiëüêè Zp ¹ êî-

ìóòàòèâíèì êiëüöåì ç îäèíèöåþ e = 1 + pZ, òî äîñèòü ïîêàçàòè, ùî äëÿ
âñÿêîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà s + pZ (s ∈ {1, 2, . . . , p− 1}) â Zp çíàéäå-
òüñÿ îáåðíåíèé åëåìåíò. Òàê ÿê (s, p) = 1, òî â êiëüöi Z iñíóþòü òàêi
åëåìåíòè u i v, ùî us + vp = 1. Òîäi

1 + pZ = (us + vp) + pZ = us + pZ = (u + pZ)(s + pZ).

Òîáòî åëåìåíò u + pZ ¹ îáåðíåíèì äî åëåìåíòà s + pZ. Îòæå, Zp � ïîëå.
Îñêiëüêè p(1 + pZ) = pZ (íàãàäà¹ìî, ùî ñóìiæíèé êëàñ pZ ¹ íóëüî-

âèì åëåìåíòîì ïîëÿ Zp) i p � íàéìåíøå ñåðåä íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ùî
çàäîâîëüíÿþòü öié óìîâi, òî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ Zp äîðiâíþ¹ p.

2. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü




x + 2z = 1,
y + 2z = 2,

2x + z = 1

â ïîëi Z5 (a = a + 5Z, a ∈ Z).
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äîäàâøè äî òðåòüîãî ðiâíÿííÿ ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòå-

ìè, ïîìíîæåíå íà 3, îäåðæèìî ñèñòåìó




x + 2z = 1,
y + 2z = 2,

2z = 4.

Âèçíà÷èâøè ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ îòðèìàíî¨ ñèñòåìè íåâiäîìó z i ïiä-
ñòàâèâøè ¨¨ çíà÷åííÿ ó ïåðøi äâà ðiâíÿííÿ ñèñòåìè, îòðèìà¹ìî





x = 1− 4 = −3 = 2,
y = 2− 4 = −2 = 3,
z = 2.

Îòæå, (2, 3, 2) ¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ â óìîâi çàâäàííÿ ñèñòåìè.
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Â ï ð à â è
1. Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî, P � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p. Äîâåñòè, ùî

äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ x, y ∈ P

(x + y)pm

= xpm

+ ypm

(m ∈ N).

2. Çíàéòè âñi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ xp − 1 = 0 â ïîëi õàðàêòåðèñòèêè
p > 0.

3. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü




x + 2z = 1,
y + 2z = 2,

2x + z = 1

â ïîëi Z3 (a = a + 3Z, a ∈ Z).
4. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü





3x + y + 2z = 1,
x + 2y + 3z = 1,

4x + 3y + 2z = 1

â ïîëi Z5 (a = a + 5Z, a ∈ Z).
5. Çíàéòè âñi àâòîìîðôiçìè ïîëÿ Q(

√
2).

6. Çíàéòè ïîëå âiäíîøåíü êiëüöÿ à) R[x], á) Z[
√

2], â) Z[x].
7. Íåõàé F1, F2 � ïîëÿ âiäíîøåíü îáëàñòåé öiëiñíîñòi K1, K2 âiäïîâiä-

íî. Äîâåñòè, ùî äîâiëüíèé içîìîðôiçì ϕ : K1 → K2 ïðîäîâæó¹òüñÿ,
ïðè÷îìó ¹äèíî ìîæëèâèì ñïîñîáîì, äî içîìîðôiçìó ψ : F1 → F2.

8. Äîâåñòè, ùî ïîëÿ Q òà R íå ìàþòü àâòîìîðôiçìiâ, âiäìiííèõ âiä
òîòîæíüîãî.

�11. Êiëüöÿ ãîëîâíèõ iäåàëiâ.
Åâêëiäîâi êiëüöÿ

Íåõàé K � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ, M � äîâiëüíà ïiäìíîæèíà
êiëüöÿ K. Î÷åâèäíî, ìíîæèíà âñiõ åëåìåíòiâ âèãëÿäó x1m1 + x2m2 +
+ · · · + xsms (xi ∈ K, mi ∈ M ; i = 1, . . . , s) óòâîðþ¹ iäåàë êiëüöÿ K,
ÿêèé ïîçíà÷àþòü ÷åðåç 〈M〉 i íàçèâàþòü iäåàëîì êiëüöÿ K, ïîðîäæåíèé
ìíîæèíîþ M . ßêùî M � ñêií÷åííà ìíîæèíà i M = {u1, . . . , un}, òî 〈M〉
çàïèñóþòü ó âèãëÿäi 〈u1, . . . , un〉. ßêùî ìíîæèíà M ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî
åëåìåíòà a, òî â öüîìó âèïàäêó iäåàë I = 〈a〉 íàçèâà¹òüñÿ ãîëîâíèì
iäåàëîì êiëüöÿ K. Òîäi I = {xa | x ∈ K} = Ka.
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Êîìóòàòèâíå êiëüöå K ç îäèíèöåþ, â ÿêîìó êîæåí iäåàë ãîëîâíèé, áó-
äåìî íàçèâàòè êiëüöåì ãîëîâíèõ iäåàëiâ, à îáëàñòü öiëiñíîñòi ç îäèíèöåþ,
â ÿêié êîæåí iäåàë ãîëîâíèé, � îáëàñòþ ãîëîâíèõ iäåàëiâ.

Íåõàé K � îáëàñòü öiëiñíîñòi ç îäèíèöåþ. Êiëüöå K íàçèâà¹òüñÿ
åâêëiäîâèì, ÿêùî iñíó¹ òàêå âiäîáðàæåííÿ δ : K \ {0} → N ∪ {0}, ÿêå
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì:
1) äëÿ äîâiëüíèõ íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ K δ(ab) ≥ δ(a);
2) äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ K (a 6= 0) iñíóþòü òàêi åëåìåíòè q,

r ∈ K, ùî b = aq + r, äå r = 0 àáî δ(r) < δ(a).
Òåîðåìà 1. Âñÿêå åâêëiäîâå êiëüöå ¹ îáëàñòþ ãîëîâíèõ iäåàëiâ.
Ï ð è ê ë à ä è
1. Ïîêàçàòè, ùî êiëüöå Z � åâêëiäîâå.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ δ : Z \ {0} → N ∪ {0}, ùî

âèçíà÷à¹òüñÿ çà ïðàâèëîì δ(m) = |m| (m ∈ Z). Òîäi
δ(mn) = |mn| = |m| · |n| ≥ |m| = δ(m) (m,n ∈ Z \ {0}).

Çà àëãîðèòìîì äiëåííÿ â Z äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ m, n ∈ Z (n 6= 0)
iñíóþòü åëåìåíòè q, r ∈ Z òàêi, ùî m = nq + r, 0 6 r < |b|. Çðîçóìiëî,
ùî r = 0 àáî δ(r) = |r| < |n| = δ(n). Îòæå, Z � åâêëiäîâå êiëüöå.

2. Ïîêàçàòè, ùî Z[i] ¹ åâêëiäîâèì êiëüöåì.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Î÷åâèäíî, Z[i] ¹ îáëàñòþ öiëiñíîñòi ç îäèíèöåþ. Âè-

çíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ δ : Z[i] \ {0} → N ∪ {0} â òàêèé ñïîñiá:
δ(a) = |a|2 = m2 + n2 (a = m + ni; m,n ∈ Z).

Òîäi δ(ab) = |ab|2 = |a|2|b|2 = δ(a)δ(b) ≥ δ(a) (a, b ∈ Z[i] \ {0}). Òàêèì
÷èíîì, óìîâà 1) iç îçíà÷åííÿ åâêëiäîâîãî êiëüöÿ âèêîíó¹òüñÿ.

Íåõàé a = m + ni, b = s + ti ∈ Z[i] (m,n, s, t ∈ Z) i b 6= 0. Òîäi a,
b ∈ C i

a

b
=

m + ni

s + ti
=

ms + nt

s2 + t2
+

ns−mt

s2 + t2
i = m1 + n1i (m1, n1 ∈ Q).

Âiçüìåìî íàéáëèæ÷i äî m1, n1 öiëi ÷èñëà âiäïîâiäíî m′ i n′ òàêi, ùî
m1 = m′ + r1, n1 = n′ + r2 (|r1| ≤ 1

2 , |r2| ≤ 1
2). Òîäi

a = b[(m′ + r1) + (n′ + r2)i] = bq + r,

äå q = m′+n′i, à r = b(r1 + r2i). Î÷åâèäíî, q ∈ Z[i]. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
i r = a− bq ∈ Z[i]. Íàðåøòi, ÿêùî r 6= 0, òî

δ(r) = |r|2 = |b|2|r2
1 + r2

2| ≤ δ(b)

(
1

4
+

1

4

)
=

1

2
δ(b) < δ(b).
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Òàêèì ÷èíîì, δ(r) < δ(b) ïðè r 6= 0. Îòæå, i âëàñòèâiñòü 2) iç îçíà÷åííÿ
åâêëiäîâîãî êiëüöÿ âèêîíó¹òüñÿ. Òîáòî Z[i] � åâêëiäîâå êiëüöå.

Â ï ð à â è
1. Çíàéòè âñi åëåìåíòè ãîëîâíîãî iäåàëó 〈a〉 êiëüöÿ K, ÿêùî:

à) K = Z12, a = 10 + 12Z; á) K = Z10; a = 5 + 10Z.
2. Çíàéòè ôàêòîð-êiëüöå êiëüöÿ K çà ãîëîâíèì iäåàëîì, ïîðîäæåíèì

åëåìåíòîì a, ÿêùî: à) K = Z12, a = 10 + 12Z; á) K = Z24, a =
= 15 + 24Z; â) K = R[x], a = x2 − 1; ã) K = Z[i], a = 2;
ä) K = R[x], a = x. ßêi ç îäåðæàíèõ ôàêòîð-êiëåöü áóäóòü ìiñòèòè
äiëüíèêè íóëÿ?

3. Â êiëüöi Z çàäàíi iäåàëè 2Z òà 3Z. Çíàéòè 2Z ∩ 3Z, 2Z + 3Z òà
(2Z)(3Z).

4. Ïîêàçàòè, ùî mZ+ nZ = ÍÑÄ(m,n)Z; mZ ∩ nZ = ÍÑÊ(m,n)Z.
5. Íåõàé K � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ. Äîâåñòè, ùî ãîëîâíèé

iäåàë V = 〈a〉 (a ∈ K) êiëüöÿ K òîäi i òiëüêè òîäi âiäìiííèé âiä K,
êîëè a � íåîáîðîòíèé åëåìåíò â K.

6. Íåõàé K � îáëàñòü öiëiñíîñòi ç îäèíèöåþ. Äîâåñòè, ùî iäåàëè V =
〈a〉 i U = 〈b〉 êiëüöÿ K òîäi i òiëüêè òîäi ñóìiùàþòüñÿ, êîëè a = bε,
äå ε ∈ K∗.

7. Â êiëüöi Z çíàéòè iäåàë, ïîðîäæåíèé åëåìåíòàìè 2 i 3.
8. Äîâåñòè, ùî ÿêùî â êîìóòàòèâíîìó êiëüöi K ç îäèíèöåþ íåìà¹ íå-

òðèâiàëüíèõ iäåàëiâ, òî K ¹ ïîëåì.
9. Ôàêòîð-êiëüöå K/I êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ K ç îäèíèöåþ çà iäåàëîì

I ¹ ïîëåì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iäåàë I ¹ ìàêñèìàëüíèé, òîáòî
I 6= K i íå iñíó¹ iäåàëó V êiëüöÿ K, I ⊂ V , I 6= V , V 6= K.

10. Ïîêàçàòè, ùî iäåàë V = 〈2, x〉 íå ¹ ãîëîâíèì iäåàëîì êiëüöÿ Z[x].
11. Ïîêàçàòè, ùî êiëüöå P [x] ïîëiíîìiâ âiä îäíi¹¨ íåâiäîìî¨ x íàä äî-

âiëüíèì ïîëåì P ¹ åâêëiäîâèì êiëüöåì.
12. Äîâåñòè, ùî êiëüöå Ip p-öiëèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ¹ åâêëiäîâèì êiëü-

öåì.
13. Íåõàé K � îáëàñòü öiëiñíîñòi ç îäèíèöåþ, L � ïiäêiëüöå êiëüöÿ K,

ùî ìiñòèòü îäèíèöþ êiëüöÿ K. ßêi ç òâåðäæåíü iñòèííi:

à) ÿêùî K � îáëàñòü ãîëîâíèõ iäåàëiâ, òî L � îáëàñòü ãîëîâíèõ iäåà-
ëiâ;
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á) ÿêùî K � åâêëiäîâå êiëüöå, òî L � åâêëiäîâå êiëüöå?

�12. Ôàêòîðiàëüíi êiëüöÿ
Íåõàé K � îáëàñòü öiëiñíîñòi ç îäèíèöåþ, K∗ � ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà
êiëüöÿ K. Íåõàé a � äåÿêèé íåíóëüîâèé i íåîáîðîòíèé åëåìåíò êiëüöÿ
K, òîáòî a 6= 0 i a /∈ K∗. Åëåìåíò a íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì, ÿêùî éî-
ãî íå ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó äâîõ íåîáîðòíèõ åëåìåíòiâ
êiëüöÿ K, òîáòî a 6= bc (b, c /∈ K∗). Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó åëåìåíò a

íàçèâà¹òüñÿ íåïðîñòèì.
Òåîðåìà 1. Íåõàé K � îáëàñòü ãîëîâíèõ iäåàëiâ, a � íåíóëüîâèé

åëåìåíò êiëüöÿ K. Ôàêòîð-êiëüöå K/〈a〉 ¹ ïîëåì òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè a � ïðîñòèé åëåìåíò.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî â îáëàñòi öiëiñíîñòi ç îäèíèöåþ K ìà¹ ìiñöå ðîç-
êëàä íà ïðîñòi ìíîæíèêè, ÿêùî äîâiëüíèé íåíóëüîâèé òà íåîáîðîòíèé
åëåìåíò a ∈ K ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi äîáóòêó ïðîñòèõ åëåìåíòiâ,
òîáòî a = a1a2 . . . at (ai � ïðîñòèé åëåìåíò êiëüöÿ K; i = 1, . . . , t). Êà-
æóòü, ùî â êiëüöi K ìà¹ ìiñöå îäíîçíà÷íèé ðîçêëàä íà ïðîñòi ìíîæíèêè,
ÿêùî:

1) â êiëüöi K ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä íà ïðîñòi ìíîæíèêè;
2) äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ ïðåäñòàâëåíü åëåìåíòà u ∈ K ó âèãëÿäi äîáóòêó

ïðîñòèõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ K, òîáòî u = a1a2 . . . at i u = b1b2 . . . bs

(ai, bj � ïðîñòi åëåìåíòè êiëüöÿ K, i = 1, . . . , t; j = 1, . . . , s), t = s,
ai = bσ(i)εi äëÿ äåÿêî¨ ïiäñòàíîâêè σ ñòåïåíÿ t i îáîðîòíîãî åëåìåíòà
εi ∈ K∗ (i = 1, . . . , t).

Îáëàñòü öiëiñíîñòi ç îäèíèöåþ, â ÿêié ìà¹ ìiñöå îäíîçíà÷íèé ðîçêëàä
íà ïðîñòi ìíîæíèêè, íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðiàëüíèì êiëüöåì.

Òåîðåìà 2. Âñÿêà îáëàñòü ãîëîâíèõ iäåàëiâ ¹ ôàêòîðiàëüíèì êiëü-
öåì.

Íåõàé Å� êëàñ åâêëiäîâèõ êiëåöü, Ã� êëàñ îáëàñòåé ãîëîâíèõ iäåàëiâ,
Ô � êëàñ ôàêòîðiàëüíèõ êiëåöü. Òîäi Å ⊂ Ã ⊂ Ô (ìîæíà ïîêàçàòè, ùî
âêëþ÷åííÿ ñòðîãi).

Ïðèêëàäîì ôàêòîðiàëüíîãî êiëüöÿ, ùî íå ¹ îáëàñòþ ãîëîâíèõ iäåàëiâ,
¹ êiëüöå F [x, y] ïîëiíîìiâ âiä äâîõ íåâiäîìèõ x i y íàä ïîëåì F .

Ï ð è ê ë à ä è
1. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ôàêòîð-êiëüöå R[x]/(x2 + 1)R[x] ¹ ïîëåì.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîëiíîì ψ(x) = x2 + 1 ¹ íåçâiäíèì ïîëiíîìîì íàä
ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R, à, îòæå, ¹ ïðîñòèì åëåìåíòîì êiëüöÿ R[x]. Çà
òåîðåìîþ 1 çàäàíå ôàêòîð-êiëüöå ¹ ïîëåì.

2. Ïîêàçàòè, ùî êiëüöå Z[
√−3] íå ¹ ôàêòîðiàëüíèì.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî ñïî÷àòêó ìóëüòèïëiêàòèâíó ãðóïó K∗ êiëüöÿ
K = Z[

√−3]. Íåõàé u = a + b
√−3 ∈ Z[

√−3] (a, b ∈ Z). Ïîçíà÷èìî
N(u) = u·u, äå u = a−b

√−3. Î÷åâèäíî, N(u) = a2+3b2. Äàëi ââàæà¹ìî,
ùî u ∈ K∗. Òîäi iñíó¹ òàêå ÷èñëî v ∈ K, ùî uv = 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
N(u)N(v) = N(uv) = N(1) = 1. Îòæå, N(u) = a2 + 3b2 = 1. Öÿ ðiâíiñòü
ìà¹ ìiñöå òiëüêè òîäi, êîëè b = 0 i a = ±1. Òàêèì ÷èíîì, K∗ = {±1}.

Ïîêàæåìî äàëi, ùî êiëüöå K = Z[
√−3] íå ¹ ôàêòîðiàëüíèì. Ëåãêî

áà÷èòè, ùî 4 = 2 ·2 = (1+
√−3)(1−√−3). ×èñëà 2 i 1±√−3 ¹ ïðîñòèìè

åëåìåíòàìè êiëüöÿ K. Äiéñíî, ÿêùî, íàïðèêëàä, 1 +
√−3 ¹ íåïðîñòèì

åëåìåíòîì êiëüöÿ K, òî 1 +
√−3 = u1 · u2, äå ui /∈ K∗ (i = 1, 2). Òîäi

N(u1)N(u2) = N(u1u2) = N(1 +
√−3) = 4.

Îòæå, N(u1) = 2. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî u1 = a1 + b1
√−3 (a1, b1 ∈ Z),

òî N(u1) = a2
1 + 3b2

1. Çâiäñè a2
1 + 3b2

1 = 2, ùî íåìîæëèâî. Îäåðæàíå ïðî-
òèði÷÷ÿ ïîêàçó¹, ùî 1 +

√−3 � ïðîñòèé åëåìåíò êiëüöÿ K. Àíàëîãi÷íî
ïîêàçó¹òüñÿ, ùî 2 i 1−√−3 ¹ ïðîñòèìè åëåìåíòàìè êiëüöÿ K. Íàðåøòi,
ìîæíà äîâåñòè, ùî 1 +

√−3 6= 2θ äëÿ äîâiëüíîãî θ ∈ K∗. Òàêèì ÷èíîì,
ìè ïîêàçàëè, ùî â êiëüöi K ÷èñëî 4 ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ïðîñòi ìíîæíèêè
äâîìà ñóòò¹âî ðiçíèìè ñïîñîáàìè: 4 = 2 ·2 = (1+

√−3)(1−√−3). Îòæå,
êiëüöå K = Z[

√−3] íå ¹ ôàêòîðiàëüíèì.

Â ï ð à â è
1. Çíàéòè ïðîñòi åëåìåíòè â êiëüöÿõ C[x] òà R[x].
2. Ðîçêëàñòè åëåìåíò x2 + 1 ó äîáóòîê ïðîñòèõ åëåìåíòiâ ó êiëüöi C[x]

òà ó êiëüöi R[x].
3. Äîâåñòè, ùî â êiëüöi Z[i] öiëèõ ãàóñîâèõ ÷èñåë åëåìåíòè 2, 5 íå ¹

ïðîñòèìè.
4. ×è áóäóòü åëåìåíòè x2 + 2, x2 − 2, x2 + 1 ïðîñòèìè â êiëüöi Q[x]?
5. Ðîçêëàñòè ó äîáóòîê ïðîñòèõ åëåìåíòiâ åëåìåíòè x3 + 1, x2 + x + 1,

x2 + 1 êiëüöÿ Z2[x].
6. Äîâåñòè, ùî â äîâiëüíîìó ôàêòîðiàëüíîìó êiëüöi iñíóþòü íàéáiëü-

øèé ñïiëüíèé äiëüíèê òà íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå äâîõ (àáî äå-
êiëüêîõ) åëåìåíòiâ.
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7. Âèÿñíèòè, ÷è áóäóòü ôàêòîðiàëüíèìè êiëüöÿ Z5, Z6, Z8?
8. Ïîêàçàòè, ùî êiëüöå Z[

√−5] = {a + b
√−5 | a, b ∈ Z} íå ¹ ôàêòîði-

àëüíèì.
9. Çíàéòè ìóëüòèïëiêàòèâíó ãðóïó êiëüöÿ Z[i].

10. Ïîêàçàòè, ùî êiëüöå Z[
√−2] = {a + b

√−2 | a, b ∈ Z} � åâêëiäîâå,
ïîêëàâøè δ(a + b

√−2) = a2 + 2b2.
11. Íåõàé K �ôàêòîðiàëüíå êiëüöå, L � ïiäêiëüöå êiëüöÿ K, ùî ìiñòèòü

îäèíèöþ êiëüöÿ K. ×è áóäå L òàêîæ ôàêòîðiàëüíèì êiëüöåì?
12. Ïåðåâiðèòè, ÷è ¹ ôàêòîð-êiëüöÿ ïîëÿìè:

Q[x]/(x2− 2)Q[x]; C[x]/(x2 + 1)C[x]; R[x]/xR[x]; Z2[x]/(x2 + 1)Z2[x].

�13. Ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà êiëüöÿ
êëàñiâ ëèøêiâ

Íåõàé K1, . . . , Kn � çàäàíi êiëüöÿ, K = K1×· · ·×Kn � äåêàðòîâèé äîáó-
òîê ìíîæèí K1, . . . , Kn. Ïåðåòâîðèìî ìíîæèíó K â êiëüöå, âèçíà÷èâøè
îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ â K â òàêèé ñïîñiá:

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn),

(x1, . . . , xn) · (y1, . . . , yn) = (x1y1, . . . , xnyn),

äå xi, yi ∈ Ki (i = 1, . . . , n). Òàê âèçíà÷åíå êiëüöå K íàçèâà¹òüñÿ çîâíiøíüîþ
ïðÿìîþ ñóìîþ êiëåöü K1, . . . , Kn i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç K1 +̇ · · · +̇ Kn.

Íåõàé m � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî áiëüøå îäèíèöi. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç ϕ(m) êiëüêiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ìåíøèõ çà m i âçà¹ìíî ïðîñòèõ
ç m. Ââàæàòèìåìî, ùî ϕ(1) = 1. Âiäîáðàæåííÿ ϕ : N → N, âèçíà÷åíå
çà ïðàâèëîì ϕ : m → ϕ(m) íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ Åéëåðà. Ðîçêëàäåìî
äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî m ó äîáóòîê ñòåïåíiâ ðiçíèõ ïðîñòèõ ÷èñåë:
m = pn1

1 pn2
2 . . . pns

s (p1, . . . , ps � ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà, n1, . . . , ns ∈ N). Òîäi

ϕ(m) = (pn1
1 − pn1−1

1 )(pn2
2 − pn2−1

2 ) . . . (pns
s − pns−1

s ).

Òåîðåìà 1. Íåõàé m = pn1

1 pn2

2 . . . pns
s (p1, . . . , ps � ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà,

n1, . . . , ns ∈ N), Zm = Z/mZ, Z∗m � ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà êiëüöÿ
Zm. Òîäi

Zm
∼= Zp

n1
1

+̇ · · · +̇ Zpns
s

, Z∗m ∼= Z∗pn1
1
×̇ · · · ×̇ Z∗pns

s
, |Z∗m| = ϕ(m).
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Âiäìiòèìî, ùî Z∗m = {a + mZ | 1 ≤ m < a, (a,m) = 1}, äå (u, v) �
íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë u, v ∈ Z.

Òåîðåìà 2. Íåõàé p � íåïàðíå ïðîñòå ÷èñëî. Òîäi ìóëüòèïëiêà-
òèâíà ãðóïà Z∗pn (n ∈ N) ¹ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ. Ãðóïà Z∗2n ïðè n = 1, 2
� öèêëi÷íà, à ïðè n > 2 ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ òèïó (2, 2n−2), à ñàìå
Z∗2n = 〈−1 + 2nZ〉 × 〈5 + 2nZ〉.

Ï ð è ê ë à ä è
1. Ñêiëüêè ¹ öiëèõ ÷èñåë, ìåíøèõ çà 500, âçà¹ìíî ïðîñòèõ ç ÷èñëîì

500.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Î÷åâèäíî, 500 = 22 · 53. Òîäi

ϕ(500) = (22 − 21)(53 − 52) = 200.

2. Îïèñàòè áóäîâó ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè êiëüöÿ Z36.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè 36 = 22 · 32, òî çà òåîðåìîþ 1 Z∗36

∼= Z∗22×̇Z∗32,
äå Z∗22 � öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó ϕ(22) = 2, à Z∗32 � öèêëi÷íà ãðóïà
ïîðÿäêó ϕ(32) = 6. Îòæå, ãðóïà Z∗36 � öå ïðÿìèé äîáóòîê öèêëi÷íî¨
ãðóïè äðóãîãî ïîðÿäêó íà öèêëi÷íó ãðóïó øîñòîãî ïîðÿäêó. Çíàéäåìî
òâipíi åëåìåíòè ãðóï Z∗4 òà Z∗9. Î÷åâèäíî, Z∗4 = 〈−1 + 4Z〉. Ïîêàæåìî
äàëi, ùî Z∗9 = 〈2 + 9Z〉. Îñêiëüêè |Z∗9| = 6, òî çà òåîðåìîþ Ëàãðàíæà
äîñèòü ïåðåâiðèòè, ùî ïîðÿäîê åëåìåíòà 2+9Z íå äîðiâíþ¹ 2 i 3. Äiéñíî,

(2 + 9Z)2 = 4 + 9Z 6= 1 + 9Z, (2 + 9Z)3 = 8 + 9Z 6= 1 + 9Z.

Òàêèì ÷èíîì, Z∗36
∼= 〈−1 + 4Z〉 ×̇ 〈2 + 9Z〉.

Â ï ð à â è
1. Îá÷èñëèòè ϕ(m), ÿêùî m äîðiâíþ¹: à) 24; á) 96; â) 100; ã) 45.
2. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ âçà¹ìíî ïðîñòèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m

òà n ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n).
3. Ïîêàçàòè, ùî ãðóïà Z∗n (n > 1) � öèêëi÷íà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

n ∈ {2, 4, pm, 2pm} (p � íåïàðíå ïðîñòå ÷èñëî, m ∈ N).
4. Íåõàé m = pr (p � íåïàðíå ïðîñòå ÷èñëî, r ∈ N), c = ϕ(m) =

pr1
1 . . . prk

k (p1,. . . , pk � ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà, r1,. . . , rk ∈ N). Äîâåñòè
òâåðäæåííÿ: åëåìåíò a+mZ, äå (a,m) = 1, áóäå òâiðíèì åëåìåíòîì
öèêëi÷íî¨ ãðóïè Z∗m òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè m íå çàäîâîëüíÿ¹ íi
îäíié iç êîíãðóåíöié

a
c
pi ≡ 1 (modm) (i = 1, . . . , k).
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5. Çíàéòè òâiðíi åëåìåíòè öèêëi÷íî¨ ãðóïè Z∗m, ÿêùî à) m = 11; á) m =
= 19; â) m = 25; ã) m = 17.

6. Îïèñàòè ìóëüòèïëiêàòèâíó ãðóïó êiëüöÿ êëàñiâ ëèøêiâ Zm ïðè à) m =
= 39; á) m = 27; â) m = 72; ã) m = 360.

�14. Êîíãðóåíöi¨
Íåõàé K � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ i V � íåòðèâiàëüíèé iäåàë
êiëüöÿ K. Åëåìåíòè a ∈ K i b ∈ K íàçèâàþòüñÿ êîíãðóåíòíèìè çà
ìîäóëåì V , ÿêùî a − b ∈ V . Öå çàïèñóþòü òàê: a ≡ b (mod V ). Öåé
çàïèñ îçíà÷à¹, ùî a − b + V = V . Ùî â ñâîþ ÷åðãó åêâiâàëåíòíî óìîâi
a + V = b + V , òîáòî a i b ¹ åëåìåíòàìè îäíîãî i òîãî æ ñóìiæíîãî êëàñó
êiëüöÿ K çà iäåàëîì V .

Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî K = Z. Òîäi V = mZ äëÿ äåÿêîãî íà-
òóðàëüíîãî ÷èñëà m (m > 1). ßêùî åëåìåíòè a, b ∈ Z êîíãðóåíòíi çà
iäåàëîì V , òîáòî a + mZ = b + mZ, òî êàæóòü, ùî öiëi ÷èñëà a i b êîí-
ãðóåíòíi çà ìîäóëåì m i çàïèñóþòü öå òàê: a ≡ b (mod m). Î÷åâèäíî,
a ≡ b (mod m) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a − b = km äëÿ äåÿêîãî öiëîãî
÷èñëà k.

Âëàñòèâîñòi êîíãðóåíöié:

1. a ≡ a (mod m).
2. ßêùî a ≡ b (mod m), òî b ≡ a (mod m).
3. ßêùî a ≡ b (mod m), b ≡ c (mod m), òî a ≡ c (mod m).
4. ßêùî a ≡ b (mod m), c ≡ d (mod m), òî a ± c ≡ b ± d (mod m),

ac ≡ bd (mod m).
5. ßêùî ac ≡ bc (mod m) i (|c|,m) = 1, òî a ≡ b (mod m).

Òåîðåìà Åéëåðà. Íåõàé m � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî áiëüøå 1,
a � äîâiëüíå öiëå ÷èñëî òàêå, ùî (|a|,m) = 1. Òîäi

aϕ(m) ≡ 1 (mod m). (1)

Ìàëà òåîðåìà Ôåðìà. Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî i a � äîâiëüíå öiëå
÷èñëî. Òîäi ap ≡ a (mod p).

Íåõàé f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an ∈ Z[x] (ai ∈ Z; i = 0, 1, . . . , n),
äå a0 6≡ 0 (mod m). Âèðàç âèãëÿäó

f(x) ≡ 0 (mod m) (2)
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íàçèâàþòü êîíãðóåíöi¹þ n-ãî ñòåïåíÿ çà ìîäóëåì m.
Íåõàé äëÿ x0 ∈ Z ñïðàâåäëèâà êîíãðóåíöiÿ f(x0) ≡ 0 (mod m). Òîäi

f(x1) ≡ 0 (mod m) äëÿ äîâiëüíîãî x1 ∈ x0 + mZ. Êëàñ x0 + mZ íàçè-
âà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨ (2). Î÷åâèäíî, êîíãðóåíöiÿ (2) íå ìîæå
ìàòè áiëüøå íiæ m ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Ðîçãëÿíåìî êîíãðóåíöiþ ïåðøîãî ñòåïåíÿ:

ax ≡ b (mod m) (a, b ∈ Z, m > 1). (3)

ßêùî (|a|,m) = 1, òî êîíãðóåíöiÿ (3) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê:

x ≡ aϕ(m)−1b (mod m). (4)

ßêùî (|a|,m) = d > 1, òî êîíãðóåíöiÿ (3) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè d äiëèòü b.

Íåõàé (|a|,m) = d > 1 i d äiëèòü b. Òîáòî a = a1d, b = b1d, m = m1d,
äå (|a1|,m1) = 1 (a1, b1, m1 ∈ Z). Òîäi êîíãðóíöiÿ a1x ≡ b1 (mod m) ìà¹
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x0 + m1Z. À êîíãðóåíöiÿ (3) ó äàíîìó âèïàäêó áóäå
ìàòè òî÷íî d ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêiâ:

x0 + i
m

d
+ mZ (i = 0, 1, . . . , d− 1). (5)

Ï ð è ê ë à ä è
1. Çíàéòè íàéìåíøèé äîäàòíié ëèøîê ÷èñëà 5100 çà ìîäóëåì 17.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè (5, 17) = 1, òî ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ òåîðå-

ìîþ Åéëåðà: 5ϕ(17) ≡ 1 (mod 17). Î÷åâèäíî, ϕ(17) = 16. Òîáòî 516 ≡ 1
(mod 17). Òîäi

5100 = 516·6+4 = (516)6 · 54 ≡ 54 ≡ 13 (mod 17).

2. Ðîçâ'ÿçàòè êîíãðóåíöiþ ïåðøîãî ñòåïåíÿ 5x ≡ 2 (mod 36).
Ðîçâ'ÿçàííÿ.Ó íàñ çàäàíà êîíãðóåíöiÿ âèãëÿäó (3), ïðè÷îìó (5, 36) =

= 1. Òîäi çà ôîðìóëîþ (4) êîíãðóåíöiÿ ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê
x ≡ 5ϕ(36)−1 · 2 (mod 36). ßê âiäîìî

ϕ(36) = ϕ(22 · 32) = (22 − 2)(32 − 3) = 2 · 6 = 12.

Çàëèøà¹òüñÿ çíàéòè íàéìåíøèé äîäàòíié ëèøîê ÷èñëà 511 ·2 çà ìîäóëåì
36:

511 · 2 = 53·3+2 · 2 = (53)3 · 52 · 2 ≡ 173 · 14 ≡ 22 (mod 36).

Îòæå, 22 + 36Z � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê êîíãðóåíöi¨.
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3. Ðîçâ'ÿçàòè êîíãðóåíöiþ ïåðøîãî ñòåïåíÿ 9x ≡ 6 (mod 15).
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè (9, 15) = 3 i 3 äiëèòü 6, òî äàíà êîíãðóåíöiÿ

ìà¹ òî÷íî òðè ðîçâ'ÿçêè. Çíàéäåìî ¨õ. Êîíãðóåíöiÿ 3x ≡ 2 (mod 5) ìà¹
ðîçâ'ÿçîê 4 + 5Z. Òîäi íà îñíîâi (5) êîíãðóåíöiÿ 9x ≡ 6 (mod 15) ìà¹
ðîçâ'ÿçêè: 4 + 15Z, 9 + 15Z, 14 + 15Z.

Â ï ð à â è
1. Çíàéòè îñòà÷ó âiä äiëåííÿ ÷èñëà 20002000 íà ÷èñëî 7.
2. Çíàéòè íàéìåíøèé äîäàòíié ëèøîê ÷èñëà 31000 çà ìîäóëåì 13.
3. Ðîçâ'ÿçàòè òàêi ëiíiéíi êîíãðóåíöi¨:

à) 2x ≡ 5 (mod 9); á) 5x ≡ 3 (mod 7); â) 4x ≡ 2 (mod 7);
ã) 7x ≡ 1 (mod 9); ä) 25x ≡ 7 (mod 49); å) 4x ≡ 9 (mod 15).

4. Ñêiëüêè ðîçâ'ÿçêiâ ìàþòü òàêi êîíãðóåíöi¨ ïåðøîãî ñòåïåíÿ:
à) 3x ≡ 7 (mod 9); á) 3x ≡ 10 (mod 12); â) 17x ≡ 40 (mod 51).

5. Çíàéòè âñi ðîçâ'ÿçêè êîíãðóåíöié ïåðøîãî ñòåïåíÿ:
à) 15x ≡ 21 (mod 33); á) 3x ≡ 9 (mod 12); â) 25x ≡ 40 (mod 55).

6. Ðîçâ'ÿçàòè êîíãðóåíöi¨ äðóãîãî ñòåïåíÿ:
à) x2 ≡ −1 (mod 13); á) x2 ≡ −1 (mod 11); â) x2 ≡ 2 (mod 31).

7. Äîâåñòè, ùî êîíãðóåíöiÿ äðóãîãî ñòåïåíÿ x2 + 1 ≡ 0 (mod p) íå ìà¹
ðîçâ'ÿçêiâ ïðè p ≡ 3 (mod 4).

8. Äîâåñòè, ùî (p− 1)! ≡ −1 (mod p), ÿêùî p � ïðîñòå ÷èñëî.
9. Äîâåñòè, ùî êîíãðóåíöiÿ a0x

n+a1x
n−1+· · ·+an ≡ 0 (mod p) ñòåïåíÿ

n çà ïðîñòèì ìîäóëåì p ìà¹ íå áiëüø ÿê n ðîçâ'ÿçêiâ.
10. Çíàéòè îçíàêó ïîäiëüíîñòi öiëèõ ÷èñåë íà n äëÿ âñiõ n ≤ 11.
11. Ðîçâ'ÿçàòè â öiëèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñëàõ ðiâíÿííÿ ç äâîìà íåâiäîìè-

ìè:
à) 53x + 32y = 1; á) 64x + 28y = 12; â) 63x + 99y = 3.

�15. Àëãåáðà¨÷íi òà ñêií÷åííi
ðîçøèðåííÿ ïîëiâ

ßêùî ïîëå P ìiñòèòüñÿ â ïîëi F , òî êàæóòü, ùî ïîëå F ¹ ðîçøèðåííÿì
ïîëÿ P à ïîëå P ¹ ïiäïîëåì ïîëÿ F .

Íåõàé ïîëå F � ðîçøèðåííÿ ïîëÿ P (P ⊂ F ). Åëåìåíò α ∈ F íàçè-
âà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íèì íàä ïîëåì P , ÿêùî α ¹ êîðåíåì äåÿêîãî íåíóëüî-
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âîãî ïîëiíîìà f(x) ç êîåôiöi¹íòàìè iç ïîëÿ P . ×èñëî α ∈ C íàçèâà¹òüñÿ
àëãåáðà¨÷íèì ÷èñëîì, ÿêùî âîíî ¹ àëãåáðà¨÷íèì åëåìåíòîì íàä ïîëåì
Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. ×èñëî β ∈ C íàçèâà¹òüñÿ òðàíñöåíäåíòíèì,
ÿêùî âîíî íå ¹ àëãåáðà¨÷íèì ÷èñëîì. Ðîçøèðåííÿ F ïîëÿ P íàçèâà¹òüñÿ
àëãåáðà¨÷íèì, ÿêùî âñÿêèé åëåìåíò α ∈ F ¹ àëãåáðà¨÷íèì åëåìåíòîì íàä
ïîëåì P .

Ïîëå F íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííèì ðîçøèðåííÿì ïîëÿ P (P ⊂ F ), ÿêùî
ïîëå F ¹ ñêií÷åííî âèìiðíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P . Ðîçìið-
íiñòü öüîãî ïðîñòîðó íàçèâà¹òüñÿ ñòåïåíåì ïîëÿ F íàä ïîëåì P i ïîçíà-
÷à¹òüñÿ ÷åðåç (F : P ).

Òåîðåìà 1. Âñÿêå ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ äàíîãî ïîëÿ ¹ àëãåáðà¨÷íèì.
Òåîðåìà 2. Íåõàé P , F , S � ïîëÿ, ùî çàäîâîëüíÿþòü òàêèì óìî-

âàì: P ⊂ F ⊂ S; (F : P ) = m; (S : F ) = n. Òîäi S � ñêií÷åííå
ðîçøèðåííÿ ïîëÿ P ñòåïåíÿ (S : P ) = mn.

Ïîëå P íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íî çàìêíóòèì, ÿêùî áóäü-ÿêèé ìíîãî-
÷ëåí f(x) ñòåïåíÿ n ∈ N ç êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ P ðîçêëàäà¹òüñÿ íàä
ïîëåì P íà ëiíiéíi ìíîæíèêè, òîáòî

f(x) = a(x− ξ1)(x− ξ2) . . . (x− ξn) (a, ξ1, . . . , ξn ∈ P ).

Êîæíå ïîëå P ìiñòèòüñÿ â äåÿêîìó àëãåáðà¨÷íî çàìêíóòîìó ïîëi.
Ï ð è ê ë à ä è
1. Ïîêàçàòè, ùî −1+i

√
3

2 ¹ àëãåáðà¨÷íèì ÷èñëîì.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çà îçíà÷åííÿì àëãåáðà¨÷íîãî ÷èñëà äîñèòü ïîêàçàòè,

ùî ÷èñëî α = −1+i
√

3
2 ¹ êîðåíåì äåÿêîãî íåíóëüîâîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ç

êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. Â ÿêîñòi ìíîãî÷ëåíà f(x)
ìîæåìî âçÿòè, íàïðèêëàä, ìíîãî÷ëåí (x−α)(x−α), äå α � ÷èñëî, êîì-
ïëåêñíî ñïðÿæåíå äî α. Òîáòî

f(x) =

(
x− −1 + i

√
3

2

)(
x− −1− i

√
3

2

)
= x2 + x + 1.

2. Íåõàé F � ðîçøèðåííÿ ïîëÿ Zp i (F : Zp) = n. Ïîêàçàòè, ùî ïîëå
F ñêëàäà¹òüñÿ iç pn åëåìåíòiâ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Iç óìîâè (F : Zp) = n âèïëèâà¹, ùî â ïîëi F iñíóþòü n

åëåìåíòiâ u1, . . . , un, ÿêi óòâîðþþòü áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó F íàä ïî-
ëåì Zp. Îòæå, äîâiëüíèé åëåìåíò u ïîëÿ F îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ
ó âèãëÿäi:

u = α1u1 + · · ·+ αnun (α1, . . . , αn ∈ Zp).
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Âðàõîâóþ÷è, ùî ïîëå Zp ñêëàäà¹òüñÿ ç p åëåìåíòiâ, îäåðæó¹ìî, ùî â ïîëi
F ¹ òî÷íî pn åëåìåíòiâ.

Â ï ð à â è

1. Íåõàé F � ðîçøèðåííÿ ïîëÿ Q ñòåïåíÿ 2. Äîâåñòè, ùî äîâiëüíèé
åëåìåíò α ∈ F ¹ êîðåíåì äåÿêîãî ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì Q, ñòåïiíü
ÿêîãî íå ïåðåâèùó¹ 2.

2. ×è áóäóòü àëãåáðà¨÷íèìè ÷èñëà: à) 1− i; á) −1+
√−15
2 ; â) 2 + 3

√
3?

3. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî F ¹ àëãåáðà¨÷íèì ðîçøèðåííÿì ïîëÿ R, òî F
ñóìiùà¹òüñÿ ç R àáî C.

4. ×è ìîæóòü áóòè ïîëÿ Q(
√

2) = {a+b
√

2|a, b ∈ Q} i Q içîìîðôíèìè?
5. ×è áóäå ïîëå Q(

√
2) àëãåáðà¨÷íî çàìêíóòèì?

6. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî îäíå iç êîìïëåêñíèõ ÷èñåë α i √α ¹ òðàíñöåí-
äåíòíèì, òî i äðóãå ÷èñëî áóäå òàêîæ òðàíñöåíäåíòíèì.

�16. Ïðîñòi ðîçøèðåííÿ ïîëiâ
Íåõàé F � ðîçøèðåííÿ ïîëÿ P (P ⊂ F ), à M � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ
ïiäìíîæèíà ïîëÿ F . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç P (M) ïåðåðiç âñiõ òàêèõ ïîëiâ,
ùî ìiñòÿòü ïîëå P , ìíîæèíó M i ìiñòÿòüñÿ â ïîëi F . Î÷åâèäíî, P (M) �
ìiíiìàëüíå ïiäïîëå ïîëÿ F , ùî ìiñòèòü ìíîæèíó M i ïîëå P . Ãîâîðÿòü,
ùî P (M) îäåðæàíî iç ïîëÿ P ïðè¹äíàííÿì ìíîæèíè M . ßêùî M �
ñêií÷åííà ìíîæèíà i M = {u1, . . . , un}, òî P (M) çàïèñóþòü ó âèãëÿäi
P (u1, . . . , un). ßêùî ìíîæèíà M ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî åëåìåíòà θ, òî
ïîëå P (θ) íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì ðîçøèðåííÿì ïîëÿ P .

Òåîðåìà 1. Íåõàé F � ðîçøèðåííÿ ïîëÿ P , θ ∈ F � àëãåáðà¨÷íèé
åëåìåíò íàä ïîëåì P . Íåõàé f(x) � íåçâiäíèé ïîëiíîì ç êîåôiöi¹íòàìè
ç ïîëÿ P ñòåïåíÿ n, êîðåíåì ÿêîãî ¹ θ. Òîäi P (θ) ∼= P [x]/f(x)P [x],
ïðè÷îìó (P (θ) : P ) = n i êîæíèé åëåìåíò u ïîëÿ P (θ) îäíîçíà÷íî
ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi

u = a0 · 1 + a1θ + · · ·+ an−1θ
n−1 (a0, . . . , an−1 ∈ P ).

Òåîðåìà 2. Íåõàé K � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0, K(u1, u2, . . . , un) �
ðîçøèðåííÿ ïîëÿ K, äå u1, u2, . . . , un � àëãåáðà¨÷íi åëåìåíòè íàä K.
Äëÿ äåÿêîãî àëãåáðà¨÷íîãî åëåìåíòà θ íàä ïîëåì K

K(u1, u2, . . . , un) = K(θ).
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Ï ð è ê ë à ä è
1. Çíàéòè ñòåïiíü ïîëÿ Q(ε) íàä ïîëåì Q, äå ε � ïåðâiñíèé êîðiíü

òðåòüîãî ñòåïåíÿ iç îäèíèöi.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Î÷åâèäíî, ε ¹ êîðåíåì ïîëiíîìà x3−1 = (x−1)×(x2+

+ x + 1). Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî ε ¹ êîðåíåì íåçâiäíîãî íàä Q ïîëiíîìà
f(x) = x2 + x + 1. Òîäi çà òåîðåìîþ 1 Q(ε) ∼= Q[x]/f(x)Q[x] i, îòæå,
(Q(ε) : Q) = 2. Òîìó äîâiëüíèé åëåìåíò u ∈ Q(ε) ìà¹ âèãëÿä: u = α+βε

(α, β ∈ Q).
2. Íåõàé F ¹ êâàäðàòè÷íèì ðîçøèðåííÿì ïîëÿ Q, òîáòî (F : Q) = 2

(F ⊂ C). Ïîêàçàòè, ùî F = Q(
√

d), äå d � äåÿêå öiëå ÷èñëî (d 6= 0,
d 6= 1), ùî íå äiëèòüñÿ íà êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà âiäìiííîãî âiä
îäèíèöi.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Iç âïðàâè 1 �11 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêå ÷èñëî θ ∈ F ,
ùî θ ¹ êîðåíåì íåçâiäíîãî íàä ïîëåì Q ïîëiíîìà f(x) = x2 + αx + β (α,
β ∈ Q). Âíàñëiäîê òåîðåìè 1 (Q(θ) : Q) = 2 i Q ⊂ Q(θ) ⊂ F . Çâiäñè i iç
òåîðåìè 2 �11 âèïëèâà¹, ùî F = Q(θ). Î÷åâèäíî,

f(x) =
(
x +

α

2

)2
+ β − α2

4
= y2 − d1,

äå d1 = α2

4 − β, y = x + α
2 . Îñêiëüêè

(
θ + α

2

)2 − d1 = f(θ) = 0, òî(
θ + α

2

)2
= d1, ïðè÷îìó d1 íå ¹ êâàäðàòîì ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà. Òîìó

Q(θ) = Q(θ +
α

2
) = Q(

√
d1).

Äàëi, î÷åâèäíî, ðàöiîíàëüíå ÷èñëî d1 ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi äî-
áóòêó êâàäðàòà äåÿêîãî ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà m òà öiëîãî ÷èñëà d (d 6= 0,
d 6= 1), ùî íå äiëèòüñÿ íà êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà âiäìiííîãî âiä
îäèíèöi, òîáòî d1 = m2d. Òîäi

Q(
√

d1) = Q(m
√

d) = Q(
√

d).

Îòæå, F = Q(
√

d), äå d ∈ Z, (d 6= 0, d 6= 1) é d íå äiëèòüñÿ íà êâàäðàò
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà âiäìiííîãî âiä îäèíèöi.

Â ï ð à â è

1. Çíàéòè ñòåïiíü ïîëÿ Q(
√

2) íàä ïîëåì Q.
2. Íåõàé êâàäðàòíèé òðè÷ëåí f(x) ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè ìà¹ âiä'-

¹ìíèé äèñêðèìiíàíò. Ïîêàçàòè, ùî ôàêòîð-êiëüöå R[x]/f(x)R[x] ¹
ïîëåì, ÿêå içîìîðôíå ïîëþ C.
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3. Íåõàé Q(
√

d) i Q(
√

d′) � êâàäðàòè÷íi ïîëÿ (d, d′ � âiëüíi âiä êâà-
äðàòiâ öiëi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà). Äîâåñòè, ùî Q(

√
d) = Q(

√
d′) òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè d = d′.
4. Ïîêàçàòè, ùî Q(ε, i) = Q(εi) (ε3 = 1, ε 6= 1, i2 = −1).
5. Ïîêàçàòè, ùî Q(

√
2,
√

3) = Q(
√

2 +
√

3).
6. Äîâåñòè, ùî Q(

√
3, i) = Q(ξ), äå i2 = −1, ξ � ïåðâiñíèé êîðiíü

ñòåïåíÿ 12 iç îäèíèöi.

�17. Ñêií÷åííi ïîëÿ
Ïîëå F íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííèì, ÿêùî âîíî ñêëàäà¹òüñÿ ç ñêií÷åííîãî
÷èñëà åëåìåíòiâ. Ïðèêëàäîì ñêií÷åííîãî ïîëÿ ¹ ïîëå Zp (p � ïðîñòå
öiëå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî).

Òåîðåìà 1. Äëÿ êîæíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p i êîæíîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà n iñíó¹ ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó òî÷íî îäíå ïîëå Fpn ç ÷èñëîì
åëåìåíòiâ pn. Ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà ïîëÿ Fpn ¹ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ
ïîðÿäêó pn − 1.

Òåîðåìà 2. Âñÿêå ñêií÷åííå ïîëå Fpn içîìîðôíå ôàêòîð-êiëüöþ
Zp[x]/f(x)Zp[x], äå f(x) � äåÿêèé íåçâiäíèé ïîëiíîì íàä Zp ñòåïåíÿ n.

Ï ð è ê ë à ä è
1. Ïîáóäóâàòè ïîëå iç 4 åëåìåíòiâ.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôàêòîð-êiëüöå

T = Z2[x]/(x2 + x + 1)Z2[x].

Îñêiëüêè 0 = 2Z, 1 = 1 + 2Z íå ¹ êîðåíÿìè ïîëiíîìà f(x) = x2 + x + 1,
òî f(x) íåçâiäíèé ïîëiíîì íàä Z2. Çâiäñè òà iç òåîðåìè 3 �13 âèïëèâà¹,
ùî T ¹ ïîëåì. Òîäi çà òåîðåìîþ 1 �6 T ∼= Z2(θ), äå f(θ) = 0. Îòæå,
Z2(θ) = {α + βθ | α, β ∈ Z2}. Òàêèì ÷èíîì, ïîëå Z2(θ) ñêëàäà¹òüñÿ iç 4
åëåìåíòiâ: 0, 1, θ, 1 + θ.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî Z2(θ)
∗ = 〈θ〉.

Â ï ð à â è
1. Ïîáóäóâàòè ïîëå ç 9 åëåìåíòiâ.
2. Íåõàé ïîëå P ¹ ðîçøèðåííÿì ïîëÿ Zp i ìiñòèòü pm åëåìåíòiâ. Äîâåñ-

òè, ùî âñi åëåìåíòè ïîëÿ P çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííþ xpm− x=0.
3. ×è ìà¹ ðiâíÿííÿ: à) x2 = 5; á) x7 = 7; â) x3 = a ðîçâ'ÿçêè â ïîëi Z11

(b = b + 11Z, b ∈ Z).
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4. Çíàéòè ïîðÿäîê åëåìåíòà 2 = 2+pZ â ìóëüòèïëiêàòèâíié ãðóïi ïîëÿ
Zp äëÿ p = 3, 5, 7, 11. Â ÿêèõ iç öèõ ãðóï 2 ¹ òâiðíèì åëåìåíòîì?

5. Çíàéòè òâiðíi åëåìåíòè â ìóëüòèïëiêàòèâíié ãðóïi ïîëÿ: à) Z7; á) Z11.
6. Çíàéòè íåçâiäíi ìíîãî÷ëåíè ñòåïåíiâ ìåíøèõ çà ï'ÿòü íàä ïîëåì Z2.
7. Çíàéòè âñi íåçâiäíi ìíîãî÷ëåíè ñòåïåíÿ 2 íàä ïîëåì Z3.
8. Äîâåñòè, ùî âñÿêå ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ ñêií÷åííîãî ïîëÿ ¹ ïðî-

ñòèì.
9. Äîâåñòè, ùî â ïîëi Fq (ïîëå iç q åëåìåíòiâ) ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä

xq − x =
∏

a∈Fq

(x− a).

10. Äîâåñòè, ùî âñÿêå ñêií÷åííå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p ìiñòèòü ðàçîì ç
êîæíèì iç ñâî¨õ åëåìåíòiâ a ðiâíî îäèí êîðiíü p-ãî ñòåïåíÿ iç a.

11. Íåõàé Fr i Fq � ñêií÷åííi ïîëÿ. Äîâåñòè, ùî ïîëå Fr içîìîðôíå
äåÿêîìó ïiäïîëþ ïîëÿ Fq òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè q = rm äëÿ äåÿêîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m.

12. Äîâåñòè, ùî äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n iñíó¹ ìíîãî÷ëåí ñòå-
ïåíÿ n, íåçâiäíèé íàä ïîëåì Fq.

�18. Ìîäóëi
Íåõàé K � êiëüöå ç îäèíèöåþ 1, M � àäèòèâíî çàïèñàíà àáåëåâà ãðóïà.
Íåõàé çàäàíå âiäîáðàæåííÿ ϕ : K ×M → M , òîáòî òàêå âiäîáðàæåííÿ
ϕ, ÿêå êîæíié âïîðÿäêîâàíié ïàði (α, x) (α ∈ K, x ∈ M) ñòàâèòüñÿ ó âiä-
ïîâiäíiñòü ïåâíèé åëåìåíò ϕ(α, x) ç ãðóïè M . Áóäåìî ϕ(α, x) ïîçíà÷àòè
òàê: ϕ(α, x) = α · x = αx. Åëåìåíò αx ãðóïè M íàçèâà¹òüñÿ äîáóòêîì
åëåìåíòà α êiëüöÿ K íà åëåìåíò x ìîäóëÿ M . Ãðóïà M íàçèâà¹òüñÿ
ëiâèì K-ìîäóëåì, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) α(x + y) = αx + αy;
2) (α + β)x = αx + βx;
3) (αβ)x = α(βx);
4) 1x = x

äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ K òà x, y ∈ M .
Íàäàëi ëiâèé K-ìîäóëü áóäåìî íàçèâàòè ïðîñòî K-ìîäóëåì. Î÷åâè-

äíî, äîâiëüíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F áóäå F -ìîäóëåì.
Ïiäìîäóëåì K-ìîäóëÿ M íàçèâà¹òüñÿ ïiäãðóïà V àäèòèâíî¨ ãðóïè M

òàêà, ùî αv ∈ V äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ α ∈ K, v ∈ V .
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Íåõàé S � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà K-ìîäóëÿ M . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
〈S〉 ïiäìíîæèíó â M , ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç âñiõ åëåìåíòiâ âèãëÿäó:

α1x1 + · · ·+ αrxr (αi ∈ K, xi ∈ S; i = 1, . . . , r).

Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà 〈S〉 ¹ ïiäìîäóëåì K-ìîäóëÿ M . Öåé
ïiäìîäóëü íàçèâà¹òüñÿ ïiäìîäóëåì K-ìîäóëÿ M , ïîðîäæåíèì ìíîæè-
íîþ S, à ìíîæèíà S � ìíîæèíîþ òâiðíèõ åëåìåíòiâ öüîãî ïiäìîäó-
ëÿ. K-ìîäóëü M íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííî ïîðîäæåíèì, ÿêùî iñíó¹ òàêà
ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà S iç M , ùî M = 〈S〉. K-ìîäóëü M íàçèâà¹òüñÿ
öèêëi÷íèì, ÿêùî âií ïîðîäæó¹òüñÿ îäíèì åëåìåíòîì. K-ìîäóëü M áóäå-
ìî íàçèâàòè âiëüíèì K-ìîäóëåì ðàíãó n, ÿêùî iñíó¹ òàêà ïiäìíîæèíà
{u1, . . . , un} åëåìåíòiâ iç M , ùî äîâiëüíèé åëåìåíò m ∈ M îäíîçíà÷íî
ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi:

m = α1u1 + · · ·+ αnun (αi ∈ K, i = 1, . . . , n).

ßêùî K � êîìóòàòèâíå êiëüöå, òî ðàíã âiëüíîãî K-ìîäóëÿ âèçíà÷à¹òüñÿ
îäíîçíà÷íî.

Íåõàé V � ïiäìîäóëü K-ìîäóëÿ M i M/V � ôàêòîð-ãðóïà àäèòèâ-
íî¨ àáåëåâî¨ ãðóïè M çà ïiäãðóïîþ V . Äîáóòîê åëåìåíòiâ êiëüöÿ K íà
åëåìåíòè öi¹¨ ãðóïè çàäàìî â òàêèé ñïîñiá:

α(m + V ) = αm + V (α ∈ K, m ∈ M).

Òîäi ôàêòîð-ãðóïà M/V áóäå K-ìîäóëåì i öåé ìîäóëü áóäåìî íàçèâàòè
ôàêòîð-ìîäóëåì ìîäóëÿ M çà ïiäìîäóëåì V .

Âiäîáðàæåííÿ f K-ìîäóëÿ M â K-ìîäóëü M ′ íàçèâà¹òüñÿ ãîìîìîðô-
íèì, ÿêùî f(a+b) = f(a)+f(b) i f(γa) = γf(a) äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ
a, b ∈ M i γ ∈ K. Ãîìîìîðôíå âiäîáðàæåííÿ K-ìîäóëÿ M íà K-ìîäóëü
M ′ íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôíèì, ÿêùî âîíî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå. K-ìîäóëi
M òà M ′ íàçèâàþòüñÿ içîìîðôíèìè, ÿêùî iñíó¹ içîìîðôíå âiäîáðàæåííÿ
ãðóïè K-ìîäóëÿ M íà K-ìîäóëü M ′. Öå çàïèñóþòü òàê: M ∼= M ′.

Î÷åâèäíî, ïiäìíîæèíà Ker f = {m ∈ M | f(m) = 0}, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ
ÿäðîì ãîìîìîðôiçìó f , ¹ ïiäìîäóëåì K-ìîäóëÿ M .

Òåîðåìà 1. Íåõàé M i M ′ � K-ìîäóëi i f � ãîìîìîðôíå âiäîáðà-
æåííÿ K-ìîäóëÿ M íà K-ìîäóëü M ′. Òîäi M/ Ker f ∼= M ′.

Íåõàé M1, . . . , Mr (r ∈ N) � K-ìîäóëi i M = M1 +̇ · · · +̇ Mr �
çîâíiøíÿ ïðÿìà ñóìà àäèòèâíèõ àáåëåâèõ ãðóï M1, . . . , Mr. Ïåðåòâîðèìî
M â K-ìîäóëü, ïîêëàäàþ÷è λ(m1, . . . ,mr) = (λm1, . . . , λmr), äå λ ∈
∈ K, mi ∈ Mi (i = 1, . . . , r). Òàê âèçíà÷åíèé K-ìîäóëü M íàçèâà¹òüñÿ
çîâíiøíüîþ ïðÿìîþ ñóìîþ K-ìîäóëiâ M1, . . . , Mr.
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K-ìîäóëü T íàçèâà¹òüñÿ âíóòðiøíüîþ ïðÿìîþ ñóìîþ ñâî¨õ ïiäìîäó-
ëiâ T1, . . . , Tr (r ∈ N), ÿêùî êîæíèé åëåìåíò t ∈ T îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâ-
ëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi: t = t1 + · · ·+ tr (ti ∈ Ti, i = 1, . . . , r). Ó öüîìó âèïàäêó
áóäåìî âæèâàòè ïîçíà÷åííÿ T = T1 ⊕ · · · ⊕ Tr.

Àíàëîãi÷íî ÿê ó âèïàäêó ãðóï, óñòàíîâëþ¹òüñÿ çâ'ÿçîê ìiæ çîâíi-
øíüîþ i âíóòðiøíüîþ ïðÿìèìè ñóìàìè K-ìîäóëiâ.

Ï ð è ê ë à ä è
1. Ïåðåòâîðèòè äîâiëüíå êiëüöå K ç îäèíèöåþ â K-ìîäóëü.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âiäîáðàæåííÿ K × K → K çàäàìî â òàêèé ñïîñiá:

(α, x) → α · x (α, x ∈ K). Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî òîäi âèêîíóþòüñÿ óìîâè
1)�4) â îçíà÷åííi K-ìîäóëÿ. Î÷åâèäíî, K-ìîäóëü K ¹ ñêií÷åííî ïîðî-
äæåíèì. Âií ïîðîäæó¹òüñÿ îäèíèöåþ êiëüöÿ K.

2. Ïîêàçàòè, ùî Z-ìîäóëü Q íå ¹ ñêií÷åííî ïîðîäæåíèì Z-ìîäóëåì.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî Q � ñêií÷åííî ïîðîäæåíèé Zìîäóëü.

Òîäi çíàéäóòüñÿ òàêi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà ui = αi

βi
(αi ∈ Z, βi ∈ N; i =

= 1, . . . , n), ùî äîâiëüíå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî u ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi

u = λ1u1 + · · ·+ λnun (λi ∈ Z; i = 1, . . . , n).

Îòæå,
u =

α

β1 . . . βn
(1)

äëÿ äåÿêîãî öiëîãî ÷èñëà α. Î÷åâèäíî, ÷èñëî u0 = α
β1...βn+1 ó âèãëÿäi (1) íå

ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ. Òàêèì ÷èíîì,Q íå ¹ ñêií÷åííî ïîðîäæåíèì Z-ìîäóëåì.
Â ï ð à â è

1. Ïîêàçàòè, ùî êiëüöå P [x] ìíîãî÷ëåíiâ âiä íåâiäîìî¨ x íàä ïîëåì P

¹ P -ìîäóëåì. ×è áóäå öåé ìîäóëü ñêií÷åííî ïîðîäæåíèì?
2. Ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà àäèòèâíà àáåëåâà ãðóïà ¹ Z-ìîäóëåì.
3. Ïîêàçàòè, ùî iäåàë êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ K ç îäèíèöåþ ¹ K-ìîäóëåì.
4. ×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî åëåìåíòè 2, 3 ∈ Z ¹ ñèñòåìîþ òâiðíèõ

åëåìåíòiâ Z-ìîäóëÿ Z.
5. Äîâåñòè, ùî ÿêùî êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ ðîçãëÿíóòè ÿê ìî-

äóëü íàä ñîáîþ, òî ïiäìîäóëi öüîãî ìîäóëÿ ñóìiùàþòüñÿ ç iäåàëàìè
êiëüöÿ K.

6. Íåõàé K � êiëüöå ç îäèíèöåþ i V � ïiäìîäóëü K-ìîäóëÿ M . Äî-
âåñòè, ùî ÿêùî K-ìîäóëü V i ôàêòîð-ìîäóëü K/V � ñêií÷åííî ïî-
ðîäæåíi K-ìîäóëi, òî i M òåæ ñêií÷åííî ïîðîäæåíèé K-ìîäóëü.
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7. Íåõàé K � êiëüöå ç îäèíèöåþ i K-ìîäóëü M ¹ âíóòðiøíüîþ ïðÿ-
ìîþ ñóìîþ ïiäìîäóëiâ M1 i M2. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî Vi � ïiäìîäóëü
ìîäóëÿ Mi (i = 1, 2), òî V1 + V2 = V1 ⊕ V2.

8. Íåõàé K � êiëüöå ç îäèíèöåþ, M � K-ìîäóëü. Äîâåñòè, ùî ÿêùî
M = M1 ⊕M2, òî M/M1

∼= M2.
9. Íåõàé K � êiëüöå ãîëîâíèõ iäåàëiâ. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäìî-

äóëü öèêëi÷íîãî K-ìîäóëÿ ¹ òàêîæ öèêëi÷íèì K-ìîäóëåì.

�19. Öiëi àëãåáðà¨÷íi ÷èñëà
Íåõàé C � ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. ×èñëî u ∈ C íàçèâà¹òüñÿ öiëèì àë-
ãåáðà¨÷íèì ÷èñëîì, ÿêùî u ¹ êîðåíåì äåÿêîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) âèãëÿäó:
f(x) = xn + α1x

n−1 + · · ·+ αn (αi ∈ Z, i = 1, . . . , n).

Òåîðåìà 1. Íåõàé α � àëãåáðà¨÷íå ÷èñëî. Òîäi α = β
n , äå n � öiëå

ðàöiîíàëüíå ÷èñëî (n 6= 0), β � öiëå àëãåáðà¨÷íå ÷èñëî.
Ëåìà 1. Íåõàé K � ïiäêiëüöå ïîëÿ C, ÿêå ¹ ñêií÷åííî ïîðîäæåíèì

Z-ìîäóëåì. Òîäi äîâiëüíèé åëåìåíò êiëüöÿ K ¹ öiëèì àëãåáðà¨÷íèì ÷è-
ñëîì.

Òåîðåìà 2. Íåõàé F � ðîçøèðåííÿ ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë i F ⊂
⊂ C. Ìíîæèíà âñiõ öiëèõ àëãåáðà¨÷íèõ ÷èñåë ïîëÿ F ¹ êiëüöåì.

Òåîðåìà 3. Íåõàé F = Q(
√

d), äå d � íåíóëüîâå öiëå ÷èñëî (d 6= 1),
ÿêå íå äiëèòüñÿ íà êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà. ßêùî d ≡ 2 (mod 4) àáî
d ≡ 3 (mod 4), òî äîâiëüíå öiëå àëãåáðà¨÷íå ÷èñëî iç ïîëÿ Q(

√
d) ìà¹

âèãëÿä: a + b
√

d (a, b ∈ Z). Ïðè d ≡ 1 (mod 4) öiëi àëãåáðà¨÷íi ÷èñëà iç
ïîëÿ Q(

√
d) ìàþòü âèãëÿä: a + bω (a, b ∈ Z), äå ω = 1+

√
d

2 .

Ï ð è ê ë à ä è
1. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî 5

√
2 + 7

√
3 ¹ öiëèì àëãåáðà¨÷íèì ÷èñëîì.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè 5
√

2 ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà x5 − 2, à 7
√

3 �
êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà x7 − 3, òî ÷èñëà 5

√
2 òà 7

√
3 ¹ öiëèìè àëãåáðà¨÷íèìè

÷èñëàìè. Íà îñíîâi òåîðåìè 2 ñóìà öiëèõ àëãåáðà¨÷íèõ ÷èñåë ¹ öiëèì
àëãåáðà¨÷íèì ÷èñëîì. Òîìó ÷èñëî 5

√
2+ 7

√
3 ¹ öiëèì àëãåáðà¨÷íèì ÷èñëîì.

2. Ïîêàçàòè, ùî u = −1+
√

d
2 ¹ öiëèì àëãåáðà¨÷íèì ÷èñëîì, ÿêùî d ∈ Z

i d ≡ 1(mod 4).
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé u′ = −1−

√
d

2 . Òîäi u + u′ = −1, uu′ = 1−d
4 . Iç

óìîâè d ≡ 1(mod 4) âèïëèâà¹, ùî uu′ ∈ Z. Îòæå, u ¹ êîðåíåì ïîëiíîìà
(x− u)(x− u′) = x2 + x + 1−d

4 ∈ Z[x]. Òàêèì ÷èíîì, u � öiëå àëãåáðà¨÷íå
÷èñëî.
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3. Çíàéòè ìóëüòèïëiêàòèâíó ãðóïó êiëüöÿ K âñiõ öiëèõ àëãåáðà¨-
÷íèõ ÷èñåë ïîëÿ Q(i) (i2 = −1).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Â ñèëó òåîðåìè 3 K = Z[i] = {a + bi | a, b ∈ Z}. Íåõàé
u = a + bi � åëåìåíò ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè K∗. Òîäi iñíó¹ åëåìåíò
v ∈ K∗ òàêèé, ùî uv = 1. Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî |uv| = |u||v| = 1, äå
|z| � ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z. Îòæå, |u|2|v|2 = 1. Çíà÷èòü, |u|2 =
= a2+b2 = 1. Öÿ ðiâíiñòü ìà¹ ìiñöå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè (a, b) = (±1, 0)
àáî (a, b) = (0,±1). Òàêèì ÷èíîì, u = ±1 àáî u = ±i, òîáòî K∗ = Z[i]∗ =
= {1,−1, i,−i}.

Â ï ð à â è
1. Ïåðåâiðèòè, ÷è áóäóòü öiëèìè àëãåáðà¨÷íèìè ÷èñëà:

à) 2 5
√

7; á)
√

3 3
√

4; â) 7√
2−√3

; ã)
√

7
2−√5

.
2. Äîâåñòè, ùî ðàöiîíàëüíå ÷èñëî α ¹ öiëèì àëãåáðà¨÷íèì ÷èñëîì òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè α ¹ öiëèì ÷èñëîì.
3. Çíàéòè êiëüöå öiëèõ àëãåáðà¨÷íèõ ÷èñåë êâàäðàòè÷íîãî ïîëÿ: à)Q(

√−3);
á) Q(

√
19).

4. Ïîêàçàòè, ùî êiëüöå âñiõ öiëèõ àëãåáðà¨÷íèõ ÷èñåë ïîëÿ Q(
√−13)

íå ¹ ôàêòîðiàëüíèì.

�20. Àëãåáðè
Íåõàé A � êiëüöå, ÿêå ¹ òàêîæ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì F . ßêùî
äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ A i λ ∈ F

λ(ab) = (λa)b = a(λb),

òî êiëüöå A íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðîþ íàä ïîëåì F . ßêùî àëãåáðà A íàä
ïîëåì F ¹ ñêií÷åííî âèìiðíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä öèì æå ïîëåì,
òî àëãåáðà A íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííî âèìiðíîþ àëãåáðîþ íàä ïîëåì F .
Ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó A íàä ïîëåì F íàçèâà¹òüñÿ ðîçìiðíiñòþ
àëãåáðè A i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç dimFA.

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà Fn×n âñiõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä ïî-
ëåì F âiäíîñíî çâè÷àéíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ìàòðèöü òà
îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ åëåìåíòà ïîëÿ F íà ìàòðèöþ ¹ àëãåáðîþ ðîçìiðíîñòi
n2.

Ïiäàëãåáðîþ àëãåáðè A íàçèâà¹òüñÿ ïiäêiëüöå B êiëüöÿ A, ÿêå ¹ ïiä-
ïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó A íàä ïîëåì F .

Âiäîáðàæåííÿ f àëãåáðè A íàä ïîëåì F â àëãåáðó A′ íàä ïîëåì F
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íàçèâà¹òüñÿ ãîìîìîðôíèì, ÿêùî

f(a + b) = f(a) + f(b), f(ab) = f(a)f(b), f(λa) = λf(a)

äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ A i λ ∈ F . Ãîìîìîðôíå âiäîáðàæåííÿ àë-
ãåáðè A íàä ïîëåì F íà àëãåáðó A′ íàä ïîëåì F íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôíèì,
ÿêùî âîíî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå. Àëãåáðè A òà A′ íàä ïîëåì F íàçèâàþ-
òüñÿ içîìîðôíèìè, ÿêùî iñíó¹ içîìîðôíå âiäîáðàæåííÿ àëãåáðè A íà
àëãåáðó A′. Öå çàïèñóþòü òàê: A ∼= A′.

Òåîðåìà 1. Âñÿêà àëãåáðà A íàä ïîëåì F ç îäèíèöåþ ðîçìiðíîñòi n

içîìîðôíà äåÿêié ïiäàëãåáði àëãåáðè Fn×n.
Íåõàé H � ÷îòèðüîõâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷è-

ñåë R. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç e, i, j, k áàçèñ ïðîñòîðó H íàä ïîëåì R. Ïåðå-
òâîðèìî ëiíiéíèé ïðîñòið H â àëãåáðó íàä ïîëåì R, çàäàâøè îïåðàöiþ
ìíîæåííÿ áàçèñíèõ åëåìåíòiâ â òàêèé ñïîñiá, ÿê âêàçàíî â òàáëèöi.

· e i j k

e e i j k

i i −e k −j

j j −k −e i

k k j −i −e

Öÿ àëãåáðà íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðîþ êâàòåðíiîíiâ. Åëåìåíò u = α1e−α2i−
−α3j−α4k íàçèâà¹òüñÿ ñïðÿæåíèì äî åëåìåíòà u = α1e+α2i+α3j+α4k

(αi ∈ R; i = 1, 2, 3, 4). ßêùî u 6= 0, òî

u−1 = (α2
1 + α2

2 + α2
3 + α2

4)
−1u.

Îòæå, àëãåáðà H ¹ òiëîì.
Òåîðåìà 1. Íåõàé A � ñêií÷åííî âèìiðíà àëãåáðà ç îäèíèöåþ íàä

àëãåáðà¨÷íî çàìêíóòèì ïîëåì F . ßêùî àëãåáðà A ¹ òiëîì, òî âîíà
içîìîðôíà ïîëþ F .

Òåîðåìà Ôðîáåíióñà. Íåõàé A � ñêií÷åííî âèìiðíà àëãåáðà ç îäè-
íèöåþ íàä ïîëåì R äiéñíèõ ÷èñåë. ßêùî àëãåáðà A ¹ òiëîì, òî âîíà
içîìîðôíà îäíié iç òàêèõ àëãåáð: R, C, H.

Ï ð è ê ë à ä è
1. Íåõàé F � äîâiëüíå ïîëå, F [x] � êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ âiä îäíi¹¨

íåâiäîìî¨ x ç êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ F . Ïîêàçàòè, ùî F [x] ¹ íåñêií÷åííî
âèìiðíîþ àëãåáðîþ íàä ïîëåì F .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Î÷åâèäíî, F [x] ¹ àëãåáðîþ íàä ïîëåì F . Ïðèïóñòèìî,
ùî F [x] � ñêií÷åííî âèìiðíà àëãåáðà íàä ïîëåì F . Òîäi çíàéäóòüñÿ òàêi
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ìíîãî÷ëåíè fi(x) ∈ F [x], (i = 1, . . . , n), ùî äîâiëüíèé ìíîãî÷ëåíè f(x) ∈
∈ F [x] ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi

f(x) = λ1f1(x) + · · ·+ λnfn(x) (λi ∈ F ; i = 1, . . . , n). (1)

Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi áóäåìî ââàæàòè, ùî fi(x) 6= 0, (i = 1, . . . , n).
Íåõàé m � íàéáiëüøà ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíiâ fi(x), (i = 1, . . . , n). Î÷åâè-
äíî, ìíîãî÷ëåí f0 = xm+1 ∈ F [x] ó âèãëÿäi (1) íå ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ. Òàêèì
÷èíîì, F [x] íå ¹ ñêií÷åííî âèìiðíîþ àëãåáðîþ íàä ïîëåì F .

2. Íåõàé F � ïîëå, Fn×n � ìíîæèíà âñiõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä
ïîëåì F . Ïîêàçàòè, ùî Fn×n ¹ àëãåáðîþ ðîçìiðíîñòi n2 íàä ïîëåì F .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Î÷åâèäíî, âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ
ìàòðèöü, òà îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ åëåìåíòà ïîëÿ F íà ìàòðèöþ ìíîæè-
íà Fn×n ¹ àëãåáðîþ íàä ïîëåì F . Ïîêàæåìî, ùî ðîçìiðíiñòü öi¹¨ àë-
ãåáðè íàä ïîëåì F äîðiâíþ¹ n2. Äiéñíî, ëåãêî ïåðåâiðèòè ëiíiéíó íå-
çàëåæíiñòü ñèñòåìè ìàòðèöü {eij | i, j = 1, . . . , n} íàä ïîëåì F , äå eij

(i, j = 1, . . . , n) � öå ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, â ÿêié íà ïåðåòèíi i-îãî ðÿäêà
òà j-îãî ñòîâïöÿ ñòî¨òü 1, à âñi iíøi åëåìåíòè äîðiâíþþòü íóëþ. Âñÿ-
êà ìàòðèöÿ a = ||αij|| ∈ Fn×n îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi
a =

∑n
i,j=1 αijeij. Îòæå, dimFFn×n = n2.

Â ï ð à â è
1. Ïîêàçàòè, ùî ïîëå C = R(i) (i2 = −1) êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¹ àëãåáðîþ

ðîçìiðíîñòi 2 íàä ïîëåì R.
2. Çíàéòè â àëãåáði êâàòåðíiîíiâ H îáåðíåíi åëåìåíòè äî òàêèõ åëåìåí-

òiâ: à) 1 + i + j; á) i + j; â) 2− i− j; ã) 1− k.
3. Ðîçâ'ÿçàòè â àëãåáði êâàòåðíiîíiâ H ðiâíÿííÿ: à) x2 = −1;

á) (1 + j)x = j − k; â) (i + j + k)x = 1− k.
4. Íåõàé A � àëãåáðà íàä ïîëåì C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ç áàçèñîì e, i,

j, k i ç òàêîþ æ òàáëèöåþ ìíîæåííÿ, ÿê i â àëãåáði êâàòåðíiîíiâ.
Çíàéòè â àëãåáði A äiëüíèêè íóëÿ.

5. Çíàéòè ðîçìiðíiñòü àëãåáðè T (n,R) âñiõ âåðõíiõ òðèêóòíèõ ìàòðèöü
ïîðÿäêó n ≥ 2 íàä ïîëåì R.

6. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä ïîëåì
R ¹ àëãåáðîþ íàä R. Çíàéòè ðîçìiðíiñòü öi¹¨ àëãåáðè.

7. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà ìàòðèöü âèãëÿäó
(

a + bi c + di

−c + di a− bi

)
(a, d, c, d ∈ R; i2 = −1)
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¹ àëãåáðîþ íàä ïîëåì R ðîçìiðíîñòi 4. Ïîêàçàòè, ùî öÿ àëãåáðà
içîìîðôíà àëãåáði êâàòåðíiîíiâ H.

�21. Ïðî çîáðàæåííÿ ãðóï
Íåõàé G � ãðóïà, F � ïîëå, GL(n, F ) � ïîâíà ëiíiéíà ãðóïà ñòåïå-
íÿ n íàä ïîëåì F . Ãîìîìîðôiçì ∆ ãðóïè G â ãðóïó GL(n, F ) íàçè-
âà¹òüñÿ ìàòðè÷íèì F -çîáðàæåííÿì ñòåïåíÿ n ãðóïè G. Ìàòðè÷íi F -
çîáðàæåííÿ ∆ i Γ ñòåïåíÿ n ãðóïè G íàçèâàþòüñÿ F -åêâiâàëåíòíèìè,
ÿêùî iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ C ∈ GL(n, F ), ùî C−1∆(g)C = Γ(g) äëÿ äî-
âiëüíîãî åëåìåíòà g ∈ G. Ìàòðè÷íå F -çîáðàæåííÿ ñòåïåíÿ n ãðóïè G

íàçèâà¹òüñÿ çâiäíèì íàä ïîëåì F , ÿêùî âîíî F -åêâiâàëåíòíå çîáðàæåí-
íþ Γ âèãëÿäó:

Γ : g → Γ(g) =

(
Γ1(g) T (g)

0 Γ2(g)

)
(g ∈ G),

äå Γi � ìàòðè÷íå F -çîáðàæåííÿ ñòåïåíÿ ni ãðóïè G (ni < n, i = 1, 2). Â
ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó çîáðàæåííÿ ∆ íàçèâà¹òüñÿ íåçâiäíèì íàä ïîëåì
F . Ìàòðè÷íå F -çîáðàæåííÿ ∆ ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ öiëêîì çâiäíèì íàä
ïîëåì F , ÿêùî âîíî F -åêâiâàëåíòíå çîáðàæåííþ Γ âèãëÿäó:

Γ : g → Γ(g) =




Γ1(g) 0
. . .

0 Γr(g)


 (g ∈ G),

äå Γi (i = 1, . . . , r) � íåçâiäíå ìàòðè÷íå F -çîáðàæåííÿ ãðóïè G.
Òåîðåìà Ìàøêå. Íåõàé G � ñêií÷åííà ãðóïà ïîðÿäêó |G|, F � ïîëå

õàðàêòåðèñòèêè p ≥ 0. ßêùî p íå äiëèòü |G|, òî äîâiëüíå ìàòðè÷íå
F -çîáðàæåííÿ ãðóïè G öiëêîì çâiäíå íàä ïîëåì F .

ÍåõàéC� ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë i G � ñêií÷åííà ãðóïà. Òîäi ñòåïiíü
íåçâiäíîãî ìàòðè÷íîãî C-çîáðàæåííÿ ãðóïè G äiëèòü ïîðÿäîê ãðóïè G.
ßêùî G � àáåëåâà ãðóïà, òî âñi íåçâiäíi ìàòðè÷íi C-çîáðàæåííÿ ãðóïè
G ìàþòü ñòåïiíü 1 i ÷èñëî íååêâiâàëåíòíèõ íåçâiäíèõ C-çîáðàæåíü ãðóïè
G äîðiâíþ¹ ïîðÿäêó ãðóïè G.

Íåõàé M � n-âèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , GL(M) � ãðóïà
âñiõ îáîðîòíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ïðîñòîðó M . Âiäìiòèìî, ùî ãðóïè
GL(M) i GL(n, F ) içîìîðôíi. Ãîìîìîðôiçì Φ ãðóïè G â ãðóïó GL(M)
íàçèâà¹òüñÿ çîáðàæåííÿì ãðóïè G ëiíiéíèìè îïåðàòîðàìè ïðîñòîðó M .
Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî çîáðàæåííÿ Φ ðåàëiçó¹òüñÿ â ïðîñòîði M .

Çîáðàæåííÿ Φ : g → Φg i Φ′ : g → Φ′
g ãðóïè G, ÿêi ðåàëiçóþòüñÿ âiä-

ïîâiäíî â ïðîñòîðàõ M i M ′ íàä ïîëåì F , íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè,
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ÿêùî iñíó¹ òàêèé içîìîðôiçì ϕ ïðîñòîðó M íà M ′, ùî ϕΦg = Φ′
gϕ äëÿ

äîâiëüíîãî åëåìåíòà g ∈ G.
Íåõàé M � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , â ÿêîìó ðåàëiçó¹òüñÿ çîáðà-

æåííÿ Φ ãðóïè G. Ïiäïðîñòið T ïðîñòîðó M íàçèâà¹òüñÿ G-ïiäïðîñòîðîì
ïðîñòîðó M , ÿêùî Φg(m) ∈ T äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ g ∈ G i m ∈ T .
Çîáðàæåííÿ Φ : G → GL(M) ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ íåçâiäíèì, ÿêùî
ïðîñòið M ìiñòèòü òiëüêè òðèâiàëüíi G-ïiäïðîñòîðè {0} i M .

Iñíó¹ òiñíèé çâ'ÿçîê ìiæ ìàòðè÷íèìè F -çîáðàæåííÿìè ãðóïè G i çî-
áðàæåííÿìè ãðóïè G ëiíiéíèìè îïåðàòîðàìè. ßêùî âèáðàòè ôiêñîâà-
íèé áàçèñ â n-âèìiðíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði M íàä ïîëåì F , òî çîáðà-
æåííþ Φ : G → GL(M) áóäå âiäïîâiäàòè ïåâíå ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ
Φ̃ : G → GL(n, F ). Çîáðàæåííÿ Φ ãðóïè G íåçâiäíå òîäi i òiëüêè òî-
äi, êîëè âiäïîâiäíå éîìó ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ Φ̃ ãðóïè G íåçâiäíå íàä
ïîëåì F .

Ï ð è ê ë à ä è
1. Çíàéòè âñi íåçâiäíi ìàòðè÷íi C-çîáðàæåííÿ öèêëi÷íî¨ ãðóïè G =

= 〈a〉 ïîðÿäêó n.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. ßê âiäîìî, íåçâiäíi ìàòðè÷íi C-çîáðàæåííÿ ãðóïè G =

= 〈a〉 ìàþòü ñòåïiíü îäèí. Äàëi, âiäîáðàæåííÿ ∆ : G → GL(1,C) ¹
çîáðàæåííÿì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ∆(al) = λl (l = 0, 1, . . . , n − 1), äå
λn = 1 (λ ∈ C∗). Îòæå, âñi íåçâiäíi íååêâiâàëåíòíi C-çîáðàæåííÿ ãðóïè
G âè÷åðïóþòüñÿ òàêèìè çîáðàæåííÿìè: ∆j : a → εj (j = 0, 1, . . . , n− 1),
äå ε � ïåðâiñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ n iç îäèíèöi.

2. Çíàéòè âñi íåçâiäíi ìàòðè÷íi C-çîáðàæåííÿ àáåëåâî¨ ãðóïè G =
= G1 ×G2, äå Gi = 〈ai〉 � öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó ni (i = 1, 2).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. ßê âiäîìî, êîæíå íåçâiäíå ìàòðè÷íå C-çîáðàæåííÿ Γ
ãðóïè G ìà¹ ñòåïiíü 1. Çâiäñè i iç ïðèêëàäó 1 âèïëèâà¹, ùî Γ ìà¹ âèãëÿä:

Γ = Γij : a1 → Γij(a1) = εi
1, a2 → Γij(a2) = εj

2,

äå i ∈ {0, 1, . . . , n1 − 1}; j ∈ {0, 1, . . . , n2 − 1}; εr � ïåðâiñíèé êîðiíü
ñòåïåíÿ nr ç îäèíèöi (r = 1, 2). Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî çîáðàæåííÿ Γij

i Γkl (i, k ∈ {0, . . . , n1 − 1}; j, l ∈ {0, . . . , n2 − 1}) C-åêâiâàëåíòíi òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè i = k, j = l.

3. Ïîêàçàòè, ùî ñêií÷åííà ãðóïà G ïîðÿäêó n ìà¹ òî÷íå ìàòðè÷íå
C-çîáðàæåííÿ Γ ñòåïåíÿ n, òîáòî òàêå C-çîáðàæåííÿ Γ, ùî Ker Γ =
= {e} (e � îäèíè÷íèé åëåìåíò ãðóïè G).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé g1, g2, . . . , gn � âñi åëåìåíòè ãðóïè G i M �
n-âèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì C ç áàçèñîì g1, g2, . . . , gn. Ïîçíà-
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÷èìî ÷åðåç Γ′g (g ∈ G) ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó M , ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ
â òàêèé ñïîñiá:

Γ′g(gi) = g · gi (i = 1, . . . , n), Γ′g

(
n∑

i=1

αigi

)
=

n∑
i=1

αiΓ
′
g(gi), (αi ∈ C).

Íåõàé Γg � ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà Γ′g â áàçèñi g1, . . . , gn. Íå-
âàæêî ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ Γ : g → Γg (g ∈ G) ¹ ìàòðè÷íèì
C-çîáðàæåííÿì ñòåïåíÿ n ãðóïè G. Ïîêàæåìî, ùî öå çîáðàæåííÿ ¹ òî-
÷íèì. Íåõàé g ∈ KerΓ. Òîäi Γ′g(gi) = gi (i = 1, . . . , n). Òîìó g · gi = gi

(i = 1, . . . , n). Îòæå, g = e, òîáòî KerΓ = {e}.
4. Ïîêàçàòè, ùî ñêií÷åííà íåàáåëåâà ãðóïà ìà¹ ïðèíàéìíi îäíå íå-

çâiäíå ìàòðè÷íå C-çîáðàæåííÿ ñòåïåíÿ m > 1.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé G � ñêií÷åííà íåàáåëåâà ãðóïà ïîðÿäêó n. Iç

ïðèêëàäó 3 âèïëèâà¹, ùî ãðóïà G ìà¹ òî÷íå ìàòðè÷íå C-çîáðàæåííÿ Γ
ñòåïåíÿ n. Ïðèïóñòèìî, ùî âñi íåçâiäíi ìàòðè÷íi C-çîáðàæåííÿ ãðóïè G
ìàþòü ñòåïiíü 1. Òîäi çà òåîðåìîþ Ìàøêå çîáðàæåííÿ Γ C-åêâiâàëåíòíå
çîáðàæåííþ Γ′ âèãëÿäó:

Γ′ : g → Γ′(g) =




α1(g) 0
. . .

0 αn(g)




(
αi(g) ∈ C∗; g ∈ G;

i = 1, . . . , n

)
.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ãðóïà G = {Γ′(g) | g ∈ G} ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ. Ç
iíøîãî áîêó, âðàõîâóþ÷è, ùî çîáðàæåííÿ Γ′ � òî÷íå, ìà¹ìî, ùî G ∼= G.
Ìè îäåðæàëè ïðîòèði÷÷ÿ, îñêiëüêè ãðóïà G � íåàáåëåâà. Îòæå, íå âñi
íåçâiäíi ìàòðè÷íi C-çîáðàæåííÿ íåàáåëåâî¨ ñêií÷åííî¨ ãðóïè G ìàþòü
ñòåïiíü 1.

5. Íåõàé G = Z+. Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ

Γ : n →
(

1 n

0 1

)
(n ∈ G)

¹ ìàòðè÷íèì C-çîáðàæåííÿì ãðóïè G i öå çîáðàæåííÿ íå ¹ öiëêîì
çâiäíèì íàä ïîëåì C.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé n i m � äîâiëüíi åëåìåíòè ãðóïè G. Òîäi

Γ(n + m) =

(
1 n + m

0 1

)
=

(
1 n

0 1

)
·
(

1 m

0 1

)
= Γ(n) · Γ(m).

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ Γ ¹ C-çîáðàæåííÿì ãðóïè G. Ïîêàæåìî, ùî öå çî-
áðàæåííÿ íå ¹ öiëêîì çâiäíèì íàä ïîëåì C. Ïðèïóñòèìî, ùî çîáðàæåííÿ
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Γ � öiëêîì çâiäíå çîáðàæåííÿ íàä ïîëåì C. Òîäi âîíî C-åêâiâàëåíòíå çî-
áðàæåííþ Γ′ âèãëÿäó:

Γ′ : n →
(

α(n) 0
0 β(n)

)
(α(n), β(n) ∈ C∗, n ∈ G).

Çíà÷èòü, iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ C ∈ GL(2,C), ùî C−1Γ(n)C = Γ′(n) äëÿ
äîâiëüíîãî åëåìåíòà n ∈ G. Òîäi ìàòðèöi

Γ(1) =

(
1 1
0 1

)
, Γ′(1) =

(
α(1) 0

0 β(1)

)

ïîäiáíi íàä ïîëåì C. Öi ìàòðèöi ¹ íîðìàëüíèìè ôîðìàìèÆîðäàíà, ÿêi ¹
ðiçíèìè ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó ðîçòàøóâàííÿ êëiòèíîê Æîðäàíà. Îòæå,
ìàòðèöi Γ(1), Γ′(1) íå ¹ ïîäiáíèìè. Îäåðæàíå ïðîòèði÷÷ÿ ïîêàçó¹, ùî
çîáðàæåííÿ Γ íå ¹ öiëêîì çâiäíèì íàä ïîëåì C.

Â ï ð à â è
1. Ïîêàçàòè, ùî öèêëi÷íà 2-ãðóïà ïîðÿäêó 2n (n > 1) ìà¹ íåçâiäíå

ìàòðè÷íå Q-çîáðàæåííÿ ñòåïåíÿ 2.
2. Çíàéòè âñi íåçâiäíi ìàòðè÷íi C-çîáðàæåííÿ âñiõ àáåëåâèõ ãðóï ïî-

ðÿäêó 12.
3. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ñêií÷åííà àáåëåâà ãðóïà G ìà¹ òî÷íå íåçâiäíå

ìàòðè÷íå C-çîáðàæåííÿ, òî G � öèêëi÷íà ãðóïà.
4. Ïîêàçàòè, ùî òî÷íå ìàòðè÷íå C-çîáðàæåííÿ äðóãîãî ñòåïåíÿ ñêií-

÷åííî¨ íåàáåëåâî¨ ãðóïè ¹ íåçâiäíèì.
5. Ïîêàçàòè, ùî ãðóïà S3 âñiõ ïiäñòàíîâîê 3-ãî ñòåïåíÿ ìà¹ òî÷íå ìà-

òðè÷íå C-çîáðàæåííÿ ñòåïåíÿ 3.
6. Íåõàé Fp � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p (p > 0). Äîâåñòè, ùî âñÿêå íå-

çâiäíå ìàòðè÷íå Fp-çîáðàæåííÿ Γ öèêëi÷íî¨ p-ãðóïè G ìà¹ âèãëÿä:
Γ : g → 1 (g ∈ G).

7. Íåõàé Fp � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0 i H = 〈a〉 � öèêëi÷íà ãðóïà
ïîðÿäêó p. Ïîêàçàòè, ùî ìàòðè÷íå Fp-çîáðàæåííÿ

Γ : a → Γ(a) =

(
1 1
0 1

)

ãðóïè H = 〈a〉 íå ¹ öiëêîì çâiäíèì íàä ïîëåì Fp.
8. Íåõàé V � n-âèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F ç áàçèñîì

e1, . . . , en. Çàäàìî âiäîáðàæåííÿ Φ : Sn → GL(V ), çà ïðàâèëîì
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Φ : σ → Φσ (σ ∈ Sn, Φσ ∈ GL(V )), äå Φσ(ei) = eσ(i) (i = 1, . . . , n).
Äîâåñòè, ùî Φ � çîáðàæåííÿ ãðóïè Sn ëiíiéíèìè îïåðàòîðàìè ïðîñ-
òîðó V .
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Ïîçíà÷åííÿ
N � ìíîæèíà âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë,
Z � ìíîæèíà âñiõ öiëèõ ÷èñåë,
Q � ìíîæèíà âñiõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë,
R � ìíîæèíà âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë,
C � ìíîæèíà âñiõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë,
f : M1 → M2 � âiäîáðàæåííÿ f ìíîæèíè M1 â ìíîæèíó M2,
f(M1) � îáðàç âiäîáðàæåííÿ f ,
|G| � ïîðÿäîê ãðóïè G,
H / G � H íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G,
G/H � ôàêòîð-ãðóïà ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H,
G1×̇G2 � çîâíiøíié ïðÿìèé äîáóòîê ãðóï G1 i G2,
G1+̇G2 � çîâíiøíÿ ïðÿìà ñóìà ãðóï G1 i G2,
G = G1 ×G2 � âíóòðiøíié ïðÿìèé äîáóòîê ïiäãðóï G1 i G2 ãðóïè G,
G = G1 ⊕G2 � âíóòðiøíÿ ïðÿìà ñóìà ïiäãðóï G1 i G2 ãðóïè G,
Sn � ñèìåòðè÷íà ãðóïà ñòåïåíÿ n,
An � çíàêîçìiííà ãðóïà ñòåïåíÿ n,
GL(n, F ) � ïîâíà ëiíiéíà ãðóïà ñòåïåíÿ n íàä ïîëåì F ,
SL(n, F ) � ñïåöiàëüíà ëiíiéíà ãðóïà ñòåïåíÿ n íàä ïîëåì F ,
detA � äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A,
K+ � àäèòèâíà ãðóïà êiëüöÿ K,
K∗ � ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà êiëüöÿ K ç îäèíèöåþ,
K/V � ôàêòîð-êiëüöå êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ K çà iäåàëîì V ,
K[x] � êiëüöå ïîëiíîìiâ âiä îäíi¹¨ íåâiäîìî¨ x íàä êîìóòàòèâ-

íèì êiëüöåì K ç îäèíèöåþ,
Zm � êiëüöå êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì m,
Kn×n � êiëüöå âñiõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ç åëåìåíòàìè iç êîìó-

òàòèâíîãî êiëüöÿ K,
F (θ) � ïðîñòå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ F ,
A ∪B � îá'¹äíàííÿ ìíîæèí A i B,
A ∩B � ïåðåðiç ìíîæèí A i B,
A \B � ðiçíèöÿ ìíîæèí A i B.
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