
 

1. ТЕОРІЯ МНОЖИН 

1.1. Поняття множини 

Поняття множини належить до основних понять математики. Воно не має 

точного визначення і належить до так званих аксіоматичних понять. 

Часто використовують інтуїтивне поняття множини, яке дав основополож-

ник теорії множини Г. Кантор [8]: 

«Довільна сукупність об’єктів нашої інтуїції чи інтелекту, які можна відріз-

нити один від іншого і які складають єдине ціле, називається множиною. 

Об’єкти, які входять до складу множини, називаються її елементами». 

Той факт, що елемент x належить множині А, позначається x A . Запис 

x A  означає, що елемент x не належить множині А. 

Розглядається також множина, яка не містить жодного елемента. Ця мно-

жина називається порожньою і позначається  . 

Згідно до інтуїтивного принципу об’ємності дві множини є рівними тоді і 

тільки тоді, коли вони складаються із однакових елементів. Рівність двох мно-

жин А та В позначається A B . 

Властивості відношення рівності множин: 

1) A A ; 

2) якщо A B , то B A ; 

3) якщо A B  і B C , то A C . 

Множина, яка складається із елементів 
1 2, , , na a a  позначається 

 1 2, , , na a a . 

Приклад 1.1. Множина  a  — одноелементна множина, єдиним елементом 

якої є елемент а. 

Множини  1,2,3,4  та  3,2,4,1  є рівними, оскільки вони складаються із тих 

самих елементів. 

Множини  1,2,3,4  та     1,2 , 3,4  не є рівними, оскільки перша склада-

ється з чотирьох елементів, а друга — з двох. 

1.2. Способи задання множин 

Розглянемо три основні способи задання множин. 

1. Задання множини переліком її елементів 

Усі елементи множини записуються у фігурних дужках.  

Приклад 1.2.  4,11,20,25,31A  . 

Цей спосіб на практиці використовується для задання скінченних множин, 

які містять відносно невелику кількість елементів. Він є непридатним для 
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задання нескінченних множин, а також для задання скінченних множин, еле-

менти яких важко перелічити (прикладом може бути множина собак міста 

Ужгорода). 

2. Задання множини вказівкою властивостей її елементів (предика-

тивний) 

Під властивістю P(x) об’єкта х будемо розуміти розповідне речення, в 

якому щось стверджується про об’єкт х і яке може бути або істинним, або 

хибним. 

Множина А усіх об’єктів х, які мають властивість Р(х), позначається як 

  A x P x . 

Приклад 1.3. Нехай  2| , 7 10 0A x x x x     . Для знаходження еле-

ментів множини А потрібно розв’язати квадратне рівняння 
2 7 10 0x x   . Його 

коренями є числа 
1 22, 5x x  . Тому  2, 5A  . 

3. Задання множини за допомогою процедури породження елементів.  

Приклад 1.4. Множина чисел Фібоначчі визначається наступним чином: 

1 2 1 11, 1, , 2,3,n n nf f f f f n        

Вкажемо перші десять чисел Фібоначчі: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55f f f f f f f f f f          . 

Із заданням множин пов’язаний цілий ряд парадоксів. Розглянемо 

Парадокс перукаря. Єдиний перукар у місті N визначає множину А меш-

канців, яких він повинен голити, як сукупність всіх тих мешканців N, які не 

голяться самі. Але тоді для самого перукаря виходить протиріччя і при 

включенні його до множини А, і при віднесенні його до мешканців, які голяться 

самі. 

Парадокс Рассела. Нехай А — множина усіх множин, які не є власними 

елементами. Тоді обидва можливі твердження про множину А є суперечливими: 

1) А є елементом множини А; 

2) А не є елементом множини А. 

1.3. Основні числові множини. Метод математичної індукції 

До основних числових множин, які розглядаються у математиці, відносять: 

1) Множина натуральних чисел : 

 1,2,3,   

2) Множина цілих чисел : 
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 , 3, 2, 1,0,1,2,3,    . 

3) Множина раціональних чисел : 

,
a

a b
b

 
   
 

. 

4) Множина дійсних чисел  (множина усіх чисел числової прямої). 

Метод математичної індукції 

Метод математичної індукції заснований на принципі математичної 

індукції, який полягає у наступному: твердження справедливе для всіх 

натуральних n, якщо  

1) твердження справджується при n = 1 (база індукції); 

2) із виконання твердження для довільного натурального n = k (припущення 

індукції) випливає його справедливість для n = k + 1 (індуктивний перехід). 

 Приклад 1.5. Довести, що сума квадратів n перших натуральних чисел рівна 

  1 2 1

6

n n n 
 . 

 Розв’язок. Нехай   2 2 2

2 1 2S n n    . 

1) База індукції. Нехай 1n  . Тоді  
  2

2

1 1 1 2 1 1
1 1

6
S

  
    

2) Припустимо, що при n k  твердження виконується, тобто  2S k   

  1 2 1

6

k k k 
  і нехай 1n k  . Тоді  

     
  

 
2 22 2 2

2 2

1 2 1
1 1 2 1 1

6

k k k
S n S k k k k

 
             

             
21 2 7 61 2 1 6 1 1 2 2 3

6 6 6

k k kk k k k k k k        
     

        1 2 2 1 1 1 2 1

6 6

k k k n n n     
  . 

1.4. Підмножини 

Множина А називається підмножиною множини В, якщо кожний елемент 

множини А є елементом множини В. У такому разі пишуть A B . 

Наприклад,    2,4 1,2,3,4,5 . 
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Символ « » називається символом операції включення множин. 

Множина А називається власною підмножиною множини В, якщо A B  і 

A B . 

Наприклад,    . 

Символ « » називається символом операції строгого включення множин. 

Властивості операції включення: 

1) A A ; 

2) якщо A B  і B A , то A B ; 

3) якщо A B  і B C , то A C ; 

4) для довільної множини А  A . 

Властивості операції строгого включення: 

1) A A ; 

2) якщо A B , то B A ; 

3) якщо A B  і B C , то A C . 

Множина усіх підмножин множина А називається булеаном множини А і 

позначається ( )A  або 2A . Наприклад, якщо  1,2,3A  , то 

                , 1 , 2 , 3 , 1,2 , 1,3 , 2,3 , 1,2,3A   . 

Теорема 1.1. Якщо непорожня скінченна множина містить n елементів, то її 

булеан містить 2n  елементів. 

Доведення. Використаємо індукцію за числом n. 

1) База індукції. Нехай 1n  . Тоді      1 1,a a  . Тому у випадку 1n   

твердження теореми справджується. 

2) Припустимо, що при n k  твердження виконується, тобто у випадку k-

елементної множини А кількість елементів булеана  A  рівна 2k . Розглянемо 

випадок 1n k  . Нехай  1 1, , ,k kA a a a  . Розіб’ємо елементи булеана  A  на 

дві групи підмножин. До першої групи віднесемо усі підмножини множини А, які 

не містять елемента 
1ka 
, до другої — усі інші підмножини. Перша група 

складається із усіх підмножин k-елементної множини  1, , kA a a  і тому згідно з 

припущенням індукції містить 2k  елементів. Кількість елементів другої групи 

також рівна 2k , оскільки відкинувши елемент 
1ka 
 з довільної підмножини, яка 

входить до другої групи, отримаємо деяку підмножину, яка входить до першої 

групи. Тому загальна кількість елементів булеана  A  рівна 2 2 2 2k k k    

12 2k n  , що й треба було довести. Теорема доведена. 
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1.5. Операції над множинами 

До основних операцій над множинами відносяться доповнення, перетин, 

об’єднання, різниця, та симетрична різниця, для позначення яких викорис-

товуються відповідно символи , , , \,   : 

 ,A x x U x A    — доповнення множини А до універсальної множини U. 

 ,A B x x A x B     — перетин множин А та В. 

 абоA B x x A x B     — об’єднання множин А та В. 

 \ ,A B x x A x B    — різниця множин А та В. 

   
def

\ \A B A B B A    — симетрична різниця множин А та В (позначення 

def

  читається як "рівне за визначенням"). 

Приклад 1.6. Нехай  5,6,...,30U   — універсальна множина,  

{6,8,A  9,10,12,14,20,21,22,27}, 

 3 6 | непарне,B x x x    , 

 | 4 просте числоC x x   . 

Вказати перелік елементів множини  \D B A C  . 

Розв’язок.  

1) Задамо множини В та С переліком їх елементів: 

 9,15,21,27B  ,  7,9,13,15,19,25,27C  . 

2) Послідовно виконаємо операції над множинами: 

а)  5,6,8,10,11,12,14,16,17,18,20,21,22,23,24,26,28,29,30C  . 

б) Знайдемо симетричну різницю множини А та C  за формулою: 

   \ \A C A C C A   . 

Оскільки  \ 9,27A C  ,  \ 5,11,16,17,18,23,24,26,28,29,30C A  , то 

 5,9,11,16,17,18,23,24,26,27,28,29,30A C  . 

в) Знайдемо різницю множин В та A C : 

   \ 15,21B A C  . 

Відповідь:  15,21D  . 

Часто для ілюстрації операцій над множинами використовують діаграми 

Венна. При цьому універсальну множину позначають прямокутником, усі інші 
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множини — овалами (або іншими фігурами) у ньому. Результат операції 

виділяється кольором або штрихуванням. 

 

 
Рис. 1.1. Діаграми Венна основних операцій над множинами 

 

Приклад 1.7. На діаграмі Венна зобразити множину \C A B . 

Розв’язок.  

Зобразимо діаграми Венна для всіх операцій алгебри множин, які входять у 

формулу \C A B , у порядку їх виконання. На правій діаграмі на рис. 1.3. 

зображена шукана множина. 

Приклад 1.8. Довести, що для довільних множин А, В та С справджується 

рівність  \ \C A B B C C A    . 

Розв’язок.  

     

      A             A B   

Рис. 1.2. 
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     A B        \C A B   

Рис. 1.3. 

Перший спосіб. Скористаємося діаграмами Ейлера-Венна. Для множини у 

лівій частині рівності відповідна їй діаграма зображена справа на рис. 1.3. Побу-

дуємо діаграму для множини  \B C C A  : 

 

      

     B C          \C A  

Рис. 1.4. 

 

Порівняємо діаграми, наведені на рис. 1.3 (справа) та рис. 1.5. Легко пере-

конатися, що вони ідентичні. Тому множини \C A B  та  \B C C A   рівні. 

Другий спосіб. Використаємо інтуїтивний принцип об’ємності, згідно до 

якого для доведення потрібної рівності достатньо довести, що 
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Рис. 1.5. Діаграма Ейлера-Венна множини  \B C C A  . 

 \ \C A B B C C A     

та 

 \ \B C C A C A B    . 

 а) Доведемо перше включення. Нехай \x C A B  . Тоді 

 

, ,

, ., . \ ,
\

.. ,,.

..

x C x C

x C x Ax C x A x C A
x B C C A

x C Bx A B x Cx Cx A B

x Bx B

  
  

                         
   

Таким чином ми показали, що довільний елемент х множини \C A B  є елемен-

том множини  \B C C A  . Перше включення доведено. 

 б) Доведемо друге включення. Нехай  \x B C C A   . Тоді  

,,

,.. ,,
\ .

\ . , ., .

. .

x Cx C

x Cx Bx B x Cx C B
x C A B

x C A x C x A Bx C x A B

x A x A

 
 

                        
    

 

Ми показали, що довільний елемент х множини  \B C C A   є елементом 

множини \C A B . Тому друге включення доведено. 

 Отже, множини \C A B  та  \B C C A   є рівними. 

Приклад 1.9. Із 40 програмістів 18 володіють мовою Python, 19 — мовою 

С++, 21 — мовою Java. Відомо, що 10 програмістів знають одночасно Python і 
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С++, 7 — Python і Java, 8 — C++ і Java. Троє програмістів не володіють жодною 

із мов Python, С++, Java. Знайти кількість програмістів, які одночасно знають усі 

три мови програмування. 

Розв’язок. У якості універсальної множини U візьмемо множину тих 40 

програмістів, про яких йде мова у задачі. Нехай Р, С, J — множини програмістів, 

які володіють мовами програмування Python, C++ та Java відповідно, і нехай х — 

шукана кількість програмістів, які одночасно знають усі три мови. 

Скористаємося діаграмами Ейлера-Венна. У кожній частині діаграми 

позначимо кількість елементів множини відповідної цій частині. Оскільки із 10 

програмістів, які володіють і мовою Python, і мовою С++, х знає ще й мову Java, 

то 10 x  програмістів знають лише Python і С++ і не знають Java. Позначимо це 

число на тій частині діаграми на рис. 5, яка відповідає множині   \P C J . Із 

застосуванням аналогічних міркувань отримуємо, що 7 x  програмістів знають 

лише мови Python і Java, 8 x  — лише мови С++ та Java. 

 

Рис 1.6. Діаграма до задачі 

 

Знайдемо тепер кількість програмістів, які володіють рівно однією із мов 

програмування Python, C++ та Java. Оскільки мову Python знає 18 програмістів, 

то кількість програмістів, які знають лише мову Python рівна 

   18 10 7 1x x x x       . 

Аналогічно отримуємо, що    19 10 8 1x x x x        програмістів зна-

ють лише мову С++,    21 7 8 6x x x x        програмістів — лише мову 

Java. Позначимо отримані числа на діаграмі (див. рис. 1.6). 

Із урахуванням того, що загальна кількість програмістів рівна 40, ми 

можемо записати наступну рівність: 
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     18 8 1 6 3 40x x x        . 

Перший доданок у лівій частині попередньої рівності відповідає кількості еле-

ментів множини Р, останній — кількості програмістів, які не володіють жодною 

із мов. Після спрощень отримаємо 36 40x  . Звідси 4x  . 

1.6. Алгебра множин 

Множина усіх підмножин деякої універсальної множини U разом із зада-

ними на ній операціями , ,   називається алгеброю множин. 

Основні закони алгебри множин: 

1) Закони комутативності: 

,A B B A    

A B B A   , 

A B B A   . 

2) Закони асоціативності: 

   A B C A B C     , 

   A B C A B C     , 

   A B C A B C     . 

3) Закони ідемпотентності: 

A A A  , 

A A A  . 

4) Закони дистрибутивності: 

     A B C A B A C      , 

     \ \A B C A B A C    , 

     A B C A B A C      , 

     A B C A B A C      . 

5) Властивості універсальної множини: 

A U A  , 

A U U  , 

\A U  , 
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A U A  . 

6) Властивості порожньої множини: 

A , 

A A , 

\A A , 

A A  . 

7) Властивості доповнення: 

A A , 

A A  , 

A A U  , 

A A U  . 

8) Закони де Моргана: 

A B A B   , 

A B A B   . 

9) Властивості різниці: 

\A B A B  , 

\A A  , 

\U A A . 

10) Властивості симетричної різниці: 

   \ \A B A B B A   , 

   \A B A B A B    , 

   A B A B A B     , 

A B A B A B     , 

A A  . 

Приклад 1.10. З використанням властивостей операцій довести, що у алгебрі 

множин виконуються наступні рівності: 

а) A A B A    (закон поглинання); 

б) A A B A B    ; 
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в)  \ \A B C A A B   . 

Розв’язок.  

а) Використаємо перший дистрибутивний закон та властивості універ-

сальної множини: 

     
5 4 5 5

A A B A U A B A U B A U A            . 

Над рівностями у попередньому рядку вказані номери законів алгебри множин, 

які використовуються при переході від множини у лівій частині рівності до 

множини у правій частині. 

б) Використаємо другий дистрибутивний закон, властивості доповнення та 

універсальної множини: 

     
4 7 5

A A B A A A B U A B A B           . 

в) Використаємо закони де Моргана, закон асоціативності, комутативності 

та дистрибутивності, властивості операції віднімання та закон ідемпотентності: 

     
2,9,10 1,99 4

\ \A B C A A B C A A B C A B A C A               

   
a)4 3 10

\B A C A A B A C A B A A B            . 

1.7. Потужність множини 

Множина називається скінченною, якщо вона містить скінченну кількість 

елементів. У протилежному випадку множина називається нескінченною. 

Кількість елементів скінченної множини називається потужністю мно-

жини. 

Потужність множини А позначається A . 

Теорема 1.2. Якщо А, В та С — скінченні множини, то 

 а) A B A B A B     ; 

 б) A B C A B C A B A C B C A B C              . 

Доведення . 

а) Нехай  

 1, , kA B c c  ,  1 1, , , , ,l kA a a c c ,  1 1, , , , ,m kB b b c c , 

де , 1, , , , 1, ,i ja B i l b A j m    . Тоді 

 1 1 1, , , , , , , ,l m kA B a a b b c c  . 
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Тому 

   A B l m k l k m k k A B A B             , 

що й треба було довести. 

 б) Використаємо результат пункту а): 

   A B C A B C A B C A B C             

   A B A B C A C B C           

 A B A B C A C B C A B C              

A B C A B A C B C A B C            . 

Відповідність між елементами множин А та В називається взаємно одно-

значною, якщо кожному елементу множини А відповідає єдиний елемент мно-

жини В і кожному елементу множини В відповідає єдиний елемент множини А. 

Приклад 1.11. Відображення : 3 1f x x   встановлює взаємно однозначну 

відповідність між елементами множин  1,2,5A   та  4,7,16B  . 

Дві множини А та В називаються рівнопотужними (еквівалентними), якщо 

між їх елементами можна встановити взаємно однозначну відповідність. Той 

факт, що множини А та В є рівнопотужними, будемо записувати у вигляді 

A B . 

Відношення рівнопотужності має наступні властивості: 

1. A A . 

2. Якщо A B , то B A . 

3. Якщо A B  і B C , то A C . 

 Приклад 1.12. Множини  1,2, ,A n  та  1 2, , , na a a  є рівнопотужними. 

Відповідність встановлює відображення : kf k a . 

Скінченні множини рівнопотужні тоді і тільки тоді, коли вони містять од-

накову кількість елементів. 

 Приклад 1.13. Множина парних цілих чисел рівнопотужна множині цілих 

чисел. Відповідність встановлює відображення  : 2f n n n  . 

 Множина А називається зліченною, якщо вона є рівнопотужною множині на-

туральних чисел. 

 Теорема 1.3. Множина цілих чисел є зліченною. 

Доведення. Покажемо, що множина натуральних чисел  рівнопотужна 

множині цілих чисел . Побудуємо відображення :f   наступним чином: 

             1 0, 2 1, 3 1, 4 2, 5 2, 6 3, 7 3,f f f f f f f        
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Легко переконатися, що      2 1 1 , 2 , 1,2,f k k f k k k       і відображення 

f є взаємно однозначним і обернене до нього відображення :g   ви-

значається наступним чином: 

  2 , якщо 0g n n n   та   1 2 , якщо 0g n n n   . 

Отже, множини  та  є рівнопотужними. 

Теорема 1.4. Множина раціональних чисел  є зліченною. 

 Доведення. Висотою раціонального дробу  , ,
a

a b
b

   назвемо число 

a b . Запишемо раціональні числа у порядку зростання висот відповідних їм 

правильних нескоротних дробів: 

0 1 1 1 1 2 2 1 1 3 3 1 1 2 2 3 3 4 4
, , , , , , , , , , , , , , , , , , ,...

1 1 1 2 2 1 1 3 3 1 1 4 4 3 3 2 2 1 1

       
 . 

Кожне раціональне число зустрінеться у цій послідовності рівно один раз. 

Тому елементи множини  можна пронумерувати за допомогою натуральних 

чисел. Встановлена за допомогою нумерації відповідність є взаємно однознач-

ною. Отже, множина раціональних чисел — зліченна. 

Теорема 1.5. Для множин справджуються наступні твердження: 

а) у кожної нескінченної множини є зліченна підмножина. 

б) будь-яка підмножина зліченної множина або скінченна, або зліченна. 

в) об’єднання скінченної та зліченної множин є зліченної множинною. 

г) об’єднання скінченної кількості зліченних множин — зліченна множина. 

Теорема 1.6. Множина дійсних чисел  не є зліченною. 

Множина  та будь-яка рівнопотужна їй множина називається контину-

альною. 

1.8. Задачі до першого розділу 

Операції над множинами 

1. Чи вірно, що 

а)    1,4,5 5,1,4 ; 

б)     ;      ;    ;    ; 

в)       , , , , , , , ,a b c d e a b c d e ;       , , , , , ,a c e a b c d e . 

2. Чи вірно, що 

а)    1,3 3,2,4,5,1 ; 
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б)  a a ;    a a ;    a  ;        \a a   ; 

3. Знайти  A B C   за умови, що 

   1,2,...,20 , 2 | 5 1 квадратцілого числаU A x x     ,   2| 60B x x  , 

  3 1 просте числоC x x   . 

4. Нехай  5,6,...,30U   — універсальна множина, {5,7,8,10,11,14,20,21,A 

22,26},  2 7 | непарнеB x x   ,  2| 1 просте числоC x x   . Вказати пе-

релік елементів множини  D B A C   . 

5. На діаграмі Ейлера-Венна зобразити множини 

а)  \A C B A  . 

б)    A B B C   . 

6. Довести, що для довільних множин А, В та С справджуються рівності 

а)     \C A B C B A C     . 

б)  \ \C A B B C C A    . 

7. Нехай А — множина трикутників, В — множина чотирикутників, С — мно-

жина правильних многокутників, D — множина многокутників, які мають 

принаймні один прямий кут, E — множина рівносторонніх многокутників. 

Вказати множини: 

а)       \D A C B A E    . 

б)  B C D E B    . 

8. Нехай S — множина усіх квадратів, R — множина усі прямокутників, L — 

множина усіх ромбів, Р — множина усіх правильних многокутників площини. 

Вказати множини 

а)    \ \L S R P . 

б)    \ \P S R L . 

9. Довести, що у алгебрі множин виконуються наступні рівності: 

а) \A B A A B   ; 

б)  \ \ \B A A C A A  . 

10. Довести, що у алгебрі множин виконуються наступні рівності: 

а)  \ \A B C A A B   ; 

б)         \ \A A B B C A C B C      . 
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Потужність множини 

1. Нехай      2

1 20,1,2, ,12 , 2,4,5,6,8,9,11,12 , | 12U A A x x   . Знайти 

 1 2B A A . 

2. Нехай       2

1 23,4, ,15 , 5,7,9,11,12,14 , | 6U A A x x x    . Знайти кіль-

кість власних підмножин множини 
1 2A A . 

3. У групі вчиться 25 студентів. Відомо, що 5 студентів отримали п’ятірку з ма-

тематики, 8 — з програмування, 7 — з фізики. Троє студентів отримали 

п’ятірку з математики і програмування, 4 — з програмування та фізики, 2 — 

з математики та фізики. Один студент отримав п’ятірки з усіх трьох дис-

циплін. Знайти кількість студентів, які: 

а) Не отримали жодної п’ятірки; 

б) Отримали рівно одну п’ятірку. 

4. Троє з 23 мандрівників не були жодного разу ні у Парижі, ні у Лондоні, ні у 

Римі, 12 було у Лондоні, 10 — у Римі, 4 — тільки у Парижі, 4 — і у Парижі і 

у Лондоні, 6 — і у Лондоні і у Римі, 5 — і у Парижі і у Римі. Знайти кількість 

мандрівників, які були в усіх трьох містах. 

5. Нехай 50, 20, 15, 10U A A B A B      . Знайти 

а) \B A ; 

б) A B . 

6. Нехай 60, 25, 45, \ 18U A A B B A     . Знайти 

а) A B ; 

б) B A . 

Метод математичної індукції 

1. Довести тотожності  

а) 
 

2

3 3 3 1
1 2

2

n n
n

 
     

 
; 

б)       1 2 2 1 3 2 1nn n n n n           . 

2. Довести, що для довільного натурального n  число 
3 7n n  ділиться на 4. 

3. Довести, що для довільного натурального n  число 
2 16 1n   ділиться на 7. 

4. Довести, що число 22 1
n

  закінчується цифрою 7  1n  . 
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5. Довести, що 
 

1 1 1 1

1 2 2 3 1

n

n n n


   

  
  

6. Знайти суму 
  

1 1 1
, , 2.

1 2 3 2 3 4 2 1
n n

n n n
    

     
 

 


