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ПРО НЕРОЗКЛАДНI МАТРИЧНI ЗОБРАЖЕННЯ
СКIНЧЕННИХ 2-ГРУП НАД ЛОКАЛЬНИМИ ОБЛАСТЯМИ
ЦIЛIСНОСТI ХАРАКТЕРИСТИКИ НУЛЬ

З’ясовується, коли є скiнченною множина степенiв всiх нерозкладних матричних зображень
скiнченної 2-групи над нетеровою локальною областю цiлiсностi характеристики нуль з полем
лишкiв характеристики 2.

Нехай K — локальна область цiлiсностi характеристики нуль з полем лишкiв
характеристики p i D(G, K) — множина степенiв всiх нерозкладних матричних
K-зображень скiнченної групи G. Задача про скiнченнiсть множини D(G, K)
повнiстю розв’язана, якщо K — повне дискретно нормоване кiльце ( [1]– [5]),
або G — p-група i K — кiльце формальних степеневих рядiв вiд змiнних x1, ..., xm

з коефiцiєнтами iз повного дискретно нормованого кiльця ( [6]– [7]).
В данiй роботi виясняється, коли множина D(G, K) скiнченна, якщо G —

скiнченна 2-група i K — нетерове локальне факторiальне кiльце характеристи-
ки нуль з полем лишкiв характеристики 2.

Лема 1 ( [8] ). Нехай L — комутативне кiльце з одиницею, G — скiнченна
група, Γ : g → Γ(g) — матричне L-зображення групи G (g ∈ G , Γ(g) ∈ GL(n, L))
i W (Γ) = {C ∈ M(n, L) |CΓ(g) = Γ(g)C, g ∈ G}, де M(n, L) — множина всiх
матриць порядку n над кiльцем L. Якщо W (Γ) — локальне кiльце, то Γ є
нерозкладним матричним L-зображенням групи G.

Лема 2. Нехай H = 〈a〉 × 〈b〉—абелева 2-група типу (2, 2) (a2 = b2 = e) i
K — локальна область цiлiсностi характеристики нуль з полем лишкiв хара-
ктеристики 2. Множина D(H, K) нескiнченна.

Доведення. Розглянемо наступне матричне K-зображення Γn групи H:

a → Γn(a) =


−E 0 0 J
0 E E 0
0 0 −E 0
0 0 0 E

 ,

b → Γn(b) =


E 0 E 0
0 −E 0 E
0 0 −E 0
0 0 0 E

 ,

де E — одинична матриця порядка n i J — жорданова клiтка порядка n з
одиницями по головнiй дiагоналi. Використовуючи лему 1 i доведення теореми
1 в [9], неважко показати, що зображення Γn є нерозкладним над кiльцем K.
Лема доведена.

Лема 3. Нехай H = 〈a〉 — циклiчна група порядку 4 i K — нетерова локаль-
на область цiлiсностi характеристики нуль з полем лишкiв характеристики
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2. Множина D(H, K) нескiнченна, якщо 2K не є максимальним iдеалом кiльця
K.

Доведення. Нехай 2K не є максимальним iдеалом кiльця K. Тодi iснує
такий необоротнiй елемент t кiльця K, що t /∈ 2K. Iз доведення теореми 4
в [9] випливає, що наступне матричне K-зображення Γn групи H = 〈a〉 буде
нерозкладним:

Γn : a → Γn(a) =


0 −E tE 0
E 0 0 J
0 0 −E tE
0 0 0 E

 .

Лема доведена.

Теорема 1. Нехай G — скiнченна 2-група порядку |G| > 2 i K — нетерова
локальна область цiлiсностi характеристики нуль з полем лишкiв характери-
стики 2. Множина D(G, K) скiнченна тодi i тiльки тодi, коли G — циклiчна
група порядку 4 i 2K — максимальний iдеал кiльця K.

Доведення теореми випливає iз лем 2–3 i [2]— [4].

Лема 4. Нехай H = 〈a〉 — циклiчна група порядку 2 i K — нетерове локаль-
не факторiальне кiльце характеристики нуль з полем лишкiв характеристики
2, яке не є дискретно нормованим кiльцем. Якщо 2 не простий елемент кiльця
K, то множина D(H, K) нескiнченна.

Доведення. Нехай

2 = θtr1
1 · · · trs

s (ri > 1; i = 1, ..., s), (1)

де θ ∈ K∗ (K∗ — мультиплiкативна група кiльця K), t1, ..., ts — рiзнi простi
елементи кiльця K, тобто ti 6= θjtj при i 6= j (θj ∈ K∗).

Розглянемо спочатку випадок, коли в (1) s > 1. Покажемо, що матричне
K-зображення

Γ : a →
(

E t1E + t2J
0 −E

)
= Γ(a) (2)

є нерозкладним K-зображенням групи H = 〈a〉. Скористаємось лемою 1. Нехай
C така матриця порядку 2n над кiльцем K, що

Γ(a)C = CΓ(a),

тобто (
E t1E + t2J
0 −E

) (
C1 C2

C3 C4

)
=

(
C1 C2

C3 C4

) (
E t1E + t2J
0 −E

)
,

де Ci — матриця порядку n (i = 1, 2, 3, 4). Звiдси одержуємо, що C3 = 0 i

t1C4 + t2JC4 = t1C1 + t2C1J + 2C2,

тобто
t1(C4 − C1) + t2(JC4 − C1J) = 2C2.
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Звiдси випливає, що
C4 ≡ C1(modRadK),

JC4 ≡ C1J(modRadK).

Отже,
JC1 ≡ C1J(modRadK),

C ≡

 α ∗
. . .

0 α

 (modRadK), (3)

де α ∈ K, RadK — радикал кiльця K.
Iз (3)одержуємо, що C абоE

′ −C єоборотноюматрицеюнад кiльцем K (E ′ —
одинична матриця порядку 2n). Звiдси i з леми 1 отримуємо, що зображення Γ
виду (2) є нерозкладним K-зображенням групи H = 〈a〉.

Нехай далi в (1) s = 1 i r1 > 1. Тодi iснує такий простий елемент u кiльця
K, що u 6= θ

′
t1 (θ

′ ∈ K∗). Аналогiчно як i в попередньому випадку показується,
що матричне K-зображення

Γ
′
: a →

(
E t1E + uJ
0 −E

)
= Γ

′
(a)

буде нерозкладним K-зображенням групи H = 〈a〉. Лема доведена.

Лема 5. Нехай H = 〈a〉 — циклiчна група порядку 2 i K — нетерове не дис-
кретно нормоване локальне факторiальне кiльце характеристики нуль з по-
лем лишкiв характеристики 2, 2 — простий елемент кiльця K i факторкiльце
K/2K не є кiльцем головних iдеалiв. Тодi множина D(H, K) нескiнченна.

Доведення. Нехай K = K/2K i RadK = u1K + ... + urK, де u1, ..., ur —
мiнiмальна система твiрних елементiв RadK (r > 2) i uj = uj + 2K (uj ∈ K; j =
1, ..., r). Очевидно,

Γ : a →
(
−E u1E + u2J
0 E

)
= Γ(a)

буде нерозкладним K-зображенням групи H = 〈a〉. Лема доведена.

Лема 6. Нехай K — нетерове не дискретно нормоване локальне факторi-
альне кiльце характеристики нуль з полем лишкiв характеристики 2, 2 — про-
стий елемент кiльця K i факторкiльце K/2K — кiльце головних iдеалiв. Всi
нееквiвалентнi нерозкладнi матричнi K зображення циклiчної групи H = 〈a〉
порядку 2 вичерпуються такими зображеннями:

∆1 : a → 1; ∆2 : a → −1;

Γi : a →
(
−1 ui

0 1

)
(i ∈ N);

Γ
′

j : a →
(

1 uj

0 −1

)
(i ∈ N ∪ {0}),

де RadK = uK, u = u + 2K (u ∈ K), N — множина всiх натуральних чисел.
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Доведення. Очевидно, RadK = 2K + uK i K/uK — дискретно нормоване
кiльце характеристики нуль, де 2 = 2 + uK — простий елемент. Аналогiчно як
i у випадку K = Z2[[x]] ( [6]), де Z2 — кiльце цiлих 2-адичних чисел, доводи-
ться, що всi нееквiвалентнi нерозкладнi матричнi K-зображення групи H = 〈a〉
вичерпуються зображеннями ∆1, ∆2, Γi (i ∈ N), Γ

′
j (j ∈ N∪{0}). Лема доведена.

Теорема 2. Нехай G — скiнченна 2-група порядку |G| > 1, K — нетерове
локальне факторiальне кiльце характеристики нуль з полем лишкiв характе-
ристики 2, яке не є дискретно нормованим кiльцем. Множина степенiв всiх
нерозкладних матричних K-зображень групи G скiнченна тодi i тiльки то-
дi, коли G — група порядку 2, 2 — простий елемент кiльця K i RadK/2K —
головний iдеал кiльця K/2K.

Доведення теореми випливає iз теореми 1 i лем 4–6.
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