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ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÏÎÄÃÐÓÏÏÛ ÃÐÓÏÏÛ GL(3,Zp)

Oll finite subgroups of the group GL(n, Zp) (Zp – is the rihg of the rational p-adic integers) are
described up to conjugasy for n ≤ 3.

Âñi ñêií÷åííi ïiäãðóïè ãðóïè GL(n, Zp) (Zp � êiëüöå öiëèõ ðàöiîíàëüíèõ p-àäè÷íèõ ÷èñåë)
îïèñàíi ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi äëÿ n ≤ 3.

Ïóñòü K � îáëàñòü öåëîñòíîñòè ñ åäèíèöåé, Qp � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ p-àäè-
÷åñêèõ ÷èñåë ñ êîëüöîì öåëûõ âåëè÷èí Zp), Z̄p = Zp/pZp è GL(n,K) � ïîëíàÿ
ëèíåéíàÿ ãðóïïà ñòåïåíè n íàä êîëüöîì K.

Âñå êîíå÷íûå ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(n,K) îïèñàíû ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿ-
æåííîñòè â ñëó÷àå, êîãäà K = Z � êîëüöî öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è n ≤ 4
(ñì. [1, 2]). Â [3] îïèñàíû ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè âñå íåïðèâîäèìûå êî-
íå÷íûå ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(5,Z).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà îñíîâàíèè ìåòîäîâ òåîðèè öåëî÷èñëåííûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé ãðóïï êëàññèôèöèðóþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè êîíå÷íûå ïîä-
ãðóïïû ãðóïïû GL(n,Zp) ïðè n ≤ 3.

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü A,B,C ∈ GL(n,Zp). Ïîäãðóïïó
V ∈ GL(n,Zp), ïîðîæä¼ííóþ ìàòðèöàìè A è B, îáîçíà÷èì V ={A,B}, à ÷åðåç
W = {V,C} � ïîäãðóïïó ãðóïïû GL(n,Zp), ïîðîæä¼ííóþ ìàòðèöàìè A,B è C.
Cm îáîçíà÷àåò öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó ïîðÿäêà m, G×H � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
ãðóïï G è H. Ñèìâîëàìè Dm, Km, Am, Sm îáîçíà÷èì ãðóïïû äèåäðà è êâà-
òåðíèîíîâ ïîðÿäêà 2m, çíàêîïåðåìåííóþ è ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïû ñòåïåíè
m ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì äàëåå ÷åðåç Ā ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç ìàòðèöû
A ∈ GL(n,Zp) ïðèâåäåíèåì âñåõ ýëåìåíòîâ A ïî ìîäóëþ èäåàëà pZp. Ïóñòü

f : GL(n,Zp) −→ GL(n, Z̄p) (1)

� ãîìîìîðôèçì Ìèíêîâñêîãî, ïðè êîòîðîì äëÿ A ∈ GL(n,Zp) f(A) = Ā.

Â äàëüíåéøåì ÷àñòî áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå ëåììû:

Ëåììà 1 (ñì. [4]). Ïóñòü H � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû GL(n,Zp). H
èçîìîðôíà íåêîòîðîé ïîäãðóïïå H̄1 ãðóïïû GL(n, Z̄p) ïðè p 6= 2 è H ∼= H̄2 ⊂
GL(n, Z̄4) ïðè p = 2 (Z̄4 = Z2/4Z2).

Ëåììà 2 (ñì. [4]).Ïóñòü V1 è V2 � êîíå÷íûå p
′-ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(n,Zp)

è V̄i = = f(Vi) (i = 1, 2). Ãðóïïû V1 è V2 òîãäà è òîëüêî òîãäà ñîïðÿæåíû â

ãðóïïå GL(n,Zp), êîãäà V̄1 è V̄2 ñîïðÿæåíû â ãðóïïå GL(n, Z̄p).

Òàê êàê âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ p′-ïîäãðóïïà ãðóïïû GL(n,Zp) âïîëíå ïðèâîäè-
ìà è ëþáàÿ p′-ïîäãðóïïà èç GL(n, Z̄p) ïîäíèìàåòñÿ äî íåêîòîðîé êîíå÷íîé
p′-ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(n,Zp), òî â ñèëó ëåììû 2 îïèñàíèå ñ òî÷íîñòüþ äî
ñîïðÿæåííîñòè êîíå÷íûõ p′-ïîäãðóïï ãðóïïû GL(n,Zp) ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ
íåñîïðÿæåííûõ íåïðèâîäèìûõ p′-ïîäãðóïï ãðóïïû GL(n, Z̄p). Ïîñêîëüêó ãðóï-
ïà GL(n,Zp) ïðè n ≤ 3 è p > 3 íå ñîäåðæèò p-ïîäãðóïï, à íåïðèâîäèìûå
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ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(n, Z̄p) (n ≤ 3) îïèñàíû â [6�8], èç âûøåñêàçàííîãî ïîëó-
÷àåì îïèñàíèå ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè âñåõ êîíå÷íûõ ïîäãðóïï ãðóïïû
GL(n,Zp) (n ≤ 3; p > 3).

Òàêèì îáðàçîì ïðè n ≤ 3 îñòàëîñü êëàññèôèöèðîâàòü íåñîïðÿæåííûå êîíå-
÷íûå ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(n,Zp) ëèøü äëÿ p = 2 è p = 3. Òàêàÿ êëàññèôèêà-
öèÿ ïðèâîäèòñÿ íèæå.

1. Êîíå÷íûå ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(n,Z2) (n ≤ 3).

Ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò èç [4].

Ïðåäëîæåíèå 1 [4]. Êîíå÷íûå ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(2,Z2) ñ òî÷íîñòüþ
äî ñîïðÿæåííîñòè èñ÷åðïûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè ãðóïïàìè:

1) àáåëåâûìè ãðóïïàìè

V0 = {E}; V1 = {−E}; V2 =

{(
1 0
0 −1

)}
; V3 =

{(
0 1
1 0

)}
;

V4 =

{(
0 −1
1 −1

)}
= {ε̃}; V5 = {V2,−E}; V6 = {V3,−E};

V7 =

{(
0 −1
1 0

)}
= {̃i}; V8 =

{(
0 1

−1 1

)}
= {−ε̃},

ãäå V0
∼= C1; V1

∼= V2
∼= V3

∼= C2; V4
∼= C3; V5

∼= V6
∼= C2 × C2; V7

∼= C4; V8
∼= C6,

E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà;

2) íåàáåëåâûìè ãðóïïàìè

U1 = {ε̃, V3}; U2 = {̃i, V3}; U3 = {−ĩ, V3};U4 =

{
ε̃,

(
θ τ

θ + τ −θ

)}
= {ε̃, ĩ1},

ãäå (θ, τ) � íåêîòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2 + xy + y2 = −1 â êîëüöå Z2,

U1
∼= S3 : a3 = b2 = 1, b−1ab = a−1; U2

∼= D4 : a4 = b2 = 1, b−1ab = a−1;

U3
∼= D6 : a6 = b2 = 1, b−1ab = a−1; U4

∼= G1 : a3 = b4 = 1, b−1ab = a−1.

Ïóñòü W � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû GL(3,Z2). Â ñèëó ëåììû 1 èìååì

|W |
∣∣∣ 212 · 3 · 7. (2)

Ïðåäëîæåíèå 2. Ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè p-ïîäãðóïïû ãðóïïû

GL(3,Z2) èñ÷åðïûâàþòñÿ ãðóïïàìè V1, . . . , V38, ãäå

1) V1 =

{(
1 0
0 ε̃

)}
� ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ ãðóïïå C3;

2) V2 =


 0 0 1

1 0 α+ 1
0 1 α

 = {ε̃} � ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ ãðóïïå C7

(α = ξ + ξ2 + ξ4, ξ � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè 7 èç 1);

3) V3 =


 1 0 0

0 0 −1
0 1 0

 ,

 1 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 = {A1, B1,−E};
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V4 =


 1 0 1

0 0 −1
0 1 0

 ,

 1 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 = {A2, B2,−E} �

ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå ãðóïïå D4 × C2;

V5 = {A1, B1}; V6 = {A1, −B1}; V7 = {−A1, B1}; V8 = {−A1, −B1};

V9 = {A2, B1}; V10 = {A2, −B1}; V11 = {−A2, B1}; V12 = {−A2, −B1} � ïîäãðóï-
ïû, èçîìîðôíûå ãðóïïå D4;

V13 = {A2
1, B1,−E}; V14 = {A2

1B1, B1,−E}; V15 = {A2
2, B1,−E};

V16 = {A2
2B1, B1,−E} � ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå ãðóïïå C2 × C2 × C2;

V17 = {A1,−E};V18 = {A2,−E} � ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå ãðóïïå C4 × C2;

V19 ={A2
1,−E};V20 ={A2

1, B1};V21 = {B1,−E};V22 = {A2
1,−B1};V23 = {−A2

1, B1};

V24 = {A1B1,−A2
1};V25 = {A1B1, A

2
1};V26 = {A2

2, B1};V27 = {A2
2,−B1};

V28 = {A2B1, A
2
2};V29 = {−A2

2, B1} � ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå ãðóïïå C2 × C2;

V30={A1};V31={−A1};V32={A2};V33={−A2} �ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå ãðóïïå C4;

V34 = {−E};V35 = {−A2
1};V36 = {A2

1};V38 = {B1};V39 = {−B1} � ïîäãðóïïû, èçî-

ìîðôíûå ãðóïïå C2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Hp � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû GL(3,Z2. Â
ñèëó (2) p ≤ 7. Èç [9] è ïðåäëîæåíèÿ 1 âûòåêàåò, ÷òî H2

∼= D4 × C2 è H3
∼= C3.

Ïîêàæåì, ÷òî H7
∼= C7. Î÷åâèäíî,

Φ7(x) = f1(x) · f2(x), (3)

ãäå Φ7(x) � ïîëèíîì äåëåíèÿ êðóãà ïîðÿäêà 7. à fi(x) � íåïðèâîäèìûé íàä Z2

ïîëèíîì ñòåïåíè 3 (i = 1, 2). Åñëè ξ � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè 7 èç 1, òî
íàä êîëüöîì Z2[ξ] èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

Φ7(x) = (x− ξ) · · · (x− ξ6). (4)

Ïóñòü G � ãðóïïà Ãàëóà ïîëÿ Q2(ξ) íàä ïîëåì Q2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî G = (ϕ),
ãäå ϕ3 = 1 è ϕ(ξ) = ξ3. Òîãäà èç (3) è (4) âûòåêàåò

f1(x) = (x− ξ)(x− ξ2(x− ξ6) = x3 − αx2 − (α+ 1)x− 1,

ãäå α = ξ+ξ2+ξ4. Ïîñêîëüêó ϕ(α) = α, òî α ∈ Z2. Ïîëèíîìó f1(x) ñîîòâåòñòâóåò
íåïðèâîäèìîå Z2-ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû C7 = (a):

Γ : a→

 0 0 1
1 0 α+ 1
0 1 α

 = ξ̃.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ãðóïïà ImΓ � åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè
ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 7 ãðóïïû GL(3,Z2). Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî H7

∼= C7 è H7
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ñîïðÿæåíà ñ ImΓ âGL(3,Z2. Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 1 íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî 3-
ïîäãðóïïà Ñèëîâà ãðóïïû GL(3,Z2) ñîïðÿæåíà ñ ãðóïïîé V1. Îïèøåì òåïåðü 2-
ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(3,Z2). Â ñèëó [9] è ïðåäëîæåíèÿ 1 ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà
ãðóïïû GL(3,Z2) èçîìîðôíà ãðóïïå

D4 × C2 : a4 = b2 = c2 = 1, b−1ab = a−1, ac = ca, bc = cb.

Ïóñòü Γ � òî÷íîå Z2-ïðåäñòàâëåíèå ñòåïåíè 3 ãðóïïû D4 × C2. Èç ïðåäëî-
æåíèÿ 1 è [10] âûòåêàåò, ÷òî Γ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

Γ : a→

 γ 0 β
1 0 −1
0 1 0

 = Γa, b→

 δ 0 0
0 0 1
0 1 0

 = Γb, c→ Γc,

ãäå γ, δ = ±1; β = 0, 1. Èç ñîîòíîøåíèé ΓaΓc = ΓcΓa, Γ
2
b = E è ΓbΓc = ΓcΓb ëåãêî

ïîëó÷èòü, ÷òî

Γc = ±

 1 0 0
0 −1 1
0 0 −1

 = ±D, Γc = ±E.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ãðóïïà U1 = {Γa,Γb,±D} ñîïðÿæåíà â GL(3,Z2) ñ ãðóïïîé
U2 = {Γa,Γb,−E}, à ãðóïïû V3 è V4 íå ñîïðÿæåíû.

Òàê êàê âñÿêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïûGL(3,Z2) ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ñèëîâ-
ñêîé 2-ïîäãðóïïå GL(3,Z2), òî èç âûøåäîêàçàííîãî ìîæíî ïîëó÷èòü îïèñàíèå ñ
òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè âñåõ 2-ïîäãðóïï ãðóïïû GL(3,Z2). Ïðåäëîæåíèå
äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè W � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû GL(3,Z2), òî

|W ||24 · 3 · 7. (5)

Ëåììà 3. Ïóñòü K � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1, G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà

è H ≤G. Ïóñòü H̃ � ïîäãðóïïà ãðóïïû GL(n,K), èçîìîðôíàÿ H è N(G, H̃) �
ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ïîäãðóïï ãðóï-

ïû GL(n,K), èçîìîðôíûõ ãðóïïå G, êîòîðûå ñîäåðæàò H̃. Åñëè G̃�ïîäãðóïïà

ãðóïïû GL(n,K), èçîìîðôíàÿ G, òî G̃ òîãäà è òîëüêî òîãäà ñîïðÿæåíà ñ íå-

êîòîðîé ãðóïïîé èç N(G, H̃), êîãäà G̃ ñîäåðæèò ïîäãðóïïó Ñ , ñîïðÿæåííóþ

ñ H̃.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü G̃ ñîïðÿæåíà â GL(n,K) ñ íåêî-

òîðîé ãðóïïîé U ⊂ N(G, H̃), ò.å. ñóùåñòâóåò ìàòðèöà C ∈ GL(n,K), òàêàÿ, ÷òî

C−1G̃C = U è {Ñα|α ∈ J} � âñå ïîäãðóïïû ãðóïïû G̃, èçîìîðôíûå H. Òîãäà

C−1ÑαC ⊂ U è íàéäåòñÿ òàêîå α0 ∈ J , ÷òî C−1Ñα0C = H̃.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü Ñ ⊆ G̃ ñîïðÿæåíà ñ H̃, ò.å. C−1ÑC = W � ãðóïïà,
ñîäåðæàùàÿ H̃ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîïðÿæåíà ñ íåêîòîðîé ãðóïïîé èç N(G, H̃).
Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðåäëîæåíèå 3. Êîíå÷íûå ïîäãðóïïû ïîðÿäêîâ 2m · 3 (1 ≤ m ≤ 4) ãðóïïû
GL(3,Z2) ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè èñ÷åðïûâàþòñÿ ãðóïïàìèW1, . . . ,W30,

ãäå
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1) W1 =

{(
1 0
0 −ε̃

)}
; W2 =

{(
−1 0

0 −ε̃

)}
; W3 =

{(
−1 0

0 ε̃

)}
� ïîäãðóï-

ïû, èçîìîðôíûå ãðóïïå C6;

2) W4 = {V1, B1}; W5 = {V1,−B1} � ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå ãðóïïå S3;

3) W6 = {W3,−E} � ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ ãðóïïå C6 × C2;

4) W7 = {W1, B1}; W8 = {W2,−B1};W9 = {W3, B1 � ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå

ãðóïïå D6;

5) W10 =

{
V1,

(
1 0

0 ĩ1

)}
; W11 =

{
V1,

(
−1 0

0 ĩ1

)}
� ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå

ãðóïïå G1 : a3 = b4 = 1, b−1ab = a−1;

6) W12 =


0 1 0

0 0 1
1 0 0

 ,

 −1 0 0
0 1 0
0 0 −1

={A3, B2}; W3 =

A3,

 0 −1 1
0 −1 0
1 −1 0

 ;

W14=

A3,

−1 −1 −1
0 0 1
0 1 0

�ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå ãðóïïå A4 :a3=b2=(ab)2=1;

7) W15 = {W8,−E}; W16 = {W8, A
2
1} � ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå ãðóïïå D6 × C2;

8) W17 = {W10,−E}; W18 = {W11,−E} � ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå ãðóïïå G1×C2;

9) W19 = {W12,−E}; W20 = {W13,−E}; W21 = {W14,−E} � ïîäãðóïïû, èçîìîð-
ôíûå ãðóïïå A4 × C2;

10) W22 =

A3,

 0 0 1
0 1 0

−1 0 0

 = {A3, B3}; W23 = {A3,−B3};

W24 =

A3,

 1 −1 0
1 0 −1
1 0 0

 = {A3, B4}; W25 = {A3,−B4};

W26 =

A3,

 0 −1 0
1 1 0
1 0 0

 = {A3, B5}; W27 = {A3,−B5} � ïîäãðóïïû, èçî-

ìîðôíûå ãðóïïå S4 : a3 = b4 = (ab)2 = 1;

11) W28 = {W22,−E}; W29 = {W24,−E}; W30 = {W27,−E} � ïîäãðóïïû, èçîìîð-
ôíûå ãðóïïå S4 × C2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàáîò [10�12] íåòðóäíî ïîëó÷èòü
îïèñàíèå ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè âñåõ ïîäãðóïï ïîðÿäêà ≤ 24 ãðóïïû
GL(3,Z2).

Ïóñòü òåïåðü W � ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 48 ãðóïïû GL(3,Z2) è P � ñèëîâñêàÿ
2-ïîäãðóïïà ãðóïïû W . Òîãäà |P | = 24. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2 P = {P1,−E},
ãäå P1 = P ∩ SL(3,Z2). Òîãäà W = {V,−E}, ãäå V � ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 24
ãðóïïû SL(3,Z2) è ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà V èçîìîðôíà D4. Ïîýòîìó èç îïè-
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ñàíèÿ ïîäãðóïï ïîðÿäêà 24, ãðóïïû SL(3,Z2), ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà êîòîðûõ
èçîìîðôíà D4 âûòåêàåò, ÷òî V ñîïðÿæåíà ñ îäíîé èç ãðóïï W22,W24 èëè W27.
Òàêèì îáðàçîì GL(3,Z2) ñîäåðæèò ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè 3 ïîäãðóïïû
ïîðÿäêà 48. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Äëÿ îïèñàíèÿ ãðóïï ïîðÿäêà 2m · 3s · 7k (1 ≤ m ≤ 4; s, k = 0, 1; s + k 6= 0)
íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 4. Ïóñòü G � ãðóïïà ïîðÿäêà 2m · 3 · 7 (m = 2, 3, 4). Åñëè G íå

ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé ãðóïïîé, òî ëèáî G ∼= PSL2(7) � ïðîñòàÿ ãðóïïà ïðè

m = 3, ëèáî G ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó H òàêóþ ÷òî H ∼= PSL2(7)
èëè G/H ∼= PSL2(7) ïðè m = 4.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû íåòðóäíî ïîëó÷èòü íà îñíîâàíèè òåîðåìû Øóðà î
ðàñùåïëåíèè (ñì. [13]).

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïîäãðóïïû ïîðÿäêà 2m · 3s · 7 (0 ≤ m ≤ 4; s = 0, 1)
ãðóïïû GL(3,Z2) ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè èñ÷åðïûâàþòñÿ ãðóïïàìè

U1, . . . , U5, ãäå

1) U1 = {−ξ̃} � ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ C14;

2) U2 =

ξ̃,

1 α 0
0 −1 1
0 −1 0

 � ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ ãðóïïå G2 : a7 = b3 = 1,

b−1ab = a2 (α = ξ + ξ2 + ξ4; ξ7 = 1);

3) U3 = {U2,−E} � ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ ãðóïïå G2 × C2;

4) U4 =

ξ̃,

 −1 0 −α− 1
0 −1 −α
0 0 1

 � ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ ãðóïïå

G3
∼= PSL2(7); a7 = b2 = (ab) = (a4b)4 = 1;

5) U5 = {U4,−E} � ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ ãðóïïå G3 × C2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T � ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 2m · 7 ãðóïïû GL(3,Z2).
Åñëè m = 1, òî ñóùåñòâóþò äâå íåèçîìîðôíûå àáñòðàêòíûå ãðóïïû ïîðÿä-
êà 14: C14 è D7 : a7 = b2 = 1, b−1ab = a−1. Ïîñêîëüêó C14

∼= C7 × C2, òî èç
ëåììû 3 íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî U1 � åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåí-
íîñòè ïîäãðóïïà ãðóïïû GL(3,Z2), èçîìîðôíàÿ C14. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà
D7 îáëàäàåò òî÷íûì Z2-ïðåäñòàâëåíèåì Γ ñòåïåíè 3. Î÷åâèäíî, Γ � àáñîëþòíî
íåïðèâîäèìî, îòêóäà 3||D7|, ÷òî àáñóðäíî. Òàêèì îáðàçîì, D7 íå âëîæèìà â
GL(3,Z2).

Ïîêàæåì, ÷òî ãðóïïà GL(3,Z2) íå ñîäåðæèò ïîäãðóïï ïîðÿäêà 2m ·7 (m ≥ 2).
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü G � àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 2m · 7 (m ≥
2), îáëàäàþùàÿ òî÷íûì Z2-ïðåäñòàâëåíèåì Γ ñòåïåíè 3. Èñïîëüçóÿ [4] ëåãêî
ïîêàçàòü, ÷òîG � íåàáåëåâà, à Γ íåïðèâîäèìî. Òîãäà Γ � àáñîëþòíî íåïðèâîäèìî
è, çíà÷èò 3|2m · 7, ÷òî íåâîçìîæíî. Îòñþäà GL(3,Z2) íå ñîäåðæèò ïîäãðóïï
ïîðÿäêà 2m · 7 ïðè m ≥ 2.

Ïóñòü T � ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 21 ãðóïïû GL(3,Z2). Î÷åâèäíî, T � íåàáåëåâà.
Òîãäà T ∼= G2. Î÷åâèäíî,
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Γ : a →

 0 0 1
1 0 α+ 1
0 1 α

 = ξ̃, b →

 0 α 0
0 −1 1
0 −1 0

 (α = ξ + ξ2 + ξ4; ξ7 = 1) �

òî÷íîå Z2-ïðåäñòàâëåíèå ñòåïåíè 3 ãðóïïû G2. Îòñþäà è èç ëåìì 1, 2 âûòåêàåò,
÷òî ãðóïïà U2 = ImΓ � åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïïà
ãðóïïû GL(3,Z2), |U2| = 21.

Ïóñòü G � àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 42. Òîãäà G ëèáî àáåëåâà, ëèáî ìåòà-
öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ äâóìÿ îáðàçóþùèìè a è b ñ îïðåäåëÿþùèìè
ñîîòíîøåíèÿìè

1) a14 = b3 = 1, b−1ab = a9 èëè 2) a7 = b6 = 1, b−1ab = a5.

Åñëè T � ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 42 ãðóïïû GL(3,Z2), òî î÷åâèäíî T � íåàáåëåâà
ãðóïïà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ãðóïïà 1) èçîìîðôíà G2×C2 è èç ïðåäûäóùåãî âûòå-
êàåò, ÷òî U3 � åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïïà ãðóïïû
GL(3,Z2), èçîìîðôíàÿ G2 × C2.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ãðóïïà 2) âëîæèìà â GL(3,Z2) è Γ � òî÷íîå
Z2-ïðåäñòàâëåíèå ñòåïåíè 3 ýòîé ãðóïïû. Òîãäà ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Γ
èìååò âèä: Γ : a→ ξ̃, b→ Γb. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî trξ̃ 6= trξ̃5 è Γ íå òî÷íî, ò.å.
ãðóïïà 2) íå âêëàäûâàåòñÿ â GL(3,Z2).

Ïîêàæåì, ÷òî ãðóïïà GL(3,Z2) íå ñîäåðæèò ðàçðåøèìûõ ïîäãðóïï ïîðÿäêà
2m · 3 · 7 ïðè m ≥ 2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè V � ðàçðåøèìàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà
2m · 3 · 7 (m ≥ 2), òî V ñîäåðæèò õîëëîâñêóþ ïîäãðóïïó ïîðÿäêà 2m · 7, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò äîêàçàííîìó âûøå.

Ïóñòü òåïåðü G3 : a7 = b2 = (ab)3 = (a4b)4 = 1 � ãðóïïà, èçîìîðôíàÿ ïðî-
ñòîé ãðóïïå PSL2(7). Ïîêàæåì, ÷òî G3 îáëàäàåò ò÷îíûìè Z2-ïðåäñòàâëåíèÿìè
ñòåïåíè 3. Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ Ìàðàíäû (ñì. [5]) ýòî óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü äëÿ êîëüöà êëàññîâ âû÷åòîâ Z2k ïî mod 2k, ãäå k > k0, à k0 îïðåäå-
ëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà |G3|Z2 = 2k0Z2. Î÷åâèäíî, k0 = 3.

Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 2, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿìè

∆1 : a→ 1; ∆2 : a→

 0 0 1
1 0 α+ 1
0 1 α

 ; ∆3 : a→

 0 0 1
1 0 −α
0 1 α+ 1


èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå íåýêâèâàëåíòíûå íåïðèâîäèìûå Z2-ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû
C7 = (a). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆

(k)
i (i = 1, 2, 3) Z2k-ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû C7 = (a),

òàêèå, ÷òî

∆
(k)

i (a) ≡ ∆i(a)( mod 2kZ2) (i = 1, 2, 3).

Î÷åâèäíî, ïðåäñòàâëåíèÿìè ∆
(k)

i (i = 1, 2, 3) èñ÷åðïûâàþòñÿ äî ýêâèâàëåíòíî-
ñòè íåïðèâîäèìûå Z2k-ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû C7.

1) Ïóñòü k = 1, òîãäà GL(3, 2) = GL(3,Z2). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

Γ1 : a→

 0 0 1
1 0 0
0 1 1

 = A1, b→

 1 0 0
0 1 1
0 0 1

 = B1

çàäàåò Z2k-ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû C3. Î÷åâèäíî, Γ1 � òî÷íî.
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Ïóñòü U! = {A1, B1}, U2 = {A1, B
′
1} � ãðóïïû, èçîìîðôíûå ãðóïïå G,

Ui = GL(3, 2). Òîãäà ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì ϕ ãðóïïû GL(3, 2) òàêîé, ÷òî
ϕ(A1) = A1, ϕ(B1) = B′

1. Êàê èçâåñòíî (ñì. [13]), âñå àâòîìîðôèçìû ãðóïïû
GL(3, 2) ñòàíäàðòíû. Òîãäà ϕ � âíóòðåííèé àâòîìîðôèçì ãðóïïû GL(3, 2), ëè-
áî ϕ = ψ ·τ , ãäå ψ � âíóòðåííèé, à τ � êîíòðàãðàäèåíòíûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû
GL(3, 2). Â ýòîì ïîñëåäíåì ñëó÷àå

ψ · τ(A1) = ψ

 0 1 1
1 0 0
0 1 0

 = A1 = ψ(A′
1)

è íàéäåòñÿ ìàòðèöà C ∈ GL(3, 2), òàêàÿ, ÷òî C−1A1
1C = A1, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïî-

ýòîìó ϕ � âíóòðåííèé àâòîìîðôèçì GL(3, 2), ò.å. Γ1 åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ
äî ýêâèâàëåíòíîñòè òî÷íîå Z2-ïðåäñòàâëåíèå ñòåïåíè 3 âèäà a → A1, b → Γb

ãðóïïû G3.
Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2 è ëåììû 3 ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìî-

òðåíèåì Z2k-ïðåäñòàâëåíèé âèäà

Z : a→ ∆
(k)

2 (a), b→ B

ãðóïïû G3, ãäå ∆2(a) ≡ ∆
(k)

2 (a)( mod 2kZ2).

2) Ïóñòü k = 2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî A1 ≡ A
(2)
1 (mod 2), ãäå

A
(2)
1 =

 0 0 1
1 0 2
0 1 1

 .

Ïóñòü Γ
(2)

: a→ ∆
(2)
1 , b→ B � íåêîòîðîå òî÷íîå Z4-ïðåäñòàâëåíèå ñòåïåíè 3

ãðóïïû G3. Òàê êàê B ≡ B1(mod 2), òî B èìååò âèä:

B =

 1 + x1 x2 x3

y1 1 + y2 1 + y3

z1 z2 1 + z3

 ,

ãäå xi, yi, zi ≡ 0(mod 2) (i = 1, 2, 3). Èç îïðåäåëÿþùòõ ñîîòíîøåíèé ãðóïïû G3

ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî

B =

 −1 0 y + 2
y z − 1 z − 1
0 0 z + 1

 ,

ãäå y, z = 0, 2. Îòñþäà ïîëó÷àåì äâà íåýêâèâàëåíòíûõ òî÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿ
ñòåïåíè 3 ãðóïïû G3:

Γ
(2)

1 : a→ A
(2)
1 , b→

 −1 0 2
0 −1 −1
0 0 1

 ;

Γ
(2)

2 : a→ A
(2)
1 , b→

 −1 0 0
2 −1 −1
0 0 1
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òàêèå, ÷òî Γ
(2)

1 (g) ≡ Γ
(2)

2 (g) ≡ Γ1(g) ≡ Γ1(g)(mod 2) äëÿ âñåõ g ∈ G3.

3) Ïóñòü k = 4. Òîãäà âñÿêîå òî÷íîå Z24-ïðåäñòàâëåíèå Γ
(4)

i ãðóïïû G3 òàêîå,

÷òî Γ
(4)

i ≡ Γ
(2)

1 (mod 4) ñîîòâåòñòâåííî èìååò âèä:

Γ
(4)

1 : a→

 0 0 1
1 0 6
0 1 5

 = A
(4)
1 , b→

 x1 + 3 x2 x3 + 2
y1 y2 + 3 y3 + 2
z1 z2 z3 + 1

 = B
(4)
1 ;

Γ
(4)

2 : a→ A
(4)
1 , b→

 x1 + 3 x2 x3 + 2
y1 + 2 y2 + 3 y3 + 3
z1 z2 z3 + 1

 = B
(4)
2 .

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 2), íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
ãðóïïàG3 îáëàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè îäíèì òî÷íûì Z24-ïðåäñòà-
âëåíèåì ñòåïåíè 3:

Γ
(4)

: a→ A
(4)
1 , b→

 −1 0 5
0 −1 6
0 0 1

 ,

ïðè÷åì Γ
(4)

(g) ≡ Γ
(2)

(g)(mod 4) äëÿ âñåõ g ∈ G3, à ïðåäñòàâëåíèå Γ
(4)

2 íå ïî-

äíèìàåòñÿ äî òî÷íîãî Z24-ïðåäñòàâëåíèÿ Γ
(4)

2 ñòåïåíè 3 ãðóïïû G3. Ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 2 è ëåììå 2 äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü Z2-ïðåäñòàâëåíèå ñòåïåíè
3 ãðóïïû G3 âèäà: a→ ∆2(a), b→ B.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

Γ : a→

 0 0 1
1 0 α+ 1
0 1 α

 , b→

 −1 0 −α− 1
0 −1 −α
0 0 1


çàäàåò òî÷íîå Z2-ïðåäñòàâëåíèå ñòåïåíè 3 ãðóïïû G3. Òîãäà â ñèëó äîêàçàííîãî
âûøå, Γ � åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè òî÷íîå Z2-ïðåäñòàâëåíèå
ñòåïåíè 3 âèäà a → ∆2(a), b → B ãðóïïû G3 è U3 = ImΓ � åäèíñòâåííàÿ ñ òî-
÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 168 ãðóïïû GL(3,Z2).

Ïóñòü G � ãðóïïà ïîðÿäêà 24 · 3 · 7. Èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé âûòåêàåò,
÷òî åñëè G1 � ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 24 ·3 ·7 ãðóïïû GL(3,Z2), òî G1 íåðàçðåøèìà.
Òîãäà, â ñèëó ëåììû 4, âîçìîæíû ñëó÷àè:

1) G ñîäåðæèò òàêóþ íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó H, ÷òî H ≈ PSL2(7);
2) G ñîäåðæèò òàêóþ íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó H, ÷òî G/H ∼= PSL2(7), ãäå

G � àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà, èçîìîðôíàÿ G1. Åñëè Γ � òî÷íîå Z2-ïðåäñòàâëåíèå
ñòåïåíè 3 ãðóïïû G, òî Γ íåïðèâîäèìî. Òîãäà Γ àáñîëþòíî íåïðèâîäèìî è åñëè
z � öåíòð ãðóïïû G, òî |z(G)| ≤ 2 è G ∼= N × z(G), ãäå N � ãðóïïà áåç öåí-
òðà. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 1): Ïóñòü H / G è H ∼= PSL2(7). Åñëè |z(G)| = 2,
òî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà H åäèíñòâåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ïîðÿä-
êà |H| = 24 · 3 · 7. Òîãäà G ∼= PSL2(7) × C2. Åñëè G ∼= G̃ ⊂ GL(3,Z2), òî

z(G̃) = {±E} è âñÿêîå òî÷íîå Z2-ïðåäñòàâëåíèå ñòåïåíè 3 ãðóïïû G èìååò âèä:
a → ∆a, b → ∆b, c → −E, ãäå ∆ � íåêîòîðîå òî÷íîå Z2-ïðåäñòàâëåíèå ñòåïåíè
3 ãðóïïû H ∼= PSL2(7). Îòñþäà è èç ëåììû 4 U5 � åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ
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äî ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 336 ãðóïïû GL(3,Z2). Åñëè |z(G)| = 1,
òî ñóùåñòâóåò g ∈ G è g /∈ H, òàêîé ÷òî g1Hg = H. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå G íå îáëàäàåò òî÷íûì Z2-ïðåäñòàâëåíèåì ñòåïåíè 3. Ïðåäïîëîæèì ïðî-
òèâíîå, ïóñòü Γ � òî÷íîå Z2-ïðåäñòàâëåíèå ñòåïåíè 3 ãðóïïû G è G̃ = Γ(G).
Ïîñòðîèì ãîìîìîðôèçì Ìèíêîâñêîãî ρ : GL(3,Z2) → GL(3, 2), ãäå ρ(A) = A
äëÿ A ∈ GL(3,Z2) è ìàòðèöà A ïîëó÷àåòñÿ èç A ïðèâåäåíèåì âñåõ ýëåìåíòîâ

A ïî ìîäóëþ èäåàëà 2Z2. Ïóñòü Γ(H) = H̃. Òîãäà ρ(H̃) = GL(3, 2). Ïóñòü ρG̃

� îãðàíè÷åíèå ρ íà ïîäãðóïïó G̃. Ïóñòü äàëåå g ∈ G òàêîâ, ÷òî Γ(g) = g̃ è

g̃ /∈ H̃. Òîãäà ρG̃(g) ∈ KerρG̃. Èç èçîìîðôèçìà G̃/KerρG̃
∼= GL(3, 2) ñëåäóåò,

÷òî |KerρG̃| = |H1| = 2 è H̃1 / G̃. Îòñþäà H̃1 = (g̃) è h̃−1g̃h̃ = g̃ äëÿ âñåõ h̃ ∈ H̃
è, çíà÷èò, z(G̃) = H̃1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òðèâèàëüíîñòè z(G̃).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé 2). Ïóñòü H / G è G/H ∼= PSL2(3). Òîãäà G
ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïóH1/G ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïóH1/G
ïîðÿäêà |H1| = 23 · 3 · 7 è H = z(G). Îòñþäà H1

∼= PSL2(7) è G ∼= PSL2(7)×C2.
Òàêèì îáðàçîì ñëó÷àé 2) ñâîäèòñÿ ê 1). Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Èç ïðåäëîæåíèé 1�4 âûòåêàåò ïîëíîå îïèñàíèå íåñîïðÿæåííûõ êîíå÷íûõ
ïîäãðóïï ãðóïïû GL(3,Z2).

2. Êîíå÷íûå ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(n,Z3) (n ≤ 3)

ÏóñòüW � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû GL(2,Z3). Èç ëåììû 1 âûòåêàåò, ÷òî

|W | | 24 · 3. (6)

Ïðåäëîæåíèå 5. Êîíå÷íûå ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(2,Z3) ñ òî÷íîñòþ äî

ñîïðÿæåííîñòû èñ÷åðïûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè ãðóïïàìè:

1) àáåëåâûìè ãðóïïàìè

V0 = {E}; V1 = {−E}; V2 =

{(
1 0
0 −1

)}
; V3 = {ε̃}; V4 = {̃i}; V5 = {−ε̃};

V6 =

{(
0 1
1 λ

)}
; V7 = {V2,−E}, ãäå V0

∼= C1; V1
∼= C2; V2

∼= C2; V3
∼= C3;

V4
∼= C4; V5

∼= C6;V6
∼= C8; V7

∼= C2 × C2 (λ =
√
−2);

2) íåàáåëåâûìè ãðóïïàìè

U1 =

{
ε̃,

(
1 −1
0 −1

)}
; U2 =

{
ε̃,

(
−1 1
0 1

)}
; U3 = {̃i, V2};

U4 =

{
ĩ,

(
λ 1
0 −λ

)}
; U5 =

{
−ε̃,

(
1 −1
0 −1

)}
; U6 =

{
V6,

(
1 λ
0 −1

)}
;

ãäå U1, U2
∼= S3; U3

∼= D4; U4
∼= K4 : a4 = 1, a2 = b2, b−!ab = a−1; U3

∼= D6;

U6
∼= H : a8 = b2 = 1, b−1ab = a3 (îñòàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ ñì. â ôîðìóëèðîâêå

ïðåäëîæåíèÿ 1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ [9] è ëåììû 1, 2, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñè-

ëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(2,Z3) ñîïðÿæåíû ñ ãðóïïîé U6, à ñèëîâñêèå
3-ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(2,Z3) ñîïðÿæåíû ñ ãðóïïîé V3. Òàêèì îáðàçîì, â ñè-
ëó (6) ïîðÿäîê ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(2,Z3) äåëèò 48.
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Äàëåå, íà îñíîâàíèè [11,12] íåòðóäíî ïîëó÷èòü îïèñàíèå ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿ-
æåííîñòè âñåõ ïîäãðóïï ãðóïïû GL(2,Z3) ïîðÿäêà ≤ 12. Ëåãêî ïîêàçàòü òàêæå,
÷òî GL(2,Z3) íå ñîäåðæèò ïîäãðóïï ïîðÿäêà 24.

Â çàêëþ÷åíèå ïîêàæåì, ÷òî GL(2,Z3) íå ñîäåðæèò ïîäãðóïïû ïîðÿäêà 48.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäïîëîæèì, ÷òî W � ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 48 ãðóïïû

GL(2,Z3). Òàê êàê W ðàçðåøèìà, òî îíà ñîäåðæèò ïîäãðóïïó V òàêóþ, ÷òî
[W : V ] = 2 èëè [W : V ] = 3. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî GL(2,Z3) íå ñîäåðæèò
ïîäãðóïï ïîðÿäêà 24, çàêëþ÷àåì, ÷òî ñëó÷àé [W : V ] = 2 íåâîçìîæåí. Çíà÷èò
[W : V ] = 3 è ïóñòü V � ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 16 ãðóïïû W . Òîãäà, î÷åâèäíî,
V ñîïðÿæåíà ñ ãðóïïîé U6, ãäå U6

∼= H : a8 = b2 = 1, b−1ab = a3. Ïóñòü G �
àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà, èçîìîðôíàÿ ãðóïïå W . Òîãäà G/H = (cH), ãäå c3 ∈ H è
ïóñòü Γ : a → Γa, b → Γb, c → Γc òî÷íîå Z3)-ïðåäñòàâëåíèå ñòåïåíè 2 ãðóïïû
G. Òàê êàê −ε̃ � åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè ýëåìåíò ïîðÿäêà
6 â ãðóïïå GL(2,Z3), òî èç Γ3

c ∈ U6 ñëåäóåò, ÷òî Γ3
c = ±E. Åñëè Γ3

c = −E, òî
ïîäãðóïïà ãðóïïi ;Ö;á ïîðîæäåííàÿ ìàòðèöàìè Γc è B1 èçîìîðôíà ãðóïïå C24,
÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, c3 = 1. Ïóòåì íåñëîæíûõ ðàññóæäåíèé ïîêàçûâàåòñÿ,
÷òî G èçîìîðôíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï:

T1 : a8 = b2 = 1, b−1ab = a3, c3 = 1, c−1ac = ak, c−1bc = b (k, 2) = 1;

T2 : a8 = b2 = 1, b−1ab = a3, c3 = 1, c−1ac = ak, c−1bc = a2b (k, 2) = 1;

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ Ti ñîäåðæèò ïîäãðóïïó ïîðÿäêà 24, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîëó-
÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü òåïåðü W � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû GL(3,Z3). Ïî ëåììå 1

|W | | 25 · 33 · 13.

Ïðåäëîæåíèå 6. Ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè p-ïîäãðóïïû ãðóïïû

GL(3,Z3) èñ÷åðïûâàþòñÿ ãðóïïàìè V1, . . . , V22, ãäå

1) V1 =

{(
1 0
0 ε̃

)}
; V2 =


 1 0 1

0 0 −1
0 1 −1

 � ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå

ãðóïïå C3;

2) V3 =


 0 0 1

1 0 β
0 1 γ

 = {ω̃} � ïîäãðóïïà èçîìîðôíàÿ ãðóïïå C13

(β=ω+ω3+ω9; γ=ω−1+ω−3+ω−9, ω�ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè 13 èç 1);

3) V4 =


 1 0 0

0 0 1
0 1 λ

 ,

 1 0 0
0 1 λ
0 0 −1

 ,

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 = {A1, B1,−E}

� ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ ãðóïïå H × C2;

V5 = {A1, B1}; V6 = {−A1, B1} � ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå ãðóïïå H;

V7 = {A1,−E} � ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ ãðóïïå C8 × C2;

V8 = {A4
1, B1,−E} � ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ ãðóïïå C2 × C2 × C2;

V9 = {A1B1, A
2
1}; V10 = {A1B1,−A2

1} � ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå ãðóïïå K4;
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V11 = {A2
1, B1}; V12 = {A1B1, A

4
1}; V13 = {A1B1,−A4

1} � ïîäãðóïïû, èçîìîð-

ôíûå ãðóïïå D4;

V14 = {A1}; V15 = {−A1} � ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå ãðóïïå C8;

V16 = {B1,−E}; V17 = {A4
1,−E} � ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå ãðóïïå C2 × C2;

V18 = {A2
1}; V19 = {−A2

1} � ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå ãðóïïå C4;

V20 = {−E}; V21 = {B1}; V22 = {−B1} � ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå ãðóïïå C2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Hp íåòðèâèàëüíàÿ ñèëîâñêàÿ P -ïîäãðóïïà ãðóï-
ïû GL(3,Z3). Â ñèëó [9] è ïðåäëîæåíèÿ 5 H3

∼= C3 è H2
∼= H × C8. Òàê êàê

33 ≡ 1(mod 13), òî íàä Z3 èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

Φ13(x) = f1(x) . . . f4(x)

ïîëèíîìà äåëåíèÿ êðóãà Φ13(x) íà íåïðèâîäèìûå ïðèâåäåííûå ïîëèíîìû fi(x)
(i = 1, 2, 3, 4) ñòåïåíè 3.

Ïóñòü ω � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè 13 èç 1 è ϕ � îáðàçóþùèé ýëåìåíò
ãðóïïû Ãàëóà ïîëÿ Q3(ω) íàä Q3. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ϕ(ω) = ω3 è íàä êîëüöîì
Z3[ω] èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

Φ13(x) = (x− ω) . . . (x− ω12).

Îòñþäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

f1(x) = (x− ω)(x− ω3)(x− ω9) = x3 − γx2 + βx− 1, (7)

ãäå γ = ω+ω3 +ω9, β = ω−1 +ω−3 +ω−9. Ðàçëîæåíèþ (7) ñîîòâåòñòâóåò òî÷íîå
Z3-ïðåäñòàâëåíèå ñòåïåíè 3 ãðóïïû C13 = (a):

Γ : a→

 0 0 1
1 0 −β
0 1 γ

 .

Èñïîëüçóÿ [9] è ëåììó 2 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà ImΓ � åäèíñòâåííàÿ ñ
òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 13 ãðóïïû GL(3,Z3). Ïóñòü

G ∼= H × C2 : a8 = b2 = c2 = 1, b−1ab = a3, ac = ca, bc = cb.

Èç [8] è ïðåäëîæåíèÿ 5 âûòåêàåò, ÷òî

V =


 1 0 0

0 0 1
0 1 λ

 ,

 1 0 0
0 1 λ
0 0 −1

 ,

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


� åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïïà ãðóïïû GL(3,Z3),
èçîìîðôíàÿ ãðóïïå H × C2. Ïîñêîëüêó âñÿêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû GL(3,Z3)
ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïå ýòîé ãðóïïû, òî èç âûøåäî-
êàçàííîãî ëåãêî ïîëó÷èòü îïèñàíèå âñåõ íåñîïðÿæåííûõ 2-ïîäãðóïï ãðóïïû
GL(3,Z3).
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Õîðîøî èçâåñòíî [11], ÷òî ãðóïïà C3 = (a) îáëàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâà-
ëåíòíîñòè äâóìÿ òî÷íûìè Z3-ïðåäñòàâëåíèÿìè ñòåïåíè 3:

∆1 : a→
(

1 0
0 ε̃

)
; ∆2 : a→

 0 0 1
1 0 −1
0 1 −1

 .

Îáîçíà÷èì Vi = Im∆i (i = 1, 2). Òàê êàê V2 íåðàçëîæèìà, à V1 � âïîëíå ïðèâî-
äèìà, òî V1 è V2 íå ñîïðÿæåíû â GL(3,Z3). Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè W � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû GL(3,Z3), òî

|W | | 23 · 3 · 13. (8)

Ïðåäëîæåíèå 7. Êîíå÷íûå ïîäãðóïïû ïîðÿäêîâ 2m · 3 (1 ≤ m ≤ 5) ãðóïïû
GL(3,Z3) ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè èñ÷åðïûâàþòñÿ ãðóïïàìèW1, . . . ,W21,

ãäå

1)W1 =


 −1 0 −1

0 0 1
0 −1 1

 ; W2 =


 1 0 0

0 0 1
0 −1 1

 ; W3 =


 −1 0 0

0 0 1
0 −1 1

 ;

W4 =


 −1 0 0

0 0 −1
0 1 −1

 �ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå ãðóïïå C6;

2)W5 =

V1,

 1 0 0
0 1 −1
0 0 −1

 = {V1, B2}; W6 =

V1,

 1 0 0
0 −1 1
0 0 1

 = {V1, B3};

W7 = {V1,−B2}; W8 = {V1,−B3}; W9 = {A2, B4} =


 0 0 1

1 0 0
0 1 0

,
 1 0 0

0 0 1
0 1 0

 ;

W10 = {A2,−B4} � ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå ãðóïïå S3;

3) W11 = {W3,−E} � ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ ãðóïïå C6 × C2;

4) W12 = {A4
1,−E} � ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ ãðóïïå A4;

5) W13 = {W3, B2}; W14 = {W4, B3; W15 = {W2, B2}; W16 = {W1, B4} � ïîäãðóï-

ïû, èçîìîðôíûå ãðóïïå D6;

6) W17 = {W12,−E} � ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ ãðóïïå A4 × C2;

7) W18 = {W13,−E} � ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ ãðóïïå D6 × C2;

8) W19 =

{
A2,

(
1 0

0 ĩ

)}
;W20 =

{
A2,

(
−1 0

0 ĩ

)}
� ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå

ãðóïïå S4;

9) W21 = {W19,−E} � ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ ãðóïïå S4 × C2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 7 íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî ãðóïïàìè
W1, . . . ,W4 èñ÷åðïûâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè öèêëè÷åñêèå ãðóïïû
ïîðÿäêà 6 ãðóïïû GL(3,Z3). Îïèñàíèå ðàçëîæèìûõ òî÷íûõ Z3-ïðåäñòàâëåíèé
ñòåïåíè 3 ãðóïïû S3 ïîëó÷àåì, èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèÿ 5, 7 è îïðåäåëÿþùèå
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ñîîòíîøåíèÿ ãðóïïû S3. Ïóñòü Γ � íåðàçëîæèìîå òî÷íîå Z3-ïðåäñòàâëåíèå ñòå-
ïåíè 3 ãðóïïû S3. Ïðåäñòàâèì S3 â âèäå S3 = HλN , ãäå H = (a), N = (b). Êàê
èçâåñòíî, íåýêâèâàëåíòíûå íåðàçëîæèìûå Z3-ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû H èñ÷åð-
ïûâàþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè:

∆1 : a→ 1; ∆2 : a→
(

0 −1
1 −1

)
= ε̃; ∆3 : a→

 1 0 1
0 0 1
0 1 1

 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mi ìîäóëü ïðåäñòàâëåíèÿ ∆i (i = 1, 2, 3). Ãðóïïîâîå êîëüöî
Z3N ïðåäñòàâèìî â âèäå

Z3N = Z3Ne1 ⊕ Z3Ne2 = I1 ⊕ I2, (9)

ãäå e1 = 1
2
(1 + b), e2 = 1

2
(1− b) � ïîëíàÿ ñèñòåìà ìèíèìàëüíûõ ïîïàðíî îðòîãî-

íàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ êîëüöà Z3N .
Ïî òåîðåìå Õèãìàíà âñÿêîå íåðàçëîæèìîå Z3-ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû S3 åñòü

êîìïîíåíòà ðàçëîæåíèÿ íåêîòîðîãî èíäóöèðîâàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèëîâñêîé
3-ïîäãðóïïû ãðóïïû S3.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â èíäóöèðîâàííîì ìîäóëåMS3
i ðåàëèçóþòñÿ Z3-ïðåäñòàâëåíèÿ

ñòåïåíè i (i = 1, 2). Ðàññìîòðèì ìîäóëü MS3
3 . Î÷åâèäíî,

MS3
3 = Z3S3 ⊗Z3H Z3H ∼= Z3S3 è MS3

3 = Z3S3e1 ⊕ Z3S3e2 = N1 ⊕N2.

Ìîäóëü N1 èìååò áàçèñ {e1, ae1, a2e1. Äåéñòâóÿ íà áàçèñíûå ýëåìåíòû N1 ýëå-
ìåíòàìè ãðóïïû S3, ïîëó÷èì

be1 = e1, bae1 = a2be1, ba
2e1 = be1.

Òàêèì îáðàçîì â N1 ðåàëèçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå

Γ1 : a→

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 , b→

 1 0 0
0 0 1
0 1 0

 .

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî â N2 ðåàëèçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå

Γ2 : a→ Γ1(a), b→ −Γ1(b).

Â ñèëó [12] N1 è N2 � åäèíñòâåííûå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà íåðàçëîæèìûå
Z3S3-ìîäóëè ðàçìåðíîñòè 3. Î÷åâèäíî ãðóïïû ImΓ1 (i = 1, 2) íå ñîïðÿæåíû â
GL(3,Z3). Èñïîëüçóÿ âûøåäîêàçàííîå è ðåçóëüòàòû [10�12] íåòðóäíî îïèñàòü
ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè âñå ïîäãðóïïû W ãðóïïû GL(3,Z3) ïîðÿäêà
|W | = 2m · 3 (m = 2, 3).

Îïèøåì ïîäãðóïïû ïîðÿäêà 48 ãðóïïû GL(3,Z3). Èç ðàçðåøèìîñòè W ñëå-
äóåò, ÷òî W ñîäåðæèò ïîäãðóïïó V ïîðÿäêà |V | = 24, êîòîðàÿ, â ñèëó ïðåäëî-
æåíèÿ 6, èçîìîðôíà îäíîé èç ãðóïï: C2 ×D4, C2 ×K4 èëè H.

Ïîêàæåì, ÷òî W 6⊂ SL(3,Z3). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü W � ïîäãðóï-
ïà ïîðÿäêà 48 ãðóïïû SL(3,Z3). Ãðóïïà W ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó
U , òàêóþ ÷òî [W : U ] = 2 èëè [W : U ] = 3. Â ïåðâîì ñëó÷àå, êàê ëåãêî âèäåòü,
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U ∼= S4 è ñîïðÿæåíà ñ ãðóïïîé W19. Òîãäà ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà P ãðóïïû W
èçîìîðôíà ãðóïïå C2 × D4 ëèáî H. Ñëó÷àé P ∼= C2 × D4 íåâîçìîæåí ââèäó
ïðåäëîæåíèÿ 6. Òàêèì îáðàçîì P ∼= H / W è W ∼= H × C3. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ñëó÷àé [W : U ] = 3 ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó.

Èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 5 âûòåêàåò, ÷òî òîãäà W èçîìîðôíà îäíîé
èç ãðóïï:

T1 : a8 = b2 = c3 = 1, b−1ab = a3, c−1ac = ak, c−1bc = b, (k, 2) = 1;

T2 : a8 = b2 = c3 = 1, b−1ab = a3, c−1ac = ck, c−1bc = a2b, (k, 2) = 1.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ãðóïïà W ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, íå âëîæèìóþ â GL(3,Z3),
÷òî íåâîçìîæíî. ÏîýòîìóW ∩SL(3,Z3) = V 6= {E}. Èç ïðåäëîæåíèÿ 6 ýëåìåíò
c ïîðÿäêà 3 ãðóïïû W ïðèíàäëåæèò SL(3,Z3) è, çíà÷èò, c ∈ V . Ïîêàæåì, ÷òî
[W : V ] = 2. Ïî îñíîâíîé òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìàõ èìååì

SL(3,Z3) ·W�SL(3,Z3) ∼= W�SL(3,Z3) ∩W ∼= W�V.

Ïîñêîëüêó W = {c, P} è c ∈ V , òî äàëåå ìîæíî çàïèñàòü

SL(3,Z3) ·W�SL(3,Z3) ∼= SL(3,Z3) · P�SL(3,Z3) ∼= P�P1
∼= W�V,

ãäå P1 = P ∩ SL(3,Z3). Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî [P : P1] = 2.
Î÷åâèäíî, ñëó÷àé P ∼= H íåâîçìîæåí. Çíà÷èò P ∼= C2 × D4 èëè P ∼= C2 ×K4.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ −E ∈ P è [P : P1] = 2. Îòñþäà ñ î÷åâèäíîñòüþ ïîëó÷àåì
[W : V ] = 2 è −E ∈ W . Ïîñêîëüêó S4 � åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôè-
çìà ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 24 ãðóïïû SL(3,Z3), òî W ∼= S4×C2 è W = {W19,−E}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |W | = 25 · 3. Òîãäà ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû W
èçîìîðôíà ãðóïïå H × C2 è, ñëåäîâàòåëüíî, P = {P,−E}, ãäå P1 ⊂ SL(3,Z3).
Òîãäà ãðóïïó W ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå W = {−E, V }, ãäå V � ãðóïïà
ïîðÿäêà 48 â SL(3,Z3), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 3. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 8. Ãðóïïà GL(3,Z3) ñîäåðæèò ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííî-
ñòè 3 ïîäãðóïïû U1, U2, U3 ïîðÿäêà 2m · 3k · 13 (0 ≤ m ≤ 5; k = 0, 1):

1) U1 =


 0 0 −1
−1 0 β
0 −1 −γ

 � ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ ãðóïïå C26;

2) U2 =


 0 0 1

1 0 −β
0 1 γ

 ,

 1 1 −β
0 −β γ − 1
0 γ β − 1

 � ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ

ãðóïïå C4 : a17 = b3 = 1, bab−1 = a3;

3) U3 =


 0 0 1

0 0 −β
0 1 γ

 ,

 −1 −1 β
0 β 1− γ
0 −γ 1− β

 � ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ

ãðóïïå C5 : a13 = b6 = 1, bab−1 = a3;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü W � ïîäãðóïïà ïîðÿäêà |W | = 2m · 3k · 13 ãðóïïû
GL(3,Z3). Òîãäà 0 ≤ m ≤ 5 è k = 0, 1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1) |W | = 2m · 13. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè m > 1 W íåöèêëè÷íà. Ïóñòü G �
àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 2m · 13, îáëàäàþùàÿ òî÷íûì Z3-ïðåäñòàâëåíèåì
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ñòåïåíè 3 è P � ñèëîâñêàÿ 13-ïîäãðóïïà ãðóïïû W . Åñëè G � íåïðèâîäèìà, òî
G ëèáî àáñîëþòíî íåïðèâîäèìà, ëèáî öèêëè÷íà. Ïîñêîëüêó Γ|P íåïðèâîäèìî,
òî è Γ íåïðèâîäèìî. Ïîñêîëüêó G � íåöèêëè÷íà, òî Γ � àáñîëþòíî íåïðèâîäèìî,
îòêóäà 3 | |G|, ÷òî àáñóðäíî. Ïîýòîìó m ≤ 1 è G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà
26. Èç ïðåäëîæåíèÿ 6 è ëåììû 3 ïîëó÷èì, ÷òî U1 � åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ
äî ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 26 ãðóïïû GL(3,Z3).

2) Ïóñòü G � àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 39. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè G
âëîæèìà â GL(3,Z3), òî G íåöèêëè÷íà. Òîãäà G � ìåòàöèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà,
ïîðîæäåííàÿ äâóìÿ îáðàçóþùèìè a è b ñ îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

G : a13 = b3 = 1, bab−1 = a3.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ � òî÷íîå Z3-ïðåäñòàâëåíèå ñòåïåíè 3 ãðóïïû G. Ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 6 è ëåììå 3 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî:

Γ : a→

 0 0 1
1 0 −β
0 1 γ

 , b→ Γb.

Ïîêàæåì, ÷òî Γ ðåàëèçóåòñÿ â ìîäóëå Z3[ω], ãäå ω � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü
ñòåïåíè 13 èç 1,

γ = ω + ω3 + ω9, β = ω−1 + ω−3 +−9 .

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x = α0+α1ω
2 (αi ∈ Z3; 0 ≤ i ≤ 2) � ýëåìåíò êîëüöà Z3[ω],

çàïèñàííûé â áàçèñå 1, ω, ω2 íàä êîëüöîì Z3. Çàäàäèì äåéñòâèå a, b íà ýëåìåíòå
x, ïîëîæèâ: ax = ωx, bx = ϕ(x), ãäå ϕ � îáðàçóþùèé ãðóïïû Ãàëóà ïîëÿ Q3(ω)
íàä Q3. Òîãäà bab

−1 = a3. Ïîýòîìó

ω3 = γω2 − βω + 1, ω6 = −β + (α− 1)ω + (β − 1)ω2

è Γb èìååò âèä:

Γb =

 1 1 −β
0 −β γ − 1
0 γ β − 1

 .

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 4, ïîëó÷èì, ÷òî U2 � åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåí-
íîñòè ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 39 ãðóïïû GL(3,Z3).

3) Ïóñòü |W | = 2m · 3 · 13 (0 ≤ m ≤ s). Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå m ≤ 1.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü m ≥ 1 è

1 = W0 ⊂ W1 ⊂ · · · ⊂ Ws = W (10)

� êîìïîçèöèîííûé ðÿä ãðóïïûW . Òîãäà âñå ôàêòîðû ðÿäà (10) � ïðîñòûå ãðóï-
ïû. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó [13] âñå ôàêòîðû (10) öèêëè÷íû. Òîãäà W � ðàçðåøè-
ìàÿ ãðóïïà è W ñîäåðæèò ïîäãðóïïó ïîðÿäêà 2m · 13, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì
îáðàçîì |W | ≤ 2 · 3 · 13. Ïóñòü G � àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà |G| = 2 · 3 · 13.
Î÷åâèäíî, |G| � íåàáåëåâà ãðóïïà. Ïîñêîëüêó âñå ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû ãðóïïû
G öèêëè÷íû, òî G � ìåòàöèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà. Îòñþäà è èç âûøåäîêàçàííîãî
ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî ãðóïïó G ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

1) a13 = b6 = 1, bab−1 = a3 èëè 2) a3 = b26 = 1, bab−1 = a−1.
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Â ñëó÷àå 1) èç ïðåäëîæåíèÿ 6 ñëåäóåò, ÷òî U3 � åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ
äî ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ ãðóïïå 1). Ëåãêî âèäåòü òàêæå, ÷òî
ãðóïïà 2) íå âëîæèìà â GL(3,Z3). Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Èç ïðåäëîæåíèé 6�8 âûòåêàåò îïèñàíèå ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè âñåõ
êîíå÷íûõ ïîäãðóïï ãðóïïû GL(3,Z3).
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