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1 Лекцiя 1. Нелiнiйнi рiвняння 1-го порядку з двома
незалежними змiнними. Методи розв’язування

1.1 Повний, загальний i особливий iнтеграл

Означення 1. Загальне нелiнiйне рiвняння в частинних похiдних першого порядку з
двома незалежними змiнними має вигляд

F (x, y, w, p, q) = 0, де p =
∂w

∂x
, q =

∂w

∂y
. (1)

Такi рiвняння часто зустрiчаються в аналiтичнiй механiцi, варiацiйному численнi, теорiї
оптимального управлiння, диференцiальних iграх, динамiчному програмуваннi, геометри-
чнiй оптицi, диференцiальнiй геометрiї та iнших областях.

У цьому роздiлi будемо розглядати гладкi розв’язки w = w(x, y) рiвняння (1), що мають
неперервнi похiднi по обох аргументах (негладкi розв’язки див., наприклад, в [1]).
1◦. Нехай вiдомо частинний розв’язок рiвняння (1)

w = Ξ(x, y, C1, C2), (2)

який залежить вiд двох довiльних сталих C1 та C2.

Означення 2. Двопараметричне сiмейство розв’язкiв (2) називається повним iнтегра-
лом рiвняння (1), якщо в данiй областi ранг матрицi

M =

(
Ξ1 Ξx1 Ξy1
Ξ2 Ξx2 Ξy2

)
(3)

дорiвнює двом (це справедливо, наприклад, при Ξx1Ξy2 − Ξx2Ξy1 ̸= 0). Тут введено позна-
чення

Ξn =
∂Ξ

∂Cn
, Ξxn =

∂2Ξ

∂x∂Cn
, Ξyn =

∂2Ξ

∂y∂Cn
(n = 1, 2).
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У низцi випадкiв повний iнтеграл вдається знайти методом невизначених коефiцiєнтiв,
задавши вiдповiдним чином структуру частинного розв’язку.

Приклад 1. Розглянемо рiвняння

∂w

∂x
= a

(
∂w

∂y

)n

+ b.

Частинний розв’язок шукаємо у виглядi суми w = C1y + C2 + C3x. Пiдставивши цей
вираз у рiвняння, знаходимо зв’язок мiж коефiцiєнтами C1 i C3: C3 = aCn

1 + b. Звiдси
отримаємо повний iнтеграл: w = C1y + (aCn

1 + b)x+ C2.

Повний iнтеграл рiвняння (1) часто записується в неявному виглядi1

Ξ(x, y, w, C1, C2) = 0. (4)

2◦. Загальний iнтеграл (розв’язок) ДРЧП 1-го порядку, як вiдомо, завжди залежить вiд
однiєї довiльної функцiї. Загальний розв’язок рiвняння (1) можна зобразити в параметри-
чному виглядi за допомогою повного iнтеграла (2) (або (4)) i двох рiвнянь

C2 = f(C1),
∂Ξ

∂C1

+
∂Ξ

∂C2

f ′(C1) = 0,
(5)

де f – довiльна функцiя, а штрих означає похiдну. Загальний iнтеграл в певному сенсi
вiдiграє роль загального розв’язку, що залежить вiд довiльної функцiї (питання про те,
чи всi розв’язки вiн описує, вимагає додаткового аналiзу).

Приклад 2. Для рiвняння, розглянутого в першому прикладi, загальний iнтеграл мо-
жна представити в параметричному виглядi за допомогою спiввiдношень

w = C1y + (aCn
1 + b)x+ C2, C2 = f(C1), y + anCn−1

1 x+ f ′(C1) = 0.

Виключаючи звiдси C2 i перепозначаючи параметр C1 через C, зручно представити за-
гальний iнтеграл в наочнiшiй формi

w = Cy + (aCn + b)x+ f(C),

y = −anCn−1x+ f ′(C).

3◦. Особливий iнтеграл рiвняння (1) знаходиться без використання повного iнтеграла шля-
хом виключення p i q iз системи трьох рiвнянь

F = 0, Fp = 0, Fq = 0,

де перше рiвняння збiгається з (1).
1В формулах (2) i (4) символом Ξ позначено рiзнi функцiї.
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1.2 Метод Лагранжа-Шарпi

Нехай знайдено один перший iнтеграл

Φ(x, y, w, p, q) = C1 (6)

характеристичної системи звичайних диференцiальних рiвнянь

dx

Fp
=
dy

Fq
=

dw

pFp + qFq
= − dp

Fx + pFw
= − dq

Fy + qFw
, (7)

де

Fx =
∂F

∂x
, Fy =

∂F

∂y
, Fw =

∂F

∂w
, Fp =

∂F

∂p
, Fq =

∂F

∂q
.

Вважатимемо, що iнтеграл (6) разом з рiвнянням (1) можна розв’язати вiдносно похi-
дних p, q:

p = φ1(x, y, w, C1), q = φ2(x, y, w, C1). (8)

Перше рiвняння цiєї системи можна розглядати як звичайне диференцiальне рiвняння з
незалежною змiнною x i параметром y. Отримавши загальний розв’язок цього рiвняння,
залежний вiд довiльної функцiї ψ(y), пiдставляють його в друге рiвняння. У пiдсумку
приходять до звичайного диференцiального рiвняння для ψ. Визначивши функцiю ψ(y)
i пiдставивши її в загальний розв’язок першого рiвняння (8), знаходимо повний iнтеграл
рiвняння (1). Аналогiчним чином розв’язання системи (8) можна починати з другого рiв-
няння, розглядаючи його як звичайне диференцiальне рiвняння з незалежною змiнною y
i параметром x.

Приклад 3. Розглянемо рiвняння

ywp2 − q = 0, де p =
∂w

∂x
, q =

∂w

∂y
.

Характеристична система (7) в даному випадку має вигляд

dx

2ywp
= −dy

1
=

dw

2ywp2 − q
= − dp

yp3
= − dq

wp2 + yp2q
.

Скориставшись вихiдним рiвнянням, спрощуємо знаменник третього вiдношення i от-
римуємо iнтегровну комбiнацiю: dw/(ywp2) = −dp/(yp3). Звiдси знаходимо перший iнте-
грал p = C1/w. Розв’язуючи його разом з вихiдним рiвнянням вiдносно p i q, отримуємо
систему

p =
C1

w
, q =

C2
1y

w
.

Загальний розв’язок першого рiвняння має вигляд w2 = 2C1x + ψ(y), де ψ(y) – довiльна
функцiя. Пiдставляючи цей розв’язок у друге рiвняння системи, маємо ψ′(y) = 2C2

1y.
Тому ψ(y) = C2

1y
2 + C2. В результатi отримаємо повний iнтеграл у виглядi

w2 = 2C1x+ C2
1y

2 + C2.
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Вiдмiтимо, що повний iнтеграл рiвняння (1) є загальним розв’язком цiлком iнтегров-
ного рiвняння Пфаффа

dw = φ1(x, y, w, C1)dx+ φ2(x, y, w, C1)dy, (9)

в якому мiстяться функцiї φ1 та φ2 з системи (8).

Зауваження 1. Очевидним першим iнтегралом характеристичної системи (7) є рiв-
нiсть F (x, y, w, p, q) = C, тому функцiя Φ, що визначає iнтеграл (6), повинна бути
вiдмiнна вiд F . Однак, використання очевидного першого iнтеграла дозволяє знизити
порядок системи (7) на одиницю.

1.3 Побудова повного iнтеграла за допомогою двох перших iнте-
гралiв

Нехай знайдено два незалежних перших iнтеграла

Φ(x, y, w, p, q) = C1, Ψ(x, y, w, p, q) = C2 (10)

характеристичної системи звичайних диференцiальних рiвнянь (7). Вважатимемо, що фун-
кцiї F , Φ, Ψ, якi визначають рiвняння (1) та iнтеграли (10), задовольняють наступним
двом умовам:

J ≡ ∂(F,Φ,Ψ)

∂(w, p, q)
̸≡ 0, [Φ,Ψ] ≡

∣∣∣∣ Φp Φx + pΦw

Ψp Ψx + pΨw

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ Φq Φy + qΦw

Ψq Ψy + qΨw

∣∣∣∣ ≡ 0, (11)

де J – якобiан функцiй F , Φ, Ψ по змiнним w, p, q, а [Φ,Ψ] – дужка Якобi. В цьому
випадку рiвностi (1) i (10) являють собою параметричну форму представлення повного
iнтеграла рiвняння (1) (p i q розглядаються як параметри). Виключивши p i q з (1) та
(10), а потiм розв’язавши отриманий вираз вiдносно w, можна отримати повний iнтеграл
в явному виглядi w = w(x, y, C1, C2).

Приклад 4. Розглянемо рiвняння

pq − aw = 0, де p =
∂w

∂x
, q =

∂w

∂y
.

Характеристична система (7) у цьому випадку має вигляд

dx

q
=
dy

p
=
dw

2pq
=
dp

ap
=
dq

aq
.

Прирiвнюючи спочатку перше i п’яте вiдношення, а потiм друге i четверте, знаходимо
першi iнтеграли

q − ax = C1, p− ay = C2.

Маємо F = pq − aw, Φ = q − ax, Ψ = p − ay. Цi функцiї задовольняють умовам (11).
Розв’язуючи рiвняння i першi iнтеграли вiдносно w, отримуємо повний iнтеграл у ви-
глядi

w =
1

a
(ax+ C1)(ay + C2).
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1.4 Випадок, коли рiвняння не залежить явно вiд w

Нехай вихiдне рiвняння не мiстить явно шуканої функцiї, тобто має вигляд

F (x, y, p, q) = 0. (12)

1◦. Якщо отримано однопараметричне сiмейство розв’язкiв w = Ξ(x, y, C1), що задовольняє
умовi Ξ′

1 ̸≡ const (тут штрих означає похiдну по C1), повний iнтеграл дається виразом
w = Ξ(x, y, C1) + C2.
2◦. Перший iнтеграл (6) можна шукати в формi Φ(x, y, p, q) = C1, аналогiчнiй рiвнянню
(12). В цьому випадку характеристична система (7) записується так:

dx

Fp
=
dy

Fq
= −dp

Fx
= −dq

Fy
.

Вiдповiдне рiвняння Пфаффа (9) набуває вигляду

dw = φ1(x, y, C1)dx+ φ2(x, y, C1)dy

i може бути проiнтегроване в квадратурах. В результатi маємо такий вираз для повного
iнтеграла:

w =

x∫
x0

φ1(t, y, C1)dt+

y∫
y0

φ2(x0, s, C1)ds+ C2, (13)

де сталi x0 i y0 можна вибрати довiльними.
3◦. Нехай рiвняння (12) вдається розв’язати вiдносно p або q, наприклад

p = −H(x, y, q).

Тодi диференцiюючи обидвi частини по y, можна отримати квазiлiнiйне рiвняння вiдносно
похiдної q:

∂q

∂x
+

∂

∂y
H(x, y, q) = 0, q =

∂w

∂y
.

Це рiвняння простiше вихiдного, його якiснi особливостi i методи розв’язання описанi в
пiдручниках, присвячених теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь (див., наприклад,
[2]).

1.5 Рiвняння Гамiльтона-Якобi

Означення 3. Рiвняння (1), розв’язане вiдносно однiєї з похiдних

p+H(x, y, w, q) = 0, де p =
∂w

∂x
, q =

∂w

∂y
, (14)

прийнято називати рiвнянням Гамiльтона-Якобi, а функцiю H – гамiльтонiаном (або
функцiєю Гамiльтона).
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Рiвняння вигляду (14) часто зустрiчаються в рiзних роздiлах механiки, теорiї управ-
лiння та диференцiальних iграх, де змiнна x зазвичай вiдiграє роль часу, а змiнна y – роль
просторової координати. Рiвнянню Гамiльтона-Якобi (14) вiдповiдає функцiя
F (x, y, w, p, q) = p+H(x, y, w, q) в рiвняннi (1).

Характеристична система (7) для рiвняння (14) з урахуванням рiвностi p = −H зво-
диться до простiшої системи, що складається з трьох диференцiальних рiвнянь

y′x = Hq, w′
x = qHq −H, q′x = −qHw −Hy, (15)

якi не залежать вiд p (в лiвiй частинi рiвнянь знаходяться похiднi по змiннiй x).

1.6 Перетворення Лежандра i Ейлера

Будемо вважати, що функцiя w(x, y) двiчi неперервно диференцiйовна в розглядуванiй
областi.
1◦. Перетворення Лежандра вводиться так:

x = WX , y = WY , w = XWX + YWY −W, де W = W (X,Y ). (16)

Обернене перетворення Лежандра має аналогiчний вигляд

X = wx, Y = wy, W = xwx + ywy − w, де w = w(x, y). (17)

Переходячи в рiвняннi (1) до нових змiнних (16), отримаємо

F (WX ,WY , XWX + YWY −W,X, Y ) = 0. (18)

Це рiвняння iнодi простiше вихiдного рiвняння (1). Якщо W = W (X,Y ) – iнтеграл рiвнян-
ня (18), то спiввiдношення (16) дають параметричне представлення вiдповiдного iнтеграла
w = w(x, y) рiвняння (1).

Зауваження 2. При використаннi перетворення Лежандра окремi iнтеграли можуть
пропадати, якщо в деякiй пiдобластi якобiан ∂(wx, wy)/∂(x, y) тотожно дорiвнює нулю.

2◦. Пряме i обернене перетворення Ейлера мають вигляд

x = WX , y = Y, w = XWX −W, де W = W (X,Y ); (19)
X = wx, Y = y, W = xwx − w, де w = w(x, y). (20)

Переходячи в (1) до нових змiнних (19), отримаємо наступне рiвняння:

F (WX , Y,XWX −W,X,−WY ) = 0, (21)

яке iнодi простiше вихiдного. ЯкщоW = W (X,Y ) – iнтеграл рiвняння (21), то спiввiдноше-
ння (19) дають параметричне представлення вiдповiдного iнтеграла w = w(x, y) рiвняння
(1).

Зауваження 3. При використаннi перетворення Ейлера окремi iнтеграли можуть про-
падати, якщо в деякiй пiдобластi друга похiдна wxx (або wyy) тотожно дорiвнює нулю.
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2 Лекцiя 2. Задача Кошi. Теорема iснування та єдиностi
розв’язку

2.1 Постановка задачi та процедура побудови розв’язку

Розглянемо задачу Кошi для рiвняння

F (x, y, w, p, q) = 0, де p =
∂w

∂x
, q =

∂w

∂y
(22)

з початковими умовами

x = h1(ξ), y = h2(ξ), w = h3(ξ), (23)

де ξ – параметр (α 6 ξ 6 β), а hk(ξ) – заданi функцiї.
Розв’язання цiєї задачi здiйснюється в кiлька етапiв:

1◦. Спочатку визначаються додатковi початковi умови для похiдних:

p = p0(ξ), q = q0(ξ). (24)

Для цього розв’язують алгебраїчну (або трансцендентну) систему рiвнянь

F (h1(ξ), h2(ξ), h3(ξ), p0, q0) = 0, (25)
p0h

′
1(ξ) + q0h

′
2(ξ)− h′3(ξ) = 0 (26)

вiдносно p0 i q0. Рiвняння (25) отримано в результатi пiдстановки початкових даних (23)
у вихiдне рiвняння (22). Рiвняння (26) є наслiдком залежностi w = w(x, y) i формули для
диференцiала dw = pdx+ qdy, де dx, dy, dw обчислюються за початковими даними (23).
2◦. Розв’язується автономна система рiвнянь

dx

Fp
=
dy

Fq
=

dw

pFp + qFq
= − dp

Fx + pFw
= − dq

Fy + qFw
= dτ, (27)

яка отримана з формули (7) (див. попередню лекцiю) шляхом введення додаткової змiнної
τ (що вiдiграє роль часу).
3◦. Сталi iнтегрування визначаються з початкових умов:

x = h1(ξ), y = h2(ξ), w = h3(ξ), p = p0(ξ), q = q0(ξ), τ = 0, (28)

якi отриманi об’єднанням умов (23) i (24). В результатi знаходимо три функцiї

x = x(τ, ξ), y = y(τ, ξ)), w = w(τ, ξ), (29)

якi дають розв’язки даної задачi Кошi в параметричному виглядi (τ , ξ – параметри).
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2.2 Теорема iснування та єдиностi

Нехай функцiя F = F (x, y, w, p, q), за допомогою якої задається рiвняння (22), двiчi
неперервно диференцiйовна за всiма п’ятьма аргументами (в данiй областi), причому
F 2
p + F 2

q ̸= 0. Нехай функцiї h1(ξ), h2(ξ), h3(ξ), якi визначають початковi данi (23), двiчi
неперервно диференцiйовнi по ξ, причому (h′1)

2 + (h′2)
2 ̸= 0. Вважаємо, що функцiї p0(ξ),

q0(ξ), якi задають додатковi початковi умови (24), задовольняють системi (25), (26). Крiм
того, вважаємо, що виконується умова

∆ ≡ Fph
′
2 − Fqh

′
1 ̸= 0,

в якiй фiгурують функцiї з (23), (24) i штрихом позначено похiднi по ξ. При виконаннi
зроблених припущень, iснує єдиний двiчi неперервно диференцiйовний розв’язок рiвняння
(22), який задовольняє початковим умовам (23), (24).

Зауваження 4. Ця теорема носить локальний характер: iснування єдиного гладкого
розв’язку задачi Кошi гарантується лише в деякому околi лiнiї, що задається початко-
вими даними (23) разом з додатковими умовами (24).

Зауваження 5. Алгебраїчна (або трансцендентна) система (25), (26) може мати кiлька
розв’язкiв, що призводить до рiзних додаткових початкових умов для похiдних (24).
Кожна з цих додаткових умов буде породжувати свiй власний розв’язок задачi Кошi
(22), (23).

Зауваження 6. Для нелiнiйних рiвнянь глобальний розв’язок задачi Кошi (22), (23) може
виявитися багатозначним також через перетин характеристик в площинi x, y.

2.3 Задача Кошi для рiвняння Гамiльтона-Якобi

Початкова умова для рiвняння Гамiльтона-Якобi (14) зазвичай формулюється у виглядi

w = φ(y) при x = L. (30)

В даному випадку розв’язання задачi Кошi зводиться до розв’язання характеристичної
системи (15) з початковою умовою

y = ξ, w = φ(ξ), q = φ′(ξ) при x = L, (31)

де штрих означає похiдну по параметру ξ.

2.4 Приклади розв’язання задачi Кошi

Розглянемо конкретнi приклади.

Приклад 5. Потрiбно знайти розв’язок рiвняння

aw = pq, де p =
∂w

∂x
, q =

∂w

∂y
, (32)
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що проходить через пряму
x = 1, w = by. (33)

Запишемо рiвняння прямої (33) в параметричнiй формi

x = 1, y = ξ, w = bξ. (34)

Визначимо p0(ξ) i q0(ξ) iз системи (25), (26), яка в даному випадку має вигляд:

abξ = p0q0, q0 − b = 0.

Звiдси отримаємо
p0 = aξ, q0 = b. (35)

Система (27) при F = pq − aw записується так:

dx

q
=
dy

p
=
dw

2pq
=
dp

ap
=
dq

aq
= dτ. (36)

Її розв’язок дається формулами (спочатку iнтегруються два останнiх рiвняння):

p = C1e
aτ , q = C2e

aτ , x =
C2

a
eaτ + C3, y =

C1

a
eaτ + C4, w =

C1C2

a
e2aτ + C5. (37)

Використовуючи початковi умови (отриманi з (34) i (35))

x = 1, y = ξ, w = bξ, p0 = aξ, q0 = b при τ = 0, (38)

визначимо сталi iнтегрування в (37):

C1 = aξ, C2 = b, C3 = 1− b

a
, C4 = C5 = 0.

Пiдставляючи цi значення в (37), знаходимо розв’язок задачi Кошi (32), (33) в параме-
тричному виглядi

x =
b

a
eaτ + 1− b

a
, y = ξeaτ , w = bξe2aτ .

Виключаючи параметри ξ i τ , отримаємо розв’язок у явному виглядi: w = (ax+ b− a)y.

Приклад 6. Отримаємо тепер розв’язок рiвняння (32), що задовольняє початковiй умо-
вi w = f(y) при x = 0.

Запишемо початкову умову в параметричнiй формi

x = 0, y = ξ, w = f(ξ). (39)

Система (25), (26) для визначення p0(ξ) i q0(ξ) має вигляд: af(ξ) = p0q0, q0 − f ′(ξ) = 0.
Звiдси маємо

p0 = a
f(ξ)

f ′(ξ)
, q0 = f ′(ξ). (40)
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Загальний розв’язок характеристичної системи (36) описується формулами (37). Вико-
ристовуючи початковi умови (39), (40), якi повиннi виконуватися при τ = 0, знаходимо
сталi iнтегрування

C1 = a
f(ξ)

f ′(ξ)
, C2 = f ′(ξ), C3 = −f

′(ξ)

a
, C4 = ξ − f(ξ)

f ′(ξ)
, C5 = 0.

Пiдставляючи цi значення в (37), отримаємо розв’язок задачi Кошi (32), (39) у параме-
тричному виглядi

x =
1

a
f ′(ξ)(eaτ − 1), y =

f(ξ)

f ′(ξ)
(eaτ − 1) + ξ, w = f(ξ)e2aτ .

Приклад 7. Потрiбно знайти розв’язок рiвняння(
∂w

∂x

)2

+

(
∂w

∂y

)2

= a2, (41)

що проходить через коло
x2 + y2 = b2, w = 0. (42)

Ввiвши параметр ξ, запишемо рiвняння кола так:

x = b sin ξ, y = b cos ξ, w = 0. (43)

Рiвняння для визначення додаткових початкових умов (25), (26) в даному випадку ма-
ють вигляд

p20 + q20 = a2, p0 cos ξ − q0 sin ξ = 0.

Звiдси отримаємо
p0 = εa sin ξ, q0 = εa cos ξ, де ε = ±1. (44)

Система (36) при F = p2 + q2 − a2 записується так:
dx

2p
=
dy

2q
=

dw

2(p2 + q2)
=
dp

0
=
dq

0
= dτ. (45)

Її розв’язок дається формулами (спочатку iнтегруються два останнiх рiвняння):

p = C1, q = C2, x = 2C1τ + C3, y = 2C2τ + C4, w = 2(C2
1 + C2

2)τ + C5. (46)

Використовуючи початковi умови (43), (44), якi повиннi виконуватися при τ = 0, зна-
ходимо сталi iнтегрування

C1 = εa sin ξ, C2 = εa cos ξ, C3 = b sin ξ, C4 = b cos ξ, C5 = 0, де ε = ±1.

Пiдставляючи цi значення в (46), знаходимо розв’язок задачi Кошi (41), (42) у параме-
тричному виглядi

x = (2εaτ + b) sin ξ, y = (2εaτ + b) cos ξ, w = 2a2τ.

Виключаючи параметри ξ та τ , запишемо розв’язок в бiльш наочному виглядi:

a2(x2 + y2) = (ab± w)2. (47)

Геометрична iнтерпретацiя: формула (47) описує два круглих конуса в просторi (x, y, w),
у яких в основi лежить коло (42) i спiльна вiсь збiгається з вiссю w. Координати вершин
конусiв: w = ±ab.

Важливо вiдмiтити, що розв’язок (47) є багатозначною функцiєю.
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3 Лекцiя 3. Вiдокремлення змiнних. Рiвняння спецiаль-
ного вигляду

Метод вiдокремлення змiнних полягає в тому, що повний iнтеграл шукається у виглядi
суми функцiй рiзних аргументiв. Опишемо структуру повного iнтеграла деяких класiв
нелiнiйних рiвнянь 1-го порядку, що допускають вiдокремлення змiнних.
1◦. Нехай функцiя F не залежить явно вiд шуканої функцiї w(x, y), тобто рiвняння

F (x, y, w, p, q) = 0, де p =
∂w

∂x
, q =

∂w

∂y
(48)

має вигляд
F (x, y, p, q) = 0, (49)

Тодi повний iнтеграл мiстить одну адитивну сталу:

w = Ξ(x, y, C1) + C2. (50)

2◦. Нехай рiвняння не залежить явно вiд змiнної x i шуканої величини w:

F (y, p, q) = 0. (51)

Тодi повний iнтеграл можна представити у виглядi

w = C1x+ u(y), (52)

де нова функцiя u(y) визначається шляхом розв’язання звичайного диференцiального рiв-
няння:

F (y, C1, u
′(y)) = 0. (53)

Функцiя u згiдно п. 1◦ мiстить адитивну сталу C2.

Приклад 8. Розв’язати рiвняння

p2q − ay = 0.

Пiдставляючи (52) у це рiвняння, отримуємо

C2
1

du

dy
− ay = 0 ⇒ du

dy
=
ay

C2
1

,

звiдки
u =

∫
ay

C2
1

dy + C2 =
a

2C2
1

y2 + C2,

а повний iнтеграл в цьому випадку має вигляд

w = C1x+
a

2C2
1

y2 + C2.
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3◦. Нехай в рiвняннi можна окремо видiлити залежностi вiд двох змiнних x i y, пiсля чого
воно набуває вигляду

F (φ1(x, p), φ2(y, q)) = 0. (54)
Тодi повний iнтеграл можна представити у виглядi суми двох функцiй

w = w1(x) + w2(y), (55)

якi визначаються шляхом розв’язання двох звичайних диференцiальних рiвнянь

φ1(x,w
′
1(x)) = C1,

φ2(y, w
′
2(y)) = C2,

(56)

де C1 – довiльна стала, а C2 визначається з виразу F (C1, C2) = 0.

Приклад 9. Розв’язати рiвняння

(xp)2(yq)3 + a = 0.

Система (56) для цього рiвняння має вигляд

(xw′
1)

2 = C1,
(yw′

2)
3 = C2,

де C1 i C2 – пов’язанi спiввiдношенням

C1C2 + a = 0 ⇒ C2 = − a

C1

.

З першого рiвняння отримуємо

w′
1(x) = ±

√
C1

x
⇒ w1 = ±

√
C1

(
ln |x|+ C̃1

)
,

а з другого –

w′
2(y) =

3
√
C2

y
⇒ w2 = − 3

√
a

C1

(
ln |y|+ C̃2

)
,

де C̃1, C̃2 – довiльнi сталi.
Пiдставляючи отриманi для w1 та w2 вирази у формулу (55), отримуємо повний

iнтеграл

w = ±
√
C1 ln |x| − 3

√
a

C1

ln |y|+ C3,

де C1, C3 – довiльнi сталi.

4◦. Нехай рiвняння має вигляд

F (x, p) + F (y, q) = aw, a − стала. (57)

Повний iнтеграл можна представити у виглядi суми двох функцiй

w = w1(x) + w2(y), (58)

якi визначаються шляхом розв’язання двох звичайних диференцiальних рiвнянь

F1(x,w
′
1)− aw1 = λ,

F2(y, w
′
2)− aw2 = −λ, (59)

де λ – стала вiдокремлення.
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Приклад 10. Розв’язати рiвняння

(xp)2 + yq = aw.

Пiдстановка w = w1(x) + w2(y) приводить нас до рiвняння

(xw′
1(x))

2 + yw′
2(y) = aw1(x) + aw2(y),

в якому змiннi вiдокремлюються, i отримуємо два рiвняння

(xw′
1(x))

2 − aw1(x) = −yw′
2(y) + aw2(y) = λ.

З першого рiвняння отримуємо

xw′
1 = ±

√
aw1 + λ⇒ ± dw1√

aw1 + λ
=
dx

x
,

±2

a

√
aw1 + λ = ln |x|+ ln |C1| ⇒ w1 =

a

4
ln2 |C1x| −

λ

a
,

а з другого рiвняння –

yw′
2 = aw2 − λ⇒ dw2

aw2 − λ
=
dy

y
,

1

a
ln |aw2 − λ| = ln |y|+ ln |C2| ⇒ w2 =

1

a
[(C2y)

a + λ] ,

де C1, C2 – довiльнi сталi.
Додаючи отриманi для w1 та w2 вирази, дiстанемо повний iнтеграл

w =
a

4
ln2 |C1x|+

1

a
(C2y)

a.
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4 Лекцiя 4. Точковi перетворення рiвнянь математичної
фiзики. Перетворення годографа

4.1 Точковi перетворення

Нехай x, y – незалежнi змiннi, a w = w(x, y) – функцiя цих змiнних. У загальному випадку
точкове перетворення задається формулами

x = X(ξ, η, u), y = Y (ξ, η, u), w = W (ξ, η, u), (60)

де ξ, η – новi незалежнi змiннi, u = u(ξ, η) – нова залежна змiнна, X, Y , W – деякi (заданi
або шуканi) функцiї.

Точковi перетворення не тiльки зберiгають порядок рiвняння, до якого вони застосо-
вуються, але i не змiнюють радикально структуру рiвняння, так як старшi похiднi нових
змiнних лiнiйно залежать вiд старших похiдних вихiдних змiнних.

Перетворення (60) оборотне, якщо якобiан∣∣∣∣∣∣∣∣
∂X
∂x

∂X
∂y

∂X
∂w

∂Y
∂x

∂Y
∂y

∂Y
∂w

∂W
∂x

∂W
∂y

∂W
∂w

∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.

У загальному випадку рiвняння другого порядку з двома незалежними змiнними

F

(
x, y, w,

∂w

∂x
,
∂w

∂y
,
∂2w

∂x2
,
∂2w

∂x∂y
,
∂2w

∂y2

)
= 0 (61)

за допомогою оборотного точкового перетворення (60) приводиться до вигляду

G

(
ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η
,
∂2u

∂ξ2
,
∂2u

∂ξ∂η
,
∂2u

∂η2

)
= 0. (62)

Якщо u = u(ξ, η) – деякий розв’язок рiвняння (62), то формули (60) визначають вiдповiд-
ний розв’язок рiвняння (61) в параметричному виглядi.

Найпростiшi перетворення незалежних змiнних мають вигляд:

ξ = x− x0, η = y − y0, (перетворення зсуву),
ξ = k1x, η = k2y (перетворення масштабування).

Перше перетворення вiдповiдає переносу початку координат в точку (x0, y0), а iнше – змiнi
масштабiв (стисненню або розтягу) уздовж осей x та y.

Точковi перетворення використовуються для спрощення рiвнянь i приведення їх до
вiдомих. Iнодi вони дозволяють звести нелiнiйнi рiвняння до лiнiйних.

Приклад 11. Нелiнiйне рiвняння

∂w

∂t
= a

∂

∂x

(
wm

∂w

∂x

)
+ [xf(t) + g(t)]

∂w

∂x
+ h(t)w
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за допомогою точкового перетворення

w(x, t) = u(z, τ)H(t), z = xF (t) +

∫
g(t)F (t)dt, τ =

∫
F 2(t)Hm(t)dt,

де функцiї F та H визначаються формулами

F (t) = exp

[∫
f(t)dt

]
, H(t) = exp

[∫
h(t)dt

]
,

приводиться до простiшого рiвняння

∂u

∂τ
=

∂

∂z

(
um

∂u

∂z

)
.

Приклад 12. Нелiнiйне рiвняння

∂w

∂t
=
∂2w

∂x2
+ a

(
∂w

∂x

)2

+ f(x, t)

замiною u = exp(aw) приводиться до лiнiйного рiвняння для функцiї u = u(x, t):

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ af(x, t)u.

4.2 Перетворення годографа

Для спрощення нелiнiйних рiвнянь i систем рiвнянь з частинними похiдними iнодi вико-
ристовується перетворення годографа.

4.2.1 Випадок, коли одна з незалежних змiнних приймається за шукану ве-
личину

Для рiвняння з двома незалежними змiнними x, t та шуканою функцiєю w = w(x, t)
перетворення годографа полягає в тому, що розв’язок шукається в неявному виглядi (x i
t можна помiняти мiсцями):

x = x(t, w), (63)

тобто t i w приймаються за незалежнi змiннi, а x – за залежну змiнну. Перетворення
годографа (63) не змiнює порядок рiвняння i є окремим випадком точкового перетворення
(його можна записати в еквiвалентному виглядi: x = w̃, t = t̃, w = x̃).

Приклад 13. Розглянемо нелiнiйне рiвняння другого порядку

∂w

∂t

(
∂w

∂x

)2

= a
∂2w

∂x2
. (64)

Шукаємо розв’язок в неявному виглядi. Диференцiюючи вираз (63) по обом змiнним
як неявну функцiю з урахуванням залежностi w = w(x, t), отримаємо:

1 = xwwx (диференцiювання по x),
0 = xwwt + xt (диференцiювання по t),
0 = xwww

2
x + xwwxx (диференцiювання по x двiчi),
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де нижнi iндекси позначають вiдповiднi частиннi похiднi. З цих спiввiдношень виразимо
«старi» похiднi через «новi»:

wx =
1

xw
, wt = − xt

xw
, wxx = −w

2
xxww
xw

= −xww
x3w

.

Пiдставивши цi вирази в (64), приходимо до лiнiйного рiвняння теплопровiдностi

∂x

∂t
= a

∂2x

∂w2
.

4.2.2 Використання еквiвалентної системи рiвнянь

Для системи двох рiвнянь з двома незалежними змiнними x, y i залежними змiнними
w = w(x, y), v = v(x, y) перетворення годографа полягає в тому, що w i v приймаються за
незалежнi змiннi, а x i y – за залежнi змiннi, тобто шукаються функцiї

x = x(w, v), y = y(w, v). (65)

Перетворення годографа застосовується в газовiй динамiцi i в теорiї струменiв для
лiнеаризацiї вiдповiдних рiвнянь та розв’язання деяких крайових задач.

Для дослiдження окремих рiвнянь iнодi корисно перейти до еквiвалентної системи
рiвнянь, а потiм зробити перетворення годографа. Проiлюструємо сказане на прикладах
конкретних нелiнiйних рiвнянь.

Приклад 14. Стацiонарне рiвняння Хохлова-Заболоцької (зустрiчається в акустицi i
в нелiнiйнiй механiцi)

∂2w

∂x2
+ a

∂

∂y

(
w
∂w

∂y

)
= 0 (66)

представимо у виглядi системи рiвнянь

∂w

∂x
=
∂v

∂y
, −aw∂w

∂y
=
∂v

∂x
. (67)

Використаємо перетворення годографа (65): приймемо w i v за незалежнi змiннi, а x i y
– за залежнi змiннi. Диференцiюючи кожен вираз (65) по x та по y (як складенi функцiї)
i виключаючи з отриманих спiввiдношень частиннi похiднi xw, xv, yw, yv, маємо:

∂x

∂w
=

1

J

∂v

∂y
,

∂x

∂v
= − 1

J

∂w

∂y
,

∂y

∂w
= − 1

J

∂v

∂x
,

∂y

∂v
=

1

J

∂w

∂x
, де J =

∂w

∂x

∂v

∂y
− ∂w

∂y

∂v

∂x
.

(68)
Виключаючи з (67) за допомогою (68) похiднi wx, wy, vx, vy, приходимо до системи

∂y

∂v
=
∂x

∂w
, −aw∂x

∂v
=
∂y

∂w
. (69)

Почленно продиференцiюємо перше рiвняння по w, а друге – по v, i виключимо змiшану
похiдну ywv. В результатi для функцiї x = x(w, v) отримаємо лiнiйне рiвняння

∂2x

∂w2
+ aw

∂2x

∂v2
= 0. (70)
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Аналогiчним чином з системи (69) для функцiї y = y(w, v) маємо iнше лiнiйне рiвняння:

∂2y

∂v2
+

∂

∂w

(
1

aw

∂y

∂w

)
= 0. (71)

Взявши деякий частинний розв’язок x = x(w, v) рiвняння (70) i пiдставивши його
в систему (69), простим iнтегруванням можна знайти y = y(w, v). Виключивши з
рiвностей (67) змiнну v, отримаємо точний розв’язок w = w(x, y) нелiнiйного рiвняння
(66).

Зауваження 7. Рiвняння (70) при довiльному a має простий частинний розв’язок

x = C1wv + C2w + C3v + C4, (72)

де C1, C2, C3, C4 – довiльнi сталi. Пiдставивши його в систему (69), отримаємо

∂y

∂v
= C1v + C2,

∂y

∂w
= −a(C1w + C3)w. (73)

Iнтегруючи перше рiвняння (73), знаходимо y = 1
2
C1v

2 + C2v + φ(w). Пiдставивши цей
розв’язок в друге рiвняння (73), визначаємо функцiю φ(w). В результатi отримаємо

y =
1

2
C1v

2 + C2v −
1

3
aC1w

3 − 1

2
aC3w

2 + C5. (74)

Формули (72) i (74) визначають точний розв’язок рiвняння (66) в параметричнiй формi
(v – параметр).

Аналогiчним чином можна побудувати й iншi точнi розв’язки рiвняння (66).
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5 Лекцiя 5. Контактнi перетворення. Перетворення Ле-
жандра та Ейлера

5.1 Загальний вигляд контактних перетворень

Будемо розглядати функцiї двох змiнних w = w(x, y). Загальною властивiстю контактних
перетворень є залежнiсть вихiдних змiнних вiд нових змiнних та їх перших похiдних:

x = X

(
ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)
, y = Y

(
ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)
, w = W

(
ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)
. (75)

Функцiї X, Y , W не є довiльними: вони вибираються так, щоб першi похiднi вихiдних
змiнних також залежали тiльки вiд перетворених змiнних i їх похiдних не вище першого
порядку:

∂w

∂x
= U

(
ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)
,

∂w

∂y
= V

(
ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)
. (76)

Контактнi перетворення (75), (76) не пiдвищують порядку рiвнянь, до яких вони застосо-
вуються.

У загальному випадку рiвняння другого порядку з двома незалежними змiнними

F

(
x, y, w,

∂w

∂x
,
∂w

∂y
,
∂2w

∂x2
,
∂2w

∂x∂y
,
∂2w

∂y2

)
= 0 (77)

за допомогою контактного перетворення (75), (76) приводиться до вигляду

G

(
ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η
,
∂2u

∂ξ2
,
∂2u

∂ξ∂η
,
∂2u

∂η2

)
= 0. (78)

Iнодi рiвняння (78) буває простiшим за рiвняння (77). Якщо u = u(ξ, η) – деякий розв’я-
зок рiвняння (78), то формули (75) визначають вiдповiдний розв’язок рiвняння (77) у
параметричному виглядi.

Покажемо, як знайти функцiї U i V в (76) та спiввiдношення, яким повиннi задоволь-
няти функцiї X, Y , W в (75). Продиференцiюємо за правилом диференцiювання неявних
функцiй перший i другий вирази (75) по x i y, враховуючи, що u = u(ξ, η). В результатi
отримаємо чотири спiввiдношення:(

∂X

∂ξ
+
∂X

∂u
p+

∂X

∂p
pξ +

∂X

∂q
pη

)
∂ξ

∂x
+

(
∂X

∂η
+
∂X

∂u
q +

∂X

∂p
qξ +

∂X

∂q
qη

)
∂η

∂x
= 1,(

∂Y

∂ξ
+
∂Y

∂u
p+

∂Y

∂p
pξ +

∂Y

∂q
pη

)
∂ξ

∂x
+

(
∂Y

∂η
+
∂Y

∂u
q +

∂Y

∂p
qξ +

∂Y

∂q
qη

)
∂η

∂x
= 0,(

∂X

∂ξ
+
∂X

∂u
p+

∂X

∂p
pξ +

∂X

∂q
pη

)
∂ξ

∂y
+

(
∂X

∂η
+
∂X

∂u
q +

∂X

∂p
qξ +

∂X

∂q
qη

)
∂η

∂y
= 0,(

∂Y

∂ξ
+
∂Y

∂u
p+

∂Y

∂p
pξ +

∂Y

∂q
pη

)
∂ξ

∂y
+

(
∂Y

∂η
+
∂Y

∂u
q +

∂Y

∂p
qξ +

∂Y

∂q
qη

)
∂η

∂y
= 1,

(79)

де використано короткi позначення p = ∂u
∂ξ

, q = ∂u
∂η

(pη = qξ); iндекси ξ та η вiдповiдають
частинним похiдним. Перша пара рiвностей (79) є системою лiнiйних алгебраїчних рiвнянь
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вiдносно ∂ξ
∂x

, ∂η
∂x

, друга – вiдносно ∂ξ
∂y

, ∂η
∂y

. Розв’язавши цi системи, можна знайти похiднi
∂ξ
∂x

= A, ∂η
∂x

= B, ∂ξ
∂y

= C, ∂η
∂y

= D, а потiм, продиференцiювавши третє спiввiдношення (75)
по x i y, можна виразити величини U = ∂w

∂x
, V = ∂w

∂y
– через новi змiннi:

U = A

(
∂W

∂ξ
+
∂W

∂u
p+

∂W

∂p
pξ +

∂W

∂q
pη

)
+B

(
∂W

∂η
+
∂W

∂u
q +

∂W

∂p
qξ +

∂W

∂q
qη

)
,

V = C

(
∂W

∂ξ
+
∂W

∂u
p+

∂W

∂p
pξ +

∂W

∂q
pη

)
+D

(
∂W

∂η
+
∂W

∂u
q +

∂W

∂p
qξ +

∂W

∂q
qη

)
.

При цьому умови вiдсутностi залежностi вiд других похiдних

∂U

∂pξ
=
∂V

∂pξ
=
∂U

∂pη
=
∂V

∂pη
=
∂U

∂qη
=
∂V

∂qη
= 0 (pη ≡ qξ),

якi випливають з (76), задають додатковi спiввiдношення мiж функцiями X, Y , W .

Зауваження 8. Важливо вiдмiтити, що контактнi перетворення визначаються неза-
лежно вiд вигляду конкретних рiвнянь.

5.2 Перетворення Лежандра

Важливим частинним випадком контактних перетворень є перетворення Лежандра, яке
визначається спiввiдношеннями

w(x, y) + u(ξ, η) = xξ + yη, x =
∂u

∂ξ
, y =

∂u

∂η
, (80)

де u – нова залежна змiнна, а ξ i η – новi незалежнi змiннi.
З формул (80) отримаємо першi похiднi (використовуються два наслiдки першої рiв-

ностi, отриманi шляхом її диференцiювання по x i y, з урахуванням двох iнших спiввiд-
ношень):

∂w

∂x
= ξ,

∂w

∂y
= η. (81)

За допомогою формул (80), (81) знаходимо другi похiднi:

∂2w

∂x2
= J

∂2u

∂η2
,

∂2w

∂x∂y
=

∂2w

∂y∂x
= −J ∂2u

∂ξ∂η
,

∂2w

∂y2
= J

∂2u

∂ξ2
,

де

J =
∂2w

∂x2
∂2w

∂y2
−
(
∂2w

∂x∂y

)2

,
1

J
=
∂2u

∂ξ2
∂2u

∂η2
−
(
∂2u

∂ξ∂η

)2

.

У загальному випадку рiвняння другого порядку з двома незалежними змiнними (77)
за допомогою перетворення Лежандра (80) (при J ̸= 0) приводиться до вигляду

F

(
∂u

∂ξ
,
∂u

∂η
, ξ
∂u

∂ξ
+ η

∂u

∂η
− u, ξ, η, J

∂2u

∂η2
,−J ∂2u

∂ξ∂η
, J
∂2u

∂ξ2

)
= 0. (82)
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Iнодi рiвняння (82) буває простiшим за рiвняння (77).
Нехай u = u(ξ, η) – деякий розв’язок рiвняння (82). Тодi формули

w = ξ
∂u

∂ξ
+ η

∂u

∂η
− u(ξ, η), x =

∂u

∂ξ
, y =

∂u

∂η

визначають вiдповiдний розв’язок рiвняння (77) у параметричному виглядi.

Зауваження 9. Використання перетворення Лежандра може призвести до втрати
розв’язкiв, якi вiдповiдають умовi J = 0.

Приклад 15. Рiвняння стацiонарного трансзвукового газового потоку

a
∂w

∂x

∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2
= 0.

перетворенням Лежандра (80) зводиться до лiнiйного рiвняння зi змiнними коефiцiєн-
тами

aξ
∂2u

∂η2
+
∂2u

∂ξ2
= 0.

5.3 Перетворення Ейлера

Перетворення Ейлера є окремим випадком контактних перетворень. Воно визначається
спiввiдношеннями

w(x, y) + u(ξ, η) = xξ, x =
∂u

∂ξ
, y = η. (83)

З формул (83) (використовуються два наслiдки першої рiвностi, отриманi шляхом її ди-
ференцiювання по x i y, з урахуванням двох iнших спiввiдношень) можна отримати:

∂w

∂x
= ξ,

∂w

∂y
= −∂u

∂η
. (84)

Диференцiюючи цi вирази по x i y, знаходимо другi похiднi

wxx =
1

uξξ
, wxy = −uξη

uξξ
, wyy =

u2ξη − uξξuηη

uξξ
. (85)

Нижнi iндекси позначають вiдповiднi частиннi похiднi.
Перетворення Ейлера (83)-(85) використовується для розв’язання (лiнеаризацiї) деяких

нелiнiйних рiвнянь з частинними похiдними.
У загальному випадку рiвняння другого порядку з двома незалежними змiнними (77)

за допомогою перетворення Ейлера (83) приводиться до вигляду

F

(
uξ, η, ξuξ − u, ξ,−uη,

1

uξξ
,−uξη

uξξ
,
u2ξη − uξξuηη

uξξ

)
= 0. (86)

Iнодi рiвняння (86) буває простiшим за рiвняння (77).
Нехай u = u(ξ, η) – деякий розв’язок рiвняння (86). Тодi формули (83) визначають

вiдповiдний розв’язок рiвняння (77) у параметричному виглядi.
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Приклад 16. Нелiнiйне рiвняння

∂w

∂y

∂2w

∂x2
+ a = 0

перетворенням Ейлера (83)-(85) приводиться до лiнiйного рiвняння теплопровiдностi:

∂u

∂η
= a

∂2u

∂ξ2
.

Приклад 17. Нелiнiйне рiвняння

∂2w

∂x∂y
= a

∂w

∂y

∂2w

∂x2
(87)

також лiнеаризується перетворенням Ейлера (83)-(85):

∂2u

∂ξ∂η
= a

∂u

∂η
.

Iнтегруючи, знаходимо загальний розв’язок останнього рiвняння

u = f(ξ) + g(η)eaξ, (88)

де f(ξ) i g(η) – довiльний функцiї.
Використовуючи формули (83) та (88), отримаємо загальний розв’язок вихiдного рiв-

няння (87) в параметричному виглядi:

w = xξ − f(ξ)− g(y)eaξ,
x = f ′

ξ(ξ) + ag(y)eaξ.
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6 Лекцiя 6. Перетворення Беклунда. Диференцiальнi
пiдстановки

6.1 Перетворення Беклунда

6.1.1 Перетворення Беклунда для рiвнянь другого порядку

Нехай w = w(x, y) – розв’язок рiвняння другого порядку з двома незалежними змiнними

F1

(
x, y, w,

∂w

∂x
,
∂w

∂y
,
∂2w

∂x2
,
∂2w

∂x∂y
,
∂2w

∂y2

)
= 0, (89)

а u = u(x, y) – розв’язок рiвняння

F2

(
x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂2u

∂x2
,
∂2u

∂x∂y
,
∂2u

∂y2

)
= 0. (90)

Кажуть, що рiвняння (89) та (90) пов’язанi перетворенням Беклунда

Φ1

(
x, y, w,

∂w

∂x
,
∂w

∂y
, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
= 0,

Φ2

(
x, y, w,

∂w

∂x
,
∂w

∂y
, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
= 0,

(91)

якщо з сумiсностi пари (89) i (91) випливає рiвняння (90), а з сумiсностi пари (90) i (91)
випливає (89). Якщо для деякого конкретного розв’язку u = u(x, y) рiвняння (90) вдається
розв’язати рiвняння (91) вiдносно w = w(x, y), то функцiя w = w(x, y) буде розв’язком
рiвняння (89). Спiввiдношення (91) називають також диференцiальними зв’язками.

Перетворення Беклунда можуть зберiгати iнварiантним вигляд рiвняння2 (це дає мо-
жливiсть «розмножувати» розв’язки) або пов’язувати розв’язки рiзних рiвнянь (це дозво-
ляє з розв’язкiв одного рiвняння отримувати розв’язки iншого).

Приклад 18. Покажемо, що рiвняння Бюргерса

∂w

∂t
= w

∂w

∂x
+
∂2w

∂x2
(92)

пов’язане з лiнiйним рiвнянням теплопровiдностi

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
(93)

перетворенням Беклунда
∂u

∂x
− 1

2
uw = 0,

∂u

∂t
− 1

2

∂(uw)

∂x
= 0.

(94)

2В таких випадках їх називають автоперетвореннями Беклунда
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Дiйсно, виключаючи з (94) w, приходимо до рiвняння (93). Обернено: нехай u(x, t) –
ненульовий розв’язок рiвняння теплопровiдностi (93). Подiливши (93) на u i обчислив-
ши частиннi похiднi по x вiд обох частин отриманого виразу, з урахуванням рiвностi
(ut/u)x = (ux/u)t маємо (ux

u

)
t
=

(uxx
u

)
x
.

Пiдставимо сюди наслiдки першого спiввiдношення (94) (див. першу i останню формули
в ланцюжку рiвностей):

ux
u

=
w

2
⇒ uxx

u
−

(ux
u

)2

=
wx
2

⇒ uxx
u

=
wx
2

+
1

4
w2.

В результатi приходимо до рiвняння Бюргерса (92).

Приклад 19. Покажемо, що рiвняння Лiувiлля

∂2w

∂x∂y
= eλw (95)

пов’язане з лiнiйним хвильовим рiвнянням

∂2u

∂x∂y
= 0 (96)

перетворенням Беклунда

∂u

∂x
− ∂w

∂x
=

2k

λ
exp

[
λ

2
(w + u)

]
,

∂u

∂y
+
∂w

∂y
= −1

k
exp

[
λ

2
(w − u)

]
,

(97)

де k ̸= 0 – довiльна стала.
Продиференцiюємо перше спiввiдношення (97) по y, а друге – по x. З огляду на рiвностi

uyx = uxy i wyx = wxy i виключаючи комбiнацiї перших похiдних за допомогою (97), маємо

∂2u

∂x∂y
− ∂2w

∂x∂y
= k exp

[
λ

2
(w + u)

](
∂u

∂y
+
∂w

∂y

)
= − exp(λw),

∂2u

∂x∂y
+

∂2w

∂x∂y
=

λ

2k
exp

[
λ

2
(w − u)

](
∂u

∂x
− ∂w

∂x

)
= exp(λw).

(98)

Додаючи рiвностi (98), отримаємо лiнiйне рiвняння (96). Вiднiмаючи з першої рiвностi
другу, приходимо до нелiнiйного рiвняння (95).

Зауваження 10. Важливо вiдмiтити, що, на вiдмiну вiд контактних перетворень, пе-
ретворення Беклунда визначаються виглядом конкретних рiвнянь (перетворення Бе-
клунда iснує не завжди).
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Зауваження 11. Для двох еволюцiйних рiвнянь n-го порядку вигляду

∂w

∂t
= F1

(
x,w,

∂w

∂x
, . . . ,

∂nw

∂xn

)
,

∂u

∂t
= F2

(
x,w,

∂w

∂x
, . . . ,

∂nw

∂xn

)
перетворення Беклунда часто шукають у формi диференцiального зв’язку

Φ

(
x,w,

∂w

∂x
, . . . ,

∂mw

∂xm
, u,

∂u

∂x
, . . . ,

∂ku

∂xk

)
= 0,

що мiстить похiднi тiльки по однiй змiннiй x (iнша змiнна t входить неявно через фун-
кцiї w, u). Цей зв’язок може розглядатися як звичайне диференцiальне рiвняння вiдносно
однiєї iз залежних змiнних.

6.1.2 Перетворення Беклунда, що ґрунтуються на законах збереження

Будемо вважати, що диференцiальне рiвняння можна записати у формi закону збереже-
ння:

∂

∂x

[
F

(
w,
∂w

∂x
,
∂w

∂y
, . . .

)]
+

∂

∂y

[
G

(
w,
∂w

∂x
,
∂w

∂y
, . . .

)]
= 0. (99)

Перетворення Беклунда (перетворення за розв’язком)

dz = F (w,wx, wy, . . .) dy −G (w,wx, wy, . . .) dx, dη = dy (100)(
dz =

∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy ⇒ ∂z

∂x
= −G, ∂z

∂y
= F

)
визначає перехiд вiд x i y до нових незалежних змiнних z i η за правилом

∂

∂x
= −G ∂

∂z
,

∂

∂y
=

∂

∂η
+ F

∂

∂z
.

Тут використано короткий запис функцiй F i G з (99). Перетворення (100) зберiгає поря-
док розглядуваного рiвняння.

Зауваження 12. Нерiдко зустрiчаються перетворення за розв’язком (100), доповненi
перетворенням шуканої величини вигляду u = φ(w).

Приклад 20. Розглянемо нелiнiйне рiвняння теплопровiдностi

∂w

∂t
=

∂

∂x

[
f(w)

∂w

∂x

]
, (101)

яке є частинним випадком рiвняння (99) при y = t, F = f(w)wx, G = −w.
Перетворення за розв’язком (100) в даному випадку має вигляд

dz = wdx+ [f(w)wx]dt, dη = dt. (102)
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Воно визначає перехiд вiд x, y до нових незалежних змiнних z, η за правилом

∂

∂x
= w

∂

∂z
,

∂

∂t
=

∂

∂η
+ [f(w)wx]

∂

∂z
.

Застосовуючи перетворення (102) до рiвняння (101), отримаємо

∂w

∂η
= w2 ∂

∂z

[
f(w)

∂w

∂z

]
. (103)

Пiдстановка w = 1/u приводить (103) до рiвняння вигляду (101):

∂u

∂η
=

∂

∂z

[
1

u2
f

(
1

u

)
∂u

∂z

]
.

В частинному випадку f(w) = aw−2 нелiнiйне рiвняння (101) перетворенням (102)
переводиться в лiнiйне рiвняння uη = auzz.

6.2 Диференцiальнi пiдстановки

Крiм перетворень Беклунда, в математичнiй фiзицi використовуються також диференцi-
альнi пiдстановки. Для рiвнянь другого порядку диференцiальнi пiдстановки зазвичай
мають вигляд

w = Ψ

(
x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
.

Диференцiальна пiдстановка пiдвищує порядок рiвняння (якщо вона пiдставляється в
рiвняння для w) i дозволяє за допомогою розв’язкiв одного рiвняння отримувати розв’яз-
ки iншого. Зв’язок мiж розв’язками цих рiвнянь, взагалi кажучи, є необоротним i носить
одностороннiй характер. Диференцiальнi пiдстановки можуть бути наслiдком перетворен-
ня Беклунда (хоча це i не є обов’язковим). Диференцiальна пiдстановка може знижувати
порядок рiвняння (коли в якостi вихiдного приймається рiвняння для u).

У загальному випадку диференцiальнi пiдстановки визначаються формулами

x = X

(
ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)
, y = Y

(
ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)
, w = W

(
ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)
.

де функцiї X, Y , W можуть задаватися довiльним чином.

Приклад 21. Розглянемо рiвняння Бюргерса

∂w

∂t
= w

∂w

∂x
+
∂2w

∂x2
. (104)

Перше спiввiдношення (94) можна записати як диференцiальну пiдстановку (пере-
творення Хопфа-Коула)

w =
2ux
u
. (105)
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Пiдставляючи (105) в (104), отримаємо рiвняння

2utx
u

− 2utux
u2

=
2uxxx
u

− 2uxuxx
u2

,

яке можна перетворити до наступного вигляду:

∂

∂x

[
1

u

(
∂u

∂t
− ∂2u

∂x2

)]
= 0.

Таким чином, будь-який розв’язок лiнiйного рiвняння теплопровiдностi

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0

формулою (105) переводиться в розв’язок рiвняння Бюргерса (104). Обернене тверджен-
ня невiрне: розв’язок рiвняння (104) породжує, взагалi кажучи, розв’язок бiльш загаль-
ного рiвняння

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= f(t)u,

де f(t) – деяка функцiя t.

Приклад 22. Рiвняння стацiонарного ламiнарного гiдродинамiчного примежового шару
на плоскiй пластинi має вигляд

∂w

∂y

∂2w

∂x∂y
− ∂w

∂x

∂2w

∂y2
= ν

∂3w

∂y3
. (106)

де w – функцiя струменю, x i y – вiдповiдно поздовжня i поперечна координати, ν –
кiнематична в’язкiсть рiдини.

Перетворення Мiзеса (диференцiальна пiдстановка)

ξ = x, η = w, u(ξ, η) =
∂w

∂y
, де w = w(x, y), (107)

знижує порядок рiвняння (106) i приводить його до простiшого нелiнiйного рiвняння
теплопровiдностi

∂u

∂ξ
= ν

∂

∂η

(
u
∂u

∂η

)
. (108)

При виведеннi рiвняння (108) використовувалися формули для обчислення похiдних:

∂

∂y
= u

∂

∂η
,

∂

∂x
=

∂

∂ξ
+
∂w

∂x

∂

∂η
,

∂w

∂y
= u,

∂2w

∂y2
= u

∂u

∂η
,

∂w

∂y

∂2w

∂x∂y
− ∂w

∂x

∂2w

∂y2
= u

∂u

∂ξ
,

∂3w

∂y3
= u

∂

∂η

(
u
∂u

∂η

)
.
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7 Лекцiя 7. Розв’язки типу бiжучої хвилi

7.1 Попереднi зауваження

Для побудови точних розв’язкiв нелiнiйних рiвнянь математичної фiзики розроблено низ-
ку методiв, що ґрунтуються на переходi до нових змiнних (залежних i незалежних). При
цьому зазвичай ставиться мета: знайти новi змiннi, кiлькiсть яких менше, нiж число вихi-
дних змiнних. Перехiд до таких змiнних приводить до простiших рiвнянь. Зокрема, пошук
точних розв’язкiв рiвнянь з частинними похiдними з двома незалежними змiнними зво-
диться до дослiдження звичайних диференцiальних рiвнянь (або систем таких рiвнянь).
Природно, при зазначенiй редукцiї розв’язки звичайних диференцiальних рiвнянь дають
не всi розв’язки вихiдного рiвняння з частинними похiдними, а лише клас розв’язкiв, що
володiють деякими спецiальними властивостями.

Найпростiшими класами точних розв’язкiв, якi описуються звичайними диференцiаль-
ними рiвняннями, є розв’язки типу бiжучої хвилi i автомодельнi розв’язки. Iснування цих
розв’язкiв зазвичай (але не завжди) обумовлено iнварiантнiстю розглянутих рiвнянь щодо
перетворень зсуву i розтягу-стискання.

Розв’язки типу бiжучої хвилi i автомодельнi розв’язки часто зустрiчаються в рiзних
застосуваннях. Нижче розглянуто характернi особливостi цих розв’язкiв. Вважається, що
шукана величина w залежить вiд двох змiнних: x та t, де t вiдiграє роль часу, а x – роль
просторової координати.

7.2 Розв’язки типу бiжучої хвилi

7.2.1 Загальний вигляд розв’язкiв типу бiжучої хвилi

Означення 4. Розв’язками типу бiжучої хвилi називаються розв’язки вигляду

w(x, t) = W (z), z = kx− λt, (109)

де величина λ/k вiдiграє роль швидкостi поширення хвилi (λ може бути будь-якого зна-
ка, значення λ = 0 вiдповiдає стацiонарному розв’язку, а значення k = 0 просторово-
однорiдному розв’язку).

Розв’язки типу бiжучої хвилi характеризуються тим, що профiлi цих розв’язкiв у рiзнi
моменти часу3 отримуються один з одного перетворенням зсуву i можна ввести декартову
систему координат, що рухається зi сталою швидкiстю, в якої профiль шуканої величини
буде стацiонарним. При k > 0, λ > 0 хвиля (109) рухається вздовж осi x вправо (в бiк
збiльшення значень x).

Пошук розв’язкiв типу бiжучої хвилi проводиться прямою пiдстановкою виразу (109)
у вихiдне рiвняння з урахуванням рiвностей wx = kW ′, wt = −λW ′ i т. д. (штрих позначає
похiдну по z).

Розв’язки типу бiжучої хвилi допускають рiвняння, що не залежать явно вiд незале-
жних змiнних:

F

(
w,
∂w

∂x
,
∂w

∂t
,
∂2w

∂x2
,
∂2w

∂x∂t
,
∂2w

∂t2
, . . .

)
= 0. (110)

3Термiн розв’язок типу бiжучої хвилi використовується також у випадках, коли змiнна t вiдiграє роль
просторової координати.
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Пiдставляючи (109) в (110), отримаємо автономне звичайне диференцiальне рiвняння вiд-
носно функцiї W (z):

F
(
W,kW ′,−λW ′, k2W ′′,−kλW ′′, λ2W ′′, . . .

)
= 0,

де k i λ – довiльнi сталi.

Приклад 23. Нелiнiйне рiвняння теплопровiдностi

∂w

∂t
=

∂

∂x

[
f(w)

∂w

∂x

]
(111)

допускає розв’язки типу бiжучої хвилi. Пiдставивши (109) в (111), приходимо до зви-
чайного диференцiального рiвняння

k2[f(W )W ′]′ + λW ′ = 0.

Iнтегруючи двiчi, отримаємо його розв’язок у неявному виглядi

k2
∫
f(W )dW

λW + C1

= −z + C2,

де C1 i C2 – довiльнi сталi.

Приклад 24. Розглянемо однорiдне рiвняння Монжа-Ампера(
∂2w

∂x∂t

)2

− ∂2w

∂x2
∂2w

∂t2
= 0. (112)

Пiдставивши в нього вираз (109), отримаємо тотожнiсть. Тому рiвняння (112) має
розв’язок

w = W (kx− λt),

де W (z) – довiльна функцiя, k, λ – довiльнi сталi.

Приклад 25. Система нелiнiйних рiвнянь масо- та теплопереносу при наявностi об’-
ємних хiмiчних реакцiй

∂u

∂t
= a

∂2u

∂x2
+ f(u,w),

∂w

∂t
= b

∂2w

∂x2
+ g(u,w)

допускає точний розв’язок типу бiжучої хвилi

u = u(z), w = w(z), z = kx− λt,

де функцiї u(z) i w(z) описуються системою звичайних диференцiальних рiвнянь

ak2u′′ + λu′ + f(u,w) = 0,

bk2w′′ + λw′ + g(u,w) = 0.
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7.2.2 Iнварiантнiсть рiвнянь вiдносно перетворень зсуву

Важливо вiдмiтити, що рiвняння вигляду (110) iнварiантнi (тобто зберiгають вигляд) вiд-
носно перетворень зсуву за незалежними змiнними:

x = x̄+ C1, t = t̄+ C2, (113)

де C1 i C2 – довiльнi сталi. Властивiсть iнварiантностi конкретних рiвнянь вiдносно пе-
ретворень зсуву (113) нерозривно пов’язана з iснуванням у цих рiвнянь розв’язкiв типу
бiжучої хвилi (з першого випливає друге).

Розв’язки типу бiжучої хвилi є найпростiшими iнварiантними розв’язками, тобто роз-
в’язками, якi обумовленi здатнiстю рiвнянь бути iнварiантними вiдносно деяких перетво-
рень (що мiстять довiльнi сталi).

Зауваження 13. Умова iнварiантностi рiвняння вiдносно перетворень (113) не є необ-
хiдною умовою для iснування розв’язкiв типу бiжучої хвилi. Прямою перевiркою можна
переконатися, що рiвняння другого порядку

F (w,wx, wt, xwx + twt, wxx, wxt, wtt, xwxx + twxt,
xwxt + twtt, x

2wxx + 2xtwxt + t2wtt, xwtwxx + twxwtt) = 0

не допускає перетворень вигляду (113), але має точний розв’язок типу бiжучої хвилi
(109), який описується звичайним диференцiальним рiвнянням

F
(
W,kW ′,−λW ′, zW ′, k2W ′′,−kλW ′′, λ2W ′′, kzW ′′,−λzW ′′, z2W ′′,−kλzW ′′) = 0.

7.2.3 Функцiональне рiвняння, що задає розв’язок типу бiжучої
хвилi

Покажемо, що розв’язок типу бiжучої хвилi можна визначити як розв’язок функцiональ-
ного рiвняння

w(x, t) = w(x+ Cλ, t+ Ck), (114)

де k i λ – деякi сталi, C – довiльна стала. Рiвняння (114) означає, що шукана функцiя
не змiнюється при одночасному збiльшеннi обох аргументiв на пропорцiйнi величини (C
– коефiцiєнт пропорцiйностi).

Дiйсно, диференцiюючи рiвняння (114) по C, а потiм вважаючи C = 0, приходимо до
диференцiального рiвняння з частинними похiдними першого порядку

λ
∂w

∂x
+ k

∂w

∂t
= 0. (115)

Загальний розв’язок цього рiвняння отримується методом характеристик. Для цього бу-
дуємо систему рiвнянь

dx

λ
=
dt

k
=
dw

0
.

З першого та другого рiвнянь отримуємо вiдповiдно двi характеристики

C1 = kx− λt, w = C2.
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Загальний iнтеграл рiвняння (115) матиме вигляд

Φ(kx− λt, w) = 0,

де Φ(x1, x2) – довiльна функцiя. Якщо виразити звiдси w, то отримаємо загальний розв’я-
зок цього рiвняння вигляду (109), що й слiд було довести.

30



8 Лекцiя 8. Автомодельнi розв’язки. Метод подiбностi

8.1 Загальний вигляд автомодельних розв’язкiв. Метод подiбностi

Означення 5. Автомодельними називаються розв’язки вигляду

w(x, t) = tαU(ζ), ζ = xtβ. (116)

Профiлi цих розв’язкiв в рiзнi моменти часу виходять один з одного перетвореннями
подiбностi (перетвореннями типу розтягу або стискання).

Автомодельнi розв’язки iснують, якщо розтяг незалежних i залежної змiнних за пра-
вилом

t = Ct̄, x = Ckx̄, w = Cmw̄, C > 0 – довiльна стала, (117)

при вiдповiдному виборi k та m еквiвалентний тотожному перетворенню, тобто вихiдне
рiвняння

F (x, t, w, wx, wt, wxx, wxt, wtt, . . .) = 0 (118)

в результатi перетворення (117) переходить в точно таке ж рiвняння

F (x̄, t̄, w̄, w̄x̄, w̄t̄, w̄x̄x̄, w̄x̄t̄, w̄t̄t̄, . . .) = 0. (119)

Тут функцiя F та ж сама, що i в рiвняннi (118); при цьому рiвняння (118) не залежить
вiд параметра C.

Знайдемо зв’язок мiж параметрами α, β в розв’язку (116) i параметрами k, m в пере-
твореннi розтягу-стискання (117). Нехай

w = Φ(x, t) (120)

– розв’язок рiвняння (118). Тодi функцiя

w̄ = Φ(x̄, t̄) (121)

буде розв’язком рiвняння (119).
З огляду на явний вигляд розв’язку (116), з (121) отримаємо

w̄ = t̄αU(x̄t̄β). (122)

Повертаючись в (122) до вихiдних змiнних за допомогою (117), маємо

w = Cm−αtαU
(
C−k−βxtβ

)
. (123)

Ця функцiя, за побудовою, задовольняє рiвнянню (118), тобто є його розв’язком. Вимага-
тимемо, щоб розв’язок (123) спiвпадав з (116) (тобто щоб умова єдиностi розв’язку вико-
нувалася для будь-яких значень параметра C ̸= 0). Для цього треба покласти

α = m β = −k, (124)

пiсля чого автомодельнi розв’язки (116) набувають вигляду

w(x, t) = tmU(ζ), ζ = xt−k. (125)
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На практицi пошук автомодельних розв’язкiв проводиться за отриманим вище крите-
рiєм iснування: якщо k i m в (117) знайдено, то автомодельнi змiннi мають вигляд (125).

Метод побудови автомодельних розв’язкiв, що ґрунтується на використаннi перетво-
рень розтягу-стискання типу (117), називається методом подiбностi. Важливо вiдмiтити,
що цi перетворення мiстять вiльний (довiльний) параметр C.

Для наочностi наведемо основнi етапи побудови автомодельних розв’язкiв.

Схема побудови автомодельних розв’язкiв, яка часто використовується на
практицi

1. У вихiдному рiвняннi (118)

F (x, t, w, wx, wt, wxx, wxt, wtt, . . .) = 0

виконуємо перетворення (117)

t = Ct̄, x = Ckx̄, w = Cmw̄, C > 0 – довiльна стала.

2. Пiдбираємо k i m так, щоб рiвняння зберiгало вигляд, тобто отримуємо рiвняння
(119)

F (x̄, t̄, w̄, w̄x̄, w̄t̄, w̄x̄x̄, w̄x̄t̄, w̄t̄t̄, . . .) = 0.

3. Будуємо автомодельний розв’язок у виглядi: w(x, t) = tmU(ζ), ζ = xt−k.

4. Пiдставляємо побудований автомодельний розв’язок у вихiдне рiвняння (118) i отри-
муємо звичайне диференцiальне рiвняння для U(ζ).

8.2 Приклади автомодельних розв’язкiв рiвнянь математичної фi-
зики та механiки

Приклад 26. Розглянемо рiвняння теплопровiдностi з нелiнiйним джерелом степене-
вого типу

∂w

∂t
= a

∂2w

∂x2
+ bwn. (126)

Розтяг змiнних за формулами (117) перетворює рiвняння (126) до наступного вигля-
ду:

Cm−1∂w̄

∂t̄
= aCm−2k ∂

2w̄

∂x̄2
+ bCmnw̄n.

Прирiвнювання степеней C дає систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь для визначення
сталих k i m:

m− 1 = m− 2k = mn,

яка має єдиний розв’язок: k = 1/2, m = 1/(1− n). З огляду на цi рiвностi i використову-
ючи формули (125), знаходимо автомодельнi змiннi

w = t1/(1−n)U(ζ), ζ = xt−1/2.

Пiдставляючи їх в (126), приходимо до звичайного диференцiального рiвняння для визна-
чення функцiї U(ζ):

aU ′′ +
1

2
ζU ′ +

1

n− 1
U + bUn = 0.
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Приклад 27. Розглянемо нелiнiйне рiвняння

∂2w

∂t2
= a

∂

∂x

(
wn

∂w

∂x

)
, (127)

яке зустрiчається в задачах хвильової i газової динамiки.
Пiдставивши (117) в (127), отримаємо

Cm−2∂
2w̄

∂t̄2
= aCmn+m−2k ∂

∂x̄

(
w̄n

∂w̄

∂x̄

)
.

Прирiвнювання степеней C дає одне лiнiйне рiвняння: m − 2 = mn + m − 2k. Звiдси
маємо: k = mn/2 + 1, де m можна вибрати довiльним чином. Використовуючи далi
формули (125), знаходимо автомодельнi змiннi:

w = tmU(ζ), ζ = xt−mn/2−1.

Пiдставивши їх у (127), можна отримати звичайне диференцiальне рiвняння для фун-
кцiї U(ζ).

У табл. 1 наведено iншi приклади автомодельних розв’язкiв нелiнiйних рiвнянь мате-
матичної фiзики.

Описаний метод побудови автомодельних розв’язкiв застосовний також до систем рiв-
нянь з частинними похiдними. Проiлюструємо сказане на конкретному прикладi.

Приклад 28. Розглянемо систему рiвнянь стацiонарного ламiнарного гiдродинамiчного
прикордонного шару на плоскiй пластинi:

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= ν

∂2u

∂y2
,

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0.

(128)

Зробимо в (128) розтяг незалежних i залежних змiнних за правилом

x = Cx̄, y = Ckȳ, u = Cmū, v = Cnv̄. (129)

Помноживши отриманi рiвняння на вiдповiднi сталi множники, маємо

ū
∂ū

∂x̄
+ Cn−m−k+1v̄

∂ū

∂ȳ
= C−m−2k+1ν

∂2ū

∂ȳ2
,

∂ū

∂x̄
+ Cn−m−k+1∂v̄

∂ȳ
= 0.

(130)

Вимагатимемо, щоб вигляд рiвнянь перетвореної системи (130) спiвпадав з виглядом
рiвнянь вихiдної системи (128). Ця умова дає два лiнiйнi алгебраїчнi рiвняння: n −m −
k + 1 = 0, −2k −m+ 1 = 0. Розв’язавши їх щодо m i n, отримаємо

m = 1− 2k, n = −k, (131)
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Табл. 1: Деякi нелiнiйнi рiвняння математичної фiзики, що допускають автомодельнi
розв’язки

Рiвняння Назва рiвняння Вигляд розв’яз-
ку

Визначальне рiвнян-
ня

∂w

∂t
=

∂

∂x

[
f(w)

∂w

∂x

]
Нестацiонарне рiв-
няння теплопровiд-
ностi

w = w(ζ), ζ =
xt−1/2

[f(w)w′]′ + 1
2
ζw′ = 0

∂w

∂t
= a

∂

∂x

(
wn

∂w

∂x

)
+

bwk

Рiвняння теплопро-
вiдностi з джерелом

w = tpU(ζ), ζ =
xtq, p = 1

1−k , q =
k−n−1
2(1−k)

a(UnU ′)′ − qζU ′ +
bUk − pU = 0

∂w

∂t
= a

∂2w

∂x2
+ bw

∂w

∂x
Рiвняння Бюргерса w = t−1/2U(ζ),

ζ = xt−1/2

aU ′′ + bUU ′ + 1
2
ζU ′ +

1
2
U = 0

∂w

∂t
= a

∂2w

∂x2
+ b

(
∂w

∂x

)2

Потенцiальне рiвня-
ння Бюргерса

w = w(ζ), ζ =
xt−1/2

aw′′ + b(w′)2 + 1
2
ζw′ =

0

∂w

∂t
= a

(
∂w

∂x

)k
∂2w

∂x2
Рiвняння нелiнiйної
фiльтрацiї

w = tpU(ζ),
ζ = xtq, p =
− (k+2)q+1

k
, q –

будь-яке

a(U ′)kU ′′ = qζU ′+pU

∂w

∂t
= f

(
∂w

∂x

)
∂2w

∂x2
Рiвняння нелiнiйної
фiльтрацiї

w = t1/2U(ζ),
ζ = xt−1/2

2f(U ′)U ′′+ ζU ′−U =
0

∂2w

∂t2
=

∂

∂x

[
f(w)

∂w

∂x

]
Хвильове рiвняння w = w(ζ), ζ =

x/t
(ζ2w′)′ = [f(w)w′]

∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2
= awn Рiвняння теплопро-

вiдностi з джерелом
w = x

2
1−nU(ζ),

ζ = y/x
(1 + ζ2)U ′′ −
2(1+n)
1−n ζU ′ + 2(1+n)

(1−n)2U −
aUn = 0

∂2w

∂x2
+ a

∂w

∂y

∂2w

∂y2
= 0 Рiвняння трансзву-

кового потоку газу
w =
x−3k−2U(ζ),
ζ = xky, k –
будь-яке

a
k+1

U ′U ′′ + k2

k+1
ζ2U ′′ −

5kζU ′+3(3k+2)U = 0

∂w

∂t
= a

∂3w

∂x3
+ bw

∂w

∂x
Рiвняння
Кортевега-де Фрiза

w = t−2/3U(ζ),
ζ = xt=1/3

aU ′′′ + bUU ′ + 1
3
ζU ′ +

2
3
U = 0

∂w

∂y

∂2w

∂x∂y
− ∂w

∂x

∂2w

∂y2
=

a
∂3w

∂y3

Рiвняння примеже-
вого шару

w = xλ+1U(ζ),
ζ = xλy, λ –
будь-яке

(2λ + 1)(U ′)2 − (λ +
1)UU ′′ = aU ′′′
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де показник k можна вибирати довiльним чином. Для побудови автомодельного розв’язку
використовуємо приведену вище схему побудови автомодельних розв’язкiв, в якiй для
визначення вигляду функцiй u i v треба вiдповiдно перепозначити x → y, t → x, w → u
(для компоненти u) i x → y, t → x, w → v, m → n (для компоненти v). В результатi
маємо

u(x, y) = x1−2kU(ζ), v(x, y) = x−kV (ζ), ζ = yx−k, (132)

де k – довiльна стала. Пiдставивши (132) у вихiдну систему (128), отримаємо систему
звичайних диференцiальних рiвнянь для функцiй U = U(ζ), V = V (ζ):

U [(1− 2k)U − kζU ′] + V U ′ = νU ′′,

(1− 2k)U − kζU ′ + V ′ = 0.

8.3 Загальнiший пiдхiд, що ґрунтується на розв’язаннi функцiо-
нального рiвняння

Алгоритм побудови автомодельного розв’язку, описаний в розд. 8.1, ґрунтувався на яв-
ному представленнi цього розв’язку у виглядi (116). Однак iснує загальнiший пiдхiд, що
дозволяє вивести залежнiсть (116) безпосередньо з умови iнварiантностi рiвняння (118)
вiдносно перетворення (117).

Дiйсно, будемо вважати, що рiвняння (118) в результатi перетворення (117) переходить
в точно таке саме рiвняння (119). Нехай (120) – розв’язок рiвняння (118). Тодi функцiя
(121) буде розв’язком рiвняння (119). Повертаючись в (121) до вихiдних змiнних (117),
маємо

w = CmΦ
(
C−kx,C−1t

)
. (133)

Ця функцiя, за побудовою, задовольняє рiвнянню (118), тобто є його розв’язком. Вима-
гатимемо, щоб розв’язок (133) збiгався з (120) (тобто щоб умова єдиностi розв’язку вико-
нувалася для будь-яких значень параметра C ̸= 0). В результатi приходимо до функцiо-
нального рiвняння

Φ(x, t) = CmΦ
(
C−kx,C−1t

)
. (134)

При C = 1 рiвняння (134) обертається на тотожнiсть. Розкладемо (134) в ряд за пара-
метром C в околi значення C = 1, потiм подiлимо отриманий вираз на (C−1) i перейдемо
до границi при C → 1. В результатi отримаємо лiнiйне рiвняння з частинними похiдними
першого порядку для функцiї Φ:

kx
∂Φ

∂x
+ t

∂Φ

∂t
−mΦ = 0. (135)

Запишемо вiдповiдну характеристичну систему звичайних диференцiальних рiвнянь:

dx

kx
=
dt

t
=

dΦ

mΦ
.

Знаходимо її першi iнтеграли:

xt−k = A1, t−mΦ = A2,

35



де A1, A2 – довiльнi сталi. Загальний розв’язок рiвняння з частинними похiдними (135)
шукається у виглядi A2 = U(A1), де U(A) – довiльна функцiя. В результатi отримаємо
розв’язок функцiонального рiвняння (134):

Φ(x, t) = tmU(ζ), ζ = xt−k. (136)

Пiдставивши (136) в (120), приходимо до автомодельного розв’язку (125).

8.4 Деякi зауваження

Зауваження 14. При α = 0 автомодельнi розв’язки (116) зустрiчаються в задачах з
найпростiшими початковими i граничними умовами:

w = w1 при t = 0 (x > 0), w = w2 при x = 0 (t > 0),

де w1 i w2 – деякi сталi.

Зауваження 15. Умова iснування перетворення (117), що зберiгає вигляд розглядуваного
рiвняння, є достатньою для iснування автомодельного розв’язку. Однак ця умова не є
необхiдною: iснують рiвняння, якi не допускають перетворень вигляду (117), але мають
автомодельнi розв’язки.

Наприклад, рiвняння

a
∂2w

∂x2
+ b

∂2w

∂t2
= (bx2 + at2)f(w)

має автомодельний розв’язок

w = w(z), z = xt =⇒ w′′ − f(w) = 0,

але не допускає перетворень вигляду (117). У вказаному рiвняннi a i b можуть бути до-
вiльними функцiями аргументiв x, t, w, wx, wt, wxx, ...

Ширший клас рiвнянь

F

(
w,
a1w

n
x + b1w

m
t

a1tn + b1xm
,
a2w

p
xx + b2w

q
tt

a2t2p + b2x2q
,
a3wxx + b3wtt
a3w2

x + b3w2
t

)
= 0,

де ak i bk – довiльнi функцiї аргументiв x, t, w, wx, ..., також не допускає перетворень
вигляду (117), але має автомодельнi розв’язки вигляду w = w(z), z = xt.

Зауваження 16. Розв’язки типу бiжучої хвилi тiсно пов’язанi з автомодельними розв’яз-
ками. Дiйсно, поклавши

t = ln τ, x = ln y,

в формулах
w(x, t) = W (z), z = kx− λt,

одержимо зображення бiжучої хвилi в автомодельному виглядi

w = W (k ln(yτ−λ/k)) = U(yτ−λ/k),

де U(z) = W (k ln z).
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9 Лекцiя 9. Рiвняння, iнварiантнi вiдносно комбiнацiй
перетворень зсуву i розтягу. Узагальнено-автомодельнi
розв’язки

9.1 Експоненцiально-автомодельнi (граничнi) розв’язки

Означення 6. Експоненцiально-автомодельними розв’язками називаються розв’язки ви-
гляду

w(x, t) = eαtU(ζ), ζ = xeβt. (137)

Експоненцiально-автомодельнi розв’язки iснують, якщо розглядуване рiвняння

F (x, t, w, wx, wt, wxx, wxt, wtt, . . .) = 0 (138)

є iнварiантним вiдносно перетворення

t = t̄+ lnC, x = Ckx̄, w = Cmw̄, (139)

де C > 0 – довiльна стала, при деяких k i m. Перетворення (139) являє собою комбiнацiю
перетворення зсуву по t з перетвореннями типу розтягу-стискання по x i w. Важливо
пiдкреслити, що цi перетворення мiстять довiльний параметр C, а розглядуване рiвняння
не залежить вiд параметра C.

Знайдемо зв’язок мiж параметрами α, β в розв’язку (137) i параметрами k, m в пере-
твореннi зсуву-розтягу (139). Нехай w = Φ(x, t) – розв’язок рiвняння (138). Тодi функцiя
w̄ = Φ(x̄, t̄) буде розв’язком рiвняння

F (x̄, t̄, w̄, w̄x̄, w̄t̄, w̄x̄x̄, w̄x̄t̄, w̄t̄t̄, . . .) = 0. (140)

З огляду на явний вигляд розв’язку (137), отримаємо

w̄ = eαt̄U(x̄eβt̄).

Повертаючись до початкових змiнних за допомогою (139), маємо

w = Cm−αeαtU(C−k−βxeβt).

Вимагатимемо, щоб даний розв’язок спiвпав з (137) (тобто щоб умова єдиностi розв’язку
виконувалося для будь-яких значень параметра C ̸= 0). Для цього треба покласти

α = m, β = −k. (141)

На практицi пошук експоненцiально-автомодельних розв’язкiв проводиться за отрима-
ним вище критерiєм iснування: якщо k i m в (139) знайдено, то новi змiннi мають вигляд
(137) з параметрами (141).

Зауваження 17. Розв’язки вигляду (137) iнодi називають також граничними автомо-
дельними розв’язками.
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Табл. 2: Iнварiантнi розв’язки, пошук яких ґрунтується на використаннi комбiнацiй пере-
творень зсуву та розтягу (C, C1, C2 – довiльнi сталi)

№ Вигляд розв’язкiв Iнварiантнi перетворення Зв’язок мiж коефiцi-
єнтами

1 w = U(ζ), ζ = αx+ βy t = t̄+ C1, x = x̄+ C2 α i β – довiльнi сталi
2 w = tαU(ζ), ζ = xtβ t = Ct̄, x = Ckx̄, w = Cmw̄ α = m, β = −k
3 w(x, t) = eαtU(ζ), ζ = xeβt t = t̄+ lnC, x = Ckx̄, w = Cmw̄ α = m, β = −k
4 w = tαU(ζ), ζ = x+ β ln t t = Ct̄, x = x̄+k lnC, w = Cmw̄ α = m, β = −k

Приклад 29. Покажемо, що нелiнiйне рiвняння теплопровiдностi

∂w

∂t
= a

∂

∂x

(
wn

∂w

∂x

)
(142)

допускає експоненцiально-автомодельний розв’язок. Пiдставивши (139) в (142), отриму-
ємо

Cm∂w̄

∂t
= aCmn+m−2k ∂

∂x̄

(
w̄n

∂w̄

∂x̄

)
.

Прирiвнювання степеней C дає одне лiнiйне рiвняння: m = mn+m−2k. Звiдси маємо: k =
mn/2, де m – будь-яке число. Використовуючи далi формули (137) та (141) i вважаючи
без втрати загальностi m = 2 (це еквiвалентно операцiї масштабування за часом t),
знаходимо новi змiннi

w(x, t) = e2tU(ζ), ζ = xe−nt. (143)

Пiдставляючи їх в (142), отримаємо звичайне диференцiальне рiвняння для функцiї U(ζ):

a(UnU ′)′ + nζU ′ − 2U = 0.

Приклад 30. Використовуючи описаний метод, можна показати, що рiвняння

∂2w

∂t2
= a

∂

∂x

(
wn

∂w

∂x

)
,

також має експоненцiально-автомодельний розв’язок вигляду (143).

9.2 Iнварiантнi розв’язки

Для наочностi в табл. 2 зiбрано iнварiантнi розв’язки, пошук яких ґрунтується на вико-
ристаннi комбiнацiй перетворень зсуву та розтягу по незалежним змiнним та перетворень
розтягу по залежнiй змiннiй. Крiм розв’язкiв типу бiжучої хвилi, автомодельних розв’яз-
кiв i експоненцiально-автомодельних розв’язкiв, розглянутих ранiше, в останньому рядку
описано ще один iнварiантний розв’язок. Проiлюструємо спосiб його побудови на конкре-
тному прикладi.
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Приклад 31. Покажемо, що нелiнiйне рiвняння теплопровiдностi (142) допускає розв’я-
зок, вказаний у четвертому рядку табл. 2. Для цього виконаємо перетворення

t = Ct̄, x = x̄+ k lnC, w = Cmw̄.

В результатi отримаємо

Cm−1∂w̄

∂t̄
= aCmn+m ∂

∂x̄

(
w̄n

∂w̄

∂x̄

)
.

Прирiвнювання степеней C дає одне лiнiйне рiвняння: m−1 = mn+m. Звiдси знаходимо:
m = −1/n, а k – будь-яке число. Тому (див. четвертий рядок табл. 2) рiвняння (142)
має iнварiантний розв’язок вигляду

w(x, t) = t−1/nU(ζ), ζ = x+ β ln t, де β – будь-яке число. (144)

Пiдставляючи (144) в (142), приходимо до автономного звичайного диференцiального рiв-
няння

a(UnU ′)′ − βU ′ +
1

n
U = 0.

Частинному значенню C = 0 вiдповiдає розв’язок з вiдокремлюваними змiнними у ви-
глядi суми функцiй рiзних аргументiв.

Розглянутi вище конкретнi приклади наочно показують, що побудова точних розв’язкiв
шляхом зниження розмiрностi рiвнянь з частинними похiдними досягається, коли розгля-
даються рiвняння, iнварiантнi вiдносно деяких перетворень (якi мiстять один або кiлька
довiльних параметрiв) або, iншими словами, мають певну симетрiю. Пiзнiше ми розгля-
немо загальний метод дослiдження симетрiї диференцiальних рiвнянь (метод групового
аналiзу), який дозволяє регулярним чином отримувати подiбнi i складнiшi iнварiантнi
розв’язки.

9.3 Узагальнено-автомодельнi розв’язки

Означення 7. Узагальнено-автомодельними розв’язками називаються розв’язки вигля-
ду

w(x, t) = φ(t)U(ζ), ζ = ψ(t)x. (145)

Формула (145) включає в себе, як окремi випадки, розглянутi ранiше автомодельнi i
експоненцiально-автомодельнi розв’язки.

Процедура пошуку узагальнено-автомодельних розв’язкiв полягає в наступному: пiсля
пiдстановки виразу (145) в розглядуване рiвняння функцiї φ(t) i ψ(t) вибираються таким
чином, щоб функцiя U(ζ) задовольняла одному звичайному диференцiальному рiвнянню.

Приклад 32. Шукаємо розв’язок нелiнiйного рiвняння теплопровiдностi (142) у виглядi
(145). Використовуючи (145) i з огляду на зв’язок x = ζ/ψ(t), знаходимо похiднi:

wt = φ′
tU + φψ′

txU
′
ζ = φ′

tU +
φψ′

t

ψ
ζU ′

ζ , wx = φψU ′
ζ , (wnwx)x = ψ2φn+1(UnU ′

ζ)
′
ζ .
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Пiдставивши їх у (142), пiсля дiлення на φ′
t отримаємо

U +
φψ′

t

φ′
tψ
ζU ′

ζ = a
ψ2φn+1

φ′
t

(UnU ′
ζ)

′
ζ . (146)

Щоб це спiввiдношення являло собою звичайне диференцiальне рiвняння для U(ζ), треба
прирiвняти функцiональнi коефiцiєнти при ζU ′

ζ i (UnU ′
ζ)

′
ζ сталим величинам:

φψ′
t

φ′
tψ

= α,
ψ2φn+1

φ′
t

= β. (147)

При цьому функцiя U(ζ) буде описуватися рiвнянням

U + αζU ′
ζ = aβ(UnU ′

ζ)
′
ζ .

З першого рiвняння (147) знаходимо

ψ = C1φ
α, (148)

де C1 – довiльна стала. Пiдставляючи отриманий вираз у друге рiвняння (147) i iнте-
груючи, маємо

C2
1

β
t+ C2 = − 1

2α + n
φ−2α−n при α ̸= −n

2
,

C2
1

β
t+ C2 = ln |φ| при α = −n

2
,

(149)

де C2 – довiльна стала. Пiдберемо сталi C1, C2 та β так, щоб отримати якомога про-
стiшi вирази для функцiй φ(t), ψ(t). З (148), (149), зокрема, маємо

φ(t) = t−1/(2α+n), ψ(t) = t−α/(2α+n) при C1 = 1, C2 = 0, β = − 1

2α + n
;

φ(t) = e2t, ψ(t) = e−nt при C1 = 1, C2 = 0, β =
1

2
.

Тут перша пара функцiй φ(t) i ψ(t) вiдповiдає автомодельному розв’язку (α ̸= −n/2 –
будь-яке число), а друга пара – експоненцiально-автомодельному розв’язку.
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10 Лекцiя 10. Метод узагальненого вiдокремлення змiн-
них. Вступ

10.1 Розв’язки з мультиплiкативним i адитивним вiдокремленням
змiнних

Метод вiдокремлення змiнних є найпоширенiшим методом розв’язання лiнiйних рiвнянь
математичної фiзики. Для рiвнянь з двома незалежними змiнними x i t та шуканою фун-
кцiєю w цей метод базується на пошуку точних розв’язкiв у виглядi добутку функцiй
рiзних аргументiв:

w(x, t) = φ(x)ψ(t). (150)

Iнтегрування окремих класiв нелiнiйних рiвнянь з частинними похiдними першого поряд-
ку ґрунтується на пошуку точних розв’язкiв у виглядi суми функцiй рiзних аргументiв:

w(x, t) = φ(x) + ψ(t). (151)

Деякi нелiнiйнi рiвняння математичної фiзики другого i вищих порядкiв також мають
точнi розв’язки вигляду (150) або (151). Подiбнi розв’язки будемо називати вiдповiдно
розв’язками з мультиплiкативним i адитивним вiдокремленням змiнних [4, 10, 11, 1,
12, 13].

10.2 Найпростiшi випадки вiдокремлення змiнних в нелiнiйних
рiвняннях

В окремих випадках вiдокремлення змiнних в нелiнiйних рiвняннях проводиться за тi-
єю ж схемою, що i в лiнiйних рiвняннях. Точний розв’язок шукається у виглядi добутку
або суми функцiй рiзних аргументiв. Пiдставивши (150) або (151) в аналiзоване рiвняння
i виконуючи елементарнi алгебраїчнi операцiї, приходять до рiвностi двох виразiв (для
рiвнянь з двома змiнними), що залежать вiд рiзних аргументiв. Така ситуацiя можли-
ва тiльки в тому випадку, коли кожен iз зазначених виразiв дорiвнює однiй i тiй самiй
сталiй величинi. В результатi отримують звичайнi диференцiальнi рiвняння для шуканих
величин.

Проiлюструємо сказане на конкретних прикладах.

Приклад 33. Рiвняння теплопровiдностi зi степеневою нелiнiйнiстю

∂w

∂t
= a

∂

∂x

(
wk
∂w

∂x

)
(152)

має точний розв’язок у виглядi добутку функцiй рiзних аргументiв. Пiдставивши (150)
в рiвняння (152), приходимо до виразу

φψ′
t = aψk+1(φkφ′

x)
′
x.

Вiдокремлюючи змiннi шляхом дiлення обох частин на φψk+1, отримаємо

ψ′
t

ψk+1
=
a(φkφ′

x)
′
x

φ
.
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Лiва частина цiєї рiвностi залежить тiльки вiд змiнної t, а права – тiльки вiд x. Це
можливо лише при виконаннi умов

ψ′
t

ψk+1
= C,

a(φkφ′
x)

′
x

φ
= C (153)

де C – довiльна стала. Розв’язавши звичайнi диференцiальнi рiвняння (153), отримаємо
розв’язки вигляду (150) рiвняння (152).

Процедура побудови розв’язку зi змiнними вигляду (150) нелiнiйного рiвняння (152)
повнiстю аналогiчна процедурi, яка використовується для розв’язання лiнiйних рiвнянь,
зокрема, для рiвняння (152) при k = 0. Випадки розв’язкiв з подiбним вiдокремленням
змiнних будемо називати найпростiшими.

Приклад 34. Хвильове рiвняння з експоненцiальною нелiнiйнiстю

∂2w

∂t2
= a

∂

∂x

(
eλw

∂w

∂x

)
(154)

має точний розв’язок у виглядi суми функцiй рiзних аргументiв. Пiдставимо вираз (151)
в рiвняння (154). Пiсля дiлення обох частин на eλψ приходимо до рiвностi

e−λψψ′′
tt = a(eλφφ′

x)
′
x,

лiва частина якої залежить тiльки вiд змiнної t, а права – тiльки вiд x. Це можливо
лише при виконаннi умов

e−λψψ′′
tt = C, a(eλφφ′

x)
′
x = C, (155)

де C – довiльна стала. Розв’язавши звичайнi диференцiальнi рiвняння (155), отримаємо
розв’язок рiвняння (154) вигляду (151).

Приклад 35. Рiвняння теплопровiдностi в анiзотропному середовищi з джерелом ло-
гарифмiчного типу

∂

∂x

[
f(x)

∂w

∂x

]
+

∂

∂y

[
g(y)

∂w

∂y

]
= aw lnw (156)

має точний розв’язок у виглядi добутку функцiй рiзних аргументiв

w = φ(x)ψ(y). (157)

Пiдставимо вираз (157) в рiвняння (156). Пiсля дiлення на φψ i перенесення окремих
доданкiв в рiзнi частини отриманої рiвностi, одержимо

1

φ
[f(x)φ′

x]
′
x − a lnφ = − 1

ψ
[g(y)ψ′

y]
′
y + a lnψ.

Лiва частина цього виразу залежить тiльки вiд змiнної x, а права – тiльки вiд y. При-
рiвнюючи їх до сталої величини, можна отримати звичайнi диференцiальнi рiвняння
для функцiй φ(x) i ψ(y).

42



10.3 Приклади нетривiального вiдокремлення змiнних в нелiнiй-
них рiвняннях

У багатьох випадках вiдокремлення змiнних в нелiнiйних рiвняннях вiдбувається iнакше,
нiж в лiнiйних рiвняннях. Проiлюструємо сказане на конкретних прикладах.

Приклад 36. Розглянемо рiвняння з кубiчною нелiнiйнiстю

∂w

∂t
= f(t)

∂2w

∂x2
+ w

(
∂w

∂x

)2

− aw3, (158)

де f(t) – довiльна функцiя.
Шукатимемо точнi розв’язки у виглядi добутку функцiй рiзних аргументiв. Пiдста-

вимо (150) в (158) i подiлимо обидвi частини отриманої рiвностi на f(t)φ(x)ψ(t). В
результатi маємо

ψ′
t

fψ
=
φ′′
xx

φ
+
ψ2

f
[(φ′

x)
2 − aφ2], (159)

У загальному випадку цей вираз не можна представити у виглядi суми функцiй рiзних
аргументiв. Це, однак, не означає, що рiвняння (158) не має розв’язкiв вигляду (150).
1◦. Прямою перевiркою можна переконатися, що функцiонально-диференцiальне рiвнян-
ня (159) при a > 0 має розв’язок

φ(x) = C exp
(
±x

√
a
)
, ψ(t) = exp

[
a

∫
f(t)dt

]
, (160)

де C – довiльна стала. Розв’язок (160) для φ обертає в нуль вираз в квадратних дужках
в (159), що дозволяє вiдокремити змiннi.
2◦. Є загальнiший розв’язок функцiонально-диференцiального рiвняння (159) при a > 0:

φ(x) = C1 exp
(
x
√
a
)
+ C2 exp

(
−x

√
a
)
,

ψ(t) = eF
(
C3 + 8aC1C2

∫
e2Fdt

)−1/2

, F = a

∫
f(t)dt,

де C1, C2, C3 – довiльнi сталi. Функцiя φ = φ(x) така, що обидвi комбiнацiї величин в
рiвняннi (159), якi залежать вiд x, одночасно будуть рiвнi деяким сталим:

φ′′
xx

φ
= const, (φ′

x)
2 − aφ2 = const,

Ця обставина i дозволяє вiдокремити змiннi. Вiдмiтимо, що функцiя ψ = ψ(t) задоволь-
няє рiвнянню Бернуллi ψ′

t = af(t)ψ − 4aC1C2ψ
3.

3◦. Є iнший розв’язок функцiонально-диференцiального рiвняння (159) при a < 0:

φ(x) = C1 sin
(
x
√
−a

)
+ C2 cos

(
x
√
−a

)
,

ψ(t) = eF
[
C3 + 2a(C2

1 + C2
2)

∫
e2Fdt

]−1/2

, F = a

∫
f(t)dt,

де C1, C2, C3 – довiльнi сталi. Функцiя φ = φ(x) така, що обидвi комбiнацiї величин в
рiвняннi (159), якi залежать вiд x, одночасно будуть рiвнi деяким сталим. Вiдмiтимо,
що функцiя ψ = ψ(t) задовольняє рiвнянню Бернуллi ψ′

t = af(t)ψ − a(C2
1 + C2

2)ψ
3.
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Розглянутi приклади iлюструють деякi особливостi розв’язкiв з вiдокремленням змiн-
них. У наступних лекцiях будуть описанi досить загальнi методи побудови таких i скла-
днiших розв’язкiв нелiнiйних рiвнянь з частинними похiдними.
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11 Лекцiя 11. Структура розв’язкiв з узагальненим вiд-
окремленням змiнних. Спрощена схема побудови то-
чних розв’язкiв

11.1 Структура розв’язкiв з узагальненим вiдокремленням змiн-
них

11.1.1 Загальний вигляд розв’язкiв. Розглядуванi класи
нелiнiйних рiвнянь

Для простоти викладу обмежимося тут описом випадку рiвнянь математичної фiзики з
двома незалежними змiнними x, y та залежною змiнною w (одна з незалежних змiнних
може вiдгравати роль часу).

Лiнiйнi рiвняння математичної фiзики з вiдокремлюваними змiнними допускають точнi
розв’язки у виглядi суми

w(x, y) = φ1(x)ψ1(y) + φ2(x)ψ2(y) + . . .+ φn(x)ψn(y), (161)

де wi = φi(x)ψi(y) – вiдповiднi частиннi розв’язки. При цьому функцiї φi(x), як i функцiї
ψi(y), при рiзних значеннях i не пов’язанi одна з одною.

Багато нелiнiйних рiвнянь з частинними похiдними з квадратичними i степеневими
нелiнiйностями вигляду

f1(x)g1(y)Π1[w] + f2(x)g2(y)Π2[w] + . . .+ fm(x)gm(y)Πm[w] = 0, (162)

де Πi[w] – диференцiальнi форми, що являють собою добутки цiлих невiд’ємних степеней
функцiї w та її частинних похiдних wx, wy, wxx, wxy, wyy, wxxx, ..., також мають точнi
розв’язки вигляду (161). Такi розв’язки будемо називати розв’язками з узагальненим вiд-
окремленням змiнних. Для нелiнiйних рiвнянь, на вiдмiну вiд лiнiйних, функцiї φi(x) при
рiзних значеннях i зазвичай пов’язанi одна з одною [i з функцiями ψi(y)]. У загальному
випадку функцiї φi(x) i ψi(y) заздалегiдь не вiдомi i повиннi визначатися в ходi дослi-
дження. Приклади точних розв’язкiв нелiнiйних рiвнянь вигляду (161) для найпростiших
випадкiв n = 1 i n = 2 (при ψ1 = φ2 = 1) розглянутi нами на попереднiй лекцiї.

Вiдзначимо, що найчастiше зустрiчається розв’язок з узагальненим вiдокремленням
змiнних спецiального вигляду

w(x, y) = φ(x)ψ(y) + χ(x)

(у правiй частинi незалежнi змiннi можна помiняти мiсцями). В окремому випадку χ(x) =
0 цей розв’язок переходить в розв’язок з мультиплiкативним вiдокремленням змiнних, а
у випадку φ(x) = 1 – в розв’язок з адитивним вiдокремленням змiнних.

Зауваження 18. Вирази вигляду (161) часто використовуються в прикладнiй та обчи-
слювальнiй математицi для побудови наближених розв’язкiв диференцiальних рiвнянь
методом Гальоркiна (i його рiзними модифiкацiями).

Зауваження 19. Розв’язки вигляду (161) можуть допускати також рiвняння, що ма-
ють вiдмiннi вiд (162) нелiнiйностi.
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11.1.2 Загальний вигляд функцiонально-диференцiальних
рiвнянь

У загальному випадку пiсля пiдстановки виразу (161) в диференцiальне рiвняння (162)
для визначення функцiй φi(x) i ψi(y) отримаємо функцiонально-диференцiальне рiвняння

Φ1(X)Ψ1(Y ) + Φ2(X)Ψ2(Y ) + . . .+ Φk(X)Ψk(Y ) = 0, (163)

де функцiонали Φj(X)Ψj(Y ) залежать вiдповiдно вiд змiнних x i y:

Φj(X) ≡ Φj (x, φ1, φ
′
1, φ

′′
1, . . . , φn, φ

′
n, φ

′′
n) ,

Ψj(Y ) ≡ Ψj (y, ψ1, ψ
′
1, ψ

′′
1 , . . . , ψn, ψ

′
n, ψ

′′
n) .

(164)

Тут для наочностi формули виписанi для випадку рiвняння другого порядку (162); для
рiвнянь старших порядкiв в правi частини формул (164) увiйдуть вiдповiднi старшi похiднi
функцiй φi(x) i ψi(y).

Далi в наступних темах буде описано два загальних методи розв’язання функцiональ-
но-диференцiальних рiвнянь вигляду (163), (164), а також буде розглянуто два спецiальнi
методи, що не володiють загальнiстю (при використаннi цих методiв менший обсяг обчи-
слень).

Зауваження 20. На вiдмiну вiд звичайних диференцiальних рiвнянь, в рiвняння (163),
(164) входять кiлька функцiй (та їх похiдних), що залежать вiд рiзних аргументiв.

11.2 Спрощена схема побудови точних розв’язкiв, що ґрунтується
на апрiорному заданнi одної системи координатних функцiй

11.2.1 Опис спрощеної схеми побудови точних розв’язкiв

Для побудови точних розв’язкiв рiвнянь вигляду (162) з квадратичною або степеневою
нелiнiйнiстю, що не залежать явно вiд x (тобто всi fi = const), можна використовувати
наступний спрощений пiдхiд. Розв’язок шукаємо у виглядi скiнчених сум (161). Припу-
стимо, що система координатних функцiй φi(x) описується лiнiйними диференцiальними
рiвняннями зi сталими коефiцiєнтами. Найпоширенiшi розв’язки таких рiвнянь мають ви-
гляд

φi(x) = xi, φi(x) = eλix, φi(x) = sin(αix), φi(x) = cos(βix). (165)

Скiнченi набори цих функцiй (у рiзних комбiнацiях) можна використовувати для пошуку
точних розв’язкiв з узагальненим вiдокремленням змiнних вигляду (161), де λi, αi, βi
розглядаються як вiльнi параметри. Друга система функцiй gi(y) визначається шляхом
розв’язання вiдповiдних нелiнiйних рiвнянь, одержуваних пiдстановкою виразу (161) в
розглядуване рiвняння.

Зазначений пiдхiд не має тiєї загальностi, якою володiють методи, описанi далi. Однак
явне завдання однiєї системи координатних функцiй φi(x) рiзко спрощує процедуру побу-
дови точних розв’язкiв [при цьому окремi розв’язки вигляду (161) можуть бути втраченi].
Важливо вiдмiтити, що вiдомi до теперiшнього часу точнi розв’язки (з узагальненим вiд-
окремленням змiнних) рiвнянь з частинними похiдними з квадратичною нелiнiйнiстю в
переважнiй бiльшостi задаються координатними функцiями вигляду (165) (зазвичай при
n = 2).
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11.2.2 Приклади побудови розв’язкiв нелiнiйних рiвнянь старших порядкiв

Розглянемо конкретнi приклади використання спрощеної схеми побудови точних розв’яз-
кiв з узагальненим вiдокремленням змiнних нелiнiйних рiвнянь старших порядкiв.

Приклад 37. Рiвняння ламiнарного примежевого шару на плоскiй пластинi зводяться
до одного нелiнiйного рiвняння третього порядку для функцiї потоку [14, 15]:

∂w

∂y

∂2w

∂x∂y
− ∂w

∂x

∂2w

∂y2
= ν

∂3w

∂y3
. (166)

Шукаємо точний розв’язок цього рiвняння з узагальненим вiдокремленням змiнних
вигляду

w(x, y) = xψ(y) + θ(y), (167)

яке вiдповiдає найпростiшим функцiям φ1(x) = x, φ2(x) = 1 при n = 2 у формулi (161).
Пiдставивши (167) в (166), пiсля перегрупування членiв маємо

x[(ψ′
y)

2 − ψψ′′
yy − νψ′′′

yyy] + [ψ′
yθ

′
y − ψθ′′yy − νθ′′′yyy] = 0.

Щоб задовольнити цiй рiвностi при будь-яких значеннях x, треба прирiвняти до ну-
ля обидва вирази в квадратних дужках. В результатi отримаємо систему звичайних
диференцiальних рiвнянь для визначення функцiй ψ = ψ(y) i θ = θ(y):

(ψ′
y)

2 − ψψ′′
yy − νψ′′′

yyy = 0,
ψ′
yθ

′
y − ψθ′′yy − νθ′′′yyy = 0.

Ця система має, наприклад, точний розв’язок

ψ =
6ν

y + C1

, θ =
C2

y + C1

+
C3

(y + C1)2
+ C4,

де C1, C2, C3, C4 – довiльнi сталi.

Приклад 38. Розглянемо нелiнiйне рiвняння n-го порядку

∂w

∂y

∂2w

∂x∂y
− ∂w

∂x

∂2w

∂y2
= f(x)

∂nw

∂yn
. (168)

де f(x) – довiльна функцiя. В частинному випадку n = 3, f(x) = ν = const воно збiгається
з рiвнянням примежевого шару (166).

Шукаємо точний розв’язок рiвняння (168) з узагальненим вiдокремленням змiнних
вигляду

w(x, y) = φ(x)eλy + θ(x), (169)

яке вiдповiдає функцiям ψ1(y) = eλy, ψ2(y) = 1 у формулi (161). Пiдставивши (169) в
(168), пiсля елементарних алгебраїчних дiй отримаємо

λ2eλyφ[θ′x + λn−2f(x)] = 0.
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Цiй рiвностi можна задовольнити при

θ(x) = −λn−2

∫
f(x)dx+ C, φ(x) − довiльна функцiя, (170)

де C – довiльна стала. (Iнший випадок, коли φ = 0, ψ – будь-яка, малоцiкавий.) Формули
(169), (170) описують точний розв’язок рiвняння (168):

w(x, y) = φ(x)eλy − λn−2

∫
f(x)dx+ C, (171)

що мiстить довiльну функцiю φ(x) i двi довiльнi сталi C i λ.

Приклад 39. Розглянемо нелiнiйне рiвняння n-го порядку

∂2w

∂x∂t
+

(
∂w

∂x

)2

− w
∂2w

∂x2
= f(t)

∂nw

∂xn
, (172)

де f(t) – довiльна функцiя. В частинному випадку n = 3 i f(t) = const воно зустрiчається
в гiдродинамiцi (див., наприклад, [16]).

Шукаємо точний розв’язок рiвняння (172) вигляду

w = φ(t)eλx + ψ(t). (173)

Пiдставивши (173) в (172), маємо

φ′
t − λφψ = λn−1f(t)φ.

Виразимо звiдси ψ i пiдставимо в (173). В результатi отримаємо розв’язок рiвняння
(172):

w = φ(t)eλx +
1

λ

φ′
t(t)

φ(t)
− λn−2f(t),

де φ(t) – довiльна функцiя, λ – довiльна стала.
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12 Лекцiя 12. Розв’язання функцiонально-
диференцiальних рiвнянь методом диференцiюван-
ня

12.1 Опис методу диференцiювання

Процедура розв’язання отриманих на попереднiй лекцiї функцiонально-диференцiальних
рiвнянь

Φ1(X)Ψ1(Y ) + Φ2(X)Ψ2(Y ) + . . .+ Φk(X)Ψk(Y ) = 0, (174)
Φj(X) ≡ Φj (x, φ1, φ

′
1, φ

′′
1, . . . , φn, φ

′
n, φ

′′
n) ,

Ψj(Y ) ≡ Ψj (y, ψ1, ψ
′
1, ψ

′′
1 , . . . , ψn, ψ

′
n, ψ

′′
n) .

(175)

складається з трьох послiдовних етапiв.
1◦. Припустимо, що Ψk ̸≡ 0. Подiлимо рiвняння (174) на Ψk i продиференцiюємо по y. В
результатi отримаємо рiвняння такого ж вигляду, але з меншим числом членiв:

Φ̃1(X)Ψ̃1(Y ) + Φ̃2(X)Ψ̃2(Y ) + . . .+ Φ̃k−1(X)Ψ̃k−1(Y ) = 0,

Φ̃j(X) = Φj(X), Ψ̃j(Y ) = [Ψj(Y )/Ψk(Y )]′y.

Повторимо аналогiчну процедуру ще (k− 3) разiв. У пiдсумку приходимо до двочлен-
ного рiвняння iз вiдокремлюваними змiнними

Φ̂1(X)Ψ̂1(Y ) + Φ̂2(X)Ψ̂2(Y ) = 0. (176)

Тепер треба розглянути двi ситуацiї.
Невироджений випадок : |Φ̂1(X)| + |Φ̂2(X)| ̸≡ 0, |Ψ̂1(Y )| + |Ψ̂2(Y )| ̸≡ 0. Тодi розв’язки

рiвняння (176) визначаються зi звичайних диференцiальних рiвнянь:

Φ̂1(X) + CΦ̂2(X) = 0, CΨ̂1(Y )− Ψ̂2(Y ) = 0,

де C – довiльна стала. Граничному випадку C = ∞ вiдповiдають рiвняння Φ̂2 = 0, Ψ̂1 = 0.
Два вироджених випадки:

Φ̂1(X) ≡ 0, Φ̂2(X) ≡ 0 =⇒ Ψ̂1,2(Y )− будь-якi;

Ψ̂1(Y ) ≡ 0, Ψ̂2(Y ) ≡ 0 =⇒ Φ̂1,2(X)− будь-якi.
2◦. Отриманi розв’язки двочленного рiвняння (176) треба пiдставити у вихiдне функцiонально-
диференцiальне рiвняння (174), щоб прибрати «зайвi» сталi iнтегрування [вони з’являю-
ться через те, що рiвняння (176) отримано з (174) шляхом диференцiювання].
3◦. Випадок Ψk = 0 треба розглянути окремо (оскiльки рiвняння на першому етапi дiли-
лося на Ψk). Аналогiчно слiд дослiджувати всi iншi випадки тотожного обернення в нуль
функцiоналiв, на якi дiлилися промiжнi функцiонально-диференцiальнi рiвняння.
Зауваження 21. Функцiонально-диференцiальне рiвняння (174), (175) може не мати
розв’язкiв.
Зауваження 22. На кожному етапi число членiв даного функцiонально-диференцiального
рiвняння можна знижувати шляхом диференцiювання як по змiннiй y, так i по змiннiй
x. На першому етапi, наприклад, можна припустити, що Φk ̸= 0. Подiливши рiвняння
(174) на Φk i продиференцiювавши по x, отримаємо рiвняння такого ж вигляду, але з
меншим числом членiв.
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12.2 Приклади побудови розв’язкiв з узагальненим вiдокремленням
змiнних

Нижче подано конкретнi приклади використання описаного методу для побудови точних
розв’язкiв нелiнiйних рiвнянь з узагальненими вiдокремленням змiнних.

Приклад 40. Розглянемо нелiнiйне рiвняння n-го порядку

∂w

∂y

∂2w

∂x∂y
− ∂w

∂x

∂2w

∂y2
= f(x)

∂nw

∂yn
. (177)

де f(x) – довiльна функцiя. В частинному випадку n = 3, f(x) = const воно збiгається з
рiвнянням стацiонарного примежевого шару на плоскiй пластинi для функцiї потоку.

Шукаємо точний розв’язок рiвняння (177) з узагальненим вiдокремленням змiнних
вигляду

w(x, y) = φ(x)ψ(y) + χ(x). (178)

Пiдставивши (178) в (177) i скоротивши на φ, отримаємо функцiонально-диференцiальне
рiвняння

φ′
x[(ψ

′
y)

2 − ψψ′′
yy]− χ′

xψ
′′
yy = f(x)ψ(n)

y . (179)

Подiлимо обидвi частини рiвняння (179) на f(x), потiм продиференцiюємо по x. В ре-
зультатi маємо

(φ′
x/f)

′
x[(ψ

′
y)

2 − ψψ′′
yy]− (χ′

x/f)
′
xψ

′′
yy = 0. (180)

Невироджений випадок. Вiдокремлюючи в (180) змiннi, отримаємо

(χ′
x/f)

′
x = C1(φ

′
x/f)

′
x,

(ψ′
y)

2 − ψψ′′
yy − C1ψ

′′
yy = 0.

Iнтегруючи, приходимо до наступних виразiв:

ψ(y) = C4e
λy − C1, φ(x)− будь-яка, χ(x) = C1φ(x) + C2

∫
f(x)dx+ C3, (181)

де C1, C2, C3, C4, λ – сталi iнтегрування. Пiдставивши (181) в (179), знаходимо зв’язок
мiж константами: C2 = −λn−2. З огляду на сказане, а також формули (178) i (181), в
результатi маємо розв’язки рiвняння (177) вигляду (178):

w(x, y) = φ(x)eλy − λn−2

∫
f(x)dx+ C,

де φ(x) – довiльна функцiя, C, λ – довiльнi сталi (C = C3, C4 = 1).
Вироджений випадок. З рiвняння (180) маємо

(φ′
x/f)

′
x = 0 (χ′

x/f)
′
x = 0, ψ(y)− будь-яка. (182)

Iнтегруючи двiчi першi два рiвняння (182), отримаємо

φ(x) = C1

∫
f(x)dx+ C2, χ(x) = C3

∫
f(x)dx+ C4, (183)
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де C1, C2, C3, C4 – довiльнi сталi.
Пiдставивши вирази (183) в (179), приходимо до звичайного диференцiального рiвня-

ння для визначення функцiї ψ = ψ(y):

C1(ψ
′
y)

2 − (C1ψ + C3)ψ
′′
yy = ψ(n)

y . (184)

Формули (178), (183) i рiвняння (184) описують точний розв’язок рiвняння (177).

Приклад 41. Двовимiрнi стацiонарнi рiвняння руху в’язкої нестискуваної рiдини зво-
дяться до одного нелiнiйного рiвняння четвертого порядку для функцiї потоку [14]:

∂w

∂y

∂

∂x
(∆w)− ∂w

∂x

∂

∂y
(∆w) = ν∆∆w, ∆ =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
. (185)

Будемо шукати точнi розв’язки рiвняння (185) з вiдокремлюваними змiнними вигля-
ду

w = φ(x) + ψ(y). (186)

Пiдставивши (186) в (185), маємо

ψ′
yφ

′′′
xxx − φ′

xψ
′′′
yyy = νφ′′′′

xxxx + νψ′′′′
yyyy. (187)

Продиференцiюємо обидвi частини (187) по x i y. В результатi отримаємо

ψ′′
yyφ

′′′′
xxxx − φ′′

xxψ
′′′′
yyyy = 0. (188)

Невироджених випадок. При φ′′
xx ̸≡ 0 i ψ′′

yy ̸≡ 0, вiдокремлюючи в (188) змiннi, прихо-
димо до лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами

φ′′′′
xxxx = Cφ′′

xx, (189)
ψ′′′′
yyyy = Cψ′′

yy, (190)

якi мають розв’язки рiзного вигляду в залежностi вiд величини константи iнтегрува-
ння C.
1◦. Розв’язки рiвнянь (189), (190) при C = 0:

φ(x) = A1 + A2x+ A3x
2 + A4x

3,
ψ(y) = B1 +B2y +B3y

2 +B4y
3.

(191)

де Ak, Bk – довiльнi сталi (k = 1, 2, 3, 4). Пiдставивши (191) в (187), знаходимо значення
сталих:

A4 = B4 = 0, An, Bn − будь-якi (n = 1, 2, 3);
Ak = 0, Bk − будь-якi (k = 1, 2, 3, 4);
Bk = 0, Ak − будь-якi (k = 1, 2, 3, 4).

Першi два набори сталих визначають два вiдомi полiномiальнi розв’язки рiвняння (185)
другої i третьої степенi вiдносно незалежних змiнних [14]:

w = C1x
2 + C2x+ C3y

2 + C4y + C5,
w = C1y

3 + C2y
2 + C3y + C4,
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де C1, ..., C5 – довiльнi сталi.
2◦. Розв’язки рiвнянь (189), (190) при C = λ2 > 0:

φ(x) = A1 + A2x+ A3e
λx + A4e

−λx,
ψ(y) = B1 +B2y +B3e

λy +B4e
−λy.

(192)

Пiдставимо (192) в (187). Пiсля скорочення на λ3 i зведення подiбних членiв отримаємо

A3(νλ−B2)e
λx + A4(νλ+B2)e

−λx +B3(νλ+ A2)e
λy +B4(νλ− A2)e

−λy = 0.

Прирiвнюючи коефiцiєнти при експонентах до нуля, знаходимо значення сталих:

A3 = A4 = B3 = 0, A2 = νλ випадок 1,
A3 = B3 = 0, A2 = νλ, B2 = −νλ випадок 2,
A3 = B4 = 0, A2 = −νλ, B2 = −νλ випадок 3,

(Решта сталих можуть набувати довiльних значень.) Зазначенi набори сталих визна-
чають три розв’язки рiвняння (185) вигляду (186):

w = C1e
−λy + C2y + C3 + νλx,

w = C1e
−λx + νλx+ C2e

−λy − νλy + C3,
w = C1e

−λx − νλx+ C2e
λy − νλy + C3,

де C1, C2, C3, λ – довiльнi сталi.
3◦. Розв’язки рiвнянь (189), (190) при C = −λ2 < 0:

φ(x) = A1 + A2x+ A3 cos(λx) + A4 sin(λx),
ψ(y) = B1 +B2y +B3 cos(λy) +B4 sin(λy).

(193)

Пiдстановка виразiв (193) в (187) не дає нових дiйсних розв’язкiв.
Виродженi випадки. У випадках φ′′

xx ≡ 0 i ψ′′
yy ≡ 0 рiвняння (188) обертається в

тотожнiсть вiдповiдно для будь-якої функцiї ψ = ψ(y) i будь-якої функцiї φ = φ(x). Цi
випадки треба розглядати окремо. Наприклад, при φ′′

xx = 0 маємо φ = Ax + B, де A, B
– будь-якi. Пiдставивши цю функцiю в (187), приходимо до рiвняння −Aψ′′′

yyy = νψ′′′′
yyyy.

Його загальний розв’язок описується формулою ψ(y) = C1 exp(−Ay/ν) +C2y
2 +C3y+C4.

У пiдсумку маємо ще один розв’язок рiвняння (185) вигляду (186):

w = C1e
−λy + C2y

2 + C3y + C4 + νλx (A = νλ, B = 0),

яке за допомогою групового аналiзу було отримано В. В. Пухначовим [17].
У випадку ψ′′

yy ≡ 0 отримуємо наступний розв’язок:

w = C1e
λx + C2x

2 + C3x+ C4 + νλy (A = νλ, B = 0).

52



13 Лекцiя 13. Розв’язання функцiонально-
диференцiальних рiвнянь методом розщеплення

13.1 Попереднi зауваження. Опис методу розщеплення

При зменшеннi числа членiв функцiонально-диференцiального рiвняння

Φ1(X)Ψ1(Y ) + Φ2(X)Ψ2(Y ) + . . .+ Φk(X)Ψk(Y ) = 0, (194)

Φj(X) ≡ Φj (x, φ1, φ
′
1, φ

′′
1, . . . , φn, φ

′
n, φ

′′
n) ,

Ψj(Y ) ≡ Ψj (y, ψ1, ψ
′
1, ψ

′′
1 , . . . , ψn, ψ

′
n, ψ

′′
n) .

(195)

за допомогою диференцiювання виникають «зайвi» сталi iнтегрування, якi треба прибира-
ти на заключному етапi. Крiм того, порядок отриманого рiвняння може бути вище порядку
вихiдного. Щоб уникнути цих труднощiв, розв’язки функцiонально-диференцiального рiв-
няння зручно звести до послiдовного розв’язування бiлiнiйного функцiонального рiвняння
стандартного вигляду i розв’язування системи звичайних диференцiальних рiвнянь (тоб-
то вихiдна задача розщеплюється на двi простiшi задачi). Нижче подано короткий опис
основних етапiв цього методу.
1◦. На першому етапi розглянемо рiвняння (194) як бiлiнiйне функцiональне рiвняння, за-
лежне вiд двох змiннихX i Y , де Φn = Φn(X) i Ψn = Ψn(Y ) – шуканi величини (n = 1, ..., k).
Можна довести (наприклад, шляхом диференцiювання за схемою, описаною на попереднiй
лекцiї, використовуючи iндукцiю), що бiлiнiйному функцiональному рiвнянню (194) мо-
жна задовольнити тiльки у випадку, коли величини Φn = Φn(X) (n = 1, ..., k) пов’язанi
лiнiйними залежностями. Враховуючи цю обставину, неважко показати, що бiлiнiйне фун-
кцiональне рiвняння (194) має (k − 1) рiзних розв’язкiв:

Φi(X) = Ci,1Φm+1(X) + Ci,2Φm+2(X) + . . .+ Ci,k−mΦk(X),
Ψm+j(Y ) = −C1,jΨ1(Y )− C2,jΨ2(Y )− . . .− Cm,jΨm(Y ),
i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , k −m; m = 1, . . . , k − 1;

(196)

де Ci,j – довiльнi сталi. Функцiї Φm+1(X), ..., Φk(X), Ψ1(Y ), ..., Ψm(Y ), що фiгурують в
правих частинах рiвностей (196), задаються довiльним чином. Видно, що при фiксованому
m розв’язок (196) мiстить m(k −m) довiльних сталих.
2◦. На другому етапi послiдовно пiдставляємо функцiонали Φi(X) i Ψj(Y ) з (195) в усi
розв’язки (196). В результатi отримуємо системи звичайних диференцiальних рiвнянь4 для
визначення шуканих функцiй φp(x) i ψq(y). Розв’язуючи цi системи, знаходимо розв’язки
з узагальненим вiдокремленням змiнних вигляду

w(x, y) = φ1(x)ψ1(y) + φ2(x)ψ2(y) + . . .+ φn(x)ψn(y). (197)

Зауваження 23. Важливо пiдкреслити, що використовуване в методi розщеплення бi-
лiнiйне функцiональне рiвняння (194) при фiксованому k є одним i тим же для рiзних
класiв вихiдних нелiнiйних рiвнянь математичної фiзики.

4Зазвичай цi системи є переозначенi

53



Зауваження 24. При фiксованому m розв’язок (196) мiстить m(k−m) довiльних сталих
Ci,j. При заданому k найбiльше число довiльних сталих мають наступнi розв’язки:

Номер розв’язку Число довiльних сталих Умови на k
m = 1

2
k 1

4
k2 k – парне число,

m = 1
2
(k ± 1) 1

4
(k2 − 1) k – непарне число.

Саме цi розв’язки бiлiнiйного функцiонального рiвняння найчастiше призводять до не-
тривiальних розв’язкiв з узагальненим вiдокремленням змiнних в нелiнiйних рiвняннях
з частинними похiдними.

Зауваження 25. Бiлiнiйне функцiональне рiвняння (194) i його розв’язок (196) вiдiгра-
ють важливу роль в методi функцiонального вiдокремлення змiнних, який буде розгля-
нуто нами пiзнiше.

Для наочностi наведемо основнi етапи побудови розв’язкiв з узагальненим вiдокрем-
ленням змiнних методом розщеплення.

Загальна схема побудови розв’язкiв з узагальненим вiдокремленням змiнних
методом розщеплення.

1. Пiдставляємо у вихiдне рiвняння

F (x, y, w, wx, wy, wxx, wxy, wyy, . . .) = 0

розв’язок з узагальненим вiдокремленням змiнних вигляду (197)

w(x, y) = φ1(x)ψ1(y) + φ2(x)ψ2(y) + . . .+ φn(x)ψn(y).

2. Приходимо до функцiонально-диференцiального рiвняння (194)

Φ1(X)Ψ1(Y ) + Φ2(X)Ψ2(Y ) + . . .+ Φk(X)Ψk(Y ) = 0.

3. Використовуємо процедуру розщеплення i отримуємо: (i) функцiональне рiвняння
та (ii) визначальну систему звичайних диференцiальних рiвнянь.

4. Розв’язуємо рiвняння (i)

Φ1(X)Ψ1(Y ) + Φ2(X)Ψ2(Y ) + . . .+ Φk(X)Ψk(Y ) = 0.

5. Знайденi функцiї Φm, Ψm (1 6 m 6 k) пiдставляємо в систему (ii).

6. Розв’язуємо визначальну систему звичайних диференцiальних рiвнянь i знаходимо
функцiї φm(x), ψm(y).
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13.2 Розв’язання найпростiших функцiональних рiвнянь
та їх застосування

Наведемо розв’язання кiлькох найпростiших функцiональних рiвнянь вигляду (194), якi
знадобляться далi для розв’язання конкретних нелiнiйних рiвнянь з частинними похiдни-
ми.
1◦. Функцiональне рiвняння

Φ1Ψ1 + Φ2Ψ2 + Φ3Ψ3 = 0, (198)

де всi Φi – функцiї одного i того ж аргументу, а всi Ψi – функцiї iншого аргументу, має
два розв’язки:

Φ1 = A1Φ3, Φ2 = A2Φ3, Ψ3 = −A1Ψ1 − A2Ψ2;
Ψ1 = A1Ψ3, Ψ2 = A2Ψ3, Φ3 = −A1Φ1 − A2Φ2,

(199)

де A1, A2 – довiльнi сталi. Функцiї в правих частинах рiвностей (199) вважаються довiль-
ними. У першому розв’язку зроблено перепозначення: A1 = C1,1, A2 = C2,1, а в другому
розв’язку – перепозначення: A1 = −1/C1,2, A2 = C1,1/C1,2 [порiвняйте з розв’язками (196)
при k = 3].
2◦. Функцiональне рiвняння

Φ1Ψ1 + Φ2Ψ2 + Φ3Ψ3 + Φ4Ψ4 = 0, (200)

де всi Φi – функцiї одного i того ж аргументу, а всi Ψi – функцiї iншого аргументу, має
два розв’язок:

Φ1 = A1Φ3 + A2Φ4, Φ2 = A3Φ3 + A4Φ4,
Ψ3 = −A1Ψ1 − A3Ψ2, Ψ4 = −A2Ψ1 − A4Ψ2,

(201)

залежний вiд чотирьох довiльних сталих Am [див. розв’язок (196) при k = 4, m = 2,
C1,1 = A1, C1,2 = A2, C2,1 = A3, C2,2 = A4]. Функцiї в правих частинах рiвностей (201)
вважаються довiльними.

Рiвняння (200) має також два iнших розв’язки, що залежать вiд трьох довiльних ста-
лих:

Φ1 = A1Φ4, Φ2 = A2Φ4, Φ3 = A3Φ4, Ψ4 = −A1Ψ1 − A2Ψ2 − A3Ψ3;
Ψ1 = A1Ψ4, Ψ2 = A2Ψ4, Ψ3 = A3Ψ4, Φ4 = −A1Φ1 − A2Φ2 − A3Φ3.

(202)

У першому розв’язку зроблено перепозначення: A1 = C1,1, A2 = C2,1, A3 = C3,1, а в другому
розв’язку – перепозначення: A1 = −1/C1,3, A2 = C1,1/C1,3, A3 = C1,2/C1,3.
3◦. Розв’язки функцiонального рiвняння

Φ1Ψ1 + Φ2Ψ2 + Φ3Ψ3 + Φ4Ψ4 + Φ5Ψ5 = 0 (203)

можна знайти за формулами (196) при k = 5. Покажемо простий спосiб отримання розв’яз-
кiв, який зручно використовувати на практицi, виходячи безпосередньо з рiвняння (203).
Будемо вважати, що функцiональнi коефiцiєнти Φ1, Φ2, Φ3 є лiнiйними комбiнацiями ко-
ефiцiєнтiв Φ4 i Φ5:

Φ1 = A1Φ4 +B1Φ5, Φ2 = A2Φ4 +B2Φ5, Φ3 = A3Φ4 +B3Φ5, (204)
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де An, Bn – довiльнi сталi. Пiдставимо вирази (204) в (203) i зберемо члени, пропорцiйнi
Φ4 i Φ5:

(A1Ψ1 + A2Ψ2 + A3Ψ3 +Ψ4)Φ4 + (B1Ψ1 +B2Ψ2 +B3Ψ3 +Ψ5)Φ5 = 0.

Прирiвнюючи вирази в дужках нулю, отримаємо

Ψ4 = −A1Ψ1 − A2Ψ2 − A3Ψ3,
Ψ5 = −B1Ψ1 −B2Ψ2 −B3Ψ3.

(205)

Формули (204), (205) дають один з розв’язкiв рiвняння (203). Аналогiчним чином знахо-
дяться i iншi розв’язки.
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14 Лекцiя 14. Метод Тiтова-Галактiонова

14.1 Опис методу. Пiдпростори, iнварiантнi вiдносно нелiнiйного
оператора

Розглянемо еволюцiйне рiвняння
∂w

∂t
= F [w], (206)

де F [w] – нелiнiйний диференцiальний оператор вигляду

F [w] ≡ F

(
w,
∂w

∂x
, . . . ,

∂nw

∂xn

)
. (207)

Означення 8. Скiнченновимiрний лiнiйний пiдпростiр

Lk = {φ1(x), . . . , φk(x)}, (208)

елементами якого є всеможливi лiнiйнi комбiнацiї лiнiйно-незалежних функцiй φ1(x),
..., φk(x), називається iнварiантним вiдносно оператора F , якщо F [Lk] ⊆ Lk. Це означає,
що iснують функцiї f1, ..., fk, такi що

F

[
k∑
i=1

Ciφi(x)

]
=

k∑
i=1

fi(C1, . . . , Ck)φi(x) (209)

для довiльних сталих C1, ..., Ck.

Нехай лiнiйний пiдпростiр (208) iнварiантний вiдносно оператора F . Тодi рiвняння
(206) має розв’язок з узагальненим вiдокремленням змiнних вигляду

w(x, t) =
k∑
i=1

ψi(t)φi(x), (210)

де функцiї ψ1(t), ..., ψk(t) описуються автономною системою звичайних диференцiальних
рiвнянь

ψ′
i = fi(ψ1, . . . , ψk), i = 1, . . . , k. (211)

Тут штрих означає похiдну по t.
Наступний приклад iлюструє описаний метод побудови розв’язкiв з узагальненим вiд-

окремленням змiнних.

Приклад 42. Розглянемо нелiнiйне параболiчне рiвняння

∂w

∂t
= a

∂2w

∂x2
+

(
∂w

∂x

)2

+ kw2 + bw + c. (212)

Покажемо, що при k > 0 диференцiальний оператор F [w] = awxx+(wx)
2+kw2+bw+c

(який визначає праву частину рiвняння) має двовимiрний iнварiантний пiдпростiр L2 =
{1, cos(x

√
k)}. Дiйсно, для довiльних C1 i C2 справедлива рiвнiсть

F [C1 + C2 cos(x
√
k)] = k(C2

1 + C2
2) + bC1 + c+ C2(2kC1 − ak + b) cos(x

√
k).
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Тому рiвняння (212) допускає розв’язок з узагальненим вiдокремленням змiнних вигляду

w(x, t) = ψ1(t) + ψ2(t) cos(x
√
k), (213)

де функцiї ψ1(t) i ψ2(t) описуються автономною системою звичайних диференцiальних
рiвнянь

ψ′
1 = k(ψ2

1 + ψ2
2) + bψ1 + c,

ψ′
2 = ψ2(2kψ1 − ak + b).

(214)

Зауваження 26. При k > 0 диференцiальний оператор F [w] має тривимiрний iнварiан-
тний пiдпростiр L3 = {1, sin(x

√
k), cos(x

√
k)}.

Зауваження 27. При k < 0 диференцiальний оператор F [w] має тривимiрний iнварiан-
тний пiдпростiр L3 = {1, sh(x

√
k), ch(x

√
k)}.

Зауваження 28. Загальнiше рiвняння (212), де a = a(t), b = b(t), c = c(t) – довiльнi
функцiї i k = const < 0, також має розв’язок з узагальненим вiдокремленням змiнних
вигляду (213), де функцiї ψ1(t) i ψ2(t) описуються автономною системою звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь (214).

14.2 Деякi узагальнення

Аналогiчним чином розглядається загальнiше рiвняння вигляду

L1[w] = L2[U ], U = F [w], (215)

де L1[w] та L2[U ] – лiнiйнi диференцiальнi оператори по змiннiй t вигляду

L1[w] ≡
m1∑
i=0

ai(t)
∂iw

∂ti
, L2[U ] ≡

m2∑
j=0

bj(t)
∂jU

∂tj
, (216)

a F [w] – нелiнiйний диференцiальний оператор по змiннiй x

F [w] ≡ F

(
t, w,

∂w

∂x
, . . . ,

∂nw

∂xn

)
, (217)

який може залежати параметричним чином вiд t.
Нехай лiнiйний пiдпростiр (208) iнварiантний вiдносно оператора F , тобто для довiль-

них сталих C1, ..., Ck має мiсце рiвнiсть

F

[
k∑
i=1

Ciφi(x)

]
=

k∑
i=1

fi(t, C1, . . . , Ck)φi(x). (218)

Тодi рiвняння (215) має розв’язок з узагальненим вiдокремленням змiнних вигляду (210),
де функцiї ψ1(t), ..., ψk(t) описуються системою звичайних диференцiальних рiвнянь

L1[ψi(t)] = L2[fi(t, ψ1, . . . , ψk)], i = 1, . . . , k. (219)

58



Приклад 43. Розглянемо рiвняння

a2(t)
∂2w

∂t2
+ a1(t)

∂w

∂t
=
∂w

∂x

∂2w

∂x2
, (220)

яке при a2(t) = k2, a1(t) = k1/t використовується для опису трансзвукових газових по-
токiв (t вiдiграє роль просторової змiнної).

Рiвняння (220) є окремим випадком рiвняння (215), де L1[w] = a2(t)wtt + a1(t)wt,
L2[U ] = U , F [w] = wxwxx. Можна показати, що нелiнiйний диференцiальний оператор
F [w] допускає тривимiрний iнварiантний пiдпростiр L3 = {1, x3/2, x3}. Тому рiвняння
(220) має розв’язок з узагальненим вiдокремленням змiнних вигляду

w(x, t) = ψ1(t) + ψ2(t)x
3/2 + ψ3(t)x

3,

де функцiї ψ1(t), ψ2(t), ψ3(t) описуються системою звичайних диференцiальних рiвнянь

a2(t)ψ
′′
1 + a1(t)ψ

′
1 =

9

8
ψ2
2,

a2(t)ψ
′′
2 + a1(t)ψ

′
2 =

45

4
ψ2ψ3,

a2(t)ψ
′′
3 + a1(t)ψ

′
3 = 18ψ2

3.

Зауваження 29. Оператор F [w] допускає також чотиривимiрний iнварiантний пiдпро-
стiр L4 = {1, x, x2, x3}, якому вiдповiдав би розв’язок з узагальненим вiдокремленням
змiнних вигляду

w(x, t) = ψ1(t) + ψ2(t)x+ ψ3(t)x
2 + ψ4(t)x

3.

Див. також приклад 44 при a0(t) = 0, k = 1, n = 2.

Приклад 44. Розглянемо загальнiше рiвняння n-го порядку

a2(t)
∂2w

∂t2
+ a1(t)

∂w

∂t
+ a0(t)w =

(
∂w

∂x

)k
∂nw

∂xn
. (221)

Нелiнiйний оператор F [w] = (wx)
kw

(n)
x допускає двовимiрний iнварiантний пiдпро-

стiр L2 = {1, φ(x)}, де функцiя φ(x) описується звичайним диференцiальним рiвнянням
(φ′

x)
kφ

(n)
x = φ. Тому рiвняння (221) має розв’язок з узагальненим вiдокремленням змiнних

вигляду
w(x, t) = ψ1(t) + ψ2(t)φ(x),

де функцiї ψ1(t) i ψ2(t) описуються двома незалежними звичайними диференцiальними
рiвняннями

a2(t)ψ
′′
1 + a1(t)ψ

′
1 + a0(t)ψ1 = 0,

a2(t)ψ
′′
2 + a1(t)ψ

′
2 + a0(t)ψ2 = ψk+1

2 .

Багато iнших прикладiв подiбного роду, а також деякi деталiзацiї i узагальнення опи-
суваного методу, можна знайти у цитованiй нижче лiтературi. Основнi труднощi, що ви-
никають при використаннi методу Тiтова-Галактiонова для побудови точних розв’язкiв
конкретних рiвнянь, полягають у знаходженнi лiнiйних пiдпросторiв, iнварiантних вiдно-
сно заданого нелiнiйного оператора. Крiм того, вихiдне рiвняння може вiдрiзнятися вiд
рiвнянь розглянутого типу (не завжди можна видiлити вiдповiдний нелiнiйний оператор
F [w]).
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15 Лекцiя 15. Метод функцiонального вiдокремлення
змiнних

15.1 Структура розв’язкiв з функцiональним вiдокремленням змiн-
них

Нелiнiйнi рiвняння, отриманi замiною w = F (z) з лiнiйних рiвнянь математичної фiзики з
вiдокремлюваними змiнними для функцiї z = z(x, y), будуть мати точнi розв’язки вигляду

w(x, y) = F (z), z =
n∑

m=1

φm(x)ψm(y). (222)

Багато нелiнiйних рiвнянь з частинними похiдними, якi не зводяться до лiнiйних, та-
кож мають точнi розв’язки вигляду (222). Такi розв’язки будемо називати розв’язками з
функцiональним вiдокремленням змiнних. У загальному випадку функцiї φm(x), ψm(y),
F (z) в (222) заздалегiдь не вiдомi i пiдлягають визначенню.

Основна iдея: диференцiально-функцiональне рiвняння, отримане в результатi пiдста-
новки виразу (222) в розглядуване рiвняння з частинними похiдними, треба привести до
стандартного бiлiнiйного функцiонального рiвняння

Φ1(X)Ψ1(Y ) + Φ2(X)Ψ2(Y ) + . . .+ Φk(X)Ψk(Y ) = 0

або до диференцiально-функцiонального рiвняння вигляду

Φ1(X)Ψ1(Y ) + Φ2(X)Ψ2(Y ) + . . .+ Φk(X)Ψk(Y ) = 0,

Φj(X) ≡ Φj (x, φ1, φ
′
1, φ

′′
1, . . . , φn, φ

′
n, φ

′′
n) ,

Ψj(Y ) ≡ Ψj (y, ψ1, ψ
′
1, ψ

′′
1 , . . . , ψn, ψ

′
n, ψ

′′
n) .

.

Зауваження 30. При функцiональному вiдокремленнi змiнних пошук розв’язкiв найпро-
стiшого вигляду w = F (φ(x) + ψ(y)) i w = F (φ(x)ψ(y)) призводить до однакових резуль-
татiв, оскiльки справедливе представлення F (φ(x)ψ(y)) = F1(φ(x) + ψ(y)), де F1(z) =
F (ez), φ1(x) = lnφ(x), ψ1(y) = lnψ(y).

Зауваження 31. При побудовi розв’язкiв з функцiональним вiдокремленням змiнних ви-
гляду w = F (φ(x) + ψ(y)) вважається, що φ ̸= const i ψ ̸= const.

Зауваження 32. Функцiя F (z) може описуватися як одним звичайним диференцiальним
рiвнянням, так i переозначеною системою рiвнянь (при аналiзi треба враховувати обидвi
цi можливостi).

15.2 Розв’язки з функцiональним вiдокремленням змiнних спецi-
ального вигляду

15.2.1 Розв’язки типу узагальненої бiжучої хвилi. Приклади

Для спрощення аналiзу деякi функцiї в (222) можна задавати апрiорно, а iншi визнача-
ти в процесi розв’язання. Такi розв’язки будемо називати розв’язами з функцiональним
вiдокремленням змiнних спецiального вигляду.
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Нижче вказано найпростiшi розв’язки з функцiональним вiдокремленням змiнних спе-
цiального вигляду (x i y можна помiняти мiсцями):

w = F (z), z = ψ1(y)x+ ψ2(y) (аргумент z лiнiйний по x);
w = F (z), z = ψ1(y)x

2 + ψ2(y) (аргумент z квадратичний по x);
w = F (z), z = ψ1(y)e

λx + ψ2(y) (аргумент z мiстить експонентцiальну функцiю x).

Перший розв’язок будемо називати розв’язком типу узагальненої бiжучої хвилi. В останнiй
формулi замiсть eλx можуть стояти також функцiї ch(ax+b), sh(ax+b), cos(ax+b), sin(ax+
b).

Пiсля пiдстановки будь-якого iз зазначених виразiв в розглядуване рiвняння треба ви-
ключити x за допомогою виразу для z. В результатi отримаємо функцiонально-диферен-
цiальне рiвняння з двома аргументами y i z. Його розв’язок у низцi випадкiв можна отри-
мати за допомогою методiв, описаних у лекцiях 10-14.

Для наочностi приведемо загальну схему побудови розв’язкiв типу узагальненої бiжу-
чої хвилi для еволюцiйних рiвнянь.

1. У вихiдне рiвняння wt = H(t, w, wx, wxx, . . . , w
(n)
x ) пiдставляємо розв’язок у виглядi

узагальненої бiжучої хвилi w = F (z), де z = φ(t)x+ ψ(t).

2. Замiнюємо x на (z − ψ)/φ i отримуємо функцiонально-диференцiальне рiвняння з
двома аргументами.

3. Використовуючи процедуру розщеплення, отримуємо: (i) функцiональне рiвняння та
(ii) визначальну систему звичайних диференцiальних рiвнянь.

4. Розв’язуємо функцiональне рiвняння Φ1(z)Ψ1(t) + . . .+ Φk(z)Ψk(t) = 0.

5. Функцiї Φm, Ψm (1 6 m 6 k) пiдставляємо в систему (ii).

6. Розв’язуємо визначальну систему звичайних диференцiальних рiвнянь i знаходимо
функцiї φ, ψ, F .

Зауваження 33. Приведений вище алгоритм, може використовуватися також для по-
будови точних розв’язкiв загальнiшого вигляду5 w = σ(t)F (z) + φ1(t)x + ψ2(t), де z =
φ1(t)x+ ψ2(t).

Зауваження 34. Розв’язок з узагальненим вiдокремленням змiнних (див. лекцiї 10-14) є
розв’язком з функцiональним вiдокремленням змiнних частинного вигляду, що вiдповiдає
випадку F (z) = z.

Розглянемо приклади нелiнiйних рiвнянь, що допускають точнi розв’язки з функцiо-
нальним вiдокремленням змiнних частинного вигляду, коли складний аргумент z є лiнiй-
ним або квадратичним по однiй iз незалежних змiнних.

5Зазначений розв’язок мiстить в собi, як частиннi випадки, всi найпоширенiшi розв’язки: розв’язки
типу бiжучої хвилi, автомодельнi розв’язки, узагальненi автомодельнi розв’язки, розв’язки з адитивним i
мультиплiкативним вiдокремленням змiнних (а також багато iнварiантних розв’язкiв).
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Приклад 45. Розглянемо нестацiонарне рiвняння теплопровiдностi з нелiнiйним дже-
релом

∂w

∂t
=
∂2w

∂x2
+ F(w). (223)

Шукаємо точнi розв’язки рiвняння (223) з функцiональним вiдокремленням змiнних
спецiального вигляду

w = w(z), z = φ(t)x+ ψ(t). (224)

Потрiбно знайти функцiї w(z), φ(t), ψ(t) i праву частину рiвняння F(w).
Пiдставивши вираз (224) в (223) i подiливши на w′

z, маємо

φ′
tx+ ψ′

t = φ2w
′′
zz

w′
z

+
F(w)

w′
z

. (225)

Виразимо в (224) x через z i пiдставимо його в (223). В результатi приходимо до фун-
кцiонально-диференцiального рiвняння з двома змiнними t i z:

−ψ′
t +

ψ

φ
φ′
t −

φ′
t

φ
z + φ2w

′′
zz

w′
z

+
F(w)

w′
z

= 0,

яке можна розглядати як функцiональне рiвняння (7) з лекцiї 13, а саме:

Φ1(t)Ψ1(z) + Φ2(t)Ψ2(z) + Φ3(t)Ψ3(z) + Φ4(t)Ψ4(z) = 0,

де
Φ1 = −ψ′

t +
ψ

φ
φ′
t, Φ2 = −φ

′
t

φ
, Φ3 = φ2, Φ4 = 1,

Ψ1 = 1, Ψ2 = z, Ψ3 =
w′′
zz

w′
z

, Ψ4 =
F(w)

w′
z

.

Пiдставляючи цi вирази в формули (8) з лекцiї 13, отримаємо систему звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь

−ψ′
t +

ψ

φ
φ′
t = A1φ

2 + A2, −φ
′
t

φ
= A3φ

2 + A4,

w′′
zz

w′
z

= −A1 − A3z,
F(w)

w′
z

= −A2 − A4z,
(226)

де A1, A2, A3, A4 – довiльнi сталi.
Випадок 1. При A4 ̸= 0 розв’язок системи (226) має вигляд

φ(t) = ±
(
C1e

2A4t − A3

A4

)−1/2

,

ψ(t) = −φ(t)
[
A1

∫
φ(t)dt+ A2

∫
dt

φ(t)
+ C2

]
,

w(z) = C3

∫
exp

(
−1

2
A3z

2 − A1z

)
dz + C4,

F(w) = −C3 (A4z + A2) exp

(
−1

2
A3z

2 − A1z

)
,

(227)
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де C1, C2, C3, C4 – довiльнi сталi. Залежнiсть F = F(w) задається двома останнiми
виразами в параметричному виглядi (z вiдiграє роль параметра). При A3 ̸= 0 функцiю
джерела F(w) в (227) можна виразити через елементарнi функцiї i функцiю, обернену
до iнтеграла ймовiрностей.

В частинному випадку A3 = C4 = 0, A1 = −1, C3 = 1 функцiю джерела можна
подати в явному виглядi:

F(w) = −w(A4 lnw + A2). (228)

Розв’язки рiвняння (223) в цьому випадку можна отримати також за допомогою гру-
пового аналiзу [24].

Випадок 2. При A4 = 0 розв’язки перших двох рiвнянь (226) мають вигляд

φ(t) = ± 1√
2A3t+ C1

, ψ(t) =
C2√

2A3t+ C1

− A1

A3

− A2

3A3

(2A3t+ C1),

а розв’язки iнших рiвнянь описуються двома останнiми формулами (227) при A4 = 0.

Приклад 46. Розглянемо загальнiше рiвняння

∂w

∂t
= a(t)

∂2w

∂x2
+ b(t)

∂w

∂x
+ c(t)F(w),

що мiстить довiльнi функцiї a(t), b(t), c(t).
Розв’язки шукаємо у виглядi (224). В цьому випадку в системi (226) змiняться тiль-

ки першi два рiвняння, а функцiї w(z) i F(w) будуть описуватися двома останнiми фор-
мулами (227).

15.2.2 Розв’язання шляхом зведення до рiвнянь з квадратичною нелiнiйнiстю

У низцi випадкiв пошук розв’язку у виглядi (222) вдається провести в два етапи. Спочатку
шукається перетворення, що зводить вихiдне рiвняння до рiвняння з квадратичною (iно-
дi степеневою) нелiнiйнiстю. Потiм розв’язок отриманого рiвняння шукається методами,
описаними в лекцiях 11-14.

Рiвняння з квадратичною нелiнiйнiстю iнодi вдається отримати за допомогою пiдста-
новок вигляду w = F (z). Найбiльш поширенi пiдстановки мають вигляд:

w = zλ (для рiвнянь зi степеневою нелiнiйнiстю),
w = λ ln z (для рiвнянь з експоненцiальною нелiнiйнiстю),
w = eλz (для рiвнянь з логарифмiчною нелiнiйнiстю),

де λ – стала, що пiдлягає визначенню. Зазначений пiдхiд еквiвалентний апрiорному зав-
данню вигляду функцiї F (z) у виразi (222).

Приклад 47. Нелiнiйне рiвняння теплопровiдностi з джерелом логарифмiчного типу

∂w

∂t
= a

∂2w

∂x2
+ f(t)w lnw

замiною w = ez зводиться до рiвняння з квадратичною нелiнiйнiстю, яке допускає то-
чний розв’язок з узагальненим вiдокремленням змiнних вигляду

z = φ1(x)ψ1(t) + φ2(x)ψ2(t) + ψ3(t),
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де φ1(x) = x2, φ2(x) = x, а функцiї ψk(t) описуються вiдповiдною системою звичайних
диференцiальних рiвнянь.

Багато нелiнiйних рiвнянь рiзного типу, що зводяться за допомогою вiдповiдних пере-
творень до рiвнянь з квадратичною нелiнiйнiстю, описано в цитованiй нижче лiтературi.
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